Matolcsi Tamas

ANALIZIS 1.
(Halmazok, szamok)






Tartalom

ELOSZO

LOGIKAI BEVEZETO

I. A HALMAZELMELET ALAPJAI

1. Halmazok . . . e 0]
2. A hatvanyhalmaz P
3. Halmazmiveletek . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 15
4. Descartes-szorzat . . . . . . . . . . . . . . . . ... ... 19
[I. RELACIOK

5. A relaci6 fogalma . . . . . ... oo o000 L0021
6. Rendezés . . . . . . . . . .. ... ... 24
7. Ekvivalencia-reldci6 . . . . . . . . . . ... oo 027
[1l. FUGGVENYEK

8. A figgvény fogalma . . . . . . . . . .. ... .. ... 30
9. Halmazrendszerek . . . . . . . . . . . . . . .. ... .. 37
10. Inverzek . . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 46
11. Egyenletek . . . . . . N
IV. VALOS SZAMOK

12. A természetes szdmok . . . . . . . . . . . . . . . ... .. bb
13. A valés szdmok megalkotdsa . . . . . . . . . . . . . . . .. 66
14. A valés szamok alaptulajdonsagai . . . . . . . . . . . . . . . 70
15. A valds szdmok egyéb tulajdonsdgai . . . . . . . . . . . . . . 76
16. A teljes indukecié . . . . . ... .00 o000 L. 82
17. Valés értéki figgvények . . . . . . . . . o ... ... 87
18. Valés értékii fiiggvények miiveletei . . . . . . . . . . . .. 97

19.Becslések........................101



V.
20.
21.
22.
23.

24

25.

VII.
26.
27.
28.

HALMAZOK SZAMOSSAGA

Szamossagok Osszehasonlitisa
Véges halmazok . .
Megszamlalhaté halmazok .
Kontinuum-szamossagi halmazok .

A KOMBINATORIKA ELEMEI

Permutamok .
Variaciok, kombmacmk

KOMPLEX SZAMOK

A komplex szamok értelmezése .
Gyokvonds .
Polinomok .

. 106
. 110
. 113
. 116

. 121
. 127

. 130
. 136
. 141
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ELOSZO

Minden tudomény ugy fejlédik, hogy az emberiség a felgyiilemlett tapasztalatok
rendszerezésével fogalmakat alakit ki, ezek kozott Osszefliggéseket dllapit meg; az
igy nyert ismeretek birtokdban 1j tapasztalatokra tesz szert, 1j fogalmakat vezet
be, 4j Osszefiiggéseket tar fel, és igy tovabb. A matematika fejlédése is igy indult,
azonban e tudomaény jellegénél fogva az elérehaladés a kozvetlen tapasztalatoktol
val6 rohamos elszakadassal jart egytitt. Ez azt eredményezte, hogy az 1j és 1j fogal-
mak &dltaldban egyre kevesebb és kevesebb szemléletes tartalommal rendelkeztek,
egyre kevésbé kézzelfoghatéva valtak. Eleinte azonban az emberek megragadtak a
szokasos szemléletes képeiknél, aminek kovetkeztében ellentmondéasokra jutottak.
Az ellentmondésok szaporodasa arra késztette a matematikusokat, hogy kritiku-
san fellilvizsgaljak a tudoméanyukat. E munka nyomédn alakult ki a matematika
mai nagyon szigorian meghatarozott szerkezetii épiilete.

Most mar, visszatekintve, igen egyszerli példan tudjuk bemutatni, milyen prob-
lémak meriiltek fel, és aztan konnyii vazolni, hogyan lehet ezeket elkertilni. [me
az ugynevezett Richard-féle paradoxon: tekintsiik azon egész szamok Osszességét,
amelyeket magyar nyelven legfeljebb széz karakterrel (betiivel, irdsjellel és sz6-
kozzel) le tudunk frni. Példdul: szdz, kétmillié hdromszdzhuszonhétezer, minusz
kettd, hatszor hat, tiz a huszonkettediken, stb. Véges sok karakter all a rendelke-
zésiinkre, ezeknek véges sok legfeljebb szaz hossziisdgu varidcidja lehetséges, tehat
csak véges sok ilyen szam van. Kozottiik nyilvan 1étezik legnagyobb; jelolje ezt n.
Legyen m “a magyar nyelven legfeljebb szdz karakterrel leirhat6 legnagyobb egész
szamnal eggyel nagyobb szam”. Meghatarozasa szerint tehat m nagyobb, mint
n. Szamoljuk viszont meg az idézdjelen beliili karaktereket: szaznal kevesebben
vannak. Kovetkezésképpen m a kivalasztott tulajdonsaggal rendelkezik, igy nem
lehet nagyobb, mint n.

Egészen addig, amig nyilvanvaléva nem valt az ellentmondas, gy tiint, értelmes
és igaz dolgokat mondtunk. Valahol pedig hiba van. Hiaba ismételjiik azonban
végig, amit mondtunk, nem taldlunk szembeszokd tévedést.

Az a baj, hogy nincs hatarozott értelme annak, hogy egy egész szam “magyar
nyelven legfeljebb szaz karakterrel lefrhatd.” Errdl intuitiv képiink van, de gondol-
juk csak el, hogy valaki nem érti (példdul mi magunk), mirél van szd, és el kell
neki magyaraznunk. A széz és a legfeljebb jelentése egyértelmi, a karaktereket
felsorolhatjuk, igy ezek fogalma vildgos. Azt kell mar csak megmagyardznunk,
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mit jelent, hogy magyar nyelven (az adott médon) leirhaté. Prébalkozzunk: “van
olyan magyar szavakbol 4116 (megfeleld hossziisdgi) kifejezés, amely meghatéroz-
za”. Aki eddig nem értette, ezutdn sem fogja: megkérdezi, mit jelent a ‘kifejezés’,
és mit jelent a ‘meghatarozza’. Megprobaljuk ezt is elmagyarazni, a magyarazat-
ban azonban ismét 1j szavak jelennek, amelyeknek az értelmét meg lehet kérdezni,
igy azokat is el kellene magyarazni, és igy tovabb, és nem latjuk, hogy ez a folya-
mat megnyugtatéan véget érne: a ‘leirhatd’ végiilis megfoghatatlan fogalom. Egy
kicsit kézzelfoghatobb példaval szemléltethetjiik ezt a vég nékiili magyarizkodast.
Gondojunk egy idegen ajku emberre, aki megkérdezi téliink, mi az esernyd, nem
ismeri ennek a szénak a jelentését. Azt valaszoljuk, az, amit a fejink folé tartunk,
amikor esik az es6. Emberiink ingatja a fejét, nem érti; azt tudja, mi a fej, de azt
nem, mi a folé, mi a tart, és mi az es6. Ezek magyardzatdban ismét lehetnek az
idegen szamara ismeretlen szavak, és igy tovabb, szinte reményteleniil, hacsak fel
nem taldljuk magunkat, és mutogatassal véget nem vetiink a kinos jelenetnek.

Minthogy a tudomédnyban a gesztikulaldsnak nincs helye, a matematikaban a
pontos meghatarozas mellett kell maradnunk, ami azt jelenti, hogy egy ismeretlen
(1)) fogalmat ismertekkel magyardzunk meg. Az elébbi példdban: ha a ‘fej’; ‘f6-
1é’, ‘tart’ és ‘es6®’ ismert, akkor az eserny® meg van hatarozva. Ha nem ismertek,
azokat is meg kell hatdrozni més fogalmakkal; ha azok ismertek, minden rendben
van, ha nem, 1j meghatarozasok kellenek ... és igy tovabb. Vildgos, hogy mindent
nem tudunk megmagyarazni, mert minden fogalom magyarazata mas fogalmakra
tamaszkodik. Valamit ismerni kell, valahonnan el kell indulni. fgy épiil fel a ma-
tematika: bizonyos alapfogalmakat ismertnek vesziink, és ezekre vonatkozdan
elfdogadunk bizonyos Gsszefliggéseket, alapigazsagokat mas néven axiémakat.
Ezek alapjan 1j fogalmakat szarmaztatunk, a fogalmak kozott j Osszefiiggése-
ket allapitunk meg, amelyek ismét 1j fogalmakhoz, kozottiik 4j Osszefliggésekhez
vezetnek, és igy tovabb...

Az, hogy mit fogadunk el alapfogalomnak és alapigazsdgnak, fligeg attél, mi-
lyen szinten akarjuk targyalni a matematikat. Az alapfogalmak és alapigazsdgok
rendszerének olyannak kell lennie, hogy ne tartalmazzon ellentmondast, s6t ne is
vezessen ellentmondéshoz. Ez nagyon szigori kévetelmény, és igen nehezen ellen-
Orizhetd (vagy nem is ellen6rizhetd), hogy teljesiil-e, sokszor csak bizunk abban,
hogy a rendszer ellentmonddsmentes (ha mégis ellentmonddsra jutunk, meg kell
valtoztatni a rendszert).

Természetesen igyeksziink minél kevesebbdl kiindulni, hogy az alapfogalmak és
alapigazsagok rendszere attekintheto legyen, és ezzel a lehetd legkisebbre szoritsuk
annak az eshetOségét, hogy az alapok ellentmondést tartalmazzanak. Minél szii-
kebb azonban az alapok rendszere, annal absztraktabb az elmélet. A matematikai
logika és az axiomatikus halmazelmélet az alapok ilyen nagyon szigori felépitését
adja. A matematikat alkalmazé tudoményoknak azonban nincs sziikségiik erre az
igényes de hosszi megalapozasra. Mi is egy lazabb, kotetlenebb felépitést targya-
lunk, amelyet altaldban naiv logika és naiv halmazelmélet névvel illetnek.
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LOGIKAI BEVEZETO

1. A matematikai logika alapvetd fogalmai a matematikai objektumok, az ob-
jektumokkal megfogalmazott kijelentések (més néven itéletek), és a kijelentések
igaz vagy hamis volta (igazsig-tartalma).

Most a matematikai objektumok leirdsat megkeriiljiik, s6t szemléltet6 példaink-
ban éppen nem matematikai, hanem “hétkéznapi” objektumokat fogunk hasznél-
mi.

A Kkijelentéseket jellemz6 legegyszeriibb tulajdonsdg az, hogy kijelentésekbdl a
kovetkez6 logikai miiveletekkel ismét kijelentésekhez jutunk:

13

tagadas nem (—...),
osszekapcesolds “..6s..7 (...V..),
szétvélasztas “..vagy...” (. AL,
kovetkeztetés “ha..., akkor...” (o= ),
egyenértékiisités “...akkor és csak akkor, ha...” (... <= ...).

Kozelebbrél: 6sszekapcsolva két kijelentést az ‘és’ kotoszdval kijelentést kapunk,
stb. Altaldban: kijelentést téve a zdrdjelben levé formuldk kipontozott helyére ki-
jelentést képeziink. Példaul az “esik az es¢” és a “Bodri ugat” kijelentések esetén

“nem esik az es6”, “esik az es6 és Bodri ugat”, “esik az es vagy Bodri ugat”, “ha
esik az es6, akkor Bodri ugat”, “akkor és csak akkor esik az es6, ha Bodri ugat”

szintén kijelentések. A kovetkeztetésre az “abbdl, hogy .... kovetkezik, hogy...” és
“...maga utan vonja, hogy ...” szinonimakat is hasznaljuk; az egyenértékiisitésre
pedig azt, hogy “...pontosan akkor, ha ....”. A tagadéassal egy kicsit vigydznunk
kell, mert a matematikai nyelvvel ellentétben a természetes nyelvek szabdlyai sze-
rint egy kijelentést nem mindig ugy tagadunk, hogy az egész elé odatessziik a ‘nem’
szocskat. Példaul “Bodri ugat” tagadasa “Bodri nem ugat”. A “nem Bodri ugat”
kijelentés a “Bodri az, aki ugat” tagadasa.

Absztraktabb mdédon, ha a kijelentéseket is egy-egy szimbdélummal jeloljik, a
logikai miiveleteket a tablazat masodik zardjelébe tett jelekkel irjuk le. Példaul
jelolje p az “esik az es6” kijelentést, ¢ a “Bodri ugat” kijelentést: ekkor p A g
jeloli az “esik az es6 és Bodri ugat” kijelentést.

Kijelentések alkotdsanak egy masik szabdlya mar egy kissé nehezebben fogal-
mazhaté meg. A logikai fliggvények olyan kijelentésformuldk — nem kijelentések!
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—, amelyekben egy vagy tobb dgynevezett valtozd szerepel, amelyek meghatarozott
objektumok lehetnek; ha a logikai fiiggvény valtozdjat specifikdljuk azaz rogzitjiik
egy lehetséges mdédon, kijelentést kapunk; ezeket a kijelentéseket a logikai fligg-
vény értékeinek nevezziik. Mds szdval a logikai fiiggvény bizonyos (matematikai)
objektumokhoz rendel hozza kijelentéseket; a logikai fiiggvény véltozdja jelképezi
a széban forgd objektumokat. Példaval vilagitjuk meg: az el6bb Bodrirdl volt szd,
egy meghatarozott kutyardl; ha ‘Bodri’ helyett a ‘kutya’ valtozdt vessziik, logikai
fliggvényt kapunk: “kutya ugat”. Ezt a valtozét Bodrinak, Pajtdsnak, Nérénak
stb. specifikdlva rendre kijelentéseket nyeriink. Igen fontos, hogy logikai fiiggvé-
nyekbdl az eddigiektdl eltéré modon is gyarthatunk kijelentést gy, hogy a valtozdt
lekotjik az

univerzalis kvantor (minden) (V)

egzisztencidlis kvantor  (létezik)  (3)

egyikével. Példank szerint: “minden kutya ugat” és “létezik kutya, amelyik ugat”
kijelentések.

Absztrakt jelolésekkel: ha P logikai fiiggvény, akkor a kvantorokkal megalkot-
hatjuk beldle a Vz : P(x) ésa Jx: P(x) kijelentéseket. Jegyezziik meg, hogy a
véltozdk jelolésére akdrmilyen betiit (szimbdlumot) hasznalhatunk amit még nem
kotottiink le valaminek a jelolésére; x helyett irhatunk a-t, b-t stb., ha ezek nem
jelei P egy valtozdja értékének; és nyilvan nem irhatunk x helyett P-t.

2. A Kkijelentések lehetnek igazak vagy hamisak. Példaul a “minden alma j6
iz1” kijelentés hamis, a “létezik alma, amelyik j6 iz” kijelentés igaz. Alapvetd
probléma az, hogyan donthetjiik el egy kijentésrol, hogy igaz-e vagy sem. Egyszeri
szabalyok allnak a rendelkezéstinkre a logikai muiveletek esetén. Legyen p és g
egy-egy kijelentés, és jelképezze a kijelentések igaz illetve hamis voltat az i illetve
a h betli. Ekkor a kovetkez6 ugynevezett igazsdgtablazatot fogadjuk el, amely
megadja a p-bdl és ¢-bol képzett kijelentések igaz illetve hamis voltat a p és a
q igaz illetve hamis voltatdl fiiggden:

P q | -p pAq pVq p=q p = q
|

i | oo i i i

i h | ho h i h h

hoi | i h i i h

h h | i h h i i

A tablazat a hétkoznapi logika, a “jézan ész” egyszerii megallapitasait foglalja
egybe; talan csak a kovetkeztetésre vonatkozéd két utolsé megéllapoddsunk nem
nyilvanvald; e két pontot ugy szoktdak megfogalmazni, hogy hamisbdl barmi ko-
vetkezik. A kovetkeztetés a logika legfontosabb miivelete: ha p és p = ¢ is
igaz, akkor ¢ 1is igaz, amint azt a tdblazat mutatja. Tehat igaz kijelentésbol
igaz (azaz helyes) kovetkeztetéssel igaz kijelentéshez jutunk. Hamis kijelentésbél
helyes kovetkeztetéssel akar igaz, akar hamis kijelentést levezethetiink.
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Logikai miveletekkel szerkesztett kijelentések igazsagtartalmat elvileg megalla-
pithatjuk az eredeti kijelentések igazsdgtartalmabol. Gyakorlatilag azonban egy
tobbszorosen Osszetett kijeletést — példdul ilyent: —((pV g) A —r) — mér nem olyan
egyszert kiértékelni. Van azonban egyszerisitési lehetOségiink. Két kijelentést
egyenértékiinek (ekvivalensnek) neveziink, ha igazsdgtartalmuk azonos; mds
szoval p és q egyenértéki, ha p <= ¢ igaz. Ezt igy jeloljik: p = q. Egy
kijelentés igaz vagy hamis voltanak eldontéséhez a kijelentéssel egyenértékii, kony-
nyebben kiértékelhet6 kijelentést is vizsgalhatunk. A kovetkezd, szinte nyilvanvald
Osszefiiggéseket irhatjuk fel az igazsagtablazat alapjan:

—(-p)=p, ~(pANq)=-pV-q -(pVqg=-pA-q p=qg=-qg="p,

(pAg)Vr=(pVvr)n(gVr), (pVaAr=(@EAr)V(gAr).

Ezek szerint példaul

(Vg A-r)=(=(pAg))Vr=(-pA-g)Vr=(-pV7T)A(=qVT),

és a konkrét esetekben a fenti négy kijelentés valmelyike esetleg sokkal konnyebben
igazolhaté vagy cafolhaté a tobbinél.
A kvantorok kozotti kapcesolatot a

-(Vz : P(z)) =3z : =P(x)

Osszefiiggés jellemzi; ellentétben az el6zéekkel, ez nem kovetkezik az igazsagtabla-
zatbdl, ez attdl fiiggetlen megallapoddsunk.

3. Eddig olyan kijelentések igazsédgtartalmarol beszéltiink, amelyek ismert igaz-
sdgtartalmu mas kijelentésekbdl késziiltek logikai miiveletekkel vagy logikai fligg-
vényekbdl kvantorokkal. Mit tudunk viszont olyan kijelentésekrol, amelyek nem
ilyenek? Miként dontjiik el példaul, igaz-e, hogy esik az es6? Logikai titon sehogy:
csakis tapasztalatilag. Es itt kell nagyon vigyaznunk: mennyire elegyithetjik a ta-
pasztalatot a logikaval, hogy az elészéban emlitett ellentmondésokhoz ne jussunk.

A matematika axiomatikus felépitése a mondottakra tamaszkodva a kovetke-
z6képpen foglalhaté 6ssze. Néhany fogalmat — az ugynevezett alapfogalmakat
— magyarazat nélkiil (“tapasztalatilag”) ismertnek vesziink. Az alapfogalmakkal
megfogalmazott néhany kijelenetést — az igynevezett axiomakat vagy alapigaz-
sdgokat — magyardzat nélkiil (“tapasztalatilag”) igaznak fogadunk el. Az alapfo-
galmak és alapigazsagok birtokaban 1j fogalmakat vezetiink be, azokkal 1j kijelen-
téseket fogalmazunk meg, és a logika segitségével bebizonyitjuk, hogy ezek igazak.
A bizonyitds (vagy levezetés) a helyes kovetkeztetés szabdlyaira épiil, amelyeknek
csak egy része az igazsdgtabldzat, és amelyeket nem célunk részletezni. A tovéb-
biakban egyszerlien a hétkoéznapi logikus gondolkodédsra hagyatkozunk. Annyit
emlitiink még meg, hogy az igaz kijelentést allitasnak vagy tételnek nevezziik,
ezért ezek a szavak jelennek meg altaldban a matematika targyaldsa sordn a kije-
lentés helyett.
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l. A HALMAZELMELET ALAPJAI

1. Halmazok

1.1. A halmaz a matematika legalapvetobb fogalma, s bizvast mondhatjuk,
hogy az egész matematika a halmazok elméletére épiil. Egy kosar gyiimolcs, egy
egyetemi évfolyam, egy halom tégla olyan példak, amelyek a halmaz fogalmét su-
galljak és szemléltetik. A gyiimolesok, a hallgatdk, a téglak a megfelelé halmazok
elemei.

A halmazok elemekbdl dllnak, elemekbél épiilnek fel. Nehogy azt higgyiik azon-
ban, hogy a halmaz és az elem egymast kizar6 fogalmak: egy halmaz lehet eleme
egy masik halmaznak. Példdul az egyetemi évfolyamok Osszességének elemei az
egyetemi évfolyamok, amelyek maguk is halmazok. Sét az egyetemi évfolyamot
alkot6 barmely elem, egy hallgatd, maga is vehetd halmaznak: az anyagi és szellemi
tulajdonsagai Osszességének. Ezért nem meglepd a matematikanak az a célszeri
felfogasa, hogy csak halmazokat tekint, nem kiilonboztet meg “elem” és “halmaz”
fogalmat. Arra a fogalomra viszont természetesen sziikkség van, hogy az egyik
halmaz eleme egy masiknak.

A matematikai halmaz fogalmat (definidlatlan) alapfogalomnak tekintjiik; szin-
tén alapfogalom egy halmaznak egy méasik halmazhoz valé tartozasa. A halmaz
sz6 helyett, vele azonos értelemben, hasznaljuk az Osszesség, sokasig, rendszer,
csaldd elnevezésket is. Azt a kijelentést, hogy = az A halmazhoz tartozik (més
kifejezésekkel: = eleme A-nak, x benne van A-ban), igy irjuk “z € A”. Arrdl van
tehat szd, hogy elfogadjuk: barmely x és A halmazok esetén az “z € A” kijelentés
értelmes. Az “x € A” kijelentés tehét lehet igaz vagy hamis. Ha igaz, azt irjuk,
hogy = € A, ha hamis, akkor azt, hogy = ¢ A.

1.2. Halmazok egyenl@sége fontos elemi fogalom. Erre vonatkozik a

Meghatarozottsagi axiéoma: két halmaz pontosan akkor egyenld, ha ugyana-
zok az elemeik.

Az A és B halmazok egyenléségét az A = B szimbdélummal jel6ljik. Ha A nem
egyenlé B-vel, azt irjuk, hogy A # B.
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A meghatarozottsagi axiéma szerint tehat A = B pontosan akkor teljesiil, ha az
“re A” és “x € B” kijelentések minden z esetén egyenértékiiek, amit egyszeriien
igy frunk: = € A pontosan akkor, ha x € B.

A meghatérozottsagi axioma a mi kereteink kozott valéjdban definicié. Ugyanis
csak akkor lehet axioma, ha a logikai elmélet, amelyben dolgozunk, tartalmazza az
egyenléség fogalmat. Minthogy a mi naiv logikdnkban nem esett sz6 egyenléségrol,
definiciénak kell tekinteniink a halmazok egyenléségét.

Viéssiik jol eszlinkbe, hogy a meghatarozottsagi axiéma nem természetes szik-
ségszerliség, hanem a halmazok tulajdonsdgara vonatkozé nem trividlis megalla-
podas. Léssuk, miért! Példdkat hoztunk halmazokra, és ezekbél nyilvanvalénak
tlinik, hogy két halmaz csak gy lehet egyenlS, hogy az elemeik ugyanazok. Igen
am, de a példa csak szemléltetés, amely intuiciét ad a halmaz fogalmahoz. Az
egzakt felépités elsé 1épéseként egyelére csak azt fogadtuk el, hogy van egyfajta
kijelentésiink, az “x € A”, amelyr6l semmi tovabbit nem mondtunk. Nem szabad
tehat “beleérteni” a példdkbodl vett tulajdonsagot. Tegyiik fel, hogy a halmazok
helyett most embereket tekintiink, és az “x € A” jelentse azt, hogy “z tarto-
zik A-nak (pénzzel)”. Itt nem teljesiil a meghatdrozottsdgi axiéma: attél, hogy
ugyanazok tartoznak A-nak és B-nek, még A és B lehet két kiilonboz6 személy.

1.3. Egy halmazt az elemei hataroznak meg, vagyis egy halmaz adott, ha adot-
tak az elemei. Az a forditott kérdés meriil fel, barmi médon megadott elemek
halmazt alkotna-e. A felelet: nem. Nyilvan kikotéseket kell tenniink, hogy ne ke-
veredjiink olyan ellentmondédsba, mint amilyennel a “magyar nyelven legfeljebbb
szaz karakterrel leirhatd egész szamok” megadottnak vélt Gsszességénél talalkoz-
tunk. Az els6 és igen fontos megéallapoddsunk a

Paraxiéma: ha a és b walamilyen (nem szikségképpen azonos) halmaz
elemet, akkor létezik olyan halmaz, amelynek csak a és b az eleme.

A csak az a és b elemet tartalmazé halmaz jele: {a,b}.

Természetesen elé6fordulhat, hogy a széban forgd elemek megegyeznek; ekkor az
{a,a} jelolés helyett az {a}-t haszndljuk. Az {a} halmaznak tehdt egyetlen eleme
van, az a.

Itt azonnal megragadjuk az alkalmat, hogy felhivjuk a figyelmet arra, egy elem
és az a halmaz, amely csak ezt az egyetlen elemet tartalmazza, noha kolcsondsen
meghatarozzak egymast, kiillénbozé dolgok.

1.4. Definicié Azt mondjuk, hogy az A halmaz a B halmaz része (A rész-
halmaza B-nek, B tartalmazza A-t, A sziikebb B-nél, B b6vebb A-nél),
jelben A C B vagy B D A, ha A minden eleme hozzatartozik B-hez is.

Mas szdval, A C B pontosan akkor teljesiil, ha az “x € A” kijelentésbél kovet-
kezik az “x € B” kijelentés, azaz egyszertien: ha x € A, akkor x € B. Masképpen
ugyanez: minden z € A esetén x € B.

Koénnyti megmutatni, hogy minden A, B és C halmazra
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(i) AC A,

(ii) A = B akkor és csak akkor, ha A C B és B C A,

(iii) ha A C B és B C C, akkor A C C.

Ezeket sorban a halmazelméleti tartalmazas reflexiv, antiszimmetrikus és
tranzitiv tulajdonsigainak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy az A C B 0Osszefliggés nem zarja ki az A = B lehetdséget.
Ha A C B de A # B, akkor azt mondjuk, hogy A a B valédi részhalmaza.

Ha A nem részhalmaza B-nek, azt irjuk, hogy A ¢ B; ez tehét azt jelenti, hogy
van olyan = € A, amelyre x ¢ B.

A részhalmazokra vonatkozik a halmazelmélet egyik alapelve, az

Elkiilonitési axiéma: ha A halmaz, és adott eqy P logikai fliigguény, akkor
van olyan halmaz, amelynek az elemei pontosan azok az x-ek az A-bol, amelyekre
P(z) igaz.

Az ily médon megadott halmaz szokésos jele:
{r e A| P(x)}.

Ez nyilvédn az A részhalmaza, amelyet szemléletesen gy tekinthetiink, mint az
A-nak a P &ltal el6irt tulajdonsagi elemeibdl 4116 halmazt.

1.5. Megjegyzések (i) Matematikai halmazok illusztrdldsédra megel8legezziik
a valos szamok ismeretét; a valds szamok halmazat R jeloli.

(ii) Egy halmaz akkor van meghatdrozva, ha pontosan tudjuk, mik az elemei.
Egy halmazt megadhatunk tehat gy, hogy felsoroljuk az elemeit. Ez természe-
tesen csak akkor lehetséges, ha a halmaznak véges sok eleme van (késébb latni
fogjuk, mit jelent ez pontosan). Ilyenkor a paraxiémandl bevezetett jelolést hasz-
naljuk: kapcsos zaréjel kozé beirjuk az elemeket, vesszével elvalasztva egymastol.
Példdul az a,b és c elemekbél ll6 halmaz {a,b,c}. Figyeljink a kiilénbségre: itt
nem allitjuk azt, hogy az a, b és ¢ elemekbdl halmaz képezhet6; ha tudjuk, hogy
egy halmaznak csak ezek az elemei, akkor ezt a halmazt igy jeloljik (késébb latni
fogjuk, hogy akarhdny véges elembdl valéban képezhet6 halmaz).

Az elemek felsorolasakor egy elem esetleg tObszor is szerepelhet; az igy meg-
adott halmaz a meghatarozottsagi axiéma szerint ugyanaz, mintha minden elem
csak egyszer szerepelne. Ugyancsak nem szdmit a felsorolds sorrendje. Példaul
{a,a,b,b,a} = {a,b} = {b,a}.

(ii) Nagyon fontosak a célszerii jelolések. Példdul valamilyen célbél foglakozni
akarunk az {1,2} halmazzal. Hogy ne kelljen mindig hosszadalmasan irkdlnunk,
egyetlen betlivel is jelolhetiink; elnevezziik, mondjuk A-nak:

A:={1,2}.

A :=illetve a =: szimbdlum az elnevez6 vagy definidlé egyenléség jele; az egyen-
16ségjel oldalan all6 mar adott halmaznak a kettospont oldalan all6 nevet illetve
jelolést adjuk.
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Hasonloképpen példaul
B:={reR|z* -3z +2=0}.

Rovid vizsgaldédas utédn rajoviink, hogy az iménti két halmaz egyenlé: A = B.

Remélhetéleg a példik eléggé megvildgitottak a kiillonbséget a definidlé egyen-
16ség (:= vagy =:) és az allit6 egyenldség (=) kozott. A tiszta gondolkodds szem-
pontjabdl fontos, hogy ezeket mindig élesen megkiilonboztessiik.

(iii) Elengedhetetlen, hogy az elkiilonitési axiéméban valéban logikai fiiggvény
szerepeljen (amelynek az értékei “értelmes kijeltések”). Gyakran olvasni vagy hal-
lami ilyesféle kijelentéseket: “ha a szogsebesség elég nagy, akkor a koringa kilen-
dil”, “ha a racsallandé elég kicsi, akkor interferencidt észleliink”. Valds szdmokra
atfogalmazva ezek ilyen sémakba 6ntheték: “ha x elég nagy valds szam, akkor...”,
“ha x elég kis valés szam, akkor...”, illetve tovabb formélva: “ha x benne van
az elég nagy (kis) valds szamok halmazdban, akkor...”. Végiil is latjuk, hogy az
{z € R |x elég nagy}, {z € R |x elég kicsi} halmazokrdl volna sz6 — ha léteznének
ilyen halmazok. Az “x elég nagy” és az “x elég kicsi” kijelentések igazsigtartal-
ma meghatarozhatatlan. Ilyen nem-egyértelmiiségre vezethetd vissza a “magyar
nyelven legfeljebb szaz kartakterrel leirhat6 egész szamok” paradoxona.

Valami értelme azért csak van a szogsebességre és a racsdllandora tett szoka-
sos kijelentéseknek, csak masképp kell megfogalmazni: létezik egy szogsebesség,
amelynél nagyob szogsebességekre a koringa kilendiil; 1étezik egy tavolsag, amely-
nél kisebb racsallandé esetén interferencia észlelhet. Vagyis az elég nagy, illetve
elég kicsi itt azt jelenti, hogy egy meghatarozott értéknél nagyobb, illetve kisebb.
Azt mindig a széban forgd koriilmények hatdrozzak meg (a koringa hossza, t6-
mege, illetve a fény hullimhossza), mi az a hatdr, amelyt6l kezdve elég nagynak,
illetve elég kicsinek tekintlink egy mennyiséget.

(iv) Erdemes megemliteni néhdny “furcsasdgot”, ami ellenkezik azokkal egy-
szerl képekkel, ahogy a halmazokat egy kosar gytimolesként stb. szemléltetjiik.
Noha legtobbszor jelolésben is kiilonbséget tesziink elem és halmaz kozott, hogy
konnyebben 4tldssuk a dolgokat (példaul az elemeket kis betii, a halmazokat nagy
betii jeloli), mint mondtuk, az elem is halmaz, és csak két halmaz egyméshoz valé
viszonya az, ami meghatarozza, melyiket tekintjiik az adott szituaciéban elemnek.
Vegytink két halmazt, A-t és B-t. Az eddigiek szerint tehat lehetséges, hogy A € B
és lehetséges, hogy B € A. Eddig rendben van; viszont semmi sem zarja ki azt
a “furcsasagot”, hogy esetleg mindkét lehet8ség egyszerre teljesiil (ami lehetetlen
az egyszeri elképzeléseink szerint: az alma eleme a kosar gylimolcsnek, és a kosar
gylmélcs is eleme az almdnak?). Ugyanilyen “furcsasdg” az A € A lehetség —
egy halmaz eleme 6nmaganak —, amit szintén nem zar ki semmi.

1.6. Feladatok

1. Legyen A :={1,2,10}, B:={z € R |z > 1}, C:={z € R | 2% > 1}. Ekkor
ACC,A4C,BCC,B#C,A¢ B, B¢ A.

2. Mutassuk meg, hogy {x € R | 22 = 2} = {0,1}.
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2. A hatvanyhalmaz

2.1. Minden eddigi és tovabbi faradozasunk hidbavald volna, ha egyéltaldn nem
volnanak halmazok. Nyilvan el kell fogadnunk kiinduldsul, hogy létezik legalabb
egy halmaz. Ennek egyszerti, de érdekes kovetkezménye, hogy van egy olyan hal-
maz, amelynek egyetlen eleme sincs. Valéban, ha A halmaz, akkor {x € A | x # x}
halmaz az elkiilonitési axiéma szerint, viszont nincs elme. A meghatarozottsigi
axidéma szerint egyetlen ilyen halmaz van; iires halmaznak hivjuk és (-val jelol-
jk.

Minden A halmazra () C A teljesiil. Valéban, minthogy #-nak nincs eleme, min-
den elemére igaz, hogy eleme barmely A halmaznak. Noha ez az allitds igaz, az
érvelés egy kicsit furcsanak tiinhet; fogunk még ilyennel taldlkozni. Hogy kézen-
fekvébben is bebizonyitsuk az () C A Osszefliggést, igy is érvelhetiink: ha ez nem
volna igaz, akkor volna az iires halmaznak olyan eleme, amely nem eleme A-nak;
mivel (-nak egyaltalndn nincs eleme, ez nem fordulhat eld.

2.2. Van tehat egy legszlikebb halmazunk, amelynek nincs eleme. Van-e leg-
bovebb halmaz, vagyis olyan halmaz, amelynek elme minden? Természetesnek
latszik, hogy van. Régen a matematikaban is nyilvanvalonak vették, hogy a min-
den dolgok halmaza, pontosabban az Osszes halmazok halmaza, az univerzum
létezik. Igen egyszeriien beldthatjuk az ugynevezett Russel-féle paradoxon segit-
ségével, hogy ez nem igaz.

Tegyiik fel ugyanis, hogy ilyen U univerzum létezik, és legyen S azon halmazok
Osszessége, amelyek nem elemei énmaguknak:

S:={XecU|X¢X}

Mivel U univerzum, S az eleme. Ezutan két eset lehetséges: vagy S € S vagy
S ¢ S. Ha S € S, akkor az S definicija szerint S ¢ S, ami ellentmondds. Ha
S ¢ S, akkor megint az S definicidja szerint S € S, ami ismét ellentmondés. Csak
ugy kertilhetjiik ki az ellentmondast, ha elvetjiikk az univerzum létezését.

2.3. Nem létezik tehat az dsszes halmazok halmaza. Viszont bizonyos halmazok
halmaza 1étezik. Erre vonatkozik a

Hatvanyhalmaz-axiéma: minden halmazhoz létezik egy halmaz, amelynek az
elemei pontosan a szoban forgé halmaz részhalmazai.

Az A halmaz Osszes részhalmazaibdl 4ll6 halmazt az A hatvanyhalmazanak
nevezzik, és P(A)-val jeloljik.

P(A)-nak két trivilis eleme van: ) és A. Altaldban P(A) igen “terjedelmes”
A-hoz viszonyitva. Lassuk csak, mit is jelent ez. Kénnyii ellenérizni, hogy
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vagyis ekkor a két trividlis elem egybeesik, tovabba
P({a}) = {0,{a}},
P({a,b}) = {0,{a}, {b},{a, b}}.

Lehet folytatni, és egyszerti kitalalni, hogy az n elemi halmaz hatvanyhal-
mazéanak 2" eleme van. Ezt késébb be is bizonyitjuk (miutdn értelmeztiik az n
természetes szamot és az n elemii halmaz fogalmat).

Végil megemlitjik azt a fontos tényt, hogy ha A és B halmaz, akkor, 1évén
mindkettd eleme a sajat hatvanyhalmazédnak, a paraxiéma szerint létezik az { A, B}
halmaz.

2.4. Feladatok
1. Bizonyitsuk be: A = B egyenértékii azzal, hogy P(A) = P(B).
2. Bizonyitsuk be: A C B egyenértékii azzal, hogy P(A) C P(B).

3. Halmazmiuveletek

3.1. Két kosar gytimolesot egyesithetlink egy nagyobb kosar gytimolccsé; az
egyetemi évfolyamok hallgatoéit egybefoglalva megkapjuk az egész egyetem hallga-
téit; tobb halom téglat is 0ssze lehet rakni egy nagyobb halomma. Ezek a példak
sugalljdk a halmazok egyesitésének a fogalmat. Persze egy kosar gylimolesot és
egy halom téglat is Ossze lehet rakni, és még hozza egy egyetemi évfolyamot is;
csak a szokatlansag miatt furcsalljuk, hogyan alkotnanak ezek egytitt egy halmazt,
de a halmazelméletben nincs — és nem is lehet — semmiféle kikotés, hogy egy hal-
maznak az elemei “azonos fajtajiak” legyenek. Az eddigiekbél nem kovetkezik,
hogy kiilonféle halmazok “Gsszetevésével” halmazhoz jutunk; ezt az elvarasdunkat
biztositja az

Egyesitési axiéma: halmazok bdrmely rendszeréhez (azaz halmazdhoz) léte-
zik eqy halmaz, amely azokbol az elemekbdl dll, amelyek a halmazrendszer legaldbb
egyik halmazdhoz hozzdtartoznak.

Az S halmazrendszer esetén erre a halmazra az | J S vagy

Uix1xess
jelolést haszndljuk, és a halmazrendszer egyesitésének (unidjanak) nevezzik.

Az egyesités megfogalmazdsa szerint « pontosan akkor eleme az | J S halmaznak,
ha létezik X C S ugy, hogy = € X. Formélisan tehat

S ={z| létezik X € S,z € X}.
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A fenti formula nem foghaté fel az elkiilonitési axiéma szerinti definiciénak,
mert nincs megadva az a halmaz, amelynek az x elemeire tessziik a kijelentést;
épp az egyesitési axiéma rogziti ezt a halmazt.

Legyen A és B halmaz. Az el6z6 fejezet végén mondottak szerint létezik az
{4, B} halmazrendszer; ennek egyesitését AU B vagy B U A jeloli, azaz

AUB:=BUA:=|J{4,B}.

x pontosan akkor eleme A U B-nek, ha A-nak vagy B-nek eleme.
Ime az egyesités néhdny elemi tulajdonsiga, melyeket igen egyszerii bizonyitani:

AU = A, AUA=4, (AUB)UC=AU(BUCQC),

A C B pontosan akkor, ha AU B = B,

és ha H olyan halmaz, hogy egy S halmazrendszer minden X elemére X C H
teljesiil, akkor | JS C H.

3.2. Ha a,b és c valamely halmaznak az elemei, akkor a paraxiéma szerint léte-
zik az {a, b} és a {c} halmaz. Az egyesitési axiéma miatt pedig létezik {a,b} U{c},
az a halmaz, amelynek az elemei éppen a, b és ¢, vagyis {a,b} U {c} = {a,b,c}.

Hasonldéan lathaté be, hogy ha a,b,c és d valamely halmazok elemei, akkor
létezik az {a,b,c,d} halmaz. Altaldban véges sok — hogy ez mit jelent, kés6bb
pontositjuk — elem esetén mindig 1étezik a csak a széban forgd elmeket tartalmazé
halmaz.

3.3. Egy elem tartozhat tobb halmazhoz is. Ez a gondolat vezet el a halmazok
koz0s részének a fogalmdhoz.

Definicié Az S halmazrendszer kézés részén vagy metszetén a
ﬂS = ﬂ{X | X e Sti={z¢€ US| minden X € S esetén z € X}

halmazt értjiik.

Ellentétben az egyesités hasonlé forméju leirdsdval, ez jé definicié az elkiilonitési
axiéma és az egyesitési axiéma szerint.
Két halmaz esetén most is kiilon jelolést vezetiink be:

ANB:=BnA:=( {4 B}

x pontosan akkor eleme A N B-nek, ha eleme A-nak és B-nek.
Ime a metszet néhdny elemi tulajdonsaga:

AND =0, ANA=A4, (AnB)NnC=AN(BNC),
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A C B pontosan akkor, ha ANB=A,

és ha H olyan halmaz, hogy egy S halmazrendszer minden X elemére H C X
teljesiil, akkor H C (S.

Az A és B halmazt diszjunktnak nevezziilk, ha AN B = (). Egy S halmaz-
rendszer diszjunkt, ha benne barmely két kiilonboz6é halmaz diszjunkt.

Sokszor 1ényeges hangsilyoznunk az egyesitéssel kapcsolatban, hogy diszjunkt
halmzokrdl van szo; erre az egyesités jelének egy kis modositdasa hivja fel a figyel-
met. Tehdt AlY B az AU B halmazt jeloli, ha AN B = (. Hasonl6 értelemben
haszndljuk az |4 S jelolést is.

3.4. Az egyesitést és a metszetet az ugynevezett disztributiv szabalyok kotik
Ossze:

A“I’tés Barmely A, B és C halmazra
(AuUB)NC=(AnC)u(BnNC),

(ANB)UC = (AUC) N (BUC).

Ezeknek az egyenloségeknek a bizonyitasa a “vagy” meg az “és” logikai miivele-
tekre vonatkoz6 hasonlé szabdlyokon alapszik, amelyek szerint példdul az “(x € A
vagy « € B) és (z € C)” kijelentés egyenértékii az “(x € A és x € C) vagy (x € B
és x € C')” kijelentéssel.

3.5. Az egyesitésen és meteszeten kiviil még egy igen fontos halmazmiivelet
van, a kivonés.

Definicié Az A és B halmazok kiilénbsége az
A\B:={zx € A|z ¢ B}
halmaz.
Ime a kivonds néhany elemi tulajdonsiga:
A\D = A, A\NA=0, A\(A\B)=ANB,
A C B pontosan akkor, ha A\ B ={.

3.6. Gyakran el6fordul, hogy valamilyen témakoérben minden széba jovo halmaz
egy adott halmaz részhalmaza. Mds széval, adott egy H halmaz, és csak a P(H)
elemeivel foglakozunk. Ekkor az A € P(H) (H-ra vonatkozd) kiegészit6jén vagy
komplementerén az

A°:=H\ A
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halmazt értjiik. (Nincs egységesen elfogadott jelolés a komplementerre; hasznéla-
tos A’, A, CAis.) Ovatossédgra intjiik az olvasét a komplementerrel kapcsolatban,
mert a jelolésben nem jelenik meg az a halmaz, amire vonatkoztatjuk.

Ime a komplemeter néhany elemi tulajdonsaga: ha A és B a H részhalmazai,
akkor

0°=H, H°=4),
(A=A, ANnA®=0, AUA®=H,
A\B=ANB°,

A C B pontosan akkor, ha B® c A°.

Végezetiil alljanak itt az igen fontos tgynevezett de Morgan-féle azonossa-

gok.

A||ftés Legyen § a H halmaz részhalmazainak nem lires rendszre. Ekkor

(Utx1xesy =Nix*|xes}),
(Nix1xesy = Jix* | xes).

A bizonyitas a “létezik” meg a “minden” kvantoroknak a LOGIKAI BEVE-
ZETO 2. pontjaban kimondott tulajdonsigain alapszik, amelyek szerint példaul
a “nem létezik X ugy, hogy = € X7 kijelentés egyenértékii a “minden X esetén
x ¢ X7 kijelentéssel.

Két halmazra a de Morgan-azonossagok igy szdélnak:

(AUB) =4°nB°  (ANB)*=A°UB°.

3.7. Feladatok
Bizonyitsuk be a kovetkezd Gsszefliggéseket:

1.

© 00~ O U s W N

up = 0.
. U{A} = A.
. P(ANnB) =P(A)NP(B).
. P(AUuB) C P(A)UP(B).
.AN(BN\C)=(ANnB)\ (ANQO).
. (A\B)UB=AUB.
. (AUB)\B=A\B.
C(A\B)\C=(A\C)\ (B\C).
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C)=(A\ B)\C.
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4. Descartes-szorzat

4.1. Meg kell szoknunk a matematikdban, hogy csak a halmazelmélet alapfo-
galmaibdl és alapigazsagaibdl logikailag levezetett Osszefiiggéseket tekintsiik igaz-
nak, és csak a beldliik logikailag szabatosan szarmaztatott fogalmakat hasznaljuk.
Azt mondtuk példdul, egy (véges) halmaz elemeinek felsorolosdndl nem szamit
a sorrend: {a,b} egyenl§ {b,a}-val. Jeloléseink altaldban hasznéljdk a hétkoz-
napi sorrendet (jobbra, balra, lenn, fonn, elol, hdtul), azonban ez — egyel6re —
nem matematikai fogalom, tehat matematikai kijelentésekben nem hasznalhatjuk.
Most éppen az a célunk, hogy a sorrendet — legalabbis bizonyos vonatkozasban —
a matematika nyelvén definidljuk.

A pontos definicié el6tt ejtsiink egy-két szét arrdl, mit is varunk el egy sorrend-
t6l. Az a és b elem adott sorrendii elrendezése — jeldlje ezt (a,b) — azt jelenti, hogy
barmely x és y elem ugyanolyan sorend{i elrendezése — ami (z,y) — pontosan akkor
egyezik meg (a,b)-vel, ha x = a és y = b. Ezek alapjdn egy megfelel6 meghatarozds
a kovetkezd.

Definicié Legyen a és b két elem (nem feltétleniil azonos halmazbdl). Az

(a,b) := {{a}, {a,b}}

halmazt rendezett parnak nevezziik, amelynek elsé tagja a , masodik
tagja b. (Tag helyett hasznalatos a komponens elnevezés is.)

Vegyiik észre azt az egyszeri tényt, hogy a rendezett par pontosan akkor egy
elem{i halmaz, ha a két tagja megegyezik. Val6ban, ha a = b, akkor {a,b} = {a},
és (a,b) = {{a}}. Ha viszont (a,b) egy elemii, akkor {a} = {a,b}, azaz b € {a},
tehdt b = a.

Allitas (z,y) = (a,b) akkor és csak akkor, ha = = a és y = b.

B1zoNYITAS Nyilvdn x = a és y = b maga utén vonja, hogy (z,y) = (a,b).

Tegyiik most fel, hogy (z,y) = (a,b). Két esetet kell megkiilonboztetniink.
Elészor: ha a = b, akkor az el6z6 észrevételiink alapjan © = y és {{a}} = {{z}},
tehdt © = a = b = y. Mdésodszor: ha a # b, akkor ismét az allitds elétti meg-
jegyzésink szerint x # y; tovabbd, mivel egy elemii halmaz nem lehet egyenl6 két
elemtivel, {{a}, {a,b}} = {{z}, {z,y}} csak gy allhat fonn, hogy {z} = {a} és
{a,b} = {z,y}. Ebbdl egyrészt x = a, mésrészt b € {a,y} kovetkezik; mivel b # a,
annak kell teljesiilnie, hogy b = y.

4.2. Haa € Aésb e B, akkor {a} C A C AUB és {a,b} C AU B, tehét mind
{a}, mind {a,b} a P(AU B) eleme; igy (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AU B)). Ezt
a kis koriilményeskedést csak azért tettiik, hogy lassuk, az elkiilonitési axioma sze-
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rint értelmezhetd az A és B elemeibdl Gsszes lehetséges mddon képzett rendezett
parok halmaza.
Definicié Az
Ax B:={(a,b) |a€ A,be B}

halmazt az A és B halmazok Descartes-szorzatanak hivjuk.

Igen egyszertien bizonyithaték — ajanljuk az olvasénak, bizonyitsa is be — a
kovetkezok.

Allitds (i) A x B = () akkor és csak akkor, ha A = () vagy B = (),

(ii)) ha A# 0 és Ax B=AXC, akor B=C,

(iii) ha E C Aés F C B, akkor EX F C Ax B; ha Ex F # () és
ExFCAXB,akkor EC Aés F C B,

(iv) (Ax B)Nn(C x D)= (ANC) x (BN D),

(v) (Ax B)U(C x D) C (AUC) x (BUD), és egyenléség pontosan akkor
all, ha A= C vagy B=D.

4.3. Feladatok
.(A\B)xC=(AxC)\ (BxCQC).
.Ha Ax B=Bx A#0, akkor A = B.
. (Ax B)N(C x D) = akkor és csak akkor, ha ANC =) vagy BN D = 0.
. (AxB)U(CxD)=(Ax(B\D))U((A\C)x (BND))U(C x D).
.(AuC)x (BUD)=(AxB)U(Ax D)U(C x B)U(C x D).

6. Ho E C Aés F C B, akkor az E x F-et — amely az A X B részhalmaza — tég-
lanak nevezziik. Adjunk meg olyan A-t és B-t, hogy A x B-nek legyen nem-tégla
részhalmaza is.

Tk W N =
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Il. RELACIOK

5. A relacié fogalma

5.1. A reldcié (viszony, osszefliggés) fogalmét a hétkéznapi életben is sokat
hasznéljak, a metematikaban pedig rendkiviili fontossagi. Pontos értelmezésének
a lényegét az alabbi példaval vilagitjuk meg.

Vegytink egy egyetemi évfolyamot, amelyben a hallgaték kozotti rokonszenvet
mint viszonyt akarjuk leirni. Két hallgato lehet kolcsonosen rokonszenves egymas-
nak, de az is el6fordulhat, hogy csak az egyik rokonszenves a masiknak. Egy ember
sok mast talalhat rokonszenvesnek, de esetleg egyet sem. Ugyanakkor egy ember
lehet sok masnak rokonszenves, de esetleg egynek sem. Allitsuk rendezett parokba
az évfolyam hallagatéit, és valogassuk ki azokat az (x,y) pédrokat, amelyekre az
igaz, hogy z-nek rokonszenves y, azaz képezzik az {(z,y) | z-nek rokonszenves y}
halmazt. Nyilvdn ezzel pontosan le is irtuk a széban forgd viszonyt. Sietiink
megjegyezni, ez csak ravezeto példa volt, természetesen az el6bbi “halmaz” nem
matematikai fogalom, csak arra j6, hogy kézenfekvévé tegye a kovetkez6 megha-
térozast.

Definicié Legyen A és B halmaz. Az A x B egy R részhalmazat az A és B
elemei kozotti relacionak hivjuk.

Azt mondjuk, a reldcidban &ll b-vel, jelélésben aRb, ha (a,b) € R; a
nem 4ll reldciéban b-vel, jelolésben a R b, ha (a,b) ¢ R.

DomR :={z € A| létezik y € B, xRy},

RanR := {y € B| létezik x € A, xRy}

a reldcio értelmezési tartomanya illetve értékkészlete.
Ha R C A x A, akkor azt mondjuk, hogy R reldcié az A elemei kézott,
vagy azt, hogy R reldcié A-n.

A ravezeté példankban az értelmezési tartomédny azokbdl a hallgatékbdl all,
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akiknek rokonszenves valaki, az értékkészlet pedig azokbdl, akik rokoknszenvesek
valakinek.

5.2. Lassunk néhany példat relaciéral

(i) Trividlis az iires reldcié, ) C A x B (semmi sincs reldciéban semmivel), és a
teljes reldcié A x B (minden reldciéban 4ll mindennel).

(ii) Barmely A halmaz esetén megadhaté az identitds-relacié: I4 := {(x,y) €
AxAlz=y}={(z,2) |z € A}.

(iii) Relacionak foghatjuk fel egy H halmaz részhalmazaihoz vald tartozast is
igy:

{(z,X)e HxP(H) |z € X}.
Szavakban: a H halmaz x eleme relacidéban all az X részhalmazzal, ha x hozza-
tartozik X-hez.

Jegyezziik meg, hogy ez a reldcié nem minden elem és minden halmaz kozott
van értelmezve (mert nincs univerzum), hanem egy tetszélegesen adott halmaz
elemei és részhalmazai kozott.

(iv) Reléci6 a halmazelméleti tartalmazas (résznek lenni) is:

{((X,Y) e PH) x P(H)| X C Y}

Szavakban: a H halmaz X részhalmaza relaciéban all az Y részhalmazzal, ha X
része Y-nak.

Jegyezziik meg itt is, hogy a résznek lenni sem értelmezhetd relacidként az osszes
halmazon, hiszen nem létezik az 6sszes halmazok halmaza.

(v) Legyen b € B. A x {b} a b értékii konstans relacid.

5.3. Minden reldcidnak értelmezhetjiik a forditottjat. Példaul a bevezet&ben
ugy rendeztiik a relaciét, hogy kinek ki rokonszenves; de tekinthettiik volna arrdl
az oldalrdl is, ki kinek rokonszenves.

1. Definicid Az A és B halmaz elemei kézott értelmezett R relécié inverze
az

R :={(y,x) € Bx A| 2Ry}

relacio.

M4s széval tehdt yR~ 'z akkor és csak akkor, ha xRy. Nyilvdnvals, hogy
DomR~! = RanR és RanR~! = DomR. Az se kivan sok gondolkodnivalét, hogy
beléssuk: Igl =1Iy4.

Még egy egyszeri és sokszor el6forduldé modjat emlitjik meg, hogyan lehet egy
relaciobdl egy masikat szarmaztatni.

2. Definicid Legyen E és F az A illetve a B részhalmaza, és R C A x B.
Az R reldcié lesziikitése az E x F-re az RN (E x F) reldcié. Ha A = B és
FE =F, az E x E-re valo lesziikités helyett E-re valo lesziikitést mondunk.
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5.4. Osszegylijtiink és elneveziink néhdny tulajdonségot, amelyek a reldcickkal
kapcsolatban gyakran el6fordulnak.

Definicid Legyen R reldcié A-n. Azt mondjuk, hogy R
(i) reflexiv, ha rRx,
(ii) szimmetrikus, ha xRy esetén yRx,
(iii) antiszimmetrikus, ha xRy és yRx esetén x = y,
(iv) tranzitiv, ha xRy és yRz esetén xRz

teljesiil az A minden x,y és z elemére.

Ha R a fenti tulajdonsagok akarmelyikével rendelkezik, akkor barmely részhal-
magzra vald leszlikitése is ugyanolyan tulajdonsagu lesz.

5.5. Feladatok
1. Legyen R és S relacié az A és B elemei kozott. Mutassuk meg, hogy

(RNS)'=R*'ns™ !, (RuS)'=R1tus

2. Az lires relacio és teljes relacié inverze énmaga.

s s900

SoR:={(x,z) € Ax C| létezik y € B, xRy és ySz}.

Bizonyitsuk be, hogy

(i) SolIp=S, IsoR=R,

(i) (SoR)"!=R1toS™ L

4. Igazoljuk, hogy R C A x A akkor és csak akkor
i) reflexiv, ha I4 C R,

ii) szimmetrikus, ha R~! C R,

iii) antiszimmetrikus, ha R"* N R = 14,

iv) tranzitiv, ha Ro R C R.

5. Ha R tranzitiv és reflexiv, akkor R o R = R. Igaz-e forditva is?

6. Rendelkezzen az ugyanazon a halmazon adott R és S relacié mindegyike a
reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv tulajdonsdgok valamelyikével.
Milyen tulajdonsdga RN S és RUS?

7. Legyen R tetszbleges relacié A-n. Ekkor RUR™! és RN R~ az R-et tartal-
maz6 legsziikebb, illetve az R-beli legb6vebb szimmetrikus relacio.

8. R~'o R = () pontosan akkor, ha R = ().

9. Az 5.4-ben felsorolt tulajdonsagok melyikével rendelkeznek az alabbi reldci-
ok:

(i) {(,y) ER xR | 2% +y? < 1},

(i) {(z,y) e Rx R |2® +y* =},

(iii) {(z,y) e Rx R | zy = 1}.

(
(
(
(
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6. Rendezés

6.1. Megel6legeztiik a valds szamok ismeretét, hogy legyen szemléltetd példank.
Most is a valds szamokat vessziik el6; tudjuk, a valds szamokat nagysag szerint
rendezhetjiik. Ez a rendezés is relacio, amelyet a < szimbdlummal jeloliink. R-
et egyenessel, R x R-et sikkal szoktuk szemléletni az ismert médon. Ekkor a <
relaciot, mint az R x R részhalmazdt az 1. dbran bevonalkazott rész szemlélteti.

R

1. 4dbra
Természetesen nem csak a valés szamokon, hanem mé&s halmazon is értelmez-
hetiink rendezést, amit pontosan a kévetkezéképp hatarozunk meg.

Definicid Egy reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldciét rendezésnek
hivunk.

Szokdsosan a rendezést a < szimbdélumal jel6ljiik, és azt mondjuk, x ki-
sebb vagy egyenlS, mint y, ha x <y. Hax <y és x # y, akkor azt irjuk,
hogy = < y, és azt mondjuk, hogy = kisebb, mint y.

Az x és y elemeket 6sszehasolithaténak nevezziik, ha x <y vagy y < x
teljestil.

A rendezés lancszerii, ha a széban forgé halmaz barmely két eleme Osz-
szehasonlithato.

Szoktak a lancszer( helyett a teljes elnevezést is haszndlni, azonban jobb ezt
keriilni, mert a valés szamokkal kapcsolatban az igen fontos teljesség fogalma a
rendezésnek egy mas tulajdonsidgaval kapcsolatos.

A < inverzét a > szimbdlummal jeldljiik; tehdt = > y (z nagyobb vagy egyenlé,
mint y) egyenértékil azzal, hogy y < z. A > reldcid is rendezés.

Ha < rendezés az S halmazon, akkor az (5, <) part rendezett halmaznak hiv-
juk. A matematikaban megszokott célszerii kis pongyolasdggal sokszor elhagyjuk
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a rendezett halmaz jel6lésébdl a rendezést, és azt mondjuk, irjuk, hogy S rendezett
halmaz.

6.2. Ime néhany példa rendezésre.

(i) Barmely H halmaz esetén P(H)-n a résznek lenni (itt megtartjuk a C jelet
a < helyett).

(ii) R x R-en legyen (z,y) < (u,v) pontosan akkkor, ha z < wu és y < v.

(iii) R x R-en legyen (x,y) < (u,v) pontosan akkkor, ha z < u, vagy = = u és
y < v. Ezt a lexikografikus rendezésnek szokas nevezni, mert azt mintézza,
ahogy a szavakat sorba rakjak a lexikonokban.

Mint az utébbi két példa mutatja, ugyanazon a halmazon &ltaldban tobbféle
rendezés is megadhatd.

(iv) Véges halmazokon (majd pontosan definidljuk, mit jelent a véges halmaz,
most maradjunk az intuitiv képnél) a rendezést abréval szemléltethetjiik, amelynek
a szabalya a kovetkez6: a kisebb elemeket a nagyobbak alé rajzoljuk, és egyenessel
Osszekotjik Oket. A 2. dbra mutat egy példat. Itt a < b < ¢, d < f < g,e<g,
d < c és f < h, mas Osszefiiggés nincs az elemek kozott, tehat példaul e és f nem
Osszehasonlithatok. Természetesen ugyanezt ugy is rajzolhatjuk, ahogy a 3. abran

S WA
WAYAR
VA

a a

2. abra 3. abra

6.3. Legyen (S, <) rendezett halmaz. Az S-nek az E részhalmazat feliilrél
(alulrdl) korlatosnak nevezziik, ha létezik k € S tdgy, hogy = < k (k < x)
minden = € E esetén; ekkor k az E fels6 (als6) korlatja.

Altaldban egy feliilrol korlatos halmaznak tobb felsé korlatja is lehet: egy fels6
korlatnal barmely nagyobb elem is fels6 korldt. Ha a fels6 korlatok kozott 1étezik
legkisebb — olyan, amely minden maés felsé korlatnal kisebb —, azt a halmaz fels6
hataranak nevezziik. Tehdt h az E részhalmaz felsé hatdra, ha fels6 korlatja
FE-nek és minden k fels6 korlatra h < k teljesiil. Ertelemszertien hasonléképp
definidljuk az alsé hatar fogalmaét.
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Ha maga S feliilrél korlatos, akkor egyetlen felsé korldtja van csak — hiszen,
ha k és k' fels6 korldt, akkor k < k' és k’ < is teljesill, azaz k = k' — amit az
S legnagyobb elemének neveziink. Hasonléan vezetjiik be a legkisebb elem
elnevezést is, ha S alulrdl korlatos.

Egy olyan elemet, amely nagyobb minden mas, vele 6sszehasonlithaténal, ma-
ximadlisnak hivunk. Tehat m maximélis, ha m < x csak ugy lehetséges, hogy
m = x. Hasonléan vezetjiik be a minimalis elnevezést is.

JOl kiilonboztessiik meg a legnagyobb elem és a maximalis elem fogalmét. A
legnagyobb elem minden més elemél nagyobb, egy maximadlis elem minden mas
vele Osszehasonlithatondl. A legnagyobb elem természetesen maximalis, forditva
azonban nem igaz. Legnagyobb elem csak egy lehet, maximélis tobb is. Ugyan-
ez vonatkozik a legkisebb és a minimalis elem fogalmara is. Az el6bb felrajzolt
példédban legnagyobb elem nincs, a maximélis elemek halmaza {c, h, g}.

6.4. Rendezés lesziikitése részhalmazra szintén rendezés.

Az S rendezett halmaz egy L részhalmazat lancnak hivjuk, ha a rendezés
leszlikitése L-re lancszerti. A ldnc fogalma segit minket, hogy egyszertien meg-
fogalmazzuk a matematika egy igen fontos axiémajat, amelyet torténeti okokbdl
nem axiémanak, hanem lemmanak szokas nevezni:

Zorn-lemma: legyen S olyan rendezett halmaz, hogy benne minden ldnc feliil-
rél korldtos; ekkor van mazimdlis elem S-ben.

Ez az allitas olyan magatol értetédonek latszik, hogy szinte tessékel minket,
bizonyitsuk be. A koévektezoképp probalkozhatunk. Az adott feltételek mellett S
nem lehet iires: az iires halmaznak van fels6 korlatja. Van tehdt zy eleme S-nek.
Ha ez maximaélis, készen vagyunk; ha nem, akkor van az xg-ndl nagyobb x; elem.
Ha x; maximalis, készen vagyunk; ha nem, akkor van az zi-nél nagobb x5 elem.
Ezt érvelést folytatva egyre nagyobb és nagyobb elemeket kapunk. Az a kérdés,
mindenképp eljutunk-e igy egy maximalis elemhez. Egyéltalan nem biztos. Lehet,
hogy 1épéseink sohase vezetnek eredményre, egyre tobb és tobb nem maximalis
elemet kapunk. Persze ezek lancot alkotnak, ezért van fels6 korlatjuk, de még az
sem biztos, hogy maximadlis elem. Ezzel a fels6é korldttal kezdhetjiik megint az
érvelést, és latjuk, hogy lényegében egy tapodtat sem haladtunk.

A Zorn-lemmat axiéménak, azaz bizonyitas nélkiil igaz allitdsnak fogadjuk el.
Késobb latni fogjuk, hogy ez egyenértékli az dgynevezett kivalasztasi axidéméval.
Ez azt jelenti, hogy a kett6 koziil csak az egyiket kell axiomanak elfogadnunk; izlés
dolga, hogy melyiket.

6.5. Feladatok

1. Rendezés-e az identitas-relaci?

2. Van-e egy nemiires halmazon legsziikebb és legbévebb rendezés?

3. Lehet-egy rendezés egyben szimmetrikus relacié is?

4. Legyen H nemiires halmaz.
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(i) Van-e P(H)-nak (a résznek lenni rendezésre vonatkozéan) legnagyobb és
legkisebb eleme?

(ii) A P(H)\ {0} halmaznak nincs legkisebb eleme, viszont H minden egy elemti
részhalmaza minimélis.

(iii) A P(H)\ {H} halmaznak nincs legnagyobb eleme. Mik maximélis elemek?

5. Az iires halmaz minden rendezett halmaznak alulrdl és feliilrdl is korldtos
részhalamza. (Tegyiik fel, hogy ez nem igaz: ellentmonddsra jutunk.) Ha létezik
a rendezett halmazban legkisebb (legnagyobb) elem, akkor az az iires halmaz felsd
(als6) hatéra.

6. Rendezés-e a valds szdmok halmazan a kovetkezo relacié:

7. Ekvivalencia-relacid

7.1. Definicié Egy reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldciét ekvivalen-
cianak hivunk. Egymassal ekvivalencia-relaciéban allé elemeket ekvivalen-
seknek mondunk.

Ekvivalencia magyarul egyenértékiiséget jelent. Az elnevezés arra utal, hogy
az adott relacié szerint ekvivalens elemeket egy bizonyos szempontbdl egyenérté-
kiieknek tekintiink (a “szempontot” épp a reldcié rogziti). Két trivilis ekviva-
lencia-relaciét tudunk megadni barmely nemiires halmazon: az identitas-relaciét,
amelyben minden elem csak 6nmagéval ekvivalens, és a teljes reldciét, amelyben
minden elem ekvivalens minden elemmel.

Két masik fontos példat is megemlitiink ekvivalencia-relaciora.

(i) A valds szdmokbdl allé rendezett parok halmazén legyen két elem ekviva-
lens, ha az els6 és a masodik tagok kiilonbsége ugyanaz. Formuldban: legyen a D
relacié igy megadva, hogy

(z,y)D(u,v) pontosan akkor, ha = —y=u—wv.

Képet is tehetiink e reldcio mogé. Jelentse az els6 illetve a masodik kompo-
nens a bevételt illetve a kiadast. Két bevétel-kiadds akkor ekvivalens, ha a haszon
ugyanakkora.

(ii) A nemnulla valds szdmokbdl allé rendezett parok halmazan legyen két elem
ekvivalens, ha az els6 és a masodik tagok hanyadosa ugyanaz. Formulaban: legyen
a @ relacié igy megadva, hogy

(z,9)Q(u,v) pontosan akkor, ha r_t
y v
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Ezt a relaciét ugy szemléltethetjiik, hogy az els6 komponens jelentse egy orszag
nemzeti jovedelmét, a masodik pedig az orszdg lakosainak a szaméat. Az ekviva-
lencia itt az egy f6re juté nemzeti jovedelem egyenlGségét jelenti.

7.2. Definicié Ha ~ ekvivalencia-reldcié a H halmazon és a € H, akkor
a/~={x€eH|a~zx}

az a elem ekvivalencia-osztalya.

Allités Barmely = € (a/~) ésy € H esetén x ~ y akkor és csak akkor, ha
y € (a/~).

B1zONYITAS Ha a ~ x és a ~ y, akkor a szimmetrikussig és a tranzitivitds miatt
x ~ y. Ha viszont a ~ x és x ~ y, akkor ismét a szimmetrikussag és a tranzitivitas
miatt a ~ y. R

Erdemes egy kicsit 4tfogalmazni a fenti 4llitést, hogy jobban ldssuk a tartalmét:

(i) barmely =,y € (a/~) esetén x ~ y,

(ii) barmely = € (a/~) és y ¢ (a/~) esetén = % y.

Allitésunk alapjan a H halmaz egy FE részhalmazat ekvivalencia-osztalynak
nevezzik, ha x € F és y € H esetén = ~ y akkor és csak akkor, ha y € FE.

Egy E ekvivalencia-osztaly barmely elemét az E egy reprezentansanak hiv-
juk. Az elnevezést az az egyszer(i tény indokolja, hogy ha E ekvivalencia-osztaly és
x € E, akkor E = ©/~. Ez egyben azt is jelenti, hogy minden ekvivalencia-osztaly
valamely elem ekvivalencia-osztalya.

7.3. Az ekvivalencia-osztdlyok az elkiilonitési axiéma szerint halmazt alkotnak:

H/~:={X € P(H) | tezik a € H, X = a/~}.

A||ftés Legyen ~ ekvivalencia-relacié H-n. Ekkor

(i) H/~ diszjunkt halmazrendszer,
(i) {X | X e (H/~)} = H.

BizoNYITAs (i) Legyen E és F két kiilonbozd ekvivalencia-osztdly. Ekkor van
olyan eleme az egyik halmaznak, amely nem eleme a masiknak; mondjuk = € E és
xz ¢ F. Tegyik fel, hogy ENF # (), éslegyeny € ENF. Ekkorx € Eésy € F
miatt x ~ y, viszont x ¢ F és y € F miatt x ¢ y, ami ellentmondés. Tehdt E és
F' diszjunkt kell, hogy legyen.

(ii) Mivel minden ekvivalencia-osztdly a H részhalmaza, az egyesitésik is a H
része. Azt kell csak megmutatnunk, hogy ha = € H, akkor van olyan ekvivalen-
cia-osztdly, amelynek az x az eleme; ez pedig x/~.
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7.4. Az el6z6 allitdsnak bizonyos megforditasa is igaz: diszjunkt halmazrend-
szerbdl ekvivavelencia-relacié definidlhato.

Allitds Legyen S a H halmaz nem iires részhalmazainak olyan diszjunkt
rendszere, hogy \J{E | E € §} = H. Ekkor a H-n értelmezett kovetkezd
reldcio ekvivalencia:

x ~s 1y pontosan akkor, ha létezik F € S gy, hogy =,y € E.

Az &llitds bizonyitdsa egyszerii feladat, az olvaséra bizzuk. Azt is egyszeri
belatni, hogy

(i) egy S halmazrendszerbdl kiindulva a fentiek szerint megadott ekvalencia-re-
laciéra H/(~s) = S teljesiil,

(ii) egy ~ ekvivalencia-reldciébdl kiindulva és a fentiek szerint a H/~ halmaz-
rendszert véve alapul azt kapjuk, hogy ~(g/~)=~.

7.5. Feladatok

1. Ekvivalencia-relacié-e ekvivalencia-relaciok metszete, egyesitése, kompozici-
oja?

2. Ekvivalencidk-e a kovetkezo relaciok:

() {(z,y) eRxR|z =2y}, {(z,y) eRxRjx<y+1, z>y—1}7

3. Igazoljuk, hogy R x R-en a kovetkezd ~ relacié ekvivalencia:

(z,y) ~ (u,v) pontosan akkor, ha létezik o € R,

amellyel x —u = 2a,y — v = 3a.
4. A H halmazon adott R reldcié pontosan akkor ekvivalencia, ha
(i) DomR = H, (ii) Iy C R, (iii) RoR"'oR=R.
5. Legyen E a H halmaz része. Mutassuk meg, hogy
{(z,y) e Hx H|z=yvagy (x € Eésy € E)}

ekvivalencia-relacié. Adjuk meg az ekvivalencia-osztalyokat!
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I1l. FUGGVENYEK

8. A fliggvény fogalma

8.1. A fiiggvény intuitiv fogalma: egy halmaz elemeihez hozzérendeliink eleme-
ket egy masik (nem sziikségképpen kiilonboz6) halmazbdl. Szemléltetd példaként
tekintsiik a kovetkezot: egy évfolyam hallgatéihoz rendeljiik hozza a legjobb ba-
ratjukat; a hajuk szinét; a magassagukat. Ezekkel a hozzarendelésekkel tulajdon-
képpen reldcidkat 1étesitettiink. Példaul egy hallagaté és egy szin relaciéban all
egymassal, ha a szin megegyezik a hallgaté hajanak a szinével. Egy kiilonlegessége
van ezeknek a relacidknak: egy hallagaté csak egy legjobb barattal, csak egy haj-
szinnel, csak egy magassdggal dllhat relaciéban (természetesen tobb hallgaténak
lehet ugyanaz a legjobb bardtja, haja szine, magassiga). A fiiggvényt tehdt mint
specilis relaciét hatarozzuk meg a kovetkezéképpen.

Definicié Az A és B halmaz elemei kézétt értelmezett f relaciét fiiggvény-
szeriinek nevezziik, ha minden x € Domf esetén xfu és xfv maga utdn
vonja, hogy u = v. Azt mondjuk, hogy f hozzarendeli x-hez u-t, ha x fu.
Az ((A,B), f) hdrmast, ahol f az A és B halamzok elemei kozétt értel-
mezett fiiggvényszert relacié, A-bol B-be képezé fliggvénynek hivjuk.

A “hérmas” sz6 a meghatarozasban olyan rendezett part jelent, amelynek az
els6 tagja is egy rendezett par.

Ha tehdt ((A4, B), f) fiiggvény, akkor minden z € Domf esetén pontosan egy
olyan u € B létezik, hogy x fu.

Ezt a hozzarendelés jelleget célszeri kidomboritani a jelolések alkalmas meg-
valtoztatdsival. ((A7 B), f) helyett azt frjuk, hogy

f:A— B ha Domf = A,

f:A—B ha Domf C A,

és azt mondjuk, hogy f az A-rdl illetve az A-bdl képez B-be. A-t és B-t az f
indulasi illetve érkezési halmazéanak is szokds nevezni. Domf elemeit a fligg-
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vény valtozdinak hivjuk. Tovabba xfu helyett azt irjuk, hogy u = f(z), és azt
mondjuk, u az f-nek az x helyen felvett értéke.

Minthogy az f jelet az eredeti értelmezésétol eltér6 szimbdlumrendszerben hasz-
naljuk, a fliggvényszeri relaciét, amely a fiiggvény definiciéjaban szerepel, a to-
vabbiakban a fliggvény grafikonjanak nevezziik, és Graph f-vel jololjiik; tehat

Graphf := {(z, f(z)) € Ax B |z € Domf}.

A fluggvény leirdsira sok mds jelolés is hasznalatos. Olykor példaul f(x) helyett
fo-et frunk, és a fiiggvényt (fz)zepoms forméban adjuk meg.

Konkrét formuldkkal meghatarozott fliggvények esetén “talpas nyillal” szoktuk
kifejezni a hozzarendelési utasitast. Példaul:

R—R, z~ 32242,

z+4+1 hax <0,

R — R, x»—){
1—2 hax>0.

Végil megemlitjiik, hogy a fliggvény sz6 helyett, vele azonos értelmében hasz-
naljuk a leképezés, transzformécié, operator elnevezéseket is; e két utobbit dltald-
ban bizonyos specidlis tipusu fiiggvények megjelolésére.

8.2. A fiiggvény fogalmdnak definiciéjabol és a mondottakbol kévetkezik, hogy
egy fliggvény akkor van megadva, ha adott az indulési halmaza, az érkezési halma-
za, az értelmezési tartomédnya, és a hozzarendelési utasitdsa. Példa erre az el6z6
pont végén szereplé két fliggvény vagy (amikor az értelmezési tartomdny és az
induldsi halmaz nem egyenlé):

fR—R, xHﬁ’ Domf :=R\ {1},

Miutdn igy pontosan megadtunk egy f : A — B fiiggvényt, a tovdbbiakban
egyetlen betiivel, f-fel hivatkozunk ra. Ez a kis jelolésbeli pontatlansag célszerii az
egyszerl és attekintheto fogalmazashoz. Ha tehat azt irjuk vagy mondjuk, hogy az
f fiiggvény, mindig odaértjiikk mellé a mar megadott induléasi halmazt, értelmezési
tartomanyt, érkezési halmazt is.

Ha R reldcié A és B elemei kozott, tovdbba ha A’ és B’ olyan halmazok, hogy
A C A’ és B C B’, akkor R reléacié A’ és B’ elemei kozott is: R C AxB C A’ x B'.
A reldcié mint halmaz fiiggetlen attdl, milyen halmaznak a részhalmaza.

A fliggvény, megallapodasunk szerint, nem egyszeriien a fliggvényszerii relacié-
val azonos: a fiiggvényhez hozzatartozik az indulédsi halmaza és az érkezési halmaza
is, noha nyilvan a leglényegesebb alkotdja maga a relacié, vagyis a fliggvény gra-
fikonja. Ha A C A’ és B C B’, akkor az ((A, B), f) és az ((A', B'), f) fiiggvények
azaz f : A— Bés f: A’ — B’ nem azonosak. Viszont ez a kiilonbség nem jelenik
meg, ha a fligvényre egyetlen bettivel hivatkozunk; jé ezt észben tartani.
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8.3. A fiiggvények valtozojat tobbnyire z-szel jeloljiik. Ez azonban nem jelenti
azt, hogy kotelezo igy tenniink. J6, ha latjuk példaul, hogy

1

R—>R, z———,
2 +1

1

RR, ars —— -
> o2 +1

+1’
mind ugyanaz a fliggvény. Természetesen olyan jelet nem irhatunk a valtozé he-
lyébe, amit mar masra lefoglaltunk: R - R, R +— R%H nem jo.

A hozzéarendelési utasitdssal kapcsolatban olyan figyelmeztetést kell tenniink,
mint a halmazokkal kapcsolatban az elkiilonitési axiémara vonatkozdan: “értel-
mesnek” kell lennie, ami pontosan azt jelenti, hogy a hozzarendelési utasitassal
megadott grafikon halmaz legyen. Példaul

R—>R, o+

r+ 1 ha x elég kicsi,
R—-R, z+— S
1—x egyébként,

f:RoR, zw flz—1)2°

nem fiiggvények.

Ha az értelmezési tartomény véges sok elembdl 41l — kés6bb pontosan megmond-
juk, mit jelent ez — akkor nincs gondunk, a grafikont mint véges sok elembdl 4ll6
halmazt mindig megkonstrudlhatjuk (14sd 3.2.).

8.4. Tme néhany sokat hasznalt fliggvény.

(i) Barmely A és B halmaz esetén a () : A — B iires fiiggvény, amelynek az
értelmezési tartoménya és az értékkészlete is iires.

(ii) Az A halmaz identitds-reldcidja fiiggvényszer(i; a megfeleld fiiggvényt id 4-
val jeloljiik. Ez minden elemhez énmagat rendeli hozza:

ida:A— A, zx+—x.
(iii) Az el8bbi altaldnositdsa: ha A C B, akkor
ingp:A—= B, z—z=
az A beagyazasa B-be.
(iv) Fliggvényszeri a konstans relacié is. Konstans fliiggvénynek hivunk min-
den olyan fiiggvényt, amelynek az értékkészlete egy elemii. Kozelebbrol, legyen b

a B halmaz eleme. Ekkor barmely X # () halmaz esetén defindlhatjuk az

X—>B, x—b
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leképezést. Szokasosan minden ilyen fiiggvényt is b-vel jelolink, ha nem okoz
félreértést.
(v) Tetszbleges A és B halmaz esetén a

pra:AxB— A, (x,y)—ux

leképezést az elsé komponensre valé (természetes) projekciénak nevezzik.
Ertelemszertien hasonléan definidlhatjuk prp-t.
(vi) Legyen ~ ekikvalencia-reldcié a H halmazon. A

IM.:H—H/~, z—x/~

leképezés neve: ekvivalencia-osztalyozas.

8.5. A fiiggvények rendezett harmasok (olyan rendezett parok, amelyek el-
s6 tagja is rendezett pdr), tehdt mdar ismert értelme van annak, hogy két fiige-
vény egyenld. A rendezett parokra vonatkozé ismereteink alapjan f : A — B és
g : C— D egyenld, ha

(i)A=C,B=D,

(ii) Graphf = Graphg.

Emlékeztetiink arra, hogy az (ii) feltétel egyenértékii azzal, hogy Domf = Domyg
és f(x) = g(x) minden & € Domf esetén; természetesen ekkor Ranf = Rang is
teljesiil.

Ahogy fliggvényeket sokszor egyetlen betiivel jeloliink, az egyenléség kifejezésé-
re is az f = g szimbdélumot hasznédljuk. Ez azonban tovabbi megallapodéds nélkiil
nem volna egyértelml, hiszen kiilonbozé fliggvényeket (amelyeknek ugyanaz a gra-
fikonja de més az induldsi illetve az érkezési halmaza) is jelolhetiink ugyanazzal a
betiivel. A kovetkezékben tehdt csak olyan fligguények egyenléségérdl beszélink,
amelyek induldsi halmaza is, érkezési halmaza is ugyanaz.

Bevezetjiik a fliggvények tartalmazasi jelét is, amelyet szintén csak olyan fligg-
vényekre értelmeziink, amelyeknek mind az induldsi, mind az érkezési halmaza
ugyanaz. Tehdt ha f: A — Bés g: A — B, akkor f C g jelentse azt, hogy
Graphf C Graphg. Ez egyenértékil azzal, hogy Domf C Domg és f(x) = g(x)
minden x € Domf esetén; természetesen ekkor Ranf C Rang is teljestl.

Definicié (i) Ha f C g, akkor azt mondjuk, hogy f lesziikitése g-nek, vagy
g kiterjesztése f-nek.
(ii) Ha f : A — B fiiggvény és E C A, akkor az
fle: A— B, z— f(x),
Dom(f|g) := ENDomf

formulakkal meghatarozott fiiggvény az f lesziikitése E-re.
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Elofordulhat, hogy két fiiggvény nem egyenld, de valamely halmazra valé leszii-
kitésiik mar egyenlé. Ha f|g = g|g, akkor azt mondjuk, f megegyezik (egyenld)
g-vel az E-n, és igy is irjuk: f =g

Itt hivjuk fel ismét a figyelmet arra, hogy a konstans fliggvényeket mindig
az egyetlen értékiikkel jeloljik, fliggetleniil att6l, mi az értelmezési tartomanyuk.
Ezért ha f : A — B fliggvény és b € B, akkor f = b azt jelenti, hogy f(z) = b
minden x € Domf esetén; mas szoval ekkor a b konstans fiiggvény értelmezési
tartomanyat az f értelmezési tartomanyaval vessziik egyenlonek.

8.6. Mikor tehetjiik 0ssze az f,¢g: A — B fiiggvényeket eggyé, azaz mikor van
olyan fiigvény, amely mindkettonek a kiterjesztése? Masképpen ugyanez: mikor
adhat6 meg egy A — B fiiggvény 1gy, hogy ennek lesziikitése f is, g is? Egyszerii
a valasz: pontosan akkor, ha f és g megegyezik az értelmezési tartomanyuk kozos
részén. Nevezziik ekkor a fliggvényeket Gsszeilleszthetének.

Az A — B fiiggvények Osszességén rendezést vezetiink be az el6z6 pontban
leirt résznek lenni fogalmaval. Legyen S az ilyen fiiggvények olyan csalddja, hogy

barmely két S-beli fliggvény Osszeilleszthetd. Ekkor az |J Domf halmazon értel-
fes
mezett

LJf:A>—>B7 z+— f(z) hax € Domf
fes
fliggvény jol definidlt.

Miért kell hangstlyoznunk, hogy jol definialt? Mert x a hozzarendelési utasi-
tasban egy uniénak az eleme, tehat tobb fiiggvény értelmezési tartomanyéban is
benne lehet; melyik fligvény értékét kell hozzdrendelniink? Ha azonban x € Dom f;
és x € Dom fo, akkor az fy és fo Osszeilleszthetésége miatt fi(x) = fo(x); az értel-
mezés jo.

J minden S-beli fiiggvénynek a kiterjesztése, tehat S felsd korldtja; nyilvan-
€s
valf'), hogy a legkisebb fels6 korlat, azaz S fels6 hatéra.

Ha f C g, akkor f és g Osszeilleszthetd, és fUg = g, ezért fiiggvények lancanak
(olyan Osszességnek, amelyben bérmely két fliggvény osszehasonlithaté) mindig
van fels6 hatara.

8.7. Most fiiggvényekkel kapcsolatos néhany igen fontos fogalom kovetkezik.

Definicié Az f : A — B fiiggvény

(i) injekci6 (injektiv fiiggvény), ha minden x,y € Domf esetén f(x) =
f(y) maga utdn vonja, hogy x = y;

(ii) sziirjekci6 (sziirjektiv fiiggvény), ha Ranf = B;

(iii) bijekcié (bijektiv fiiggvény), ha Domf = A és f injekcid is, sziir-
Jjekcio is.

Mas szavakkal: f injekcié, ha minden u € Ranf esetén pontosan egy olyan
z € Domf létezik, amelyre u = f(x).
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f sziirjekcié, ha minden u € B esetén létezik x € Domf, amelyre u = f(x).
Sziirjekcié helyett hasznalatos a szuperjekcid és raképezés elnevezés is.

Azt is szoktuk mondani, hogy egy A — B bijekcié kélcsonosen egyértelmii
megfeleltetés A és B elemei kozott.

Vegylik észre, hogy ha egy fiiggvényt azonosnak vennénk a megfelel6 fiiggvény-
szerll reldcioval — vagyis a grafikonjaval —, akkor értelmét vesztené a sziirjekcid
fogalma, hiszen B C B’ esetén f: A B és f: A»— B’ ugyanaz volna. Tartsuk
ezt észben, amikor egyetlen betiivel jeloliink egy fliggvényt.

Nyilvanvald, hogy

— injekcié barmely lesziikitése is injekcio,

— sziirjekcié barmely kiterjesztése is sziirjekcio,

— injektiv fiiggvény kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés az értelmezési tarto-
many és az értékkészlet elemei kozott.

Erdemes megjegyezni, hogy a 8.4-ben felsorolt fliiggvények a kovetkezd jelleg-
zetes tulajdonsagokkal rendelkeznek: az iires fliggvény injekcid, az identitas-fiigg-
vény bijekcid, a beagyazas injekcid, nemiires halmazok Descartes-szorzata esetén
a természetes projekcié sziirjekcid, az ekvivalencia-osztalyozas sziirjekcio.

8.8. Gyakran elofordul, hogy egy fiiggvény értékeihez egy mas fliggvénnyel to-
vabbi, méas értékeket rendeltink. Példaul egy hallagéhoz hozzarendeljiik a legjobb
baratjat, aztan ehhez az 6 magassigat; igy végiilis egy hallgatohoz a legjobb ba-
ratjanak a magassagat rendeltiik hozzd. Ennek akkor van jelent6sége, ha azirant
érdeklédiink, ki milyen novésii tarsaval baratkozik.

Definicié Az f : A — B fiiggvénynek a g : C ~— D fiiggvénnyel vett kom-
pozicidja a
gof:A— D, x> g(f(x))

fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya

{z € Domf | f(z) € Domg}.

A g o f kompoziciéban g-t szokés kiils6, f-et bels6 fiiggvénynek nevezni.

Bar a kompozicié fogalma nem bonyolult, konkrét fliggvények kompoziciéjanak
— vagyis a kompozicié értelmezési tartomanyanak és a hozzarendelési utasitasa-
nak — a meghatarozasa olykor nem kis gondot okozhat. Sokszor csak azért, mert
mindkét fiiggvény valtozdjat ugyanigy jeldljik.

Hatarozzuk meg példaul az

f:R>R, z~z?

g:{zeR|jz>1} >R, z—+vVr-—1
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fliggvények kompoziciéit. Sokkal hamarabb atlatjuk a teendénket, ha kiilonb6z6
bettivel jeloljiik a valtozdkat, tehat példaul a masodik fiiggvényt igy irjuk:

g:{yeR|y>1} =R, yry—1

Ekkor nyilvdnval6vé lesz, hogy g(f(x)) = va2 —1 és Dom(go f) = {x € R |
x? > 1}. Hasonléan, f(g(y)) =y — 1 és Dom(f o g) = Domg.

Mint ez a példa is mutatja, altaldban go f # f o g.

Véssiik esziinkbe a Dom(go f) C Domf és a Ran(go f) = Ran(g|rans) C Rang
Osszefiiggéseket.

8.9. A”ﬁ:és Legyenek f : A— B, g: C — D és h: E — F fiiggvények.
Ekkor
ho(goef)=(hog)of.

BizoNYITAS Mindkét kétszeresen kompondlt fiiggvény induldsi halmaza A, érke-
zési halmaza F. x akkor és csak akkor van benne h o (g o f) értelmezési tarto-
mdénydban, ha z € Dom(g o f) és (g o f)(x) € Domh, azaz x € Domf, f(z) €
Domg és g(f(z)) € Domh. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy = € Domf és
f(z) € Dom(h o g), azaz = benne van (ho g) o f értelmezési tartomanydban. Azt
kell tehat mar csak megmutatnunk, hogy a széban forgé két kompozicio-fliggvény
hozzarendelési utasitdsa megegyezik, ami szinte nyilvanvalé; ha x benne van a
kozos értelmezési tartoményban, akkor

(holgo£))(x)=h((go f)(x)) =h(g(f(x)) = (hog)(f(z)) =
= ((hog) o f)(m) [ |

A kompozicié most bizonyitott ugynevezett asszociativ tulajdonsiga miatt a
zardjelek elhagyhatok, és hasznalhaté a ho go f jelolés.
8.10. A fiiggvények kompoziciéjanak egyik elemi tulajdonsdga, hogy minden
f:A— B fluggvényre
fOidA ZidBOfo.

Tovéabbi egyszerii tények, hogy

(i) ha f és g injekcid, akkor g o f is injekcid,

(ii) ha f és g bijekci6 és Ranf = Domg, akkor g o f is bijekcid,

(iii) ha g injekcid, fi induldsi és érkezési halmaza megegyezik fo induldsi illetve
érkezési halmazdval, és Ranf; C Domg, Ranfs C Domg, tovabbd go f; C go fo,
akkor f1 C fa,

(iv) ha f sziirjekcid, g1 induldsi és érkezési halmza megegyezik go induldsi illetve
érkezési halmazaval, és g1 o f C go o f, akkor g1 C ga.
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8.11. Feladatok

1. Déntsiik el a 8.1-ben és a 8.2-ben adott R »— R fiiggvényekrdl, melyik injek-
tiv, sziirjektiv, bijektiv.

2. Adjuk meg az R - R, 2+ —2? ésaz{z € R |2 >0} > R, 2 — z
fiiggvények mindkét sorrendli kompozicidjat.

3. Adjuk meg az R - R, 2 — 3z —2 és az R — R, z — —x + 5 fliggvények
mindkét sorrendli kompozicidjat.

4. Mutassunk két olyan fiiggvényt, amelyek nem injektivek, de a kompoziciéjuk
injektiv.

5. Legyen c konstans fliggvény. Igazoljuk, hogy barmely f fliggvényre, f o c és
co f, ha nem iiresek, szintén konstans fiiggvények.

6. Lassuk be, hogy a fiiggvények kompoziciéjanak a definicidéja megfelel a rela-
ciok kompoziciéjara adott definiciénak.

7. Legyen S péronként osszeilleszthetd fliggvények halmaza (lasd 8.4.). Igazol-
juk, hogy ha U{f | f € S} injektiv, akkor minden f € S injektiv. Hozzunk példét
arra, hogy forditva nem igaz! Viszont ha S ldnc, akkor U{f | f € S} injektiv, ha
minden f € S injektiv.

8. Legyen f: A— B, E C A. Ekkor foidg = f|g.

9. Halmazrendszerek

9.1. Mar eddig is talalkoztunk halmazrendszerekkel, azaz halmazok halmaza-
val. A fliggvény fogalma lehetéséget nytjt arra, hogy kényelmesen kezeljiik éket.

Legyen I nemiires halmaz — amelyet megkiilonboztetésiil most indexhalmaz-
nak fogunk nevezni —, § valamely halmazrendszer, és I — S, i — A; egy fliggvény.
Ennek a fliggvénynek az értékkészlete, {4, | i € I}, maga is egy halmazrendszer,
az S része. A tovébbiakban az S maga érdektelen lesz, ezért elhagyjuk a jel6lésbél,
és a széban forgd halmazértékii fliggvényre az (A4; | i € I) szimbdlumot hasznél-
juk, és indexezett halmazrendszernek nevezziik. Vildgos, hogy (A; | i € I)
és {A; | i € I}, egy fliggvény és az értékkészlete kiillonbozé dolgok; az el6bbi
egyértelmiien meghatarozza az utébbit, forditva nem. Ezért a tovabbiakban alta-
ldban a fiiggvényre hivatkozunk akkor is, amikor tulajdonképpen az értékkészletét
hasznaljuk. Példaul az (A4; | ¢ € I) indexezett halmazrendszer egyesitésérél, met-
szetérél beszélink az {A4; | ¢ € I} halmazrendszer egyesitése illetve meteszete

helyett, amelyekre az
U Ai, illetve ﬂ Al
i€l i€l

jelolést alkalmazzuk.
Tapasztaljuk majd, hogy az ilyen indexezett halmazrendszerekkel konnyd ban-
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ni. Példdul a de Morgan-féle azonossagokat igy irhatjuk:

(U Ai) P=4c (ﬂ Az-) C- A

i€l i€ i€l i€1

Ugyanakkor az altaldnossagot sem szoritjuk meg, ha csak indexezett halmaz-
rendszereket tekintiink, mert barmely nemiires S halmazrendszert ilyen formaban
frhatunk: az [ := S és Ax := X (X € §) meghatarozdssal S = {Ax | X € S}.

Megemlitjiik, meg lehetne engedni, hogy I iires legyen; ekkor az indexezett hal-
mazrendszer iires volna. Mi most kizarjuk ezt az érdektelen lehetdséget, és ezzel
elkeriiliink bizonyos koriilményeskedést a fogalmazasban.

Szemlélteté példak megadasa céljabdl megeldlegeztiik a valds szamok ismere-
tét. Most a pozitiv egész szamokat vessziik igénybe, hogy kés6ébb sokat hasznalt
formulakat felirjunk.

Jelolje N a pozitiv egész szamok halmazat.

Han € N, az {1,2,...,n} halmazzal indexezett halmazrendszert igy is jeloljiik:
(A1, As, ..., A,). Egyesitésére, metszetére az
n n
U A;, illetve ﬂ A;
i=1 i=1

szimbdlumakat hasznaljuk.

9.2. Legyen A; és Ay halmaz (vagyis vegyiik az (Aj, As) indexezett halmaz-
rendszert), és tekintsiik azokat a fliggvényeket, amelyek értelmezési tartomdnya az
{1,2} halmaz, az 1-hez A;-beli, a 2-hoz As-beli elemet rendelnek:

A x Ag = {f : {172} — A1 U Ay | f(l) € A17f(2) € AQ}

Els6 pillanatra nem latszik, mire jok ezek a fiiggvények, de a kovetkezd allitas
miulhatatlanul fontos szerepet oszt ki nekik.

Allitds A @ : Ay« Ay — Ay x Ag, f s (f(1), f(2)) leképezés bijekcio.

BizoNYiTAs Ha ®(f) = ®(g), azaz (f(1), f(2)) = (g(1),9(2)), akkor f(1) = g(1)
és f(2) = ¢(2), azaz f = g, tehat ® injektiv. Ha viszont (z1,22) € A1 X Ag, akkor
az f(1) := z1, f(2) := xo formuldkkal definidlt f fliggvény az A; x As eleme és
O(f) = (z1,x2), tehdt @ sziirjektiv. m

A ® bijekeid olyan “egyszer(i”, annyira “természetes”, f és ®(f) annyira “ha-
sonlé” | “alig kiilonb6z6” dolgok, hogy célszertinek latszik azonosnak tekinteni oket.
Ugy mondjuk, hogy a ® bijekcié altal azonositjuk a két halmazt és elemeiket, amit
igy frunk:

Al * A2 = Al X AQ, f = (f(l), f(2)>
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9.3. Ezzel a matematikdnak egy fontos jel6lés-egyszeriisité mechanizmuséval
talalkoztunk. Megfogalmazzuk, altalanos keretek k6zott, mir6l van szo.

Adott két halmaz, X és Y, és egy i : X — Y injekcid. Ugy taldljuk, hogy ¢
valami egészen “természetes”, “kitintetett”, “egyszeriibb, mint més”, az X és az
Y halmaz tulajdonsdgaihoz illeszkedd injekcid, x és i(x) “szinte ugyanaz’. Ezért
azonosnak tekintjiik az = és az i(z) elemet, ezdltal azonositjuk X-et Rani-vel,
amely az Y részhalmaz, elhagyjuk az i jelolését, i : X — Y, z — i(z) helyett azt
irjuk, hogy

X=Y z=i(o).

Ha 7 nemcsak injekcié, hanem bijekcié is, akkor X-et az egész Y-nal azonositjuk,
és ezt irjuk:
X=Y z=i(x).

Mi tébb, ha mar egy ilyen azonositast megszoktunk, akkor = helyett a C tar-
talmazast frjuk, = helyett pedig az = egyenldséget.

Az idézé6jelbe tett szavak nem matematikai fogalmak. Hogy mi “természetes”,
“kitiintetett” stb., az végiil is izlés dolga: rajtunk &ll, mit fogadunk el azono-
sitasnak. Valasztani egy bijekciot és ezzel az azonositast megcsindlni, az mar
matematika, és lényegében nem mas, mint elhagyni egy jelolést: ugyanazzal a
szimboélummal két dolgot jelolni, és kdzben tudni, mi a “természetes” kapcsolat a
két dolog kozott.

Természetesen rajtunk &ll, milyen injekciét (bijekcidt) fogadunk el azonosités-
nak, milyent nem. Bizonyos azonositdsokat a metematikusok egy része elfogad,
mas része nem. Tobbségben vannak azonban azok az azonositdsok, amelyeket
mindenki egyontetiien vallal. Van olyan “természetes” bijekcié is, amelyet nem
célszeril azonositdsra hasznalni; példaul az A x B — B x A, (a,b) — (b, a) leképe-
zés. Ha ezéltal azonositandnk A x B-t B x A-val, épp az veszne el, ami a rendezett
parok lényege: a két elem koziil melyik az els6, melyik a masodik.

9.4. A mondottaknak megfeleléen tehat Aq x A helyett is A1 X As-t frunk, és a
Descartes-szorzat elemeit hol rendezett parnak, hol az {1, 2} halmazon értelmezett
megfelel6 fliggvénynek tekintjiik, mikor mi a kényelmesebb.

Ez az azonositas mddot nyijt a Descartes-szorzat fogalménak altalanositasara.

Definicié Az (A; | i € I) indexezett halmazredszer Descartes-szorzata

XA ={x:1— U A; | x; € A; minden i € I esetén}.
iel il

A definiciéban az z fuggvénynek az i helyen felvett értékét célszertien x(i) he-
lyett x;-nek irtuk; magéara a fiiggvényre, vagyis a Descartes-szorzat elemére az
(z1)ier jeloléssel fogunk hivatkozni.
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Ha A; ugyanaz az A halmaz minden 7 esetén, akkor a Descartes-szorzat az
I — A fiiggvények Osszessége, amelyre az

AI

szimbdélumot hasznaljuk.

Fontos, hogy az (A; | @ € I) indexezett halmazrendszer Descartes-szorzatér-
zol beszéliink, és nem az {A; | ¢ € I} halmazrendszer Descartes-szorzatardl. Jél
szemléltethetjiik ezt két halmazbol allé rendszerrel. Legyen ugyanis H és G két
kiilonb6z6 halmaz. A {H,G} = {G, H} halmazrendszer esetén nincs elsé és mé-
sodik halmaz, igy nincs értelme azoknak az {1,2}-n értelmezett fiiggvényeknek,
amelyek 1-nél az elsé halmazban, 2-nél a masodik halmazban veszik fel az értékii-
ket. Ha azonban megadunk egy {1, 2}-n értelmezett fliggvényt tigy, hogy A4, := H,
Ay := G vagy ugy, hogy A1 := G, Ay := H, értelmet nyernek a széban forgé fligg-
vények; természetesen a két kiilonbozd esetben kiilénbozoképpen, ami pont azt
titkrozi, hogy H X G # G x H.

9.5. Han € N, egy (41, Aa, ..., A,) indexezett halmazrendszer Descartes-szor-
zatara a

n

'Xl Al illetve A1 X A2 X ... X An (*)

1=
jeleket haszndljuk. A Descarates-szorzat elemeit rendezett n-eseknek hivjuk,
és (x1,x2,...,x,) alakba frjuk. Ha minden A; ugyanaz az A halmaz, akkor A"-t
irunk.

Véges sok halmaz esetén sokszor kiilonféle betiikkel jeloljiik a halmazrendszer
elemeit, nem indexekkel kiilonboztethetjiikk meg oket. Ekkor a Descartes-szorza-
tot felsoroldsszerfien irjuk a (x) mdsodik formuldjénak megfeleléen, és a felsorolds
sorrendjét értjik “indexelésnek”. Teh&t példaul az A x B x C Descartes-szorzat
nem ugyanaz, mint a B x A x C' Descartes-szorzat.

A Descartes-szorzat “lényegében” asszociativ a kovetkez6 értelemben. Vegyiik

m n
az (Ai,...,A,) halmazrendszert, és legyen m < n. Az <Z_X1 Ai> X <Z éﬂ AZ-)
elemei olyan rendezett parok, amelyek elsé tagja rendezett m-es, méasodik tagja
rendezett n —m-es, tehat az elemei nem rendezett n-esek. Viszont természetes kol-
csonosen egyértelmit megfeleltetés létesithetd az ilyen elemek és a rendezett n-esek
kozott, amivel a kévetkezo azonositast tessziik:

i=1 i=m+1 i=1

((xl,...,xm),(xm+1,...,xn)) = (T1, - Ty Tt 1y - - - 5 Ty)-

Természetesen nem csak két, hanem hiarom, négy stb. egymas utani csoportba
is oszthatjuk a halmazok rendszerét (lasd a 9.9.6. feladatot).
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9.6. Tudjuk, hogy két nem iires halmaz Descartes-szorzata nem iires. Igaz-e
hogy barmilyen nemiires halmazok indexezett rendszerének a Descartes-szorzata
nem iires? Szinte természetesnek latszik, hogy igen. Prébalkozzunk meg a bizo-
nyitdssal!l Tegyiik fel, hogy adott az (A; | i € I) indexezett halmazrendszer tgy,
hogy egyik A; sem iires. Tegyiik fel, hogy J az I olyan nemiires részhalmaza, hogy
(A; | j € J) Descartes-szorzata nem iires (minden két elemd J ilyen). Har € I'\J,
akkor az (Ay | k € JU {r}) halmazrendszer Descartes-szorzata sem iires, hiszen
ha (z;)jes € j>e(J Aj és x, € A,, akkor eleme a

{xk ha k € J,
k—

z, hak=r

fliggvény. fgy tehat eggyel mindig tovabb 1éphetiink: ha valamilyen halmazrend-
szer Descartes-szorzata nem fiires, akkor eggyel tobb halmazbdl all6 rendszeré sem
ires. Kett6rél eljuthatunk haromra, négyre, véges sokra; de akarhanyra hogyan?

A végtelennel kapcsolatos olyan problémara bukkantunk, mint a Zornm-lem-

manal. Természetes elvardsunkat rogziti a

Kivalasztasi axiéma: nemiires halmazokbdl dllé indexezett halamzrendszer
Descartes-szorzata nem tres.

Azért hivjdk kivalasztdsi axiémanak, mert biztositja hogy a halmazrendszer
minden halmazabdl kivalaszthatunk egy elemet, és igy tudunk definidlni egy fiigg-
vényt.

Mas megfogalmazasban még inkabb kidomborodik a kivalasztasi jelleg. Legyen
H nemiires halmaz, és S := P(H) \ {0}. Indexeljitk S-et onmagdval, azaz vegyiik
az (Ax | X € 8) halmazrendszert, ahol Ax := X. Ekkor a kivdlasztdsi axiéma
szerint van olyan az S-en értelmezett fiiggvény, amely X-hez az Ax = X-ben veszi
fel az értékét. Egyszeriibben: van olyan kivalaszté fliiggvény, amely a H minden
nemiires részhalmazdhoz a részhalmazbeli elemet rendel (szemléletesen: minden
nemiires részhalmazbdl kivélaszt egy elemet):

c: P(H)\{0} - H, c(X)eX.

9.7. Elérkeztiink a halmazelmélet djabb axiéméjahoz. Tulajdonképpen nem
kellet volna axiéménak (nem bizonyitandé alapigazsignak) elfogadni, mert az ed-
digiekbdl mar levezethetd. Azonban, ez megint izlés dolga, van aki ezt veszi axio-
manak, és mast vezet le bel6le. Pontosan két axiéménak az ekvivalencidjat tudjuk
bebizonyitani, amint erre mar korabban utaltunk.

p
Allitds A Zorn-lemma és a kivdlasztési axioma egyenértékii.

B1zONYITAS A Zorn-lemmabdl viszonylag egyszeriien szdrmaztathatjuk a kiva-
lasztdsi axiéméat. Vegyiik a nemiires halmazokbdl 8ll6 (A; | ¢ € I) indexezett
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halmazrendszert, és tekintsiik azokat a fliggvényeket, anelyek az I részhalmazain
értelmezett kivalaszté fiiggvények, vagyis az

Fi={f:1—Urd;| f(i) € A;, i € Domf}

halmazt. Ez az el6z6ekben mondottak szerint nem iires, tartalmazza a véges rész-
halmazon értelmezett fliggvényeket. Vezessiink be F-en rendezést a fiiggvényekre
szokdsos résznek lenni fogalméval. Legyen L lanc F-ben. Az L-beli fiiggvények
unidja (14sd 8.4.), amely a lanc fels§ hatdra az I — |J A; fuggvények halmazs-
il

ban, szintén F-ben van. Ez azt jelenti, hogy F-ben minden lanc feliilrél korlatos.
A Zorn-lemma szerint tehdt van maximélis elem F-ben, mondjuk F. Ennek az
értelmezési tartomanya az egész I, mert ha nem igy volna, akkor “eggyel tovabb
lépve”, ahogy korabban bemutattuk, az F' valédi kiterjesztéséhez jutnank, ami
ellentmond F' maximalis voltanak. Végil is F' a széban forgé Descartes-szorzat
eleme, vagyis ez a Descartes-szorzat nem {ires.

Amennyire magatodl értetédd, természetes volt a Zorn-lemmébdl bizonyitani a
kivalasztasi axiémat, annyira “trilkkos” a kivalasztasi axiomabdl bizonyitani a
Zorn-lemmat.

Legyen (S, <) rendezett halmaz, és értelmezziik az S barmely A részhalmazéra
a

MajA:={z €S|z <a,a € A}, MinA:={zx € S|z >a,a € A}

halmazokat. Jegyezziik meg azt a két egyszeri tényt, hogy
AN MinA = (), Maj) = S.

Vegylink egy ¢ : P(S) \ {0} — S kivdlaszt6 fliggvényt.

1) A kivalaszt6 fiiggvény segitségével specidlis tipusi lancokat tudunk értelmez-
ni.

Legyen zy := ¢(S). Ha xy nem maxialis elem, akkor () # Maj{zo}, és le-
gyen x1 := c¢(Maj{zo}) € Maj{zo}). Nyilvanvals, hogy z¢ < x1, tehat {zg,z1}
lanc. Ha 1 nem maximadlis, akkor ) # Maj{z1} = Maj{zg,z1}, és legyen x5 :=
c(Maj{zo,z1}) € Maj{xo,z1}). Nyilvanvald, hogy z¢ < 1 < 2, és {xg, 21,22}
lanc. Es gy tovabb...

Egy igy elkészitett L lancnak az a tulajdonsiga — amit a Min-re és a Maj-ra
emlitett egyszeru tények alapjan konnyt belatni — , hogy

(i) az L minden nemiires részhalmazdban van legkisebb elem,

(ii) az L minden x elemére

c(Maj(L NMin{z})) = =. (%)

Az S egy L részhalmazit c-lancnak fogjuk hivni, ha teljesiti ezt a két feltételt.
Megemlitjiik, hogy az L részhalmazrdl nem kell feltenniink azt, hogy ldnc, ez az (i)
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tulajdonsdgbdl (amit szokds gy is nevezni, hogy L jdl rendezett) mér kovetkezik,
hiszen ha x,y € L, akkor az {z,y} halmazban van legkisebb elem, tehit = < y
vagy y < x. Az elébb leirt eljarassal csak véges c-lancokat tudunk eléédllitani, de
lehetnek nemvéges c-lancok is. A mondottak szerint c-lanc 1étezik: maga a {c(S)}
egy elemii halmaz c-lanc.

2) Ha L c¢-lanc, akkor a (x) tulajdonsdg szerint nem ires, igy van legkisebb
eleme, mondjuk k; erre LNMin{k} = 0 teljesiil, ezért ismét a () szerint k = ¢(S).
Tehat ¢(S) minden c-ldnc legkisebb eleme.

3) Ha L c-lanc, és MajL # (), akkor az a := ¢(MajL) € MajL elemmel L U {a}
is c-lanc, amely valddi részként tartalmazza L-et. Ugyanis < a az L minden x
elemére; ha H az L U {a} nemiires részhalmaza és H N L = (), akkor H = {a}, és
ennek van legkisebb eleme, ha H N L # (), akkor ennek a legkisebb eleme legkisebb
eleme H-nak is; végiill L N Min{a} = L, tehat a (x) feltétel is teljesiil.

4) Ha L és Ly két c-lanc, akkor Ly C Lo vagy Lo C Ly teljesiil, és ha Ly C Lo,
Ly # Lo, akkor van olyan xs € Lo, hogy

Ll = L2 n MIH{$2}

Ezt a kovetkezéképpen lathatjuk be. Tegyiik fel, hogy Lo # Lq; ekkor Lo \ Ly
és Ly \ Ly koziil legaldbb az egyik nem iires. Legyen Ly \ L; # (. Ekkor a jol
rendezettség miatt van az Lo \ Li-ben legkisebb elem, legyen ez xo. Ha tehdt
r € Ly és v < g, akkor x € Ly, ezért

Lo N Mln{.]?Q} C L. (1)

Ha egyenldség dll, készen vagyunk. Ha nem, akkor az L; \ (L2 N Min{zz})
halmazban van legkisebb elem, legyen ez xy. Ha tehat x € Ly és z < x1, akkor
x € La N Min{zy}, ezért

LN Mll’l{l’l} CLon Mll’l{iCQ} (2)

Itt egyenléség nem allhat, mert akkor a (x) feltétel szerint 1 = x5 volna, ami
x1 € L1, ®g € Lo\ L1 miatt lehetetlen.

fgy tehdt az (Lo N Min{z2}) \ (L1 N Min{z;} nemiires halmaznak (amely az
Ly N Ly része) van legkisebb eleme, legyen ez y. Ha tehdt x € Ly és x < y, akkor
x € Ly N Min{z,}, ezért

L, nMin{y} C Ly NMin{x; }. (3)

Azy e LiNLy C Ly az LiNMin{z;} C L; minden x elemével &sszehasonlithato;
az y < x lehet8ségbdl azonban y < x4, azaz y € Ly N Min{x; } kovetkezne, ami el-
lentmond az y definici¢jdnak. Tehdt x < y az Ly NMin{z; } minden z elemére, azaz
(3)-ban egyenléség &ll. Ekkor viszont a (x) feltétel szernt 1 = y € Lo N Min{z-},
ami ellentmond az z; definiciéjanak.
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Az ellentmondés csak gy oldhaté fel, hogy nincs az adott tulajdonsagi i,
azaz (1)-ben egyenléség all, és ezzel bebizonyitottuk, amit akartunk.

5) Vegylik a c-ldncok £ Osszességét; azt allitjuk, hogy Lo := U{L | L € L} is
c-lanc.

Ehhez el6szor megallapitjuk, hogy tetszéleges L c-lanc minden x elemére

LoNMin{z} = L N Min{z}. (4)

Ugyanis, ha y a bal oldali (nyilvdnvaléan bévebb) halmaz eleme, akkor van olyan
L' € £, hogy y € L'. Ha L' C L, akkor y eleme a jobb oldalnak is. Ha I/ ¢ L, ak-
kor az el8bb bizonyitottak szerint van olyan 2’ € L', hogy L = L' "Min{z'}, teh4t
x < a'. Mivel y < z, az is igaz, hogy y € Min{z; }, végiill is y € L’ N Min{z'} = L,
azaz y eleme a jobb oldalnak is.

Ha H az Ly nemiires részhalmaza, akkor van olyan L c-ldnc, hogy H N L # (.
Ennek van legkisebb eleme, legyen ez z. Ekkor (H N L) N Min{z} = 0, ami a (4)
szerint maga utdn vonja, hogy (H N Lo) N Min{z} = (), azaz x az Lo-nak is a leg-
kisebb eleme, tehdt Ly jol rendezett. A (4) egyenldségbél az is azonnal kovetkezik
hogy Lo teljesiti a (x) feltételt.

6) Lo tehédt c-ldnc, és nyilvdnvaldan a legb&vebb. Ezért MajLy = (). Ugyanis,
ha nem {gy volna, akkkor a 3) szerint volna az Lg-nél szigorian b&vebb c-ldnc.

Ezen el6késziiletek utan tegyiik fel, hogy az S rendezett halmazban minden lanc
feliilrél korlatos.

Az elébbiekben meghatarozott Ly lanc is feliilrél korlatos, azaz van olyan x,, €
S, hogy x < x,, az Ly minden elemére. Mivel MajLo = ), annak kell teljesiilnie,
hogy x,, € Lg. Az x,, az S maxim4lis eleme, mert ndla nagyobb elem a MajLg-hoz
tartozna, de ez iires halmaz.

Bebizonyitottuk tehat, hogy a kivalasztasi axidéméabdl kovetkezik Zorn lemmé-
ja. m

Lattuk, a jol rendezettség lényeges szerepet jatszott a bizonyitasban. Megem-
litjiik azt az érdekes (de alkalmazdsok szempontjdbol kevéssé jelentds) tényt, hogy
a Zorn-lemma illetve a kivalasztasi axioma ekvivalens azzal is, hogy minden hal-
mazon megadhaté olyan rendezés, amellyel a halmaz jol rendezett, azaz barmely
nemiires részhalmazaban van legkisebb elem.

9.8 Hasonldéan, mint két halmaz esetén, bevezethetjiik a

pry : ')e<l Ai = Ag,  (i)ier = xp (kel)

fliggvényt, amelyet a k-ik komponensre valé természetes projekcionak hivunk.
Az f 1 A — XI A; fiiggvény esetén prpo f : A — A az f k-ik komponense
1€

nevet viseli.
Egy ilyen fiiggvényt tehat “szétbonthatunk” a komponenseire. A komponen-
sekbdl a fliggvény “Osszetehetd” az alabbi meghatarozds szerint.
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1. Definicié Legyen az A halmaz és az (A; | i € I) indexezett halmazrend-
szer esetén adva az I minden i elemére egy f; : A — A; fliggvény. Ezeknek

a fliggvényeknek az egyiittese a [| Domf; halmazon értelmezett
iel

(fi)ier : A — i>€<IAi7 x> (fi(@)) e,

fiiggvény.

Nyilvénvald, hogy pri o (fi)ier C fx, és egyenléség all, ha f; értelmezési tarto-
manya ugyanaz minden i-re; tovabba barmely f: A — 'XI A; fuggvény a kompo-
1€

nenseinek az egyiittese: f = (pr; o f)ies-
Misféle fuggvényrendszerek Gsszetevését adja meg a kovetkezd meghatarozas.

2. Definicié Legyenek (A; | i € I) és(B; | i € I) indexezett halmazrendsze-
rek, és legyen adva az I minden i elemére egy f; : A; — B, fiiggvény. Ezeknek

a fiiggvényeknek a Descartes-szorzata a X Domf; halmazon értelmezett
1€

X fl : XIAZ — i>6<1 Bi, (xi)iGI — (fl(xl))

i€l S iel

fiiggvény.

Nyilvanvalé, hogy prg o XI fi C fr opri, és egyenléség all, ha Domf; = A;
1€

minden ¢-re.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fiiggvények egyiittesénél mondottakkal ellen-
tétben, nem minden f : XI A; — XI B; fuggvény szorzat alaku; az identitas-fligg-

i€ 1€
vény viszont az:
idy 4, = Xida,.
ier " iel

Megemlitjiik végiil, hogy az {1, 2, ..., n} indexhalmaz esetén a fliggvények egyiit-

tesére az

(f17f27"'7fn)
jelolést, Descartes-szorzatara az

n

'Z<l f7 illetve f1 X f2 X ... X fn
jelolést hasznaljuk.

9.9. Feladatok
Ertelemszert jeloléseket hasznalunk a kévetkez6kben pontos részletezés nélkiil.
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1.
(Ux‘h) ntUsi | =UJUMins),
i€l jeJ i€l jeJg
(N4)v(n=]-nNuwee
i€l jeJ iel jeJ
A\ (U Ai> = N 4.
el i€l
2.

(Ua) < (Um)-UU s

iel jeJ i€l jeJ

el jeJ i€l jeJ

3. (i) Ha valamely i esetén f; : A — A; injektiv, akkor (f;)ics is injektiv.
(ii) Adjunk példat arra, hogy minden ¢ esetén f; : A — A; sziirjektiv, (f;)icr
mégsem az. (Elég két elem{i indexhalmazt venni.)
4. Ha minden i esetén f; : A; — B, injektiv illetve sziirjektiv, akkor ')€<I fiis
K3

injektiv illetve sziirjektiv.

5.
(X9)e(X5) = %00
(Zégi) o (fi)ier = (gi © fi)ier,

(gi)ieI of= (gi © f)iEL

6. Ertelmezziik az
AXx(BxC)xD=Ax(Bx(CxD))=AxBxCxD

azonositasokat.

10. Inverzek

10.1. Tudjuk, minden relaciéonak értelmezhetd az inverze, amely szintén relacio.
Igy egy fluggvényszerl reldcionak is; kérdés, mikor lesz ez is fliggvényszer.
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Allitds Az f : A B fiiggvényhez tartozé reldciénak (azaz Graphf-nek) az
inverze pontosan akkor fiiggvényszert, ha f injektiv.

BizoNYITAS Legyen B x A-nak tetsz6leges (u, 1) és (u,z2) eleme benne Graph f
reldcié-inverzében, azaz u = f(x1) és u = f(x2). EbbSl 21 = x5 pontosan akkor
kovetkezik, ha f injektiv. m

Természetszeriileg, ha fliggvényekkel dolgozunk, dltaldban nem akarunk kilépni
a fliggvények korébol. Ezért ekkor csak fliggvény-inverzrol beszéliink, reldcié-in-
verzrél nem. Tehat ilyen értelemben csak injektiv fiiggvénynek van inverze, amely
szintén fiiggvény. Az f injektiv fiiggvény inverzét az f~! szimbélummal jeldljiik.

10.2. Egyszerii tény, hogy injektiv fliggvény inverze is injektiv, és az inverz
fliggvény inverze az eredeti fliggvény:

1y -1
(f) =1
Nyilvanvalé tovabba, hogy
Domf~! = Ranf, Ranf~! = Domf,

és
flof=idpoms, fof ' =idrans.

Ezeknek az 6sszefiiggésekenek bizonyos megforditasa is igaz.

A||ftés Legyen adva az f : A — B fiiggvény. Ha g : B — A olyan fiiggvény,
hogy g o f = idpomf, akkor f injektiv és f~' C g.

BizoNYiTAS Mivel most Dom(go f) = Domf, annak kell teljesiilnie, hogy Ranf C
Domg.

Ha f nem volna injektiv, akkor volna két kiillonb6z6 x1 és xo elem az értelmezé-
si tartoménydban, amelyre f(xz1) = f(x2). Ekkor bérmely g fiiggvényre (amelyre
Ranf C Domg) g(f(x1)) = g(f(x2)), tehdt g o f nem lehetne identitds-fliggvény.

Mivel g(f(z)) = x és az f(z) = = (z € Domf) hatdrozza meg az f inverzét, g
sziikségképpen megegyezik f~!-gyel az f értékkészletén. m

Ha még az is igaz, hogy f o g = idpomg, akkor g=* C f, amib8l g = (¢7!)~* C
f~ ! kdvetkezik, {gy végiil g = f~1. Osszefoglalva tehat: ha

gof:idDomf és fog:idDomga

akkor f injektiv, és
=g
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10.3. Allitds Ha f és g injektiv, akkor g o f is injektiv, és

(gof)~t=f"tog™h

B1zoNYITAS Azt mér gyis tudjuk, hogy injektiv fiiggvények kompoziciéja is in-
jektiv, de még ez is kovetkezik az elébbiekbdl. Ugyanis ha z € Dom(g o f), akkor
g(f(z)) € Dom(f~t o g™1), amibél egyszerien adédik, hogy

(f_l og_l) © (g © f) = idDom(gof)a

és ugyanuigy
(go f)o (f_l o g_l) = idDom(f—log—l).

10.4. Definicié Legyen f : A~ B és R a B részhalmaza. R-nek az f
altali 6sképe az

f (R):={z € Domf | f(x) € R}

halmaz. A .
P(B) = P(A), R~ f(R)
leképezést az [ teljes inverzének nevezziik.
-1

Véssiik j6l észbe, sokszor fogjuk haszndlni: x € f (R) egyenértékii azzal, hogy
f(z) € R.

Jegyezziik meg, hogy barmilyen fiiggvénynek értelmeztiik a teljes inverzét, nem-
csak injekcidnak, és a teljes inverz a hatvanyhalmazok kozotti leképezés. Figyel-

-1
jink az f~! ésaz f jelek kiilonbségére is.
A fiiggvények teljes inverze nagyon sokat hasznélt fogalom. Arra is alkalmas,
hogy bizonyos formuldkat egyszeriien megfogalmazzunk, leirjunk. Példaul megél-

lapithatjuk, hogy
-1
Dom(go f) = f (Domg).
A kompozicidk teljes inverzére ugyanolyan alaku osszefiiggés igaz, mint az in-
jektiv fliggvények kompozicidjanak az inverzére.

Allitas )
~= -1
gof=fog.
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-1

~ =
B1ZoNYITAS Legyen H a g o f érkezési halmazénak része. x € go f(H) egyenér-
tékll azzal, hogy (go f)(z) € H, azaz g(f(x)) € H. Ez viszont egyenértékii azzal,

hogy f(z) € ¢ (H), amaz z € f (g (H)).

10.5. Definicié Legyen f : A~ B és E az A részhalmaza. E-nek az f
altali képe az
f1B) = {f(x) | = € BN Domf}

halmaz.

Ezzel a definicidval f-et “felemeljiik” egy
P(A) = P(B), E— f[E]

leképezéssé. Olykor, hogy megkiilonboztessék f-t6l, a teljes inverzzel valé ha-

1
sonlésag miatt ezt f-gyel jelolik. Mi tartjuk magunkat ahhoz a szokdshoz, hogy a
fliggvény jele utan szogletes zardjellel fejezziik ki, hogy nem magérdl a fliggvényrol
van sz, hanem a felemeltjérél.

Allitds Legyen f: A~ B, EcDomf, R e B. Ekkor

—1
(i) f[f (R)] C R, és ha R C Ranf (specidlisan, ha f sziirjektiv), akkor
egyenl6ség All;
-1
(ii) E C f (f[E]), és ha f injektiv, akkor egyenléség all;
—1
(iii) ha f injektiv, akkor f (R) = f~1[R].
-1 -1
BizonYiTAs (i) Ha u € f[f (R)], akkor van olyan =z € f(R), hogy u = f(x);
tehat f(x) € R és u = f(x), azaz u € R.

Ha R C Ranf és u € R, akkor van olyan z € Domf, hogy v = f(z), azaz
-1

f(z) € R; ebbdl viszont = € _fl(R), majd u € f[ f (R)] kovetkezik.
(ii) Ha z € E, akkor f(z) € f[E], és gy « € }l(f[E})

-1

Ha x € f (f[E]), azaz f(x) € f[E], akkor van olyan y € E, hogy f(z) = f(y);
ha f injektiv, akkor z =y, azaz ¢ € F.

(iii) € f~![R] pontosan akkor teljesiil, ha van (sziikségképpen egyetlen) olyan
u € R, hogy z = f~1(u), azaz f(x) = u, és igy f(x) € R, ami viszont egyenértékii

—1
azzal, hogy z € f(R). m

Az A:=B:={1,2,3}, f(1) := f(2) :=2, f(3) := 3 fiiggvényt és az E := {2, 3},
R := {1,2,} részhalmazokat hozhatjuk fel ellenpélddnak, hogy (i)-ben és (ii)-ben
altalaban csak tartalmazas all.
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10.6. Nagyon fontos j6 tulajdonsiga a teljes inverznek, hogy megtartja a hal-
mazmiiveleteket, azaz metszet 6sképe az 6sképek metszete, stb.

Allitas Legyen f: A — B. Ekkor
—1 ~1
(i) f(®) =0, f(Ranf)=Domf,
(ii) ha R és S a B részhalmaza, akkor

ha RCS, akkor f(R)C f(95),
F(R\S) = F(R)\ /()

(iii) ha (R; | i € I) a B részhalmazainak indexezett rendszere, akkor

f(Um)-Ufm»

i€l i€l

7(ﬂ&>=ﬂ?m&

i€l i€l

B1zoNYITAS A bizonyitds igen egyszerti, az olvaséra bizzuk, végezze el. Mutatéba
végigvisziink két gondolatmenetet, ahol a szokasunktol eltéréen az egyenértékiiség
logikai jelét alkalmazzuk:

re f(R\S) <> f(x) € R\S <= f(x) € R f(z) ¢5

iffze [(Ryad [(S) < ae [(R)\ [(9).
Hasonloéan:
re _fl (_ﬂ&') — f(z)e€ mRi — f(x)€R; (i)
el el B B
= ze f(R) (iel) <= ze()f(R).m

el

-1
Kiilonosen fontos a Domf = A eset. Ekkor f (B) = A, és igy az A-ra illetve a
B-re vonatkozé komplementerekre az

Firty= (T
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formula adédik a B minden R részhalmaza esetén.

10.7. Osszehasonlitdsul az eléz6vel konnyen bebizonyithatjuk ezeket az Gssze-
fliggéseket is:

(i) f[0] =0, fDomf]= Ranf,

(ii) ha £ C F C Domf, akkor f[E] C f[F],

(iii) ha (F; | i € I) a Domf részhalmazainak indexezett rendszere, akkor

fFIUR:| = flRi,
el el

f ﬂRi C mf[Ri]'
el el

A 10.5-ben ismertetett fliggvénnyel és az E; := {1}, Es := {2} halmazokkal
mutathatjuk meg, hogy itt az utolsé formuldban nem &ll egyenldség. f[E \ F)|
semmiféle kapcsolatba sem hozhaté f[E]\ f[F]-fel (14sd a 10.9.5. feladatot).

10.8 Allités Ertelemszerii jelolésekkel
1

(i) (fi)ier <i)€<IRi> = 'QI };(Ri)y
~1

B —— 1
) (X0 (X 7:) = X Fiem).

B1zoNYITAS (i) z pontosan akkor van benne az egyenl6ség bal oldaldn 4ll6 hal-
mazban, ha (f;(x))er € _XI R;, ami viszont azzal egyenértékii, hogy fi(z) € R;
1€

-1
azaz ¢ € f;(R;) minden ¢ esetén.
(ii) (x;);cr pontosan akkor van benne a bal oldali halmazban, ha (f;(z;))ier €
—1
‘XI R;, ami viszont azzal egyenérték(i, hogy fi(z;) € R; azaz x; € f;(R;) minden
1€

1 esetén. W
Descartes-szorzatokra vonatkozdéan sokszor bukkan fel a kovetkezd formula (em-
lékezziink a pry, : .XI A; — A természetes projekciéra):
1€

. Az ha 7 k,
pri(E) = X X;, ahol X, = { at?
= E, hai=k

minden Ey C Ay és k € I esetén. Ebbdl és az el6z6bél pedig az adédik, hogy

i€l
el
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10.9. Feladatok

1. Bijekci6 inverze is bijekcid.

2. id;l = id 4. Igaz-e, hogy f identitas-fiiggvény, ha bijekcié és f~! = f?

3. Adjunk példat arra, hogy go f = idpoms és g # f1.

4. Legyen E az f fliggvény induldsi halmazdnak része. Ekkor Ran(f|g) = f[E].

5. Adjunk meg olyan f fliggvényt és E, F' részhalmazokat az értelmezési tarto-
manyaban, hogy

(i) f[E\ F] D f[E]\ f[F], és a tartalmazds valédi,

(i) fIE\ F] C fIE]\ f[F], és a tartalmazds valddi,

(iii) f[E\ F] és f[E]\ f[F] egyike sem része a mésiknak.

6. Legyen f: R - R, 2+ 322 +2és E:={z € R|0 <z <1}. Adjuk meg

-1

fIE)-t és f (E)-t.

7. A valds szdmok Osszeaddsa az R x R — R, (z,y) — = + y fliggvény, szorzds
pedig az R x R — R, (z,y) — zy fuggvény. Adjuk meg az {x e R|0 <z <1}
halmaznak az 0sszeadas és a szorzas altali 6sképét.

8. Igazoljuk, hogy egy halmaz 6sképe egy fliggvény &altal pontosan akkor iires,
ha a halmaz diszjunkt a fliggvény értékkészletétél.

9. Milyen a fiiggvény, ha &altala csak az tires halmaz 6sképe tires?

10. Igaz-e, hogy egy fliggvény injektiv, ha altala minden egy elemii halmaz
Osképe egy elemii?

11. Bizonyitsuk be, hogy

() (fierlE) € X FIE,

) (X5 | X Bi| = X £ilEd

Adjunk példét arra, hogy (i)-ben altaldban nem 4ll egyenldség!

12. Igazoljuk, hogy f: A — B pontosan akkor

(i) sziirjekcid, ha létezik g : B — A injekci6 1gy, hogy fog =idg (“jobb oldali
inverz” létezése),

(ii) injekcié A # 0 esetén, ha 1étezik h : B — A sziirjekeid tgy, hogy ho f =idp
(“bal oldali inverz” létezése).

(Megjegyezziik, hogy (i) a kivalasztdsi axiéméval bizonyithat6, mig (ii) trividlis
tény.)

11. Egyenletek

11.1. A fliggvények teljes inverze alkalmas arra is, hogy pontosan meghataroz-
zuk az egyenlet fogalmat.

Mit jelent ez az ismerés felszélitds: oldjuk meg az 22 = 3z + 2 = 0 egyenletet?
Azt, hogy keressiik meg azokat az x valds szdmokat, amelyekre a fenti Osszefiiggés
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igaz. M4ds széval, adjuk meg az {x € R | 22 — 3z + 2 = 0} halmazt. De hiszen
ez a halmaz ezzel a formuldval tokéletesen meg van hatarozva! Igen, de tudjuk,
hogy egy halmazt tobbféleképpen is megadhatunk. Az el6bbi meglehetésen burkolt
forméval szemben az {1,2} forma “kézzelfoghatd”.

Sajnos a megoldas sz6 szokasosan kettds értelmil, ezért olykor zavart okoz. Er-
tik rajta ugyanis azt az elemet, amelyet keresiink, és a keresés folyamatat is. Mi
az els6 jelentés mellett maradunk.

A bevezetd példa eléggé megvildgitja mirdl is van szé tulajdonképpen. Adott
egy f: A— B fluggvény és a B-nek egy b eleme. Az

(zeA)?  flz)=0b (%)

-1
egyenlet megolddsain az {z € Domf | f(z) = b} = f ({b}) halmaz elemeit
értjik. Nincs megoldasa az egyenletnek, vagy az egyenlet nem oldhaté meg,
ha ez a halmaz iires. Egyértelmii a megoldas, ha a halmaz egy elemii.

A megoldasok megkeresésén azt értjiikk, hogy mas, “konkrét”, “kézzelfoghatd”
formaban adjuk meg a széban forgé halmazt. Vigyazzunk, az elébb matematikai
fogalmakat értelmeztiink, ez azonban, a megolddsok megkeresése mar nem az.

Megjegyezzik, hogy a keresendo, “ismeretlen” mennyiséget altalaban z-szel je-
16ljiik, de ez nem kotelez6. Akdrmilyen mas betiit is hasznalhatunk, kivéve azokat,
amelyeknek a jelentését mar lekotottik (itt A-t, B-t, f-et és b-t);

(a € A)? fla)=0b é (o€ A)? flo)="»>

ugyanaz az egyenlet, amelyrol beszéltiink.

11.2. Sokszor taldlkozunk ilyen feladattal is: oldjuk meg az 22 — 3z +2 > 0
egyenlStlenséget. Ez természetesen az {x € R | 22 — 3z + 2 > 0} halmazt jelenti.
Altaldban igy fogalmazhatunk: adott egy f : A »— B fiiggvény, a B-nek egy b
eleme és egy R relacié B-n. Az

(x € A)? f(z)Rb

feladat (sajnos nincs olyan jé szavunk erre, mint volt az egyenelet) megolddsain
az {x € Domf | f(x)Rb} halmaz elemeit értjiikk. Ez dltaldnositdsa az egyenletnek,
ahol R az identitas-relacio.

11.3. Gyakran van dolgunk tgynevezett egyenletrendszerekkel. Ezeket igy pon-
tosithatjuk: adott egy n pozitiv egész szam (mar megelélegeztiik ezek ismeretét),
fi + A— B, fuggvények és a B;-nek b; eleme (i =1,...,n). Az

n

egyenletrendszer megolddsain az {z € (| Domf; | fi(z) =b;, i =1,...,n} halmaz
i=1

elemeit értjik. Pillanatok alatt atlathatjuk, hogy ez nem 1j fogalom, hiszen az
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f=,.-,fn), B:= _2(1 B; és b:= (by,...,b,) definicéval a (x) alakra hozhat-

juk.

Az egyenletrendszer egyenlet, ha a fliggvényeket Osszerakjuk, az egyiittesiiket
tekintjiikk. Az egyenlet pedig egyenletrendszer, ha a fiiggvényt szétbontjuk (amikor
ez lehetséges) komponensekre. A szétbontas sem egyértelmii a Descartes-szorzat
asszociativitdsa miatt; az el6bbi példaban az elsé m komponenst majd a maradék
n — m komponenst egylivé csoportositva két egyenletbol allé rendszert kapunk.

m

Ehhez hasonléan, ha A = 'X1 Ay, akkor m ismeretlenes egyenlet(rendszer)rél
1=

szokas beszélni. Itt is latjuk, nézépont kérdése, hany ismeretlenes az egyenlet:
szétbontjuk-e komponensekre (és hdnyra) az ismeretlent vagy sem.

Kozszajon forog az a megallapitas, hogy egy egyenletrendszer egyértelmii meg-
oldhatosagahoz annyi egyenletnek kell lennie, ahany az ismeretlen. Ez igy altala-
ban nem helytall6, nem is lehet az, hiszen lattuk, rajtunk all, hany ismeretlenesnek
és hany egyenletbdl allonak tekintiink egy egyenletrendszert. Kés6bbi tanulmé-
nyaink soran majd taldlkozunk egy ennek megfelel6 pontos éllitassal tobb valds
valtozdju valds értéki fiiggvények rendszerére, most pedig felhivjuk a figyelmet a
11.5.3. feladatra.

11.4. Nem egyszer el6fordul, hogy egy egyenlet ismeretlenje maga is fiiggvény.
Ezt altalaban a jeldlésben is feltlintetjiik, hogy attekinthetébb képet kapjunk. Egy
példat hozunk erre. Legyenek ¢ : H — G és b: F — G adott fiiggvéneyk. Az

(x: F— H)? pox=>

egyeneletet az el6bbiek tudatdban nem kell magyardznunk. Ha viszont mereven
ragaszkodndnk a 11.1-ben leirt forméhoz, akkor definidlnuk kellene az A := {F —
H fuggvények}, B := {F — G fuggvények}, f: A — B, © — ¢ o x mennyisége-
ket, és ezekkel felirhatnank a 11.1-ben megadott formaju egyenletet; csak éppen
nehezen latnank, mit is takar tulajdonképpen.

11.5. Feladatok

1. Ertelmezziik a 11.2-nek megfelel6 feladatrendszert!

2. Egyenletnek szokéds nevezni a 11.4-hez hasonld, de anndl dltaldnosabb (x :
F — H)?, pox C b feladatot is. Természetesen adott ¢ : F'»— H ésb: F — G
esetén a kovetkezd alaku egyenlet is felmertilhet:

(z: H— G)? ro¢ Ch.

Mit tudunk mondani ezek megoldhatésagarol, a megoldas egyértelmiiségérél?
3. Az egyetlen

((x1,22) €R?)? (21— 1)*+ (22 +1)2=0

két ismeretlenes egyenletnek egyértelmii megoldasa van.
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IV. VALOS SZAMOK

12. A természetes szamok

12.1. Az els6 matematikai fogalmak és ismeretek a valds szamokra és miive-
leteikre vonatkoztak. Ahogy az elemi iskolaban elindultunk, és jutottunk elére a
szamolas tudomanyédban, lényegében ugyantgy haladt elore az emberiség is. El6-
szor az azonos dolgok — példdaul almék vagy szarvasmarhak vagy kardok — meny-
nyiségének a megdllapitasdval kialakultak a természetes szamok és ezek kozott az
Osszeadds és a szorzds miivelete, valamint a nagysdg szerinti rendezésiik. Aztan a
részekre osztas, darabolas — a zsdkmény felezése, a termény tizedelése — eredmé-
nyezte a pozitiv tortszamokat (pozitiv raciondlis szdmokat). Hosszi évszazadok
utdn az addssdg, a hidny megjelenitésére bevezették a negativ raciondlis szamo-
kat. Végiil az irraciondlis szamokat mar nem is annyira a mindennapi gyakorlati
élet, hanem inkabb a matematikai vizsgalatokbdl szarmazo sziikségszertiség hivta
létre (aztdn kés6bb persze ezek gyakorlati alkalmazésa is mindennapossé valt). A
szamfogalom ilyen fokozatos bévitésének lényeges része az Gsszeadds, a szorzas és
a rendezés kiterjesztése az 1j és 1j szamokra.

12.2. Nem kell sokat elmélkedniink, hogy rdjojjink, a nulla a semmit jelké-
pezi, az egy az egy elemii halmazokat, a kettd a két elemii halmazokat, stb. Igy
kézenfekvé a

0 :=0,

1=(0).

2:={0,1} = 1U {1},
3:={0,1,2} =2U {2}

stb. meghatarozds az igynevezett természetes szamokra. A definicié jd, a fel-
sorolt halmazok a paraxiéma és az egyesitési axidéma szerint 1éteznek. Egyetlen baj
van csak, a halmazelméletben tipikus nehézség: bar a szamokat ily médon “vég
nélkul” gyarthatjuk, akdrmeddig csindljuk is, mindig csak véges sokat allitunk el6.
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Elengedhetetlen tehat, hogy axiéméban rogzitsiik végtelen sok természetes szam
létezését. Ennek pontos megfogalmazasahoz vezessiik be a kovetkezd fogalmakat.
Ha z halmaz, legyen
rTi=aU{x}.

Egy M halmazt monotonnak hivunk, ha
(i) 0e M,
(ii) minden z € M esetén z+ € M.

A végtelenségi axiéma igy szdl: Iétezik monoton halmaz.

A természetes szamoktol éppen azt varjuk el, hogy monoton halmazt alkossa-
nak. A monoton halmaz létezésének axiémajdval még nem rogzitettiik a természe-
tes szamokat: sok monoton halmaz létezhet, nem csak egy. Viszont van egyetlen
“legsziikebb”.

Allitas Létezik egyetlen olyan monoton halmaz, amely minden monoton hal-
maznak a része.

B1zoNYITAS Legyen M monoton halmaz. Ekkor
S§:={N C M | N monoton}
az elkiilonitési axiéma szerint halmaz, és M € S. Legyen
No:=[{N|NeS}

Egyszer®i tény, hogy monoton halmazok rendszerének metszete monoton, ezért
Ny is monoton halmaz. Ha M’ tetsz6leges monoton halmaz, akkor M N M’ € S,
ezért Ng C M N M’ C M’, azaz Ny olyan, mint aminek a létezését allitottuk.

Ha volna még egy masik olyan monoton halmaz, amely minden monoton hal-
maz része, akkor az és Ny kolcsonosen tartalmaznak egymast, azaz megegyeznének;
tehat Ny az adott tulajdonsaggal egyértelmi. m

Kényelmes Ny-ra ugy gondolni, mint az 6sszes monoton halmazok metszetére,
de ez a kép nem teljesen jo, mert nem tudjuk, 1étezik-e az 6sszes monoton halmazok
halmaza (beldthaté: nem létezik).

Azt az egyetlen monoton halmazt, amely minden monoton halmaznak a ré-
sze, No-t, a természetes szdmok halmazdnak nevezziik; elemei a természetes
szamok.

A 0:=0 (“nulla”), az 1 := 0" (“egy”), a 2 := 17 (“kett8”) stb. tehdt termé-
szetes szamok.

Sok teriileten a nem-nulla természetes szamok jatszanak jelentds szerepet, ezért
célszeri kiilon jelolést bevezetni rajuk:

N:=Np\ {0}
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elemei a pozitiv egész szamok.

Egyelére még semmiféle miivelet (0sszeadds, szorzds, rendezés) nincs a termé-
szetes szamokon, de hogy jél lassuk, mit jelent a tovabbiakban sokat hasznalt
szimbélum, elérevetitjiik: ha n € Ny, akkor n* nem més, mint n + 1.

12.3. A természetes szdmok halmaza a legsziikebb monoton halmaz, ezért ha
M monoton halmaz és M C Ny, akkor M = Ny. Ezt szokas a teljes indukcio
elvének is nevezni, és igen hasznosnak bizonyul a természetes szamokra vonatkozd
allitasok igazoldsdban. Kozelebbrol: ha M C Ny olyan, hogy

(i) 0 € M,

(ii) minden n € M esetén nt € M,
akkor M = Np.

Ennek sokat haszndlt valtozata: ha N C N olyan, hogy

(i)1eN,

(i) minden n € N esetén n™ € N,
akkor N = N. Ugyanis a {0} U N halmazra az elébbi feltétel teljesiil, tehat
{0} UN = Ny, amib6l N = N.

12.4. Szokjunk hozza a természetes szamok értelmezésébol eredo kis “furcsasa-
gokhoz” | azaz olyan tulajdonsagokhoz, amelyeket nem hasznalunk a természetes
szamok mindennapi alkalmazasa koézben, azonban elengedhetetlenek a jol ismert
és alkalmazott tulajdonsagok meghatarozasa, levezetése végett.

Allitds Minden n természetes szamra

(i) n C Ny (azaz Ny-nak az elemei egyben részhalmazai is; kovetkezéskép-
pen az n természetes szdm elemei is természetes szamok);

(ii) m € n pontosan akkor, ha m C n, m # n (azaz n elemei egyben n
valédi részhalmazai):

(iii) ha n # 0, akkor 0 € n.

B1zoNYITAS MindenekelStt véssiik esziinkbe, hogy
m € mT pontosan akkor, ha m € n vagy m = n.

Teljes indukciéval bizonyitunk, vagyis vessziik a természetes szdmok
(i) My :={n e Ny |n C Ny},
(ii) My := {n € N| ha m € n, akkor m C n, m # n},
M3 := {n € Ny ha m C n, m # n akkor m € n},
(i) My :={0}U{n e N| 0 € n}
részhalmazait, és megmutatjuk, hogy monoton halmazok, azaz minden i = 1,2, 3,4
esetén
-0e M,
— ha n € M;, akkor nt € M;,
amibdl kovetkezik, hogy M; = Ny, vagyis valéban minden n természetes szamra
igazak a felsorolt kijeletések.
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Az hogy 0 := ) benne van minden M;-ben, nyilvdnvals. Maradnak tehét a
teljes indukcids bizonyitas masodik 1épései.

(i) Legyen n € My, azaz n C Ny. Ekkor, 1évén n € Ny, fenndll az {n} C Ny
tartalmazds, és igy n™ = n U {n} C Ny, tehdt n* € M;.

(ii) Legyen n € Ms, azaz minden m € m esetén m C n és m # n. Vizsgaljuk
meg nT =nU {n} elemeit: ha m € n™, akkor

-méEnesetén m Cn Cnt,

~-m=nesetén m=nCnt,
azaz m C n™, {gy nt € M.

Legyen n € M3, azaz minden m C m és m # n esetén m € n. Vizsgdljuk meg
azokat a természetes szdmokat, amelyek n' valédi részhalmazai: ha k C nT =
nU{n}, k #n", akkor

~kCn, k#neseténkencnt,

~k=ncCnt esetén k=n € nt,
azaz k € nT, igy nT € M;.

(iii) Legyen n € My, azaz n = 0 vagy n # 0, 0 € n. Ha n = 0, akkor
0 € {0} =07 =n™, tehdt n™ € My. Ha n # 0, akkor 0 € n C n™*, tehat ismét
nt ¢ My nm

Vegytik észre (ii)-nek egy fontos kovetkezményét: mivel n € n
természetes szdmra n # n, vagy ami ezzel egyenértékii, n ¢ n.

Ebbél pedig azt szarmaztatjuk, hogy minden n természetes szam valddi rész-
halmaza Ng-nak, hiszen ha valamely n-re n = Ny teljesiilne, akkor n C n™ C Ny
miatt nt = Ny vagyis n = n* volna, ami lehetetlen.

*, minden n

12.5. Allitds (i) Minden m és n természetes szamra m* = n™ pontosan
akkor, ha m = n,
(ii) minden n € N esetén létezik egyetlen olyan n~ € Ny, hogy (n™)* = n.

BizoNYITAs (i) Tegyiik fel, hogy m*™ = n™. Mivel m C m* =nt =n U {n}, az
igaz, hogy m C n vagy m = n. Ham € n, m # n, akkor az el6z6 allitds (ii) pontja
értelmében m C n. Az m és az n szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy n C m is
fenndll, tehat csak m = n lehetséges.

(ii) Vegyik az N := {n € N | létezik n= € Ny, (n™)* = n} halmazt. 1 € N,
mert 1 =07, és han € N, akkor n* € N (hiszen minden n € Ny esetén nt € N),
ezért N = N.

n~ egyértelmiisége az (i)-b6l adédik. m

Megint szemléltetésként késobbi tudést elorevetitve mondhatjuk, hogy n~ nem
més, mint n — 1.

fgy tekintve az eddigi &llitdsok “nyilvanvalék” (csak éppen ezeknek az allita-
soknak és még masoknak a birtokdban irhatjuk majd fel a fenti egyenléségeket).

Emlitsiik még meg azt, hogy egy természetes szam elemei természetes szamok,
amelyek egyben részhalmazai is, azonban altaldban vannak a természetes szamok-
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nak olyan részhalmazai, amelyek nem természetes szamok; példdul n # 0, n # 1
esetén n \ {0} nem terészetes szam.

12.6. Minthogy minden természetes szdm az Ng-nak egyben részhalmaza is,
bevezethetjiik a természetes szamok rendezését a résznek lenni fogalmaval.

Definicié Ha n,m € Ny, akkor

m < n jelentse azt, hogy m C n.

Felidézziik, hogy a 12.4. allitds (ii) pontja szerint m < n pontosan akkor, ha
m € n vagy m = n; tehdt m < n pontosan akkor, ha m € n.

12.7. Allitas Minden m és n természetes szamra

(i) n < n', és nincs az n és n kézé esd természetes szam,
(ii) ha n < m, akkor n* < m™.

B1zoNYITAS (i) A definiciébdl 1atszik, hogy minden n-re n < n™. Ha m € Ny és
n<m<nt akkorn € m € n*, n # m # nt; ezekbdl m € n* és m # n miatt
m € n azaz m < n volna, ami lehetetlen, tehdt nincs természetes szdm n és n™
kozott.

(i) Az el6z6 megallapitds miatt, ha n < m, akkor n™ < m; ellenkezd esetben
ugyanis m az n és nT kozé es6 szam volna. Ezért nT <m <m™. m

12.8. A||ftés Az N minden n elemére

n={meNy|0<m<n"} (%)

B1zoNYITAS Legyen N := {n € N|n (%) alaki}. Mivel 1 = {0}, az 1 az N ele-
me. Tegylik fel, hogy n € N. Ekkor n™ =nU{n}, és n= < (n™)* = n, tovdbba
nincs az n~ és az n kozott természetes szdm, tehdt nT = {MmeNy|0<m<n=
(nT)"} € N,ezért N=N. m

A gyakorlati alkalmazasokban a természetes szdmokat mindig csak az Ny ele-
meinek tekintjiik és nem részhalmazainak. Az iménti &llitds alapjdn n mint rész-
halmaz helyett mindig a {0,1,...,n — 1} halmazt vessziik, ahol mar figyelembe
vettiik emlitett n — 1 = n~ Osszefiiggést is.

12.9. Ha n € Ny, akkor n C Ny, tehat n az Ny rendezésének a lesziikitésével
szintén rendezett halmaz.

0 az Ny-nak és minden n természetes szamnak a legkisebb eleme. Ny-nak nincs
legnagyobb eleme. Minden nem nulla n-nek van legnagyobb eleme, az n~.
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Még tobbet is mondhatunk: minden n természetes szam minden nem iires rész-
halmazanak van legkisebb eleme.
Valéban, legyen

M :={n € Ny | n minden nemiires rszhalmazdnak van legkisebb eleme}.

Vilagos, hogy 0 € M, mert a O-nak vagyis az iires halmaznak nincs nemiires
része (aki tagadni akarja azt, hogy 0 € M, adnia kellene a 0-nak olyan nemiires
részhalmazdt, amelynek nincs legkisebb eleme). Megmutatjuk, hogy ha n az M
eleme, akkor n™ is az.

Legyen n € M. Vegyiik az n* = nU {n} nemiires h részhalmazat.

- Ha 0 = hNn, akkor {h} = n, tehdt n a h-nak a legkisebb (mert egyetlen)
eleme;

—ha () # hNn akkor hNn C n € M miatt van hNn-nek legkisebb eleme; legyen
ez m. De m az n-nek is eleme, ezért m < n. Minthogy h C (hNn) U {n}, m a
h-nak is a legkisebb eleme.

Mindez azt jelenti, hogy nt € M, amit akartunk.

Ez csak bevezeté volt ahhoz, hogy a gyakorlatban igen sokszor felhasznalt ko-
vetkez6 tényt bebizonyitsuk.

Allitds Ny minden nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.

B1zoNYiTAS Legyen () ## H C Ny, Van tehdt n € H.

— Ha HnNn =0, akkor a H minden m elemére n < m teljesiil (mert m < n
esetén m € n volna, ami ellentmond annak, hogy n és H kozos része iires), tehdt
n a H a legkisebb eleme;

—ha HNn # (), akkor az el6zéekben mondottak alapjan van H Nn-nek mint az
n részhalmazanak legkisebb eleme, mondjuk k, és ez egyben a H legkisebb eleme
is, hiszen ha volna olyan m € H, amelyre m < k teljesiilne, akkor m € k és k C n
miatt m € n is fenndllna, azaz m a H N n-nek a k-nal kisebb eleme volna.

12.10. Allitads Ny rendezése lancszerti.

BizoNYiTAS . Ha m,n € Ny, akkor az {m,n} halmaznak van legkisebb eleme,
azaz m <nvagyn <m. R

12.11. Elérkeztiink ahhoz, hogy bevezessiik az 6sszeadds és a szorzas miiveletét
a természetes szamok koérében. Meghatdrozasunk ez lenne: barmely n € Ny esetén
n+0:=n,
n+1:=nt,
n+2:=Mn+1)+1=n+1"T,
n+3:=m+2)+1=(n+2)",
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és igy tovabb; azaz, mivel 0T =1, 1T =2, 2 = 3, stb., ha m € Ny, akkor
n+mt = nm+m)t.

Hasonléan, barmely n € Ny esetén

|
o

3

n+n=n-1+n,

n -
n -
n-92.=
n =n-2+n,

0:
1:
2:
3:

és igy tovabb, azaz ha m € Ny, akkor

n-m* =n-m-+n.

Feliiletesen nézve egyszerii a dolog, de ha alaposan utanagondolunk, észrevesz-
szilk, hogy van egy kis nehészség. Arrdl van szd, hogy meg akarjuk adni az Ossze-
adast mint egy

Ny x Ng = Np (n,m)—»n+m

leképezést. A hozzdrendelési utasitds (n,0) — n, (n,m™) — (n+m)™* volna, de ez
igy nem értelmes, mert a hozzarendelési utasitas leirasaban felhasznéljuk magat a
hozzéarendelést is. Ugyanez a gond az

No x Ng = Ny (n,m)—n-m

szorzassal is.

Igy jutunk el az tgynevezett rekurziv médon megadott fiiggvények fogalma-
hoz, amikor attol fiiggéen rendeliink hozzd m-hez valamit, hogy mit rendeltiink
(m — 1)-hez. Taldlkozunk példdul alkalmazasokaban efféle meghatdrozasokkal: le-
gyen a : Ng — Ny az a leképezés (“sorozat”), amelyre

1
ag =1, A = %am,l (m €N)

(természetesen mér az Osszeadds és a szorzds ismeretében). Ennél ugyanaz a baj,
mint az Osszeadas és a szorzas értelmezésénél: a hozzirendelési utasitdsban sze-
repel maga a hozzarendelés is. Viszont gy latszik, a fiiggvény mégiscsak jél van
definialva, hiszen az értékei sorban mind megadhatdk: ag = 1, a1 = 1, as = 3, stb.

A kovetkezOkben az ilyen rekurziv médon megadott fiiggvények pontos értel-
mezésével foglalkozunk.
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Allitds Legyen B nemiires halmaz és minden m € Ny esetén r,, : B — B
fiiggvény. Ekkor a B minden e elemére Iétezik egyetlen olyan

f :No — B
fliggvény, amelyre

fO)=e,  fm")=rn(f(m)) (m €No).

B1zoNYITAS Legyen N azoknak az m € N szamoknak az Osszessége, amelyekre
létezik olyan
fn:{0,1,...,n—1} - B

fliggvény, amelyre
fn(()):e, fn(m+)zrm(fn(m)) (OSmSnfl)

Vildgos, hogy 1 € N: van a csak a {0}-n értelmezett f; fliggvény, amelyre
f1(0) =e. Han € N, akkor definidlhatjuk az

Folk) ha0<k<n-—1,

fur :{0,1,...,n} — B, kH{rnﬂfn(n—l)) ha k= n

fiiggvényt, amibdl 1atjuk, hogy n™ € N, tehdt N = N, azaz minden n esetén 16-
tezik a kivant tulajdonsagi f,. Innen mar konnyt folytatni: ezek a fiiggvények

osszeilleszthetdk, és f := |J fn a keresett fiiggvény. Ennek az egyértelmiiségét
n€Ny
ugy lathatjuk be — az olvaséra bizzuk a részleteket — hogy feltessziik, van egy

mésik g fiiggvény is, és teljes indukciéval megmutatjuk, hogy {n € Ny | f(n) =
g(n)} =No. m

A bevezeté példanal r,, : Ng = Ny, n — W

n. El6fordulhat természetesen,

hogy 7, minden m esetén ugyanaz az r. irjuk ki f. néhany értékét ekkor, hogy
szemléletessé tegyiik, mir6l van szé:

f(0) =,

f(1) =r(e),
f(2) = r(r(e)),
fB) =r(r(r(e))).

Tehét e-bol kiindulva és sorra 1épegetve képezziik az e-nek az r altali egyszeres,
kétszeres, haromszoros stb. képét, és ezeket rendeljiik hozza egyhez, kettéhoz,
haromhoz, stb.
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Végezetiil felhivjuk a figyelmet arra, hogy az allitdsban megadott f fiigg az
(rm | m € Np) tgynevezett rekurzios fiiggvénycsalddtdl és az e induldsi elem-
tol. Tehat példaul adott rekurzids fliggvénycsalad esetén kiillonb6z6 e-kbdl indulva
kiilonbozé f-eket kapunk, vagy kiilonboz6 rekurzids fiiggvénycsaladok esetén ugya-
nabbdl az e-bdl indulva kiilonbozé f-eket kapunk.

12.12. Az Osszeadast és a szorzéast az el6z6 eredményiink alapjan tgy értel-
mezzik, hogy Ny x Ny — Ny fliggvények helyett azokat az Ny — Ny fliggvényeket
definidljuk, amelyeket gy kapunk, hogy az egyik véltozot az Osszes lehetséges
moédon rogzitjiikk: minden adott n € Ny esetén értelmezziik az m — n + m és az
m — n - m fligvényeket.

Az el6z8 pontbeli r,, szerepére minden m-re az Ny — Ny, k — kT fiiggvényt
véve megallapithatjuk, hogy minden n € Ny esetén van egyetlen olyan

sn: Ng = Ny

fiiggvény (itt indexben jeloltiik, hogy az n induldsi elemtdl fiiggben mds és més
fliggvényt kapunk), amelyre

3, (0) = n, sp(m™) = (sn(m))™  (m e Ny).

Ertelmezziik ezutén az Ssszeaddst igy:

Np x Ng — No, (n,m) = n+m:=s,(m).
Tehét definicié szerint
n+0=n, n+mt =(n+m)t.

TetszOlegesen rogzitett n € Ny esetén az el6z6 pontbeli r,, szerepére minden
m-re az Ny — Ny, k — k + n fliggvényt, az e szerepére pedig 0-t véve megallapit-
hatjuk, hogy van egyetlen olyan

Pn : Ng = Ny

fiiggvény (itt indexben jeloltiik, hogy az n-nel jellemzett rekurzids fliggvénytél
fiiggben més és mas fliggvényt kapunk), amelyre

pn(0) =0, pn(m™) =n+p,(m) (m e Np).

Ertelmezziik ezutan a szorzast igy:

Ny x Ng — Np, (n,m) = n-m:=p,(m).
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Tehat definicié szerint
n-0=mn, n-mt=n-m+n.

12.13. Az 0Osszeadas és a szorzds értelmezésébdl szinte azonnal adddik — ne
feledjiik, 1 = 0% —, hogy

i)0+n=n+0=n, (ii)l+n=n+1=nT,

(iii)0-n=n-0=0, (iv)l-n=n-1=n.

Ugyanis a kovetkezoket mondhatjuk.

(i) n+0 = n a definici6 szerint, tovdbbd az M := {n € Ny | 0+n = n} halmazra
nyilvan 0 € M, és han € M, akkor 0 +n™ = (0+n)* =n™, igy n™ € M, tehat
M = N,.

(i) n+1=n+0"=(n+0)" =n', tovabbd az M :={n e Ny |1+n=n+1}
halmazra nyilvén 0 € M, és han € M, akkor 1 +nt = (1+n)t = (n+ 1)t =
(n™)*t =nT +1, igy nT € M, tehat M = No.

(iii) n-0 = 0 a definicié szerint, tovdbba az M := {n € Ny | 0-n = 0} halmazra
nyilvan 0 € M, éshan € M, akkor 0-nt =0-n+0=0+0=0, igy nT € M,
tehat M = No.

(ivin-1=n-0"=n-0+n =n, tovdbbd az M := {n € Ny | 1-n = n}
halmazra nyilvdn 0 € M, éshan € M, akkor 1-nt =1-n+1=n+1=n", igy
nt € M, tehat M = Nj.

12.14. Most az el6zéekhez hazonlé igazan egyszeri teljes indukcids bizonyitéas-
sal, az el6z6 eredményeket is felhaszndlva, sorban belathatjuk az 6sszeadasnak és
a szorzasnak az aldbb Osszefoglalt alapvet6 tulajdonsagait.

A 7 2 . z z z
Allitds Minden k,m és n természetes szamra

(i) (k+m)+n=k+ (m+n), (i) m+n=n+m,
(iii)k-(m4+n)=k-m+k-n é (k+m) - n=k-n+m-n,
(iv) (k-m)-n=k-(m-n), (v) m-n=mn-m.

B1zoNYITAS Felirjuk azokat a halmazokat, amelyekre a teljes indukciét alkalmazni
kell; a részleteket az olvaséra bizzuk.
(i) Rogzitett k,m € Ny esetén
{neNg|(k+m)+n=k+(m+n)}.

(ii) Rogzitett m € Ny esetén

{neNy|m+n=n+m}.
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(iii) Rogzitett k, m € Ny esetén
{neNy|k-(m+n)=k-m+k-n},

{neNg|(k4+m) n=k-n+m-n)}.
iv) Rogzitett k, m € Ny esetén
(iv)

{neNg|(k-m)-n=k-(m-n)}.
(v) Rogzitett m € Ny esetén
{neNg|m-n=n-m}.

12.15. Az Osszeaddsnak és a szorzasnak a rendezéssel valé kapcsolatéat a kovet-
kezéképpen jellemezhetjiik.

Allitds Minden k,m és n természetes szamra, ha k < m, akkor

(i) k+n<m+n,
(ii)) n # 0 esetén k-n < m-n.

BI1zoNYITAs (i) Rogzitett k,m € Ny, k < m esetén legyen M := {n € Ny | k+n <
m +n}. Nyilvan 0 € M, és ha n € M, akkor 12.7. miatt k +n" = (k+n)T <
(m+n)t =m+nt, azaz n™ € M, igy M = Ny.

(ii) Rogzitett k,m € Ny, k < m esetén legyen M := {n e N | k-n < m-n}.
Nyilvan 1 € M, éshan € M, akkor k-nt = k-n+k < m-n+k < m-n+m=m-nt,
azaznt € M,igy M =N. m

E tulajdonsagok és a rendezés lancszertisége kovetkeztében, ha k +n =m +n,
akkor k = m, és han # 0, k-n = m - n, akkor £ = m. Tovdbbd, ha m +n =0,
akkor m =0 és n =0; ha m-n =0, akkor m = 0 vagy n = 0.

12.16. Ettdl kezdve — vagyis a miiveleti tulajdonsagok ismeretében — az kézép-
iskoldban tanult 6sszes elemi szamismereti tény egyszertien bizonyithaté a “szoka-
sos” moédon.

12.17. Feladatok

1. Végezziik el a 12.15-ben kijelolt teljes indukciés bizonyitasokat.

2. Mutassuk meg, hogy minden n # 0 természetes szamra n — 1 < n, és ha
m < n, akkor m <n — 1.

3. Bizonyitsuk be kozvetleniil — nem hivatkozva a 12.4. (ii) pontjira —, hogy
n ¢ n minden n € Ny esetén.

4. Igazoljuk, hogy minden természetes szdmnak (mint az Ny részhalmazdnak)
barmely részhalmazaban van legnagyobb elem. Kovetkezésképpen, ha H az Ny
korlatos részhalmaza, azaz van olyan k € Ny, hogy m < k minden m € H esetén
(mds széval H C k), akkor van a H-nak legnagyobb eleme.
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5. A teljes indukciét olykor 2-t61, 3-tél stb. &ltaldban egy rogzitett ng € N
elemtol célszerti inditani; azaz ha N C Ny olyan, hogy

(i) np € N, (ii) minden n € N esetén nt € N,
akkor N D {n € Ny | ng < n}. Bizonyitsuk ezt be! (Tegyiik fel, hogy {n € Ny |
ng <n}\ N =0, és vegyiik ennek a legkisebb elemét, legyen mondjuk k; ng < k,
mert k # ng, hiszen k ¢ N. Léassuk be, hogy k — 1 is a széban forgé halmaz eleme,
ami ellentmondés.)

6. Igazoljuk, hogy ha m < n, akkor van egyetlen olyan, (n — m)-mel jelolt
természetes szdm, hogy m + (n — m) = n. (Alkalmazzunk m-t6l inditott teljes
indukcidt.)

13. A valés szamok megalkotasa

13.1. Az el6z6 fejezetben megismerkedtiink a természetes szamokkal és miive-
leteikkel. Most hozzalathatunk, hogy vazoljuk, hogyan épitheté fel a valés szamok
halmaza matematikailag korrekt modon, a halmazelmélet alapjan. Koévethetnénk
az elozo fejezet elején emlitett utat, ahogyan az emberiség eljutott a valds szamok-
hoz, azonban az egyszerlibb fogalmazds érdekében megvéltoztatjuk a sorrendet
igy: természetes szamok, pozitiv raciondlis szdmok, pozitiv valés szdmok, valés
szamok.

13.2. A részekre osztdssal jutunk el a pozitiv tortszdimokhoz, amelyeket 7 alak-
ba frunk, ahol m és n pozitiv egész szdmok. El6fordulhat, hogy kiilonbozd m' és
n' ugyanazt a tortet adja, mint m és n, méghozz4 pontosan akkor, ha mn' = nm/.
Ezek alapjan a pontos eljaras a tortszamok értelmezésére a kovetkezo.

Konnyt bebizonyitani, hogy N x N-en ekvivalencia-relaciot hatdarozunk meg igy:

(m,n) ~ (m',n') pontosan akkor, ha mn' =nm'.

A reldcié nyilvdnvaléan reflexiv és szimmetrikus. Tegyiik fel, hogy (m,n) ~

(m/,n’) ~ (m”,n"). Ekkor mn’ = nm' é m/n” = n'm”. Szorozzuk meg az
elsé egyenldséget n”-vel, hasznéljuk fel a masodik egyenléséget, hogy erre jus-
sunk: mn'n” = nn'm”. Ez a szorzds tulajdonsdgai miatt csak tgy lehet, hogy

mn” =nm” azaz (m,n) ~ (m”,n"), vagyis a reldcié tranzitiv.
Definialjuk ezutan a pozitiv racionalis szamok halmazat:

Q" :==Nx N/~,
és legyen

= (m,n)/~.

n
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A pozitiv racionélis szamok tehat halmazok, kdzelebbrdl ekvivalencia-osztélyok.
Reméljiik, ez mar senkit sem zavar, hiszen a természetes szamokat is halmazoknak
definiadltuk.

Az Osszeadas, a szorzds és a rendezés az

m 1 _mk—i—im
n kT nk
m 1 o mi
nk  nk’

m 7
— < z pontosan akkor, ha mk < ni
n

formuldkkal értelmezheté QT-on. Nem nehéz megmutatni, hogy a definicidk jok,
azaz ha 73—,/ =1 és ;—l, = 4, akkor m/’j;fk’;/m/ = mhdim o}, Ugyancsak egyszerfien
igazolhatdk, hogy az Gsszeadds, a szorzas és a rendezés QT-on is rendelkezik az
ismert tulajdonsagokkal, amelyek koziil a legfontosabbak azok, amelyeket a 12.15.
és 12.16. 1ir le, és az, hogy a rendezés lancszerti.

A pozitiv egész szamok, a QT definicidja szerint, nincsenek a pozitiv racions-
lis szdmok kozott. Azonban N bedgyazhaté QT-ba, azaz megtehetjiik, és meg is
tessziik a kovetkezd azonositast:

n
N 3 Q+, n = T
Ez a beagyazas miivelettarto, azaz

i m
m+n=—
1

+n
- mn —
1a

n
m <n pontosan akkor, ha < 1

Mivel ez mér rég megszokott azonositds, azt irjuk, hogy N C Qt, n = 2.

13.3. Tudjuk, nincs olyan raciondlis szam, amelynek a négyzete 2. Ugyan-
is 2 = (%)2 azaz 2n° = m? a pozitiv egész szdmok primtényezds felbontdsanak
ismeretében lehetetlen. Ugyanakkor az egységnyi oldalhosszisagu négyzet atldja
hosszanak a mérészama olyan kell legyen, hogy a négyzete 2. Ezért “léteznie kell”
V/2-nek, vagyis egy olyan szamnak, amelyre (\/5)2 = 2. Az 1,4 raciondlis szdm
megkozeliti v/2-t, a négyzete alig kisebb 2-nél. 1,41 még jobb kozelités, 1,414 még
annal is jobb. Megadhatunk a bevezetendd szamnal kisebb raciondlis szamokat
ugy, hogy minél nagyobb egy ilyen raciondlis szam, anndl kevésbé kiilonbozik tu-
lajdonsdgaiban a (még nem létezd) keresett szdm eldirt tulajdonsigaitél. Nem
nagyon merész elgondolds tehat /2-t épp azzal jellemezni, melyek azok a pozitiv
raciondlis szamok, amelyek négyzete kisebb 2-nél; pontosabban értelmezziik igy:

V2:={reQt|r? <2}
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E példa alapjan tegyiik a kovetkezSket. Emlékezziink arra, hogy QT -on adott
egy rendezés, igy értelmes a korldtos halmaz fogalma. Nevezziik a QT egy x rész-
halmazat szeletnek, ha

(i) = korlatos,

(ii) minden r € x esetén ha p < r, akkor p € x.

Legyenek ezutédn a pozitiv valds szamok ezek a szeletek; halmazukat jelolje
RT.

Vezessiik be az 6sszeaddst, a szorzést és a rendezést R*-on az

x+y:={r+s|rezsecy},
xy:={rs|reuz,s ey},
x <y pontosan akkor, ha z Cy

formulakkal. Igen egyszer( tény, hogy a definiciék jok, azaz = + y és xy is sze-
let. Igazolhaték tovabbé, hogy az Osszeadds, a szorzds és a rendezés R1-on is
rendelkezik az ismert tulajdonsagokkal.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy R*-on a rendezés olyan, hogy minden feliilrél
korldtos nemiires részhalmaznak van felsé hatdra. Valéban, ha ) # H C R™T,
feliilrél korlatos, akkor H elemeinek mint szeleteknek az egyesitése is szelet, és
a legkisebb, amelyik minden H-belinél nagyobb; azaz (J{z | x € H} a H felsd
hatara.

A pozitiv raciondlis szamok, RT definicidja szerint, nincsenek a pozitiv valds
szdmok kozott. Azonban QT bedgyazhaté R1-ba miivelettarté médon: megtehet-
jiik, és meg is tessziik a

Qt=R"Y, r={peQt|p<r}

azonositast. Mivel ez mar rég megszokott dolog, a kovetkezokben egyszerii tartal-
mazast irunk.

R} := RTU{0} elemeit nemnegativ valds szaimoknak nevezziik. Kiterjesztjiik
rajuk a miveleteket a 0 + z :=x + 0 := x, Oz := 20 := 0, 0 < x formuldkkal, ahol
T tetszOleges nemnegativ valds szam.

13.4. A hidny, az adéssdg fogalmdaval juthatunk el a negativ szdmokhoz, ame-
lyek = — y alakba irhatdk, ahol x és y pozitiv valés szamok. El6fordulhat, hogy
kilonbozé x’ és y' ugyanazt a negativ szdmot adja igy, mint x és y, méghozza pon-
tosan akkor, ha x + 13’ = y + 2’. Ezek alapjan a pontos eljards a negativ szdmok
értelmezésére a kovetkezo.

Konnyti bebizonyitani, hogy Ry x R{-on ekvivalencia-reldciét hatdrozunk meg
igy:

(z,y) ~ (2',y) pontosan akkor, ha z+1¢' =y + 2’

Definialjuk ezzel a valds szamok halmazat:

R:= (R} x RY) /~,
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és legyen
x—y:=(z,y)/~

Vezessiik be a miiveleteket R-en az
(z—y)+u—v)=(x+u)—(y—v),

(x —y)(u—v) = (zu+ yv) — (zv + yu),
r—y<u—wv pontosan akkor, ha z+4+v<u+y

formuldkkal. Nem nehéz megmutatni, hogy a definicidk jok, azaz ha z'—y' = z—y
ésu —v =u—w,akkor (¢' +u') — (v +v') = (x +u) — (y +v) stb. Levezethetdk
tovdbb4 a miiveletek ismert tulajdonsigai az R -beli miiveletek tulajdonségaibol.

A nemnegativ valés szamok, R definicidja szerint, nincsenek a szdmok kdzott.
Azonban R{ bedgyazhaté R-be miivelettarté médon az

RI=R, z=2-0

azonositassal. Természetesen ez is annyira megszokott mar, hogy a tovabbiakban
egyszeru tartalmazast irunk.

13.5. A szamfogalom bévitésének harom lépése egy-egy miivelet tulajdonsa-
gainak bizonyos javitdsat szolgdlta. A szorzas “forditottjanak”, az osztasnak a
bévebb lehetbségét teremtették meg a pozitiv raciondlis szdmok. A rendezés ugy-
nevezett teljességét (fels6 hatar létezése) eredményezték a pozitiv valds szdmok.
Az 6sszeadds “forditottja”, a kivonds vezetett el a negativ szdmokhoz.

Vazoltuk csupan a valés szamok értelmezését, de ennek alapjan barki ponto-
san is végigjarhatja az utat minden nehézség nélkiil. Nem részleteztilkk a valds
szamok miiveleti tulajdonsdgait, csak utaltunk arra, hogy a természetes szamok
miveleti tulajdonsagaibdl szarmaztathatok. A koévetkez6 fejezetben felsoroljuk és
bizonyitds nélkiil igaznak fogadjuk el ezeket a tulajdonsagokat.

13.6. Feladatok

1. Alkossuk meg a valés szamokat a természetes szamokbdl kiindulva tgy, hogy
el6szor az egész szamokat vezetjiik be, aztan a racionalis szamokat, végiil a valds
szamokat.

2. Az ut igy is végigjarhat6: természetes szamok, pozitiv raciondlis szdmok,
racionélis szamok, valds szamok.

3. Legyen S rendezett halmaz. Nevezziikk az S egy x részhalmazat szeletnek,
ha z feliilrl korlatos, és ha r € x, akkor minden p < r esetén p € z. Legyen
Z a szeletek halmaza a résznek lenni rendezéssel ellatva. Igaz-e, hogy S — Z,
r— {p € S| p < r} rendezéstarté injekcié? Igaz-e, hogy ha H a Z feliilrél
korlatos nemiires részhalmaza, akkor | J{z | z € H} a H fels§ hatdra?
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14. A valés szamok alaptulajdonsagai

14.1. Elfogadjuk, hogy létezik a valds szamok R halmaza, amelyet a kovetkezo
tulajdonsagok jellemeznek.

A. Osszeadas

Adott egy R x R = R, (z,y) — x + y leképezés, amelyre az teljesiil, hogy

A1) minden x,y € R esetén x + y = y + x (az Osszeadds kommutativ),

A2) minden z,y, z € Resetén (z+y)+2z = x+(y+2) (az 6sszeadds asszociativ),

A3) létezik egy nulldnak nevezett 0 € R, amelyre minden = € R esetén 0+z = x
(nulla-elem létezése),

A4) minden z € R esetén létezik egy —z szimb6lummal jel6lt valds szam, amely-
re z + (—x) = 0 (additiv inverz 1étezése);

M. Szorzas

Adott egy R x R = R, (z,y) — ay leképezés, amelyre az teljesiil, hogy

M1) minden z,y € R esetén xy = yx (a szorzds kommutativ),

M2) minden z,y, z € R esetén (xy)z = x(yz) (a szorzds asszociativ),

M3) létezik egy egynek nevezett 0 # 1 € R, amelyre minden = € R esetén
lx = x (egység-elem 1étezése),

M4) minden 0 # = € R esetén létezik egy % szimbdélummal jelolt valés szém,
amelyre z+ = 1 (multiplikativ inverz 1étezése).

AM) Minden z,y és z valés szdmra z(y + z) = zy + zz (az Osszeadds és a
szorzas disztributivitdsa).

O. Rendezés

Adott egy < ldncszer(i rendezés R-en (bar tudjuk mér, ez mit jelent, az 6sszhang
kedvéért felsoroljuk ennek a tulajdonsdgait is), amely teljes az aldbb ismertetett
értelemben; tehat minden x,y és z valds szamra

01) z < z (reflezivitds),

02) ha x <y és y < x, akkor x = y (antiszimmetrikussdg),

03) ha z <y ésy < z, akkor x < z (tranzitivitds),

04) z <y vagy y < x (ldncszeriség),

0O5) minden feliilrél korldtos nemiires részhalmaznak van felsd hatdra (teljesség).

OA) Minden z,y és z valds szdmra, ha z < y, akkor z+z < z+y (az Osszeadds
monotonitdsa).

OM) Minden z,y és z valds szémra, ha z < y és 0 < z, akkor zz < zy (a
szorzas monotonitdsa).

Bebizonyithato, hogy az A, M, AM, O, OA és OM alatt felsorolt tulajdon-
sagok egyértelmiien jellemzik a valds szamokat. Ez azt jelenti, hogy ha adott egy
X halmaz, azon 6sszeadéas, szorzas és rendezés a felsorolt tulajdonsigokkal, akkor
létezik egyetlen b : R — X bijekcid, amely miivelettartd, azaz minden z,y € R
esetén b(z +y) = b(x) + b(y), b(zy) = b(x)b(y), és b(z) < b(y) pontosan akkor, ha
Tz <uy.
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Figyeljiik meg azt a sémat, amellyel a miiveletek tulajdonsdgait felsoroltuk;
sokszor talalkozunk majd ilyennel a kés6bbiekben. Az elsé miivelet, amelyet be-
vezettiink, az Osszeadds volt; felsoroltuk a meghatdrozé tulajdonsigait (Al-A4).
Ezutan kovetkezett a szorzas, ennek is felsoroltuk a meghatarozo tulajdonsagait
(M1-M4), majd ezt kovette az eddig megismert két miivelet egymdshoz kapcso-
16d6 tulajdonsiga (AM). Kovetkezett a rendezés, ennek sajit tulajdonsagai (O1-
0O5) utdn a mar meglevé miiveletekhez valé viszonya (OA és OM). Tehét egy 1j
miivelet (leképezés, reldcid) beveztésekor eldszor tisztaznunk kell e miivelet sajét
tulajdonsagait, majd a mar adott miiveletekkel kapcsolt tulajdonsagait.

Az Gsszeadas és a szorzds A, M és AM alatt rogzitett tulajdonsigait testaxi-
omaknak is szokds hivni, bar az axiéma elnevezés nem a legszerencsésebb; jobb
azt mondani, hogy egy halmazt, amelyen adott a leirt tulajdonsagi Osszeadds és
szorzas, testnek neveziink. Testet alkotnak példaul a raciondlis szamok is; s6t, a
racionalis szamok rendelkeznek a valés szamokat meghatarozd Gsszes tulajdonsag-
gal, kivéve a rendezés teljességét.

14.2. Az eléz6 fejezetben a természetes szamokbdl épitettiik fel a valds sza-
mokat (vézlatosan). Most a valds szamok létezést és tulajdonsigait axiémaként
(bizonyitas nélkil igaznak) fogadjuk el, és egyelére semmi kapcsolata sincs a ter-
mészetes szamokkal.

Koénnyt meggy6zédni arrdl, hogy 0 < 1. Ugyanis 0 # 1 és 1 < 0 nem lehet, mert
akkor AM és A4 szerint 0 < —1 volna, és e kettébél OM miatt 0 < 0 teljesiilne.

Ezért az OA tulajdonsdg szerint 1 <141 =:2,2<2+4+1=:3, sth. fgy sorba
lépegetve a nullatdl egyesével megkapjuk a természetes szamokat, mint a valds
szamok részhalmazat. Pontosabban, ismerve Ny-nak mint a legsziikebb monoton
halmaznak a tulajdonsdgait, a 12.12. szerint az R — R, z +— = 4 1 leképezéshez
van egyetlen olyan f : Ng — R fiiggvény, hogy f(0) = 0 és f(n™) = n + 1. Nyil-
vanvalé, hogy f miivelettarté injekcid, és ezzel bedgyazzuk Ny-t az R-be, vagyis
Np-t az R részhalmazanak tekintjiik.

14.3. A valés szamok miiveleteinek alaptulajdonsigaibdl egy sor egyéb tulaj-
donsag szarmaztathaté. Ilyenek példaul: ha z < y, akkor —y < —x. Ezeket nem
részletezziik, az eddigi tanulmanyokbdl ismertnek vessziik. Az érdekl6dé olvasé a
feladatok kozott taldl egy parat, amely arra szolit fel, hogy vezessiink le néhany
jol ismert formulét.

Rogzitett y € R esetén az R — R, x — x + y leképezés bijekcié. Injekcid, mert
ha z +y = z + y, akkor A4, A2 és A3 szerint x +y + (—y) = 2z + y + (—y), azaz
z = x. Sziirjekcié, mert ha z € R, akkor (z—|— (—y)) +y = z. Ennek a leképezésnek
az inverzét nevezziik y kivondsanak, és igy jeloljik: z — =z —y. A kivonas pedig
az Rx R = R, (x,y) = x — y leképezés.

Hasonléképpen, rogzitett 0 # y € R esetén az R — R, x — xy leképezés bijek-
cié, amelynek ez inverzét y-nal val6é osztasnak nevezziik, és igy jeloljik: x — L

Az osztés pedig az R x (R\ {0}) = R, (z,y) — z leképezés.
)
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A szorzasbdl szarmaztatjuk a hatvanyozast is. A kivonds, osztds és hatvényo-
zés tulajdonsdgait (“azonossigait”), amelyek a fentiekb6l egyszeriien levezethetok,
a rajuk vonatkozé jelolési megallapodasainkat nem részletezziik, az eddig tanul-
manyokbdl ismertnek vessziik.

A gybkvonasrdl kell még beszélniink. Megallapitjuk a késébbiekben, hogy adott
n € N esetén

— ha n paratlan, akkor R — R, x — x™ bijekcio,

— ha n paros, akkor Rar — Rg, x +— x™ bijekcio,
ahol R{ := {z € R| 0 < z}. Ezeknek a fiiggvényeknek az inverze az n-ik gyok-
vonas:

R—R ha n paratlan,
RS — RS ha n péros.

A gyokvonas tulajdonsagait is ismertnek tételezziik fel.

14.4. Sokszor j6 hasznét vessziik annak, hogy bevezetjik a komplexus-mii-
veleteket, azaz a valés szamok részhalmazainak Osszegét, szorzatéat stb.

Definicié Legyen A és B az R részhalmaza. Ekkor
(i) A+ B:={x+y|x€ Aye B},
(ii) A—B:={z—y|x€A,ye B},
(iii) AB :={zy | z € A,y € B},
(iv) ha 0 ¢ B, akkor 4 := {% |z e Aye B}.

Ha x € R, akkor x + A := {z} + A, A = {2} A, stb. Specidlisan
A= (—1)A=0— A.

Vegyiik észre, hogy A + B nem méas, mint az A x B részhalmaznak a képe
az R x R — R 0Osszeadéas altal. Hasonl6t mondhatunk a t6bbi most értelmezett
halmazrodl is.

14.5. Az elobbi jelolések segitségével kényelmesen bevezethetjiik az egész sza-
mokat és a raciondlis szdmokat (ne feledjiik, az itteni tdrgyaldsunkban még csak
R és Ny illetve N := Np \ {0} ismert):

Z:= (—-N)UNy az egész szdmok halmaza,

Q := = a raciondlis szamok halmaza.

Tovéabbi, gyakran hasznélt részhalmazok:
R\ Q az irraciondlis szdmok halmaza,
Rt :={z €R|0<2a} apozitiv valés szdmok halmaza,
Ry = {0} UR" a nemnegativ valés szdmok halmaza,
R~ := —RT a negativ valés szdmok halmaza.

14.6. Mar eddig is felmeriilt egyszer-kétszer, hogy egy halmaznak véges vagy
végtelen sok eleme van-e. Kés6bb a szamossagokrol szold fejezetben errél béveb-
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ben beszéliink; most csak annyit emlitiink meg, hogy a természetes szamok adnak
nekiink természetes lehetséget a pontos definicidra. (Emlékezziink a természetes
szdmoknak az el6bbi fejezetben ismertetett konstrukcigjéra.)

Egy H halmazt n elem{inek mondunk, ha n € N és 1étezik {0,1,...,n—1} - H
bijekcié. A H halmaz véges, ha iires vagy n elemii valamilyen n € N esetén. Vég-
telen egy halmaz, ha nem véges.

Az hogy egy véges halmaz hany elemil, egyértelmiien meg van hatdrozva; nem
lehet n elemt is, m elemii is, ha n # m. Ez abbdl kovetkezik, hogy ha n # m,
akkor nincs {0,1,...,n — 1} — {0,1,...,m — 1} bijekcié. Ha A m elemfi és B
n elemii, tovibbd AN B = ), akkor AU B m + n elemii. Véges halmaz minden
részhalmaza szintén véges. Mindezeket kés6bb bebizonyitjuk.

14.7. Eddigi tanulmanyainkhoz képest érdekes ujdonsiagnak szamitanak a tel-
jességgel kapcsolatos ismeretek. Ezekbdl foglalunk 6ssze néhdnyat.

Elevenitsiik fel az idevagé fogalmakat. Az A C R feliilrdl korldtos, ha van olyan
k € R, hogy * < k minden z € A esetén. Az A legkisebb fels6 korlitja vagy
felsé hatara vagy szuprémuma olyan h fels6 korlat, amelyre h < k teljesiil az A
minden k fels6 korlatjara. Alulrdl korlatos halmaz alsé hatérat vagy infimumat
hasonloképp értelmezziik.

Ha A feliilrél korlétos halmaz, a fels6 hatdarat a sup A szimbdélummal jeloljiik;
ha alulrdl korlatos, alsé hatdrit az inf A szimbdélummal.

Az Ob teljességi tulajdonsdg azt mondja, hogy R-ben minden feliilrél korlatos,
nemiires részhalmaznak van felsé hatdra (az iires halmaznak minden valés szém
fels6 korlatja, és a valds szdmok kozott nines legkisebb). Kérdés, létezik-e minden
alulrél korlatos nemiires részhalmaznak alsé hatara? A vélasz igenld.

Allitds A valds szémok minden alulrél korldtos nemiires részhalmazdnak
van alsé hatara.

B1zoNYIiTAS Legyen A # () alulrél korldtos. Ekkor — A feliilrél korldtos, hiszen ha
k az A alsé korldtja, akkor —k a —A fels6 korlétja. Igy létezik sup(—A). Meg-
mutatjuk, hogy —sup(—A) az A alsé hatdra. Valéban, minden y € —A esetén
y < sup(—A4), azaz —sup(—A) < —y, tehdt minden x € A esetén —sup(—A) < z,
ami azt jelenti, hogy —sup(—A) az A alsé korldtja. Ha k az A alsé korlatja, akkor
—k a —A fels§ korlatja, {gy sup(—A) < —k, azaz k < —sup(—A).

Az el6z8 bizonyitas eredményét {gy foglalhatjuk ossze: ha A # () alulrdl korlatos,
akkor

inf A = —sup(—A4).

Hasonléan igaz, hogy ha A feliilr6l korlatos, akkor
sup A = —inf(—A).

14.8. A kés6bbiekben szamtalanszor alkalmazzuk az aldbbi két egyszerii tényt.
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Allits (i) Ha A és B az R nemiires részhalmazai, akkor
sup A < inf B pontosan akkor, ha

x <y minden z € A,y € B esetén.

(ii) Ha a és b valds szamok és
a—2x<b (mdsképpen: a <b+x) minden x € R esetén,
akkor a < b.

BizoNYITAS (i) Ha sup A < inf B, akkor inf B az A fels§ korlatja, tehdt ha z € A
ésy € B, akkor z <inf B < y.

Viszont, ha x < y az A illetve a B minden z illetve y elemére, akkor minden
y az A fels6 korlatja, tehdt sup A < y minden y-ra, azaz sup A a B alsé korldtja,
tehdt sup A < inf B.

(ii) Alkalmazzuk az elébbi eredményiinket az A := {a—xz | 0 < z} és a B := {b}
halmazra. Nyilvdnvald, hogy inf B = b, és az is elég egyszerii, hogy sup A = a.
Ugyanis vildgos, hogy a az A felsé korldtja; ha z < a, akkor 5% > 0, és egyszerfi
dtalakitassal ldthato, hogy z < a — “5%, tehat 2z nem lehet fels6 korldt, vagyis a a
legkisebb fels6 korlat.

14.9. Egy szamhalmaz felsé illetve alsé korlatja hozzatartozhat a halmazhoz,
de lehet t6le idegen is. Példdul {z € R |0 < z < 1} tartalmazza az alsé hatdrat —
a nullat — de a felsé hatarat — az egyet — nem.

Definicié Ha egy szamhalmaz tartalmazza a szuprémumét (infimumat), ak-
kor szuprémum (infimum) helyett maximumrdl (minimumrdl) beszéliink,
amelyet a max (min) szimbdlummal jel6liink.

Tehat ha sup A € A, akkor max A := sup A, és ha inf A € A, akkor min A :=
inf A.

Ha A feliilr6l (alulrdl) nem korldtos, vagy sup A ¢ A (inf A ¢ A), akkor A-nak
nincs maximuma (minimuma).

p
Allitas A valés szamok barmely nemiires, véges részhalmazanak van maxi-
muma és minimuma.

BizoNYITAS . Vegyiik az {z1,...,2,} részhalmazt. Feltehetjiik, hogy a felsoro-
lasban minden elem kiilonboz6. A rendezés lancszerlisége miatt xq1 és xo koziil az
egyik kisebb a mésikndl; hagyjuk el ezt, mondjuk zo-t. Igy marad {z1, z3,...,z,}.
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x1 és xg koziil is hagyjuk el a kisebbet. fgy mar csak n—2 elem marad. Az eljarast
addig folytatjuk, mig végiil csak egyetlen elem lesz, amelyet nem rostaltunk ki. Fz
nyilvanvaléan minden tobbinél nagyobb, azaz maximalis. Hasonléan érvelhetiink
a minimum létezésének igazolasahoz.

14.10. Mivel 0 < 1, minden n természetes szamra n < n + 1, azaz nincs leg-
nagyobb természetes szam. Ez magaban még nem zérja ki azt a lehetoséget, hogy
N a valds szamok feliilrdl korldtos részhalmaza legyen. A teljességi tulajdonsag
segitségével viszont mar tagadhatjuk ezt a lehetoséget.

A”I’tals N az R feliilr6l nem korlatos részhalmacza.

B1zoNYITAS Tegyiik fel, hogy feliilrél korldtos, és legyen s a felsd hatdra. Ekkor
s—1 < s, tehdt s — 1 nem fels6 korlat, azaz van olyan n € N, hogy n > s — 1, azaz
n+ 1> s, ami ellentmondés. m

N nemkorldtossagat a valés szamok archimédészi tulajdonsaganak szokas
nevezni.

Az archimédészi tulajdonsag fontos kdvetkezménye, hogy

inf{lneN}O.
n

Azt ugyanis tudjuk, hogy 0 < % minden n € N esetén, tehat a nulla az % alsé
korlatja. Barmilyen nullandl nagyobb szam viszont mar nem alsé korlatja: ha

x> 0, akkor van olyan n € N, hogy n > 1, azaz 1 < x.

14.11. Feladatok

1. Bizonyitsuk be az A, M és AM tulajdonsagok segitségével, hogy minden
z,y € R esetén

() —(—2) =, (i) 20=0, (iii) (~2)(~y) = ay,

(i) ~(z + ) = (~2) + ().

2. Bizonyitsuk be az O, OA és OM tulajdonsagok segitségével bizonyitsuk be,
hogy minden x,y, z € R esetén

(i) © < y pontosan akkor, ha x —y <0,

(ii) ha ¢ <y és z < 0, akor zy < zz,

(iii) ha zz < zy és 0 < z, akor = < y.

3. Legyen A és B az R korlatos, nemiires részhalmaza. Mutassuk meg, hogy

(i) inf(A U B) = min{inf A, inf B},

(ii) sup(A U B) = max{sup A, sup B},

(iii) ha AN B # (), akkor inf(A N B) > max{inf A4, inf B},

(iv) ha AN B # ), akkor sup(A N B) < min{sup A, sup B},

(v) ha A C B, akkor inf A > inf B és sup A < sup B.

4. Legyen x € R és ) # A C R. Ha A korldtos, akkor

(i) sup(z + A) = x +sup A és inf(z + A) = x + inf A,

(ii) ha = < 0, akkor sup(xA) = zinf A és inf(xA) = zsup A4,
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(iii) ha = > 0, akkor sup(zA) = xsup A és inf(zA) = xinf A.

5. Legyen A és B az R korldtos, nemiires részhalmaza. Mutassuk meg, hogy

(i) sup(A + B) = sup A +sup B és inf(A + B) = inf A + inf B,

(ii) sup(A — B) = sup A — inf B és inf(A — B) = inf A — sup B,

(iii) ha A és B minden eleme pozitiv, akkor sup(AB) = (sup A4)(sup B) és
inf(AB) = (inf A)(inf B),

(iv) ha A és B minden eleme negativ, akkor sup(AB) = (inf A)(inf B) és
inf(AB) = (sup A)(sup B).

Mit tudunk mondani ennek és a 3. feladatnak az alapjdn AB szuprémumarol
illetve infimumdrél, ha A vagy B tartalmazhat pozitiv és negativ elemeket is?

7n(n1+1) n €N

7. Korlatosak-e alulrdl vagy feliilrl az alabbi halmazok, és ha igen, mi a szup-
N N -
(i) { e ‘nGN} (ii) { ot

rémumuk illetve az infimumuk?
neN }

(ii) {vn+1—+vn—1|ne N}

(Az utolséndl szorozzunk és osszunk is e két tag Osszegével.)

8. Legyen a€R. Igazoljuk, hogy sup {a—f | nEN} inf {a—%—% | nGN} =a.

9. Van-e olyan valédi, nemiires A részhalmaza R-nek, hogy

(i)A+A=A, A4+ACA A+ADA;

(i) A+ A=24A, A+ AC24A, A+ AD24;

(iii) AA=A, AACA, AADA?

10. Mik a kovetkez6 halmazok:

(i) {z eR|2? <1} +{1,2,3},

(i) {zeR|2>>1H{yeR |y < 1}?

11. A 13.6.1-2 feladat arra szolit fel, hogy alkossuk meg a valds szamokat
az altalunk vazolttdl kiilonboz6 dton. Ezeken a kiilonboz6 utakon azonban més
halmazhoz érkeziink el (elemei més ekvivalencia-osztalyok, mas szeletek lesznek).
Azonban a kiilonféle utakon megkonstrualt halmazok (és rajtuk adott miiveletek)
egy bijekcié erejéig egyértelmiiek (lasd a 14.1. végén mondottakat).

6. Igazoljuk, hogy inf {

15. A valds szamok egyéb tulajdonsagai

15.1. Mar elofordult a végtelen fogalma azzal kapcsolatban, hogy véges-e egy
halmaz vagy sem. A végtelent azonban mds értelemben is hasznaljuk. A va-
16s szamokkal kapcsolatban a végtelen hétkoznapi fogalmak szerint a “mindennél
nagyobbat” jelenti. Ezt az értelmezést tessziik most matematikailag egzaktta.

Kanyarodjunk vissza a valés szamok konstrukcidjahoz, és alljunk meg egy kicsit
Q™-n4al. Ha a szelet fogalmaba nem vennénk bele a korldtossigot, akkor volna még
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egy szelet: maga QT. Jelolje az igy altaldnositott szeletek halmazét @Jr, és vezes-
siik be a 0o := Q7 (végtelen) szimbélumot. E jelolésekkel tehdt RY =R+U {o0}.

A miiveleteket is kitiinden értelmezhetjiik R'-on ugyanazokkal a formulakkal,
mint R*-on; {gy kapjuk, hogy o+ 00 = 0o, 200 = 00, x < oo minen x € R esetén,
tovabba 0o + 0o = 00, 0coco = 0.

Ott lesz az elsé baj, hogy az Ry := {0}UR " halmazon mér nem tudjuk kielégi-
téen értelmezni a szorzdst. A Oz = 0 és az roo = oo egyenl6ség igaz az RT minden
x elemére; a 0 és a 0o szorzatara az els6 formula 0-t kindl, a masodik oo-t. Akar-
melyiket is valasztjuk, a szorzds nem fogja megtartani az ismert tulajdonsagait,
és egyéb kellemetlenségek is el6jonnek (majd latjuk a sorozatok hatdrértékénél).
Ezért inkdbb egyik lehet6séget sem fogadjuk el: nem értelmezziik a Ooo-t. Az
Osszeadassal és a rendezéssel nincs baj: 04 oo = 00, 0 < o0.

Annak ellenére, hogy az 6sszadédssal nem akadt gondunk, az @S_ X RS_ -on a 13.4.
mint4jira megadott reldcié nem lesz ekvivalencia, mert minden x,y € RT esetén
(x,2) ~ (00,00) ~ (z,y), azonban (z,z) ~ (z,y) csak akkor teljesill, ha = = y,
vagyis a tranzitivitas séril.

Viszont Ry x Ry -on mér ekvivalencia lesz ez a relcic:

(z,y) ~ (2',y) pontosan akkor, ha z+1¢' =y + 2’

Ez azon milik, hogy (co,y) ~ (2,3’) akkor és csak akkor teljesiil, ha =’ = oco.
Ha tehdt (z,y) ~ (2/,y") ~ (2”,y"), akkor vagy x,x’ és 2" mindegyike RT-ban
van, és ekkor a 13. fejezetben targyalt esettel van dolgunk, vagy az egyikiik vég-
telen, de ekkor mind az, * = 2/ = 2" = oo, és {gy (z,y) ~ (2”,y"”), a relacié
tranzitiv.

Vehetjiik tehdt az ekvivalencia-osztalyokat és halmazukat:

x—y:=(x,y)/ ~, Rm::(ﬁngg)/w.

Ha x,y € R}, akkor o — y ugyanaz az halmaz, mint a 13. fejezetben. fgy tehat
R, az egyetlen oo — z (z € R tetszéleges) elemmel tobb R-nél: R, = RU {co}.

Hasonloképp okoskodhatunk, ha R(T X @g—on adunk meg ekvivalencia-relaciot
ugyanazzal a formuldval, mint az el6bb. fgy jutunk el az

=+
r—y=(z,y)/~  Row:= (RJXRo)/N
ekvivalencia-osztdlyokhoz. R_., az egyetlen, minusz végtelennek nevezett —oo :=
x — oo (v € RT tetszdleges) elemmel bévebb R-nél: R_,, = {—oo} UR.

fgy kapjuk meg végiilis a valds szamok

R:={-oc0c} URU {00}
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kib&vitett halmazdt. A kibovités két féloldalas 1épésben ment csak. Ez mér sejteti,
hogy a miiveleteket nem tudjuk mindeniitt értelmezni, t1il azon, hogy a nullanak
és a végtelennek a szorzatat nem tudjuk egyértelmiien “j61” meghatarzoni.

15.2. A végteleneket egyértelmiien jellemzik a rajuk értelmezett miiveletek,
tulajdonképpen lényegtelen, miként vezettiikk be ket (mds utat is bejarhattunk
volna). Tehat anélkiil, hogy az el6bbi gondolatmenetre hivatkoznank, elfogad-
juk, hogy van két kiilonboz6 elem, oo és —oo, amelyek nem tartoznak R-hez, és
amelyekre a kovetkez6 miveleteket értelmezziik.

1. (i) Minden z valés szamra

x4 00 :=00+ 1z = 00, x—00:=x+ (—00) =00+ x:= 00,

(ii) 00 + 00 1= 0.
2. (i) Minden x pozitiv valds szdmra

(iil) 0000 := 00, o00(—00) 1= (—00)oo = —00, (—00)(—00) = 0.
3. Minden z valés szdmra

. .. , oo Foo

4. Nem értelmezziik a 0(£o00), (£o00) — (£o0), 0o+ (—0), és Too Tog Teny-
nyiségeket.

5. Minden z valdsz szamra —oo < < 00.

15.3. A végtelenek értelmezése igen hasznos sok szempontbdl. Példaul az alsé
és a fels6 hatar fogalmat akarmilyen — nem sziikségképpen nem tires és korldtos —
halmazra is definialhatjuk.

Ha A C R nem fiires és feliilr6l nem korlatos, akkor A-nak mint az R részhal-

mazanak oo a fels6 korlatja, és egyben a fels6 hatara is; ezért

ha A # 0, sup A = oo pontosan akkor, ha A feliilr6] nem korlatos,
inf A = oo pontosan akkor, ha A alulrél nem korldtos.

Az tres halmaznak minden valds szam a fels§ korldtja (akdrhogy vesziink is
egy valds szdmot, nincs olyan eleme (-nak, amely annél nagyobb lenne), ezért az
iires halmaznak a felsé hatara R-ben —oo; hasonlét mondhatunk az alsé hatérra
is, azaz

sup ) = —oo, inf ) = oco.



15. A valds szamok egyéb tulajdonsagai 79

Az iires halmaz az egyetlen olyan részhalmaz R-ben, amelynek a felsé hatara
kisebb, mint az alsé hatéara.

A sup és inf ilyen értelmii kiterjesztése mellett most mér minden korldtozds
nélkil igazak a 14.11.3. feladatban felsorolt osszefiiggések.

15.4. A valds szamok fontos részhalmaz-tipusaival ismerkediink most meg.

Legyen a,b € R, a < b. Ekkor

[a,b] :
la,b[ :
a, bl :
a, bl :

{reR|a<z<b}
{reR|a<z<b},
={reR|a<z<b},
={zxeR|a<x<b},

Ja,
[a,

amelyeket rendre az a alsé végponti és b fels6 végponti zart, nyilt, alulrél
zart és feliilrol nyilt, alulrdl nyilt és feliillr6l zart intervallumnak hivunk.
Nyilvanvalé, hogy mindezek az intervallumok korlatosak, felsé hataruk a felsé
végpontjuk, als6 hataruk az alsé végpontjuk.
Legyen a € R. Ekkor

[a,00[:={z € R|a <z},
la,o0[:={z € R|a <z},
| —o0,a]:={z eR|a <z}
| —o0,a[:=={z eR |z <a}l,

amelyeket rendre az a alsé6 végpontu (feliilr6l) nem korldtos zart, nyilt
intervallumnak a fels6é végponti (alulrél) nem korldtos zart, nyilt inter-
vallumnak hivunk.
R-ben hasznélatosak az [a, oo] stb. intervallumok is.
Nyilvanvald, hogy
Rt =]0,00[, R~ =] —00,0[, R{ =0,00].
Ennek megfeleléen olykor azt frjuk, hogy R =] — 00, o[-

15.5. Az intervallumokra vonatkozé ugynevezett Cantor-féle k6zosrész-té-
tel a valds szamok igen fontos tulajdonsaga.

Allitas Legyen adott minden n pozitiv egész szamhoz egy |a,,b,| inter-
vallum gy, hogy [an+1,bn+1] C [an,by]. Ekkor az

o = sup{a, | n € N}, B :=inf{b, | n € N}
jeléléssel

ﬁ[anabn]:{«TGR|O¢§,I§£}7£@.

neN
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BizoNYiTAS Mivel mindegyik intervallum része [aq,b1]-nek, A := {a, | n € N} és
B := {b, | n € N} korldtos halmazok, tehit o és 3 véges (valds szdm). Tovdbbd
an < by, minden n,m € N esetén. Valéban, ez igaz, ha n = m. Ha n < m, akkor
an < am < by, ha n > m, akkor a, < b, < b,,. Ebb0l viszont mar koévetkezik a
14.8. (i) alapjén, hogy o < 8, fgy {zx € R | @ < x < 8} nem {ires. Az, hogy x
ennek a halmaznak az eleme egyenértékii azzal, hogy x fels6 korldtja A-nak és alsé
korlatja B-nek, azaz a, < x < b, minden n-re, ami pontosan azt jelenti, hogy x
benne van az intervallumok metszetében. W

Vegyiik észre, hogy a széban forgé intervallumok metszete pontosan akkor egye-
lem{, ha o = 8, ami viszont azzal egyenértékii, hogy inf(b, — a,) = 0 (“az inter-
vallumok hossza minden hatéron til csokken”).

A Cantor-féle kozosrész-tételt Ggy szoktuk szavakba foglalni, hogy egymasba
skatulyazott korlatos zart intervallumok metszete nem fires.

Jegyezziik meg jél, hogy akar a korlatossagot, akar a zartsagot nem kotjik ki,
akkor az allitas nem igaz. Ime az ellenpélddk:

neN

15.6. A Cantor-féle kozosrész-tétel a valds szamok teljességi tulajdonsdgdnak
(sup és inf létezésének) a kovetkezéménye. De nemcsak kovetkezménye, hanem
el6feltétele is: ha barmilyen egymasba skatulydzott korlatos zart intervallumok
metszete nem tres, akkor minden nem iires feliilrél korlatos halmaznak van felsé
hatara. Vazoljuk ennek a bizonyitasat.

Tegyiik fel, hogy van olyan A # () feliilr6]l korldtos halmaz, amelynek nincs
felsé hatéra. Ekkor taldlunk olyan by szdmot, amely A-nak fels¢ korlatja, de
a; = by — 1 mér nem fels6 korlatja. Tovabba van olyan k1 € N, k; > 1 hogy
by i=b1 — 7 +1 fels6 korlat, de a2 = by — k% mar nem az. Ugyanigy, van olyan
ks € N, k2 > 2, hogy by := by — 117 +1 felsé korlat, de az := by — ,3—2 mAar nem az.
Folytatva ezt az eljarast minden n pozitiv egész szdmhoz megadunk agy k, > n
pozitiv egész szdmot és egy [ay, by,] intervallumot ugy, hogy [an+t1,bn+1] C [an, by]
és by, —a, < k% - knl,l = k"(klnﬂ) < n(n+1) Feltevésiink szerint QN[an, by # 0.

n
Legyen h az eleme Vegyiik tekintetbe hogy minden n-re h > a,, > h — m
h<b, <h+ n(7l+1), (n+1) = 0. Ha tehat b > h, akkor van olyan b,,,

amelyre b, < b, ezért b ¢ A, vagyis b az A fels6 korlatja. Ha viszont a < h, akkor
van olyan a,, amelyre a < a,, vagyis a nem felso korlat; ez viszont azt jelenti,
hogy h az A fels6 hatara, ami nincs: ellentmonddsra jutottunk, amit akartunk is.

és

tovabba inf

15.7. Végezetiil dlljon itt egy fontos eredmény, amelyre gy szoktunk hivat-
kozni, hogy a racionalis szamok mindeniitt stirtin helyezkednek el a valés szamok
kozott.
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Allitds Barmely intervallumban van racionalis szam.

BizoNYiTAS Elég nyilt intervallumot tekinteni, és azt is feltehetjiik, az intervallum
als6 végpontja pozitiv (az intervallum az RT része). Valéban, ha |a, b[ olyan, hogy
a < 0, akkor az archimédészi tulajdonsag miatt létezik m € N gy, hogy m > a.
Ezzel a4+ m,b+m[C RT, és ha r raciondlis szam ez utébbi intervallumban, akkor
r —m az eredeti intervallumban levé raciondlis szam. Legyen tehdt 0 < a < b. Az
N nemkorldtossadga miatt van olyan n € N, hogy n > ﬁ, azaz % <b—a. Ismét
az N nemkorldtossdga folytdn {k € N | k > bn} # 0, és gy a 12.9. szerint létezik

“>0f.
n

Szemléletesen a nullatol % lépésekkel addig megytink, amig b f6lé nem ériink;
m a legkevesebb ilyen 1épés. Az értelmezés alapjan

m::min{kEN

-1
M=y sy,
n n
tovabbd
1
—— > —b+aq;
n
a két utolso egyenl6tlenség Gsszegébol
m—1
> a.
n

m—
Arra jutottunk hogy az raciondlis szdm benne van az ]a, b intervallum-

ban. m

A most bebizonyitott allitasbdl az is kovetkezik, hogy minden intervallumban
végtelen sok racionalis szdm van. Valdban, ha [ intervallum és r € INQ, akkor van
olyan I részintervalluma I-nek, hogy r ¢ I;. Viszont létezik r1 € I; N Q. Ezutdn
vessziik az I1-nek (tehat az I-nek is) olyan I részintervallumat, hogy r1 ¢ I, és
igy tovabb.

Hasonléan bizonyithatjuk be, hogy az irracionalis szadmok is mindeniitt stirtin
vannak R-ben, azaz minden intervallum tartalmaz irracionalis szamot Mindossze
annyit kell tenniink, hogy kiinduldsul olya n természetes szamot vesziink, amelyre
n>£,ésm::min{k€N|%2%}.

15.8. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy a 14.11.3. feladat allitasai az R tetszéleges részhalmaza
esetén igazak, vagyis nem kell kikotniink sem a korlatossdgot sem a nemiirességet.
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2. Két nem diszjunkt intervallum egyesitése intervallum. Lehet-e diszjunkt
intervallumok egyesitése intervallum?

3. Két nem diszjunkt intervallum metszete egy elemli halmaz vagy intervallum.

4. Mikor intervallum két intervallum halmazelméleti kiilonbsége? Ha nem in-
tervallum, akkor mi?

5. Intervallumok komplexus-Gsszege és komplexus-szorzata intervallum.

6. Két intervallum Descartes-szorzatat téglanak szokas nevezni, zart intrvallu-
mok Descartes-szorzatat zart téglanak. Bizonyitsuk be, hogy egymadsba skatulyé-
zott korldtos zért tégldk metszete nem iires (egyenld a megfeleld oldalak metsze-
tének Descartes-szorzatdval). Adjuk feltételt arra, hogy ez a metszet egy elemi
legyen.

16. A teljes indukcié

16.1. A természetes szamokat jellemzd “legsziikebb monotonitds”, mint mér
megjegyeztiik (és alkalmaztuk is), a természetes szdmok halmazéra — illetve an-
nak bizonyos részhalmazaira — vonatkozé allitasok hatékony bizonyitasi mdédszere
a teljes indukcid, amit a kovetkezOképpen foglalhatunk Ossze. Tekintsiink egy az
Np elemeivel megfogalmazott kijelentést. Ha a kijelentés igaz

(i) valamely ng természetes szamra,

(ii) ha igaz n-re, akkor igaz n + 1l-re is,
akkor a kijelentés igaz minden ng-nél nagyobb természetes szamra.

16.2. Emlékezziink a 14.9. allitasra: valés szdmok nem iires véges halmazaban
mindig van legkisebb és legnagyobb elem. Az ottani kozvetlen bizonyitds helyett
teljes indukciéval egy kicsit hamarabb és elegansabban ériink célt. A nem iires
véges halmazokat N elemeivel jellemezziik.

(i) Egy elemii halmazra nyilvanvaldan igaz az llitds, és két elemfire is a rendezés
lancszeriisége miatt.

(i) Tegyiik fel, hogy n elemi halmazra is igaz, és vegylink egy n+ 1 elembdl allé
{z1,...,Znt1} C R halmazt. Ekkor az indukcids feltevés szerint az {z1,...,z,}
halmazban van legkisebb és legnagyobb elem, jelolje ezeket a illetve b. Az {a, 41}
halmazban is van legkisebb, és ez nyilvdn a legkisebb az {x1,..., 2,41} halmaz-
ban is. Hasonldan, a {b, z,,+1} halmaz legnagyobb eleme egyben az {z1,...,Zn41}
halmaz legnagyobb eleme is. A teljes indukci6 elve alapjan belattuk tehét, hogy
az allitas minden véges halmazra igaz.

Az Gsszeadds kommutativitdsa és asszociativitdsa miatt véges sok valds szdm
akarmilyen sorrendli 6sszege ugyanaz. Ezt a jol ismert tényt kozvetleniil is bebi-
zonyithatjuk, de eléggé faradsagosan; teljes indukciéval konnyebben ériink célt.

(i) Két valés szam barmely sorrendli 6sszege ugyanaz, ez a kommutativitas.
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(i) Legyen n € N\ {1}, és tegylik fel, n darab valds szdm akdrmilyen sorrendi
Osszege ugyanaz.

Ebbol az is kévetkezik, hogy n > 3 esetén tetszoleges n — 1 tagui Gsszeg sem fiigg
az Osszeadas sorrendjétol. Ha ugyanis volna olyan n — 1 darab valds szam és két
sorrend, amely kiillonbo6z6 6sszeghez vezetne, akkor mindegyikhez nullat hozzaadva
ellentmonddésba keriilnénk azzal, hogy n darab valds szamra az Osszeg fliggetlen a
sorrendtél.

Vegylink n + 1 darab (nem feltétleniil kiillonb6z8) 1, ..., z,y1 valdés szamot.
Képezziink beldliik tetszés szerinti sorrendben két 6sszeget gy, hogy az egyik 0sz-
szeg utolsé tagja x,+1, a mésik Osszeg utolsé tagja x; legyen. Az elSttiik levd
n darab valds szamot akdrmilyen sorrendben Osszeadhatjuk az indukcids feltevés
alapjan. A két Osszeg tehat:

(x14+ 22+ 4+ o) + g1, illetve (xo+ -+ 2y + Tpg1) + 21,
azaz
1+ (xo+ -+ @) +xpyr, illetve (x4 -+ xp) + Tpg1 + 21,

amelyek az el6z6 megjegyzésiink szerint megegyeznek.

Ugyanigy okoskodhatunk, ha az 6sszegben az utolsé szamok barmelyik xj, illetve
Tm, csak egy kicsit koriillményesebb az irasmaéd.

Az x1,...,x, szdmok Osszegére a

n
D i
i=1

jelolést hasznaljuk. Itt megengedjiik, hogy n = 1 legyen; ekkor egy tagu Osszegiink,
azaz egyetlen valds szamunk van.

Teljesen hasonléan bizonyithaté be, hogy n > 2 darab valds szdm szorzata
fiiggetlen a szorzas sorrendjétél. Az xq,...,x, szdmok szorzatira a

n
[
i=1

jelolést hasznaljuk. Itt is megengedjik, hogy n = 1 legyen.

16.3. Vezesslink be néhdny gyakran hasznalt jelet, amelyeket most mindjart
alkalmazunk is.
Barmely n pozitiv egész szamra legyen

n
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(elnevezésiik: n faktoridlis, 0 faktoridlis).
Tovabba minden k,n € Ng, k < n esetén

(W)= mom

(“n alatt a k), amelyeket binomidlis egyiitthatéknak neveziink. FEzek sok
tulajdonsaga koziil csak egyet emlitiink meg, amelyet igen konnnyt belatni:

(Z) +(kﬁl> - (nzl)

A binomidlis tétel néven ismert formula a kdvetkezd: barmely a,b € R és

n € N esetén .
n
a+b)" = a" bk
@ =3 (+)

Bizonyitasat teljes indukcidval végezziik.
(1) Az allitas nyilvanaléan igaz n = 1 esetére.
(ii) Tegytik fel, hogy igaz az &llitds n-re. Ekkor

(a+b)"" =(a+b)(a+b)" = (a+Db) i (Z) a" Rk =
k=0

_ (Z) a1k Bk (Z) av R Rl —
k=0 k=0
_ n n+1 . n n n+l—k 1.k n n+1l _
O (R ) L W
n+1
=y (n N 1) a" iRk
]{: )
k=0

vagylis az allitds igaz (n+1)-re is, és ezzel a teljes indukcids bizonyitast befejeztiik.
Az utolsé egyenloségnél figyelembe vettiik, hogy

n+1\ (n\ (n\ (n+1\ 1
0 -\ \n) \n+1) 7
16.4. A Bernoulli-egyenl6tlenség igy szol: barmely h €] — 1,00[ és n € N

esetén
(1+h)" > 1+ nh.

Ezt is teljes indukciéval bizonyitjuk be.
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(i) Az egyenlétlenség nyilvanvaléan igaz n = 1 esetére (egyenléség all).
(ii) Tegytik fel, hogy az egyenlStlenség igaz n-re. Ekkor

(1+h)"" =1 +h)(1+h)™ > (1+h)(1+nh) =1+nh+h+nh*> 1+ (n+1)h,

tehét az egyenlStlenség igaz (n + 1)-re is, és ezzel befejeztiik a bizonyitast.

A masodik lépésben azt hasznéltuk fel, hogy az egyenlOtlenség nem valtozik,
ha pozitiv szdmmal szorozzuk mindkét oldaldt (1 + ~ > 0), az utolsé 1épésben
pedig azt, hogy egy pozitiv szamot kivonva az egyenlotlenség kisebb oldalabdl, az
egyenlStlenség nem valtozik (nh? > 0).

A bizonyitds menetébdl az is latszik, hogy h # 0 esetén egyenléség csak akkor
all, han=1.

A Bernoulli-egyenlotlenségbol kovetkezik, hogy

2" >n (n €N).

Akkor, ha h > 0, a Bernoulli-egyenlStlenség kovetkezik a binomidlis tételbél is.
S6t ekkor egy masik fontos egyenlStlenséget is szarmaztathatunk:

2

- n k n(n— ].) 2
+ E + k> E =1+ +

— k=0
(heRT, n e N\ {1}).
16.5. A kovetkezO sokszor felhasznalt ugynevezett diszjunktizaciés formula

igazolasanak egyik lépése is a teljes indukci6.

Allitds Bédrmely (A, | n € N) indexezett halmazrendszerhez 1étezik (B,, |
n € N) halmazrendszer tigy, hogy minden m,n € N esetén

(i) By, és B,, diszjunkt, ha m # n,
(ii) B C Ay,

(iii) U By = U Ag.
B1zoNY{TAS Meg lehet konstruélni ezt 1j halmazrendszert:
n—1
By:=A;, B,:=A,\ (U Ai> (n e N\ {1}).
i=1

Vildgos, hogy B,, része A,-nek. Tovabbé, ha m és n kiilonb6z6 szamok, mond-
juk m <n,ésx € By, akkorz € A, ésx ¢ A; (i=1,...,n—1); tehdt = ¢ A,,,
és még inkdbb igaz, hogy = ¢ B,,, azaz B,, N B, = (.
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Mér csak az (iii) Osszefiiggést kell megmutatnunk. Teljes indukciét alkalma-
zunk.

(i) Az egyenléség n = 1 esetén igaz, hiszen By = A;.

(ii) Tegytiik fel, hogy igaz az egyenléség n-re. Ekkor

n+1 n n
U By = (U Bk> UBpy1 = (U Ak) UBpi1 =
k=1 k=1

k=1

_ (H Ak> U <An+1\ (L_Jl Ai>> - ,Q Ay,

vagyis igaz az egyenl6ség (n + 1)-re is. B
n

Mivel |J B, = U U Bk, és ugyanilyen Osszefiiggés 4ll fenn a mdsik halmaz-
neN neN k=1
rendszerre is, azt is megallapithatjuk, hogy

U B = 4n-

neN neN

16.6. Feladatok
Bizonyitsuk be teljes indukciéval, hogy az aldbbi Gsszefliggések igazak minden

n pozitiv egész szamra.
nn+1)(2n+1)

1LY k=
k=1 6
2.143+54 -+ (2n—1) =n?
3.24+4464+---+2n=n(n+1)
4. 3" > 142",
5. Legyen a1,as...,a, € RT és n € N. Igazoljuk, hogy
n artas+---+apy
aill+a712+”'+a%§"a1a2...an§ ! 2n .

Ezeket a mennyiségeket rendre a szamok harmonikus, mértani, szamtani
kézepének hivjuk. A bizonyitast csinaljuk dgy, hogy mutassuk meg teljes in-
dukcidval az egyenl8tlenségeket n = 2™ (m € N) esetekre, aztdn igazoljuk, ha az
egyenlétlenség fenndll n-re, akkor (n — 1)-re is.

6. Ha a,b € R, n € N, akkor

n—1

" —a" = (b—a) Z pnimkgk,

k=0

7. Haa € [0,1], n € N, akkor (14 a)” <1+ a(2" —1).
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8. Az el6bbi egyenlétlenség és a Bernoulli-egyenlStlenség alapjén, ha x € RT,
n € N, akkor {/z :=sup{y € R | y" < x} olyan szam, amelyre ({/z)" = x.

(Utmutatéub 0 #]0, min{z,1}] C {y € R | "™ < 2} =: A és ez utébbi halmaz-
nak 1+ 21 felsé korldtja, mert ellenkezé esetben volna olyan y € A, amelyre a
Bernoulli- egyenlotlenseg miatt az y™ > x lehetetlen Gsszefiiggésre jutnank.

Ha 0 < € < {/z, akkor van olyan y € A, hogy {/z —¢ <y, azaz ({/r —¢)" <x
amibél a Bernoulli-egyenl6tlenség miatt ( 3/x)" —2 < n ( \/E)n71 €, ésigy (¥ )n
z <0.

Viszont (/7 + €)™ > x, ezért a 7. feladat szerint (/z)" +e (/)" 271 > 2,
azaz ({/x)" —x>0.)

17. Valés értéki fuggvények

17.1. Legyen X tetszOleges nemiires halmaz. Egy f : X — R fiiggvényt sokszor
jOl tudunk szemlélteni a grafikonjaval ugy, hogy a lap sikjaval dbrazoljuk X x R-et:
egy “vizszintes” és egy “fiiggbleges” egyenest (“elsd” illetve “mdsodik” tengelyt)
rajzolunk, amelyek X-et illetve R-et jelképezik. Ekkor a fuggvény grafikonjit egy
gbérbe mutatja, amint a 4. dbran latjuk.

R

AN /
\/ X
4. dbra
A szemléltetés szabdlyaihoz az is hozzatartozik, hogy a fliggbleges egyenesen
a szamok alulrdl felfelé novekesznek, és ha X = R, akkor a vizszintes egyenesen
balrél jobbra.
Ha altalaban beszéliink X — R fiiggvényekrol, ilyen szép gorbéket rajzolunk

szemléltetésiil. Ez viszont nem jelenti azt, hogy minden fiiggvényrol valéban efféle
kép adhato. Példaul az

0 haz¢Q,

R—-R, z~
1 haze@Q
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Dirichlet-féle fiiggvény nem jelenitheté meg ilyen médon.

Ha A C R, akkor az f (A) az 5. dbrdn bemutatott szabdly szerint szerkesztheté
meg.

El6szor most néhény fontos, sokat hasznalt konkrét fiiggvénnyel ismerkediink
meg, azutan altalanos kijelentéseket tesziink valds értékii fiiggvényekre.

R

X
5. dbra
17.2. (i) Az el6jel- vagy szignumfiiggvény (ldsd a 6. 4brét):
) -1 ha z <0,
sign: R —-R, x+—
1 ha x > 0.
R
1
R
> —1

6. 4bra
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(ii) Az egészrész-fiiggvény (7. dbra):

int:R—R, z—max{necZ|n<z}.

R
2 -——
1 -—
-2 -1 1 2 3
. 1
7. abra

(iii) Az abszoliatérték-fiiggvény (8. dbra):

—x ha =z <0,
[-]: R =R, xl—>{

X ha z > 0.
R

8. abra

Nyilvanvald, hogy minden x valds szamra

|z = | = 2] = Va? = (signz)a,
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és
—l|z] <2 <zl

tovabba
|z|] <y pontosan akkor, ha a<yés —az <y,

ami azzal egyenértékii, hogy —y < x < y.

A||ftés Minden z,y € R esetén
(i) 2] = |alo]
(i) [z + y| < |x] + |yl
(i) [[] = |yl| < = —y]-

BizoNYITAS (i) Egyszeriien kovetkezik a definicidébél.

(ii) A —|z| <z < |z] és —|y| < y < |y| egyenlStlenségek Gsszeaddsabdl —(|x| +
lyl) < z+y < |z|+ |y| adédik, ami viszont az allitds el6tti megjegyzés szerint a
kivant egyenlotlenséget eredményezi.

(iti) |z[ = [z —y + yl < |z —y| + |y|, és ugyanigy |y| < |y — 2| + [z|; mivel
& —y| = [y — x|, azt kapjuk, hogy

lz[ = |yl < [z —yl, |yl —|z| < |z —yl,

ami a kivant egyenl6tlenséggel egyenértékii.

17.3. idgr a valés szamok identitas-fliggvénye. Ha n € N, értelmezziik az n-ik
hatvanyfiiggvényt igy:
dg:R—=R, zw— 2"

Nyilvéan id} = idg. Célszerii tovdbba bevezetni az
id} :R—-R, x~1

fliggvényt, amely tehat a mindeniitt értelmezett konstans 1 fiiggvény. Minden
nemnulla z valés szdmra x° = 1, azonban 0-nak a 0-ik hatvanyat nem értelmez-
tiikk. Tehét id% nem az x — ¥ fiiggvény, hanem annak kiterjesztése (9. dbra)

Ha n € N, akkor az n-ik hatvanyfiggvénynek illetve paros n esetén a nemnega-
tiv szamokra valé lesziikitésének az inverze az n-ik gyokfiiggvény.

Ha n € N, akkor az n-ik reciprok-fliggvény a kovetkezd (10.4bra):

idg" :R\ {0} =R, z+—a "=—.
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'R
idg
idg
R R
R
id2 id
R R
y 9. abra
R
1 1
idy idg
\ R R
10. abra
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17.4. (i) Legyen a € R. Az a-val val eltolds az
Ly R—>R, z—a+zx
fiiggvény (11. dbra). Konnyen ellendrizhetjiik az eltoldsok alapvetd tulaldonsagat:

L,oLy = La+b ((l, be R)
R
L, (a>0)

L, (a<0)

/|
S

/

11. &bra
Ebbdl is kovetkezik, de kozvetleniil is belathatjuk, hogy az eltolasok bijekcidk,

és
Lo=idg, L;'=L_,.

-1
Ha A C R, akkor L,(A) = A —a.
(ii) Legyen 0 # a € R. Az a-val val6 szorzas az
M, R—R, z~ ax

fiiggvény (12. dbra). Ha 0 < a < 1, akkor zsugoritdsrol, ha 1 < a, akkor nyjtésrdl
beszélunk. M_1 = —idg =: T a tiikkrozés.
R

(a>1)
M, (a > 0)

M, (a < 0)

12. abra
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Konnyen ellendrizhetjiik a szorzasok alapvetd tulajdonsagat:
M, o My = Mgy (a,b € R\ {0}).

Ebbdl is kovetkezik, de kozvetleniil is belathatjuk, hogy a szorzasok bijekcidk,
és
My =idg, M;"' = My,.

—1
Ha A C R, akkor M,(A) = L A.

a
17.5. Legyen f : X — R tetszOleges fiiggvény. Ertelmezziik ennek n-ik hatvé-
nyat (n € N), reciprokdt, abszolutértékét, pozitiv és negativ részét a kovetkezo-
képpen:
ff:=Domf =R, z~ f(z)",
1

:{x € Domf | f(z) #0} = R, me,

|~

|f]: Domf = R, zw—|f(z),

. Dom 0 ha f(xz) <0,
J7 s Domf = R, “{f@c) ha f(z) > 0,

—f(z)  ha f(z) <0,

7 :Domf — R, xH{O ha f(z) > 0.

Jegyezziik meg, hogy egy fliiggvény negativ része is nemnegativ értékd.
Nyilvanvalbak az

f=rr=r, U=+

Osszefiiggések (13. dbra) R R

R R
13. abra
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1 1
Vegyiik észre, hogy f" =1idg o f, 7 = of,|fl=1-]of. Ennek alapjén

’{/?::{L/’of.

17.6. (i) Legyen a € Rés f : R — R. Erdekesek az f o L, és az L, o f
fliggvények; ez utébbira 1j jelet is vezetiink be: a + f := L, o f.
-1
Dom(f o L,) = Ly(Domf) = Domf — a,

Dom(a + f) = Domf.

foL, az f fliggvénynek az elsé tengely menti eltoldsa, a + f pedig a mésodik
tengely menti eltoldsa (14. és 15. dbra)

R
folL,
!
(a > 1)
f
\ \
R
14. 4bra
'R
a+ f
f
AN >
\/ R

15. abra
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Nyilvan L, oidg = idg o L, = L,, vagyis az identitds egyik tengely menti
eltoldsa ugyanaz, mint a mésik tengely menti.

(i) Legyen 0 # a € R és f : R — R. Erdekesek az f o M, és az M, o f
fliggvények; ez utébbira 1j jelet is vezetiink be: af := M, o f.

Dom(f o M,) = ]\_41,1(Domf) = %Domf,
Dom(af) = Domf.

Legyen a > 0. Ekkor fo M, az f fiiggvénynek az els6 tengely menti zsugoritasa
illetve nyujtdsa, aszerint, hogy a > 1 vagy a < 1; af pedig a masodik tengely
menti zsugoritds illetve nydjtas aszerint, hogy a < 1 vagy a > 1 (16. és 17. abra)

R f

/—\af(a> 1)

\
R
16. &bra
AR f
/—\af(a > 1)
\

17. abra
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Emlékezziink a T := M_; jelolésre. f o T illetve T o f = —f az f fliggvény
tilkrozottje az elsé illetve a mésodik tengelyre (18. dbra)

R R
/\ /fPT\
\ /| 0N /
=N
~f=Tof
18. 4abra

17.7. 1. Definicidé Egy f : R — R fiiggvényt periodikusnak hivunk, ha
van olyan p € RY, hogy fo L, = f. Ekkor p az f egy periédusa, f a p
szerint periodikus.

f tehdt pontosan akkor periodikus a p szerint, ha f(z+p) = f(z) minden z € R
esetén.

Ha p és q is az f periédusa, akkor az L, o Ly = Ly, Osszefiiggés alapjan p + ¢
is periddusa. Tehat ha p peridédus, akkor np is periédus minden n € N esetén.

Ha van a fiiggvény periddusai kézott legksebb, azt alapperiédusnak nevezziik.

Barmely konstans fiiggvénynek minden pozitiv valés szam a periédusa, alapperi-
6dusa nincs. A Dirichlet-fliggvénynek minden pozitiv racionélis szdm a periddusa,
alapperiédusa nincs. Az szinusz és koszinusz fiiggvények (most példaként felhozva
Oket a kordbbi tanulmanyokra hagyatkozunk, késobb pontos értelmezést adunk
rajuk) alapperiédusa 27.

2. Definicié Egy f: R — R fiiggvény
(i) pdros, ha foT = f,
(ii) pdratlan, ha foT = —f(=T o f).

f tehdt pontosan akkor paros illetve paratlan, ha f(—z) = f(x) illetve f(—z) =
—f(x) minden = € R esetén.

idy pédros, ha n paros, és pdratlan, ha n paratlan.

Csak az azonosan nulla fliggvény lehet egyszerre paros is, paratlan is.

Van olyan fiiggvény, amely se nem péros, se nem paratlan; példaul R — R,
22 + .
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17.8. Feladatok
1. Dontsiik el, az alabbi fiiggvények koziil melyek parosak, melyek paratlanok:

sign, int, |-|, /7, L&y Ma.

2. Milyen f : R — R fiiggvényre igaz, hogy fT péros?
3. Tegyiik fel, hogy az f fliggvénynek a az alapperiédusa. Lehet-e f a p szerint
periodikus ugy, hogy p nem az a egész szamu tobbszorose?

4. Lehet-e egy periodikus fiiggvény paros vagy paratlan?
5. Periodikus-e idg?

6. Periodikus-e az az f : R — R fliggvény, amelyre f(z) = 3z — 6n, ha
ze2n—1,2n+1] (n€Z)?

18. Valds értéki fuggvények miveletei

18.1. Mar az el6z6 fejezetben is volt sz6 valds értéki fiiggvényeken értelmezett
miiveletekrol, hiszen egy fliggvényt hatvanyoztunk, vettiik a reciprokat stb. Ott
azonban csak egy fliggvény szerepelt a miiveletekben, most tobb fiiggvény kozotti
miiveletekrdl beszéliink.

Definiciéd Az f : X — R ésa g : X — R fiiggvények ésszege és szorzata a
g+ f:DomgNDomf — R, x— g(z) + f(x),

illetve a
gf : Domg NDomf — R, x— g(x)f(x)

fliggvény.

Ugy szoktuk mondani, hogy a fliggvények k6zotti miiveleteket pontonként ér-
telmezziikk: minden egyes pontnak (az értelmezési tartomanyok kozos elemének)
megfelel6 fliggvényértékek kozott végezziik el a miiveleteket.

Ha a € R és g = a (konstans fiiggvény), akkor a + f és a # 0 esetén af
ugyanazok a fiiggvények, amelyeket az el6z6 fejezetben bevezettiink.

2 1
Ertelemszer(i, hogy g — f :== g+ (—f) és % = g?.
Vegylik észre, hogy g+ f és gf a g és az f egyiittesének az Osszeaddssal illetve

a szorzdssal vett kompozicidja: g+ f =40 (g, f), gf = -0 (g, f).
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18.2. Definicié Legyen f,g: X — R és jelentse

f<yg

azt, hogy Domf = Domyg és f(z) < g(x) minden 2 € Domf esetén.
Ha E C Domf N Domg, akkor

f<g
E

jelentse azt, hogy f(x) < g(x) minden z € E esetén.

Ezek utan értelemszerii, mit jelentenek az
f<g9, [f<y9

szimbolumok.

Kiilonleges eset, amikor egy fliggvényt egy konstans fiiggvénnyel hasonlitunk
Ossze. A konstans fliggvény értelmezési tartomanya megallapoddsunk szerint bar-
mely halmaz, pontosaban egy és ugyanaz az elem jel6li a barhol érelmezett kons-
tans fliggvényt, amelynek az értéke a szoban forgd elem. Ezért, ha a € R és azt
irjuk, hogy f < a, akkor az a konstans fiiggvény értelmezési tartomanyanak az f
értelmezési tartoményat vesszik, azaz f < a azt jelenti, hogy f(x) < a minden
x € Domf esetén. R

RN

/ g

19. abra
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18.3. Definicié Az f,g : X — R fiiggvények alsé illetve felsé burkoléja
(19. &bra):

gA f:DomfNDomg — R, =z~ min{g(x), f(x)},

gV f:DomfNDomg - R, z~— max{g(x),f(x)}.

Specidlis esetitk a mar megismert negativ illetve pozitiv rész:

fr==0nf), fr=0vf

18.4. Altaléban, han eNés f;: X — R, akkor a D := ] Domf; jeloléssel

i=1
ifi:D—HR, x»—)ifl(ac)
=1 i=1

i=1

fi:D—R, = min{fi(z)|i=1,...,n},

i=1
\/fZ:D—HR7 x— max{fi(z)|i=1,...,n}
a fliggvények Osszege, szorzata, alsé és fels6 burkoldja.

18.5. Legyen f,g: X — R és ¢ :Y — X. Ekkor

(g+flop=gop+ fop,
(9f) oo =(gop)(fop),
Jop
)Jop

o

gNf =(gop) A(fop),
(gV flow=(gop)V(fop),
tovabba

1

[e] = (@] lO = +O = (@] +
|flow =1[fo¢l 7P Foy fTop=(fop)".

E formuldkat azonnal igazolhatjuk kozvetleniil is, de szarmaztathatjuk abbdl,

is, hogy a miveleteket felfoghatjuk kompoziciéként, és a komponalas asszociativ.
Példaul

(g+flop=+o(g, flop=H4o0(gop,fop)=gop+ foyp.
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Ugy is mondhatjuk, hogy a “jobbrdl” valé kompondlas “disztributiv’ a mive-
letekkel. “Balrél” azonban altaldban nem; ime egy példa:

id} o (idg + 1) = id§ + 2idg + 1 # id3 + 1 = (id§ o idg) + (idg 0 1)

18.6. Definicié Legyen H halmaz, és A C H. Ekkor a

1 hazx € A,

: H — R, —
Xa v {0 hax ¢ A

fiiggvényt az A karakterisztikus fiiggvényének nevezziik.

Figyeljiink fol arra, hogy a x , jelolésben nem jelenik meg a H “alaphalmaz”
(hasonléan, mint a komplementereknél).
Nyilvanvalé, hogy
Xg =1 Xy = 0,

és az alabbi formuldk is a defincié egyszer(i kovetkezményei, ezért bizonyitdsukat
nyugodt szivvel az olvaséra hagyjuk.

Legyen A és B a H részhalmaza. Ekkor

(1) X% = x4

(i) Xanp = XaXp

(iii) x , x5 = x4 pontosan akkor, ha A C B,

X 4Xp = 0 pontosan akkor, ha AN B = 0,

(iV) X aup = XaTX5=X4Xp> 6 X 45 = X4 TX g Pontosan akkor, ha ANB = 0),

(v) Xpa = Xp ~ XpXa és Xp\a = Xp — X, Pontosan akkor, ha A C B;
specidlisan x 4o =1 —x ,.

18.7. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy

(i) két péros fliggvény Osszege, szdmszorosa is paros, paratlanoké pératlan;

(ii) két pdros fliggvény szorzata és két pdratlan fliggvény szorzata péros, egy
paros és egy paratlan fiiggvény szorzata paratlan.

2. Lehet-e nemnulla paros és paratlan fiiggvények Osszege péros illetve parat-
lan?

3. Mikor lesz két periodikus fliggvény 6sszege illetve szorzata periodikus?

4. Mi az 1 konstans fiiggvény és Dirichlet-fliggvény kiilonbsége?

5. Adjuk meg az R - R, 2 — |z + 1] és R = R, z — |z — 1] fuggvények alsé és
fels6 burkologjat.

6. frjuk le az idg Aid3 és az idg V id3 fiiggvényeket.

7. Elofordulhat-e, hogy g+ f =gV f illetve gf =gV f?

1
8. MiazR%R,aHa2+lésazR\{l}—>R,B»—>571

fliggvények Osszege?
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9. Bizonyitsuk be, hogy az f,¢: X — R fiiggvényekre
Q) frg=5+g-If—gh=F-(f-9)",
i) fvg=5(f+g+If—g)=(-9" +g

10. Mutassuk meg, hogy az X — R fliggvények korében értelmezett 6sszeadds
és szorzas rendelkezik a 14.1-ben felsorolt A1 — A4 és M1 — M3 tulajdonsagok-
kal, de az M4-gyel nem (a nulla-elem és az egység-elem a 0 illetve az 1 konstans

fiiggvény).

11. Az X — R fiiggvények korében értelmezett < reldcié rendezés, amely nem
lancszeri, ha X-nek van két kiilonb6z6 eleme.

19. Becslések

19.1. Azt mér ldttuk kordbban, mit jelent pontosan az a fizikdban gyakran
hasznalt kijelentés, hogy egy mennyiség (valds szdm) elég kicsi illetve elég nagy.
Most olyan fordulatoknak akarunk pontos értelmet adni, hogy egy mennyiség “el-
hanyagolhat6”, “elenyészd”, hogy valami “sokkal kisebb” illetve “sokkal nagyobb”
valami masnal, és hogy két mennyiség “koriilbeliil egyenld”.

Szaz tallérhoz képest egy tallér elenyész6 mennyiség; két tallérhoz képest vi-
szont mar egyaltalan nem. Hasonléan, szdz tallérhoz képest Gtven tallér jelentos
mennyiség, de tizezerhez képest méar nem. Egy morzsa kenyér egy embernek el-
hanyagolhaté6 mennyiség, egy hangyanak nem. Latjuk, onmagdban semmi sem
elenyész8, csak egy mdasik ugyanolyan jellegli mennyiséghez képest. (Tallért tal-
lérral, kenyeret kenyérrel hasonlitunk 6sze, bar az utébbi példabdl ez nem vilaglik
ki, mégis a morzsat azzal a kenyérmennyiséggel vetjik Ossze, amellyel egy ember
illetve egy hangya jéllakna.) Csak késébb lesziink olyan matematikai eszkozok bir-
tokaban, amelyekkel pontos értelmet adhatunk az “ugyanolyan jellegli mennyiség”
fogalmanak; mivel a mennyiségeket altaldban mérdszamokkal is lehet jellemezni,
most a valds szamok korében fogalmazzuk meg a mondanivalénkat.

Az elenyész6 vagy elhanyagolhaté 6nmagédban nem értelmes fogalom. fgy mar
igen: “ez elenyész6 ahhoz képest”, “ez elhanyagolhaté amellett”, vagy mas sza-
vakkal ugyanez: “ez sokkal kisebb anndal”. Mindig rajtunk &all — és altalaban a
feladat sugallja —, mikor tekintiink valamit valami mésnal sokkal kisebbnek. Van,
amikor egy mennyiség 6tvened részét mar elhanyagoljuk, van, amikor csak az ezred
részét. Abban mindenesetre megdllapodhatunk, hogy egy mennyiség tized része
mér sosem elenyészé az egészhez viszonyitva.
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Definicié Legyen r € R*, r < 0,1. Azt mondjuk, hogy a € Ry (r szerint)
sokkal kisebb, mint b € R}, ha kisebb vagy egyenld, mint rb; jelolésben:

a < b pontosan akkor, ha a < rb.
T

A sokkal kisebbnek lenni reldcié R(J{ -n, azonban nem rendezés, mert se nem
reflexiv, se nem antiszimmetrikus; viszont tranzitiv.
Egyszeri tény, hogy

r<l, I<Ka (aeRS‘).

A reléci6 fontos tulajdonsdgait a kévetkez6képp foglaljuk Ossze, az egyszerliség
kedvéért < helyett csak <-t irva.
T

Allitss Legyen a,b € Ry, a < b. Ekkor
(i) ha b # 0, akkor a < b; ha b =0, akkor a = 0;
(ii) ha b # 0, akkor ¢ < 1, és ebbdl kovetkezik is, hogy a < b;
tovabbd minden c,d,a’,b’ € R esetén
(iii) ha b < b’ illetve o' < a, akkor a < V' illetve a’ < b;
(iv) ha ¢ < d, akkor a + ¢ < b+ d;
(v) ha ¢ < d, akkor ac < bd.

Ezeknek az Osszefliggéseknek a bizonyitdsa rendkiviil egyszerii feladat. Azt je-
gyezzik csak meg, hogy (i) alapjdn (iii) mondja ki a reldcié tranzitivitdsat.

Lényeges, hogy csak nemnegativ szamokra értelmeztiik a sokkal kisebb reldciét.
Viéssiik esziinkbe tovabba, hogy a < rendezésre megszokott j6 néhany formula nem
érvényes a < relaciéra. Példaul, ha a < b és ¢ € RT, dltaldban a + ¢ < b+ ¢ nem
teljesul.

19.2. Az imént targyalt fogalomra tdmaszkodva adhatunk értelmet annak is,

mikor tekintiink két mennyiséget kortilbeliil egyenlének: akkor, ha a kiilonbségiik
elenyész6 hozzajuk képest.

Definicié Azt mondjuk, hogy a € R és b € R (r szerint) kériilbeliil
egyenld, ha |a — b| (r szerint) sokkal kisebb |a| + |b|-nél; jel6lésben:

T

a~b pontosan akkor, ha |a —b| < |a|+ |b|.
T

Ismét reldciét hatdroztunk meg, most R-en. Azonban ez nem ekvivalencia, mert
nem tranzitiv. Viszont reflexiv és szimmetrikus. A reldcié fontos tulajdonsagait a
kovetkez6képp foglaljuk Gssze, ismét elhagyva az r-et a jelek alol.
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Allitds Legyen a,b,c,d € R és h € Rt. Ekkor
(i) a =~ a;
(ii) ha a =~ b, akkor b =~ a;
(iii) ha a = b akkor vagy a = b= 0 vagy a # 0, b # 0 és signa = signb;
(iv) az a # 0, b # 0 esetben a ~ b pontosan akkor teljesiil, ha ¢ ~ 1;
(v) haO <a=bés0<crd, akkora+c~b+d;
(vi) ha a = b, akkor ac =~ be;
(vii) ha h < |a|, akkor a £ h ~ a.

BizonNyiTAs Tulajdonképpen mindegyik osszefiiggés elemien igazolhaté. Példa-
ként levezetiink kettot.

(v)
(a+¢) = (b+d)| =[(@—b)+(c— | <|a—b+|c—d| <
<r(a+b)+r(c+d) =r(a+b+c+d).

(vii) Mivel |a| < |a £ h| + h és h < r|a|, azt kapjuk, hogy
[(a+h)—a|l| =h <rla| <r(lath|+h).

Véssiik j6l az esziinkbe, hogy (iii) szerint nemnulla szdm nem lehet a nulldval
koriilbeliil egyenlé. Ezt azért fontos hangstlyozni, mert fizikai alkalmazasokban
gyakran latunk ilyet: x =~ 0, holott z # 0. Ennek azonban nem adhaté értelem,
mint ahogy annak sem, hogy valami 6nmagaban elenyészé volna. Az x =~ 0 ki-
jelentésen azt értik, hogy megnevezetleniil, kimondatlanul ott van egy y, amelyre
|x| < |y|; {gy viszont y+x ~ y, amit helyeteleniil ugy fejeznek ki, hogy x koriilbeliil
nulla.

19.3. A fizikdban a mérési eredmények nem pontosak. A mennyiségeket min-
dig hibakorlattal egytitt adjak meg, példaul igy: 16,23 £ 0, 5; altalanos formaban
e+ h. Ez azt jelenti, hogy a mért mennyiség értéke az [e — h, e + h] intervallumba
esik. A mérés akkor megbizhatd, akkor ad valami informéciét, ha a h hiba sokkal
kisebb az e atlagérték abszolutértékénél, vagy masképp fogalmazva, a % rela-
tiv hiba sokkal kisebb egynél. Itt és a kovetkezOkben mindig feltessziik, hogy a
széban forgd atlagértékekek nem nullak.

Ha h < |e|, akkor e + h ~ e, s6t barmely 2 € [e — h, e + h] esetén z ~ e. Irjuk
at az el6z6 formuldt: 2h < 2|e|, azaz (e + h) — (e — h) < |(e + h) + (e — h)|, ami
pontosan azt jelenti, hogy e — h =~ e + h.

Igen fontos kérdés a hibaterjedés: ismerjiik két mennyiség értékét bizonyos hi-
baval, milyen pontosan tudjuk akkor a két mennyiség Osszegének és szorzatanak
az értékét?

Fogalmazzunk {gy: egy szdm az [e —h, e+ h] intervallumba esik, egy mésik szdm
pedig a [d — k, d + k] intervallumba, és h < |e|, k < |d|. Milyen intervallumba esik
a két szam Osszege és szorzata?
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(i) A két szdm Osszege az intervallumok komplexus-osszegében taldlhaté meg:
az [(e +d) — (h+ k), (e+ d) + (h+ k)] intervallumban. A 19.1. allitds (iv) pontja
értelmében, ha e és d azonos eléjelli, akkor h + k < |e + d|. Tovabba

h+k  h N k <£+£
le+d le+d e+d " le| |d|

Tehat ekkor az Osszeg relativ hibdja kisebb, mint a relativ hibak Osszege, és még
mindig sokkal kisebb egynél.

(ii) A két szdm szorzata az intervallumok komplexus-szorzatédban taldlhaté meg.
Ahhoz, hogy mondhassunk valamit, megint fel kell tenniink, hogy e és d azonos
el6jelli; az egyszeriibb irdsméd kedvéért most azt vessziik, hogy e > 0, d > 0.
Ekkor a szorzat-intervallum [(ed + hk) — (ek + dh), (ed + hk) + (ek + dh)]. Igy a
szorzat relativ hibaja,

ek+dh h k

ed + hk < e + d
itt is kisebb, mint a relativ hibak Osszege. Azt azonban mér nem &llithatjuk, hogy
ez is sokkal kisebb volna egynél (ha koriilbeliil egyenld szdmokat szorzunk Ossze,
nem feltétleniil kapunk koriilbeliil egyenld szdmokat, ldsd a 19.4.4. feladat (ii)
pontjat). Utdna is jarhatunk: h < re, k < rd, igy dh < red, ek < red, tehét

ek—|—dh< 2red ., ed — hk
ed+ hk — ed+ hk ed+hk )’

A zéréjelben levé mennyiség hatarozottan nagyobb, mint egy, sét koriilbeliil egyen-

16 2-vel (de kisebb 2-nél). Azt allithatjuk mindésze, hogy a szorzat relativ hibdja

sokkal kisebb 2-nél.

19.4. Feladatok
1. Kiilonbozo el6jelii szamok nem lehetnek koriilbeliil egyenlék.

2. Ha a = b, akkor a < b lehetséges, viszont a ~ b és a < b kizarjdk egymast.
1
3. Hoa~bés0<a<b,akkor b < 1+r.
—r

4. A < és a = reldcié nem teljesiti a < és az = sok koz0s tulajdonsigat.
Hozzunk példat arra, hogy

(i) a = b és c < d, viszont a + ¢ < b+ d és ac < bd nem igaz;

(ii) a & b és ¢ = d, viszont ac =~ bd nem igaz;

(iii) a &~ b és ¢ = d, viszont a + ¢ < b+ d.

5. Mely szdamokndl sokkal kiseb 17

6. Legyen a < b és a ~ b. Mutassuk meg, hogy barmely z,y € [a,b] esetén
xRy

7. Legyen a nemnulla valés szam. Melyik az a legb&vebb intervallum, amelynek
minden x elemére a = x teljesiil?

8. Legyen 0 < h < e, 0 < k <« d. Igazoljuk, hogy ed — hk ~ ed + hk.
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9. Mit tudunk mondani az n-ik hatvanyozas hibajardél?

10. Mit tudunk mondani a négyzegyokvonas hibdjarol?

11. Ertelmezziik, mit jelentsen az, hogy egy valés szam alig kisebb egy masiknal.

12.  Ertelmezziik a koriilbelill egyenls fogalmat igy: a =~ b ha |a — b| <
min{|al, |b|}. Trjuk le ennek a relaciénak a tulajdonsigait.
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V. HALMAZOK SZAMOSSAGA

20. Szdmossagok osszehasonlitasa

20.1. Mit jelenthet az, hogy egy halmaznak ugyanannyi vagy tobb eleme van,
mint egy masiknak? Véges halmazokra igen intuitiv a vélasz, a mindennapi élet jol
ismert fogalma: ugyanannyi ceruza van itt, mint toll ott, tbb szilva van itt, mint
alma ott. Az elemek mennyiségének Gsszehasonlitdsdt megfeleltetéssel végezziik.
Itt egy ceruza, mellé tesziink onnan egy tollat, megint egy ceruza, emellé is te-
sziink egy tollat, és igy tovabb. A természetes szamok bevezetésénél mar utaltunk
arra, hogy a természetes szamok maguk az azonos “szamosagu” véges halmazok
absztrakcioi. Kézenfekvének latszik tehat az aldbbi meghatarozas.

Definicié Az A és B halmaz azonos szamossagti, ha van A — B bijekcid.

Nyilvan minden A halmaz azonos szamossagi énmagdaval, hiszen idy : A — A
bijekcid.

Természetesen, ha van A — B bijekcid, akkor van B — A bijekcid is, az el6bbi
inverze.

Mivel bijekcidk kompozicidja is bijekcid, egyszerii tény az is, hogy ha A azonos
szamossagi B-vel és B azonos szamossagu C-vel, akkor A és C' is azonos szadmos-
sagu.

Az azonos szdmossdg tehat rendelkezik a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
tulajdonsaggal. Hajlamosak volnank azt mondani, hogy ez ekvivalencia-relacid,
de nem az, mert nem relacié: nem halmazon értelmeztiik! Nincs olyan halmaz,
amelynek elemei volndnak az Osszes halmazok.

Mindazonaltal hasznéljuk az A ~ B jelet arra, hogy A és B azonos szamossagu.

20.2. Az a képzetiink, hogy egy részhalmazban nem lehet tobb elem, mint az
egészben. Ezért kézenfekvonek latszik az alabbi meghatarozas.
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Definicié Az A halmaz legfeljebb olyan szdmossagi mint a B halmaz
(B legaldbb olyan szdmossdgu, mint A), ha van A — B injekcid, azaz A
azonos szamosagu a B egy részhalmazaval.

Azt, hogy A legfeljebb olyan szamossagi, mint B, igy jeldljiik: A < B. Ilyenkor
azt is szoktuk mondani, hogy A kisebb vagy egyenl6 szamossagu, mint B.

Az tires halmaz minden halmaznél kisebb vagy egyenl6 szamossagu.

Ha A C B, akkor A < B. Specialisan nemiires halmazok egyesitése legalabb
olyan szamossagu, mint a széban forgd halmazok akarmelyike.

Ha van B — A szlirjekci6, akkor A < B (ldsd a 10.9.12. feladatot). Ezért
nemiires halmazok Descartes-szorzata legaldbb olyan szamossagi, mint a szdéban
forgé halmazok akarmelyike.

Nyilvan, ha A ~ B, akkor A < B; specidlisan minden A halmazra A < A.

Injekciok kompozicidja injekcid, ezért az is egyszerii tény, hogy ha A < B és
B < (C, akkor A <X C.

Ezek alapjan a < Osszefliggés rendezésszeriiséget sejtet (nem reldci6, mert nincs
univerzum). Reflexiv és tranzitiv. Vajon antiszimmetrikus-e? Nem. Ugyanis
A < B és B < A teljesiil, ha A ~ B, anélkiil is, hogy A és B megegyeznének. Leg-
feljebb tehat azt varhatjuk el, amit a kovetkezd tgynevezett Schroder—Berns-
tein-tétel ki is mond.

Allits Ha A < B és B < A, akkor A ~ B.

BizoNYITAS Legyen i : A — B és j : B — A injekcié. Meg kell mutatnunk, hogy
van A — B bijekci6. Ha E C A olyan, hogy

JIB\i[E]] = A\ E, ((+)

akkor az

i(x) haz € E,

) ha x € A\ F C Ranj

fiiggvény trividlisan bijekcié. Beldtjuk, hogy van olyan E halmaz, amelyre (x)
teljesiil; nevezetesen a

A — B, xb—>{

H:={H eP(A) |j[B\i[H]]C A\ H}

jeloléssel

E=Jn= | =

{HeH}

Ugyanis ekkor
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JBNIE]C () jB\iH]C () (A\H)=4\ |J H=4\E,

{HeH} {HeH} {HeM}

vagyis E hozzéatartozik H-hoz, és nyilvan H-nak a legb6vebb eleme.

Azt kell mér csak megmutatnunk, hogy j[B\i[E]] D A\ E, vagyis F := A\ j[B\
i[E]] C E. Ehhez elég beldtni, hogy F € H, hiszen E a H legb&vebb eleme. Mivel
J[B\i[E]] C A\E, azigaz, hogy E C A\j[B\i[E]] = F, amib8l B\i[F] C B\i[E],
és {gy j[B \ i[F]] C j[B\i[F]] = A\ F, vagyis F a H eleme; ezzel befejeztiik a
bizonyitast.

20.3. A = “majdnem rendezés” lancszeri, azaz barmely két halmaz Osszeha-
sonlithatd szamossdg szerint.

A/||I'tés Tetszbleges A és B halmazokra A < B vagy B < A teljesiil.

BizoNYiTAs Nyilvdnvaléan igaz ez, ha a halmazok egyike iires. Tegyiik fel teht,
hogy sem A sem B nem iires. Legyen F az A — B injekcidk Osszessége. F nem
iires, hiszen van A-nak és B-nek legalabb egy a illetve egy b eleme, és az a — b
hozzarendelés az F eleme. Vezessink be rendezést F-en a fiiggvények korében
szokdsos médon a tartalmazassal. Barmely F-beli lancnak a lancban levé fligg-
vények egyesitése a lanc felsd hatdra (ldsd a 8.11.7. feladatot). Zorn lemmédja
szerint tehat van maximalis elem F-ben, legyen ez i : A — B. Mivel ¢ maximalis,
Domi = A vagy Rani = B. Az els6 esetben A < B, a mésodik esetben B < A,
hiszen ekkor i~ : B — A injekcié.

20.4. A Schroder—Bernstein-tétel alapjan ha A < B és A «# B, akkor B < A
nem éallhat fenn. Ezért j6 az aldbbi meghatéarozas.

Definicié Az A halmaz kisebb szdmossdgu, mint a B halmaz (B na-
gyobb szdamossagu, mint A), jelben A < B, ha A < B és A + B.

Mas szoval A kisebb szamossdgi B-nél, ha A azonos szamossagu a B egy rész-
halmazaval, de B nem azonos szamossagu az A egyetlen részhalmazaval sem. Még
méasképp ugyanez: van A — B injekcid, de nincs B — A injekcié (vagy A # 0
esetén van B — A sziirjekcid, de nincs A — B sziirjekcid).

20.5. A félreértések elkeriilése végett sietiink megjegyezni, hogy amennyire ki-
elégiti a varakozasunkat a szdmossagok ilyen Oszzehasonlitdsa, annyira meglepd
eredménnyel is szolgal. El6éfordulhat ugyanis, hogy egy halmaz valédi részhalmaza
azonos szamossagl az egész halmazzal. Ez bizony egy kicsit ellentmond annak
az elképzelésiinknek, hogy egy valddi részhalmazban kevesebb elem van, mint az
egészben. Hozza kell szoknunk ehhez a furcsasdghoz. Ime két példa.
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(i) N és Z azonos szamossdgu, mert

+1 ,
n ha n péaratlan,
N — Z, n 7%

—3 +1 ha n paros

bijekcid.
(ii) ] — 1, 1] és R azonos szamossagu, mert
x
-1,1—-R —
} Y [ Y xz 1 _ ‘-’I/‘l

bijekcid.

20.6. Van legkisebb szamossdgu halmaz: az lires halmaz. Vajon létezik-e leg-
nagyobb szémossdgi halmaz? Amint ez a kovetkezd tgynevezett Cantor-féle
tételbdl kideriil, nem.

Allitas Bdrmely halmaz kisebb szamossagi, mint a hatvanyhalmaza.

BizonyiTAS Ez igaz az iires halmazra, mert P(0)) = {#} nem iires. Legyen A
nemiires halmaz. A — P(A), x — {z} injekcid, ezért A < P(A). Azt kell meg-
mutatnunk, hogy A # P(A). Tegyiik fel ennek az ellenkezbjét, vagyis hogy létezik
egy s: A — P(A) sziirjekcié. Legyen

B:={zecA|zx¢s()}

Minthogy B € P(A) és s sziirjekcid, van olyan b € A, hogy s(b) = B. Két eset
lehet: b benne van B-ben vagy nincs benne B-ben. Ha b € B = s(b), akkor B
definiciéja szerint b ¢ B, ami lehetetlen. Ha b ¢ B = s(b), akkor ismét a B defini-
cidja szerint b € B, ami szintén lehetetlen. Mindenképpen ellentmondaésra jutunk,
tehat nem létezik A — P(A) sziirjekcid, azaz A < P(A).

20.7. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy minden n € N esetén {1,2,...,n} kisebb szdmossdgi, mint
N, és N\ {1,2,...,n} azonos szdmossdgi N-nel.

2. A ]0,1] intervallum azonos szamossdgi Rt -szal (z — 72-).

3. HaA<B(A<B)é BcCC,akkor A=<C (A<C).

4. Legyenek A, B,C nemiires halmazok, és emlékezziink, hogy A a C — A
fliggvények Osszessége.

(i) Ha A < B, akkor A® < B,

(ii) ABYC ~ AB x A€,

(iii) (A x B)Y ~ A x BC.

5. Igazoljuk, hogy P(P(P(0))) ~ {1,2,3,4}.
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6. Legyen n € N és (A | k = .,n) nemiires és nem egyelemi halma-

zok indexezett rendszere. Ekkor U Ak = X Ap. (Elég diszjunkt halmazokat
k=

tekinteniink. Legyen ay, by € Ag, ay ;é by; az
(a1, ..y .. ap) ha z # ay,
(b1,...,x,...,by) ha x = ay,
olyan injekcidk, amelyek sszeillesztése injekcid.)

7. Legyen A halmaz, és (A; | ¢ € I) olyan diszjunkt halmazrendszer, hogy
A; % Aminden i € I esetén. Ekkor |J 4; < I x A. (Létezik h; : A; — A injekcid;

el

ekkor A; — I x A, x +— (i, h;(x)) injekcid.)

A — Z(lAi, 1:»—){

21. Véges halmazok

21.1. Médr haszndltuk a véges halmaz fogalmat (lasd 14.6.). Most ugyanezt
a szamossag oldalardl igy fogalmazhatjuk meg: egy nemiires H halmaz véges,
ha van olyan n € N, hogy {0,1,...,n — 1} azonos szdmossigi H-val. Ekkor azt
mondjuk, hogy A szdmossdga n, vagy azt, hogy A n elemii. Az iires halmazt is
véges szamossagunak vessziik, szimosséga a nulla.

A természetes szamok bevezetésénél azt lattuk, hogy az n # 0 természetes szadm
egyenld az {0,1,...,n — 1} halmazzal, ezért szerepelt ez a véges szdmossdg defi-
niciéjaban. A szokésos szemléletiinkhéz azonban jobban illeszkedik, ha helyette a
vele nyilvdnvaléan azonos szamossagu {1,2,...,n} halmazt vessziik.

Magdtdl értetddének latszik, hogy az {1,2,...,n} valédi részhalmazai szintén
végesek és n-nél kisebb szdamossagiak. Ezt azonban be kell bizonyitanunk.

Allitds Egy véges halmaz barmely val6di részhalmaza szintén véges és ki-
sebb szamossagu, mint maga a halmaz.
Két részre bontva atfogalmazzuk az allitast.

1) Az {1,2,...,n} bdrmely nemiires valédi részhalmazdhoz van olyan m €
N, hogy a részhalmaz m elemfi.

2) Az {1,2,...,n} bdrmely valédi részhalmaza kisebb szdmossdgi, mint
{1,2,...,n}.

B1zoNYITAS Mindkét részt teljes indukciéval bizonyitjuk.

1) (i) n = 1 esetén az allitds nyilvdnvaléan igaz.

(ii) Tegytik fel, hogy igaz n-re, és legyen E az {1,2,...,n+ 1} valédi, nemiires
részhalmaza.

—Ha FE az {1,2,...,n}-nek is valédi, nemiires részhalmaza, akkor az indukcids
feltevés szerint m elemi, ahol m < n; persze m < n + 1 szintén fennal.
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- Ha F=1{1,2,...,n}, akkor n elemf, ésn < n+ 1.
—~Han+1 € E, akor legyen k € {1,2,...,n+1}\ E. Ilyen k van, mert E valédi
részhalmaz, a kiilonbség nem iires. Nyilvan k # n + 1. Az

i hai#n+1,

E—{1,2,...,n}, i ,
k hai=n+1

fiiggvény injektiv. Ezért E vagy n szdmossdgd, ami kisebb (n 4 1)-nél, vagy ki-
sebb szamossagi n-nél, de akkor az indukcids feltevés szerint m szdmosségu, ahol
m < n, és természetesen m < n + 1.

2) (i) n = 2 esetén az allitds igaz, mert {1,2} barmely nemiires, val6di rész-
halmaza egy elemi, és az kisebb szdmossdgi {1,2}-nél (egyetlen {1,2} — {1}
fiiggvény létezik, és az nem bijekcid).

(ii) Tegyiik fel, hogy igaz n-re, és azt is, hogy nem igaz az {1,2,...,n+ 1} va-
lamely nemiires, valédi E részhalmazara, azaz létezik egy b: {1,2,...,n+1} - FE
bijekcié.

-~Han+1 ¢ E, vagyis E C {1,2,...,n}, akkor b lesziikitése bijekcié {1,2,...,n}
és annak valédi részhalmaza, E\b(n+1) kozott, ami lehetetlen az indukcids feltevés
szerint.

-Han+1¢€E, akkor E\ {n+ 1} az {1,2,...,n} valédi részhalmaza, és két
esetet kiilonboztetliink meg: az els6ben b(n + 1) = n + 1, ami azt jelenti, hogy b
lesziikitése bijekcié {1,2,...,n} és E\{n+1} kozott, de ez lehetetlen az indukcids
feltevés szerint; a masodikban b=(n + 1) =: k € {1,2,...,n}, és igy

b(i) ha i # k,

{1,2,...,n} = E\{n+1}, iH{b(n+1) hai=k

bijekcié, ami megint lehetetlen.
Mindenképpen ellentmonddsra jutottunk, tehat nincs olyan valédi nemiires rész-

halmaza {1,2,...,n + 1}-nek, amely ne volna kisebb szdmossdgi. m
A most bebizonyitott &llitds szerint tehdt m < n esetén {1,2,...,m} kisebb
szdmossdgd, mint {1,2,...,n}. Ennek folyomdnya, hogy egy véges halmaz nem

lehet m elemii is, n elemii is, ha m # n.

21.2. Jelolje s(H) a H véges halmaz szdmossdgat. Azt tudjuk mar, hogy
(i) s(P)<s(H),ha ECH,és s(E)<s(H),ha ECH, E+#H.
Mivel m,n € N, m < n esetén

{1,2,....m+n}\{L,2,....,m} = {1,2,...,n}, i—i—m

bijekcid, megallapithatjuk azt is, hogy
(ii) ha E C H, akkor s(H \ E) = s(H) — s(E),
(iii) barmely A és B véges halmaz esetén A U B is véges, és

s(AUB) < s(A) + s(B),
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és egyenl6ség pontosan akkor &ll, ha A és B diszjunktak.
Ezért véges sok véges halmaz egyesitése is véges, és ha a halmazok diszjuktak,
akkor az egyesitésiik szamossaga a szamossiagok Osszege:

S (L—B Ak> = Y S(Bk).
k=1 k=1

Ebbdl szarmaztatjuk a kovetkezd szokszor jol felhaszndlhato tényt.

Allitds Ha A és B véges halmazok és f : A — B olyan sziirjekcié, hogy

-1
f ({b}) szdmossdga ugyanaz az m szdm a B minden b elemére, akkor — lévén
-1
A=W f{b}) -
beB
s(A) =ms(B).

21.3. 1. Allitds Ha A és B véges halmaz, akkor
s(A x B) = s(A)s(B).
Bi1zoNYITAS Ha a két halmaz koziil az egyik iires, akkor nyilvan igaz az allitds.
Ha egyik sem iires, akkor azzal bizonyitunk, hogy
{1,...,m} x{1,...,n} = {1,...,mn}, (i,k)—i+(k—1)n

bijekcié.

2. A”I’tals Ha A és B nemiires véges halmaz, akkor

s(BA) = s(B)*W.

BizoNyiTAs B4 az A — B fiiggvények halmaza. Ha A = {1,...,m}, akkor B4 a
B-nek onmagaval vett m-szeres Descartes-szorzata. Ezért az el6zo allitas alapjan
ha m > 2,

s(B™) = s(B x B™ ') = s(B)s(B™ ') = s(B)s(B)s(B™ ?) = --- = s(B)™.

21.4. Feladatok

1. Bizonyitsuk be teljes indukciéval, hogy egy véges A halmaz hatvanyhalmaza
is véges, és s(P(A)) = 254,
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2. Igazoljuk, hogy N nem véges, mert van valédi részhalmaza, amely vele azonos
szamossagu, illetve valédi részhalmaza egy vele azonos szdmossagu halmaznak.

3. Igaz-e, hogy bérmely végtelen (azaz nem véges) halmaznak van n elemi
részhalmaza, ahol n tetszdéleges természetes szam?

4. Mutassuk meg, hogy {(i,k) e NxN|1<i<k<n}és {(i,k) e NxN|

"(”;1) illetve "(”271) .

1 <4< k <n} szdmossiga

22. Megszdmlalhaté halmazok

22.1. A nem véges halmazokat végtelennek hivjuk. A végtelennek kiilénféle
“fokozatai” vannak: kisebb és nagyobb szamossdgu végtelen halmazok is létez-
nek. Tudjuk példdul, hogy egy halmaz hatvanyhalmaza nagyobb szamossagi a
halmaznal.

N végtelen halmaz, mert példaul azonos szamossiagu Z-vel, amelynek valédi
részhalmaza (lasd 20.5.(ii)).

Definicié Egy halmazt megszamldlhaténak neveziink, ha N-nel azonos
$z4mossagu.

Allitds Minden végtelen halmaznak van megszamlalhaté részhalmaza.

B1zoNYiTAS Legyen A végtelen halmaz. Vegyiik egy elemét, jelolje ezt a;. Ekkor
A\ {a1} is végtelen halmaz (mert ellenkezd esetben A az A\ {a;} és az {a1} véges
halmazok uniéjaként véges lenne). Legyen as € A\ {a1}, az a3 pedig tartozzon
az A\ {a1,as} végtelen halmazhoz. Eljardsunkat folytatva minden n természetes
szamhoz megadjuk az A egy a, elemét ugy, hogy a,, # a,, ha m # n. Ezért
{an | n € N} az A megszdmlalhaté részhalmaza. B

Azt tudjuk, hogy minden véges szdmossdg kisebb a megszdmlalhatonal (hiszen
{1,...,n} része N-nek, és nem azonos szdmossdgiak, mert N nem véges). Ennek
a forditottja is igaz: megszamlalhaténal kisebb szdmossagi halmaz véges. Te-
gyiik fel ugyanis, hogy H < N és H végtelen. Ekkor az el6z6 allitas szerint van
megszamlalhaté részhalmaza, azaz N < H, ami ellentmondaés.

Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a megszamlalhaté a legkisebb végtelen
SZAMOSSAg.

22.2. Allitas Két megszémlalhaté halmaz Descartes-szorzata megszamlal-
hato.
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B1zoNYITAS Adjuk meg a

Dn::{keN ’”‘(’”‘2_1)<k<”(”2+1)}

halmazokat. Hogy jol lassuk, néhanyat konkrétan le is irunk:
D, ={1}, Dy;={2,3}, Ds={4,5,6}, D,={7,8,910}.

Konnyt ellenérizni, hogy D,, n elemii, és N = | D,,. Ezekkel a halmazokkal
neN
felépithetjik a

1 1
b:N—NxN, k»—)(k—n(n2 ),”(”; )—k+1) (k € Dp,n € N)

leképezést, amely nyilvdnvaléan injekcid, és sziirjekcid is, mert ha (i, j) € N, akkor
-1
azmn:=i+j—1ésk:=i+ n(nT) € D,, definiciéval b(k) = (i,7). m
Szemléletessé tehetjiik b konstrukcidjat. Reprezentédljuk N x N-et szokdsosan a

lap sikjaban, amint azt a 20. abra mutatja. A D,, elemeihez rendelt szamparokat
nyilak foglaljak egybe, mutatva a hozzarendelés sorrendjét.

N

20. 4bra

Ezek utan természetesen az is igaz, hogy

(1) véges sok megszdmldlhaté halmaz Descartes-szorzata megszamlalhato,

(i) nemiires véges halmaz és megszdmldlhaté halmaz Descartes-szorzata meg-
szamlalhato.

Jo gyakorlas az olvasénak ezeket bebizonyitani!

22.3. Allitds Megszamlilhaté sok megszamlilhaté halmaz egyesitése meg-
szamlalhato.
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BizoNYITAS Legyen (A, | n € N) olyan halmazrendszer, amelynek minden tagja
megszamlalhaté. Ekkor minden n-re van egy b, : A, — N bijekcié. Ezekkel

NxN— U A, (n,m) — by(m) (*)
neN

sziirjekeid, tehdt az unié legfeljebb megszamlalhaté (mert N x N megszdmldlhato),
és legalabb megszamlalhatd, hiszen nem lehet kisebb szdmossagl, mint az egyes
halmazok szdmosséga. m

J6 megjegyezni, hogy ha a halmazrendszer diszjunkt, akkor a () leképezés bi-
jekcio.

Ezek utan természetesen az is igaz, hogy

(i) véges sok megszdmldlhat6 halmaz egyesitése is megszdmldlhatd,

(ii) megszdmlalhaté sok nemiires diszjunkt véges halmaz egyesitése megszam-
lalhato.

Kérjiik az olvasot, jarjon utdana, hogy e kijelentések igazak.

22.4. Allités Barmely végtelen A és legfeljebb megszamlalhaté M halmaz
esetén AUM ~ A.

B1zoNYITAS Legyen S az A-nak megszédmldlhaté részhalmaza. Ekkor S U M is
megszamlalhatd, 1étezik tehdt egy b: S — S U M bijekcid. Ezzel

x haz e A\ S,

A— AUM, x»—){
b(x) haz e S

sziirjekcid, tehat AU M < A; az meg nyilvanvald, hogy A < AUM. =
Az is igaz tehat, hogy ha A végtelen halmaz és B véges, akkor A\ B ~ A.

22.5. Az el6bbi két pont szerint megallapithatjuk a kdvetkezdket.
(i) Az egész szdmok halmaza megszamlalhatd, mert

Z=(-N)U{0}UN
(ezt egyébként mar tudjuk mashonnan is).
Z k
(ii) Minden n € N esetén — megszamldlhatd, hiszen Z — —, k — — bijekcid.
n n
Ezért a racionalis szamok halmaza is megszamlalhaté, mert

e-U+
o
neN
A racionalis szamok “ugyanannyian” vannak, mint a természetes szamok; ez

legaldbb annyira meghokkentd, mint hogy a | — 1, 1[ intervallumban lev szamok
és a valds szamok ugyanannyian vannak.
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22.6. Feladatok
1. Megszamlalhatok a kovetkez6 halmazok:
(i) 2N (péros természetes szdmok),
(ii) 2N — 1 (péaratlan természetes szdmok),
(iil) 2Z (péros egész szamok),
(iv) 2Z — 1 (paratlan egész szdmok).
2. Mi a szdmossaga a QN [0, 1] halmaznak?
3. Van-e az R-nek a Q-nél bévebb olyan részhalmaza, amely megszamlalhat6?
4. Bizonyitsuk be, hogy egy megszamlalhaté halmaz 0sszes véges részhalmaza-
nak a halmaza megszédmldlhatd. (N-nek az azonos véges szdmossdgi részhalmazain
aV = Y kleképezés injekcid.)
keVv
5. Mutassuk meg, hogy minden f : N — N fiiggvényhez van olyan () # H # N

hogy f[H] C H.
6. AZ A halmaz pontosan akkor végtelen, ha minden F' : A — A fliggvényhez
van olyan H C A, 0 ## H # A, hogy f[H| C H.

23. Kontinuum-szdmossagl halmazok

23.1. Definicié Egy halmazt kontinuum-szamossdgiinak neveziink, ha
R-el azonos szamossagu.

Tudjuk mér, hogy | — 1, 1] kontinuum-szdmossdgi (ldsd 20.5.(ii)), Ebbél szar-
maztathatjuk, hogy minden korlatos nyilt intervallum kontinuum-szamossagi, mert

b
|-1,1[=]a,b], z+— a+ (x+1)
bijekcid.
Ezutan igen egyszeriien adédik, hogy minden intervallum kontinuum-szamos-
sagu, hiszen legfeljebb kontinuum-szamossagu, 1lévén a valds szamok részhalmaza,
és legalabb kontinuum-szamossagi, mert tartalmaz korlatos nyilt intervallumot.

23.2. Kérdés, hogyan viszonylik a kontinuum-szamossag a megszamlalhatéhoz.
N Cc Q, Q “sokkal b&vebb” N-nél, mégis N ~ Q. Q C R és R “nem sokkal bo-
vebb” Q-nal, hiszen Q stirti R-ben; lehet, hogy Q és R azonos szamossagu, vagyis
a megszamlalhaté és a kontinuum-szamossag ugyanaz? A véalasz nemleges.

Allitas N kisebb szdmossdgii R-nél.

B1zoNYiTAS N < R, gy csak azt kell megmutatnunk, hogy N « R. S6t elég azt,
hogy N £ [0, 1].
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Tegyiik fel, hogy N ~ [0, 1], azaz létezik s : N — [0, 1] sziirjekcié. A [0,%]7
[%, %], [%, 1} intervallumok egyikében s(1) biztos nincs benne; jeldlje ezt [ag, by].
Harmadoljuk el [a1,b;]-et az el6z6h6z hasonléan; ismét kapunk egy olyan [az, b]
intervallumot, amelyben s(2) nincs benne. Ez [ag,bs] C [a1,b1] miatt s(1)-et sem
tartalmazza. Folytatva ezt az eljarast, minden n pozitiv egész szamhoz megadunk
egy [an, by] intervallumot vigy, hogy

- [an+17bn+1] C [anubn]>

- s(n) ¢ [an, by).

A Cantor-féle kozosrész-tétel miatt
ﬂ [ana bn] 7é 0.
neN

Legyen x ennek az eleme. Minthogy z € [0, 1], van olyan i € N, hogy s(i) = x.
Mivel x az 6sszes széban forgd intervallumhoz hozzatartozik, s(i) az [a;, b;]-nek is
eleme, ami ellentmondés. m

R =(R\Q)UQ és Q megszamlalhatd, ezért (R\ Q) ~ R, Q < (R\ Q). Sza-
vakban: a racionallis szdmok halmaza kisebb szdmossigui, mint az irracionalisaké,
amely R-rel azonos szamossagu.

Vajon van-e szamossag a megszamlalhaté és a kontinuum kozott, vagyis van-e
olyan halmaz, amely a megszamlalhaténal nagyobb szdmossagi, a kontinuumnal
kisebb szamossdgi? A kérdés a halmazelmélet szokdsos axiémdinak keretén ber-
lil nem donthetd el. Kontinuum-hipotézisnek nevezik azt a feltételezést, hogy
nincs szamossag a megszamlalhaté és a kontinuum kozott.

23.3. Kontinuum-szamossagi halmazok Descartes-szorzatdnak szamossagardl
szeretnénk megtudni valami. Egynél tobb elemi véges halmazok Descartes-szorza-
ta nagyobb szamossagu, mint a halmazok. Ugyanakkor N x N azonos szamossagu
N-nel. R x R hogyan viszonylik R-hez szamossdg tekintetében?

Meg fogjuk mutatni, hogy minden végtelen halmaz azonos szdmossdgui az énma-
gaval vett Descartes-szorzataval. Ehhez azonban még a kovetkezd egyszerii tények
sziikségesek.

Legyen A olyan végtelen halmaz, amelyre A ~ A x A.

(i) Ekkor minden n € N esetén A ~ A", amit teljes indukciéval konny(i meg-
mutatni.

(i) Han € N és (Ax | k = 1,...,n) diszjunkt halmazok olyan rendszere, hogy

minden k-ra Ay ~ A, akkor U Ay ~ A" ~ A. Valéban, a 20.7.6. feladat alapjén

A=< UAk< XAkNAnNA
(111) ha A C Bés A < B, akkor A < B\ A. Tegyiik ugyanis fel, hogy B\ A < A.
B\ A végtelen, mert kiilonben a 22.4. §llitds és B = (B\ A)U A szerint B ~ A tel-

jesiilne, ami nem lehet. fgy alkalmazhatjuk megint a 20.7.6. feladat eredményét:
B=(B\A)UA=(B\A)xA=<AxA~ A, ami megint lehetetlen.
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A“I’tals Minden A végtelen halmazra A ~ A x A.

BiZzoNYITAS Legyen D az A-nak megszdmlalhaté részhalmaza (ilyen van, ldsd
22.1.),és b: D — D x D bijekci6. Legyen tovdbba

F:={f:H— HxH|DCH CA, f bijekcié , f|p = b}.

F-en a szoksdsos rendezést vezetjik be. F elemei Osszeillesztheték, minden
lancnak van felsd korlétja (kérjiik az olvasét, gy6z8djon meg arrdl, hogy a ldncbeli
fiiggvények Osszeillesztése valoban F-hez tartozik). Ezért a Zorn-lemma miatt van
maximalis elem F-ben, legyen ez m : E — E x E. Megmutatjuk, hogy E ~ A és
ez elég.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, vagyis E < A (A < E nem lehet, mert F C A).
Ekkor az allitds elStti (iii) pont szerint 1étezik ' C A\ E tgy, hogy E' ~ E.
Legyen F := EU E’. Mivel

FxF=(ExE)U(ExE)U(E xE)U(E' x E),

és mind a négy halmaz a jobb oldalon E x E-vel és gy E-vel és egyben E'-
vel azonos szémossagu, az &llitds el6tti (ii) pont értelmében létezik h : E' —
(Ex E)U(Ex E"YU(E' x E)U (FE’ x E') bijekcid. Az

m(z) haxe€E,

F — F xF, x»—){
h(z) hazeFE

fliggvény nyilvanvaléan F-ben van és m-nek valédi kiterjesztése, ami ellentmon-
dés. m

Megéllapithatjuk tehdt az el6z6 eredménytink specidlis eseteként, hogy R ~
R x R.

Ezek utan természetesen az is igaz, hogy

(i) véges sok kontinuum-szdmossagi halmaz Descartes-szorzata kontinuum-sza-
mossagu,

(ii) nemires véges vagy megszdmlalhaté halmaz és kontinuum-szémossdgu hal-
maz Descartes-szorzata kontinuum-szamossagu.

Kérjiik az olvasét, bizonyitsa be ezeket.

23.4. Allitds Kontinuum sok kontinuum-szémossagui halmaz egyesitése
kontinuum-szamossagu.

B1zoNYITAS Legyen (A, | © € R) olyan halmazrendszer, amelynek minden tagja
kontinuum-szamossigi. Ekkor minden z-re van egy b, : A, — R bijekcié. Ezekkel

RxR= )4, (2,9) = baly)
zER
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sziirjekcio, és ugyanigy érvelhetiink, mint a 22.3-ban. ®

Ezek utan természetesen az is igaz, hogy

(i) véges vagy megszamlalhat6 sok kontinuum-szdmossdgi halmaz egyesitése is
kontinuum-szamossagu,

(ii) kontinuum sok nemiires diszjunkt véges halmaz egyesitése kontinuum-szs-
mossagu.

Az olvaséra bizzuk ezek bebizonyitasat.

23.5. Feladatok

1. Mutassuk meg 22.4. alapjén, hogy [a, ] és ]a, b| azonos szdmossagu.

2. Bizonyitsuk be, hogy {(z,y) € R x R | 22 4+ 3? = 1} kontinuum-szdmossig.

3. Igazoljuk kozvetleniil (nem hivatkozva arra, hogy R x R kontinuum-szdmos-
sagi), hogy megszdmldlhaté sok kontinuum-szémossdgi halmaz egyesitése konti-
nuum-szémossdgi. (Ugyanis R megszamldlhaté sok intervallum egyesitése.)

4. Béarmely A végtelen halmazra A x N ~ A.

5. A késébbiek sordn pontosan meghatdrozzuk a [0, 1] intervallumban levd
valés szamok végtelen tizedestort alakban vald el6éllitasat, amelyet most mege-
16legeziink (kordbbi tanulmanyokbdl ismertnek vessziik). Két kiillonbozé végtelen
tizedestort pontosan akkor irja le ugyanazt a valdés szamot, ha véges sok szdmje-
gylk megegyezik, ezutan az egyikben egy nemnulla a szdmjegy majd csupa nulla
kovetkezik, a masikban a — 1 majd csupa kilences. Ennek segitségével mutassuk
meg, hogy

(1) megszamlalhaté sok megszdmldlhaté halmaz Descartes-szorzata kontinu-
um-szamossagt ((N)Y ~ R),
(ii) két kontinuum-szdmossagu halmaz Descartes-szorzata kontinuum-szdmos-
sagi (R x R ~ R),

(iii) a megszamlalhat6 kisebb szdmossdg a kontinuumnél (N < R),

(iv) megszdmlalhaté halmaz hatvdny-halmaza kontinuum-szdmosségi (P(N) ~
R).

(Utmutatas. (i) Sziirjekci6 az az (No)V¥ — [0,1] leképezés, amely (a, | n € N)-
hez azt a valds szamot rendeli, amelynek n-ik tizedesjegye a,. Injekcié az az
(No)¥ — [0,1] leképezés, amely (a, | n € N)-hez azt a valés szdmot rendeli,
amelynek 2n-ik tizedesjegye a,, a tobbi tizedesjegy nulla.

(ii) Adjuk meg az f1, f2 : [0,1] — [0, 1] leképezéseket gy, hogy fi(z) tizedes-
jegyei legyenek sorrendben az x paratlan helyiértékii tizedesjegyei, fo(z) tizedes-
jegyei legyenek sorrendben az x pdros helyiértékii tizedesjegyei. Ekkor (f1, fa2) :
[0,1] — [0,1] x [0, 1] sziirjekeid, és persze [0,1] x [0,1] — [0,1], (z,y) — = szintén
sziirjekcio.

(iii) Tegyiik fel, hogy s : N — [0, 1] sziirjekcid. Az a valds szdm, amelynek a
k-ik tizedesjegye 1 ha s(k) k-ik tizedesjegye nem 1, és 0, ha s(k) k-ik tizedesjegye
1, nincs benne s értékkészletében.

(iv) Legyen L azoknak a természetes szamoknak a halmaza, amelyek tizes szdm-
rendszerii eldallitdsaban a nulla nem szerepel. Vilagos, hogy L nem véges, tehat
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megszamlalhaté. Vegyiik az L nemiires H részhalmazat, rendezziik sorba az ele-
meit nagysag szerint. Rendeljiikk hozzd H-hoz a kovetkezd tizedestortet: a tize-
desvessz6 utan irjuk le H legkisebb elemének szamjegyeit, aztdn egy nullat, majd
H kovetkezo elemének a jegyeit, aztan ismét egy nulldt, majd a H kovetkezd ele-
mének a jegyeit, és igy tovabb; ha H véges, akkor az utolsd elemének jegyei utan
alljon csupa nulla. Az {ires halmazhoz rendeljiik a nulldt. Ezzel P(L) — [0, 1]
injekciét adtunk meg.

Jelolje z € [0,1] és n € N esetén «,(z) az xz-nek az n-ik szdmjegyét; ekkor
[0,1] = P(N x N), z — {(n,an(z)) | n € N} injekcid.)
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VI. A KOMBINATORIKA ELEMEI

A kombinatorika a véges halmazok elmélete. Az alapprobléma altaldban az,
hogy valami “furfangos” moédon koriilirt halmaz szamossdgat kell megkeresniink.
Nagyon sok és érdekes kérdés vethetd fel itt. Aki el akar mélyedni ebben a tu-
doményagban, boséges irodalom all a rendelkezésére. Mi csupan a kombinatorika
legelemibb, a matematika egyéb teriiletein is gyakran felbukkano feladattipusaival
foglalkozunk, mintegy bepillantasként. Azt is gyakoroljuk egyben, ami sokszor ne-
hézséget okoz: hogyan irjuk le a matematika nyelvén a szemléletesen, hétkoznapi-
an megfogalmazott feladatot. A feladattipusokat azonos “keretmese” segitségével
vezetjiik be, hogy jol lassuk a kiilonbséget és a hasonlésagot kozottiik.

24. Permutaciok

24.1. Tiz udvari bolondja van egy kiralynak, aki abban leli 6romét, hogy min-
den nap masik mékamester forog koriilotte. Hatarozzuk meg, tiz nap alatt hanyféle
sorrendben élvezheti az uralkodd az udvari bolondok miisorat!

A feladatot viszonylag konnyen atfogalmazhatjuk a metematika nyelvére. Adott
egy n pozitiv egész szam (itt n = 10), és egy n elemii halmaz, H. Tudjuk, a halmaz
elemeinek egy rendezése, vagyis egy rendezett n-es, az n-szeres Descartes-szorzat-
nak egy eleme. Azt keressiik tehat, hany olyan eleme van H"-nek, amelynek min-
den tagja kiilénb6z6. A Descartes-szorzat elemeit fiiggvényeknek is felfoghatjuk.
Eszerint olyan {1,...,n} — H fiiggvényekrdl van sz6, amelyek kiilonb6z8 helyen
kiilonbozé értéket vesznek vel, azaz injektivek; egyben sziirjektivek is, hiszen az
értékkészletiik is és H is n elemt.

Egyszeriibbé tessziik a gondolkodast, ha valamilyen sorrendben megszamozzuk
a H elemeit (példaul az udvari bolondokat névszor szerinti sorrendben), vagyis H
helyett az {1,...,n} halmazt vessziik.

Definicié Legyenn € N. Az {1,...,n}" azon elemeit, amelyek minden tag-
ja kiilonbézs, n elem permutacidinak vagy n-edrendii permutaciéknak
hjivjuk.

Mésképpen ugyanez: n elem permutécidi az {1,...,n} — {1,...,n} bijekcidk.
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Az n elem permutdciéinak halmazat Perm,, jeloli.

A tovédbbiakban akér egy rendezett szdm n-est, akdr egy bijekciét tekintiink
permutaciénak, mikor mi kényelmesebb.

A permutdciéknak (mint bijekcidknak) a kompozicidjat szokds a permutdci-
Ok szorzatanak nevezni, és jelolésben a kompozicio jelét elhagyni. Az identitas
permutaciét egységnek hivjuk és e-vel jeloljik. Szokjunk egy kicsit a permu-
tacidk kétféle felfogasdhoz, és adjuk meg az egységet mint rendezett n-est is; ez
(1,2,...,n).

24.2. Két elemnek két permutacidja van:
(1,2), (2,1).
Hérom elemnek hat permutacidja van:
(1,2,3) (2,3,1) (3,1,2),
(3,2,1) (2,1,3) (1,3,2).

Erdemes ezeket jobban szemiigyre venni, sokszor taldlkozunk velitk. Az elsé az
egység. Vele egy sorban a masik ketté ennek ugynevezett ciklikus permutacidja:
az els6 tagot leghdtra vissziik, a tobbit eléretoljuk; aztdn megismételjiik. A méso-
dik sorban az els6 az egység “forditottja”, majd ezt kovetik a ciklikus permutacioi.

Kérdés, n elemnek hény permutéciéja van? (Hany elemii Perm,,? Hanyfélekép-
pen lehet n elemet sorrendbe rakni?)

Egy p permutdcié megadédsdhoz az els6 helyre — azaz p(1) kivélasztdsdhoz — az
1,2,...,n szamok akarmelyikét vehetjiik, azaz n-féleképpen valaszthatunk. Meg-
adott p(1) mellett a masodik helyre — azaz p(2) kivélasztasdhoz — az {1,2,...,n}\
{p(1)} halmaz akdrmelyik elemét vehetjiik, azaz (n —1)-féleképpen vélaszthatunk.
Minden p(1) mellé akdrhogy vehetiink igy p(2)-t, vagyis az elsd két szdm megvéa-
lasztdsdra n(n — 1) lehetdségiink van. Ezutan p(3)-ra (n — 2)-féle, és {gy tovébb.
Végiil is n(n — 1)(n — 2)...1 = nl-féleképpen adhatunk meg permutacickat.

p
Allitds n elem permutdciéinak a szama n!

B1zoNYITAS Amit az el6bb elmondtunk, igaz, de bizonyitdsnak nem tokéletes,
mert csak mint természetes tényre hivatkoztunk arra, hogy a lehetoségek Ossze-
szorzddnak, holott ezt is igazolni kellene. Ezért most masik bizonyitdst adunk
teljes indukcidval.

(i) n = 1 esetén az §llitds nyilvanvalan igaz.

(ii) Tegyiik fel, hogy n-re igaz, és vegyiik az n + 1 elem permutéciéit. Egy
Perm, +1 — Perm,,, P > p sziirjekciot értelmeziink igy:

o) :{P(i) hai< P~l(n+1), Gt

P@i+1) hai>P Yn+1)
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Szemléletesen: az (n+1)-ed rendii P permutédciéhoz gy rendeliink egy n-ed rendii
permutdciét, hogy P értékeibél kiveszziik (n + 1)-et, és a mogotte levd szamokat
eldretoljuk eggyel. Példdul, ha P = (2,5,3,1,4), akkor p = (2,3,1,4).

Az vilagos, hogy ez a sziirjekcié minden n-ed rendii permutéciét pontosan n+ 1
darab (n+1)-ed rend{i permutéciéhoz rendeli hozza (egy n-ed rend{i permutéciéba
n + 1 helyre lehet (n + 1)-et “betoldani”: az elsd szdm elé, az els§ szdm utédn, a
mésodik szdm utdn, ... az n-ik szdm utédn). Az indukciés feltevés szerint Perm,,
szadmossdga n!, igy a 21.2. allitds szerint Perm,, 11 szdmossdga (n+1)n! = (n+1)!.

Tehat az &llitds igaz (n + 1)-re is, és ezzel befejeztiik a bizonyitdst.

24.3. Altalénosithatjuk egy kicsit az el6bbi bizonyitas gondolatat. Legyen
n > 2 és rogzitsink egy j és egy m szamot 1 és n kozott. Azok az n-ed rendi
permutécidk, amelyek a j helyen az m értéke veszik fel, (n — 1)! sokan vannak.
Ugyanis egy
{p € Perm,, | p(j) = m} — Perm,,_;

bijekcié 1étesitheto gy, hogy a fenti tipust n-ed rendi p permutaciénak megfelel-
tetett (n — 1)-ed rend{i permutécié a,, opo aj_l7 ahol

ha ¢ < j,
hai>j

a; {L....n}\{j} = {1,...,n—1}, iH{i_l

bijekcid, és természetesen hasonléan van értelmezve a,, is.
Altaldban azok az n-ed rend{i permutécidk, amelyek értéke k helyen van rog-
zitve, (n — k)! sokan vannak.

24.4. Minthogy a permutdcidk bijekcidk, ha p € Perm,, és i,k € {1,...,n},
i # k, akkor p(i) # p(k). Ha i # k, az &ltaldnossidg megszoritdsa nélkiil felte-
hetjiik, hogy i < k. Ekkor két esetet kiilonboztethetiink meg: p(i) < p(k) vagy

p(i) > p(k).

Definicié Minden p € Perm,, esetén legyen
E(p):={(,k)eNxN|1<i<k<mn, p()<pk)},

Ip) ={(i,k) eNxN|1<i<k<n, p()>pk)}
I(p) elemeit a p inverzidinak hivjuk. Jelélje tovdbbd s(p) az I(p) szamos-
sagat, azaz p inverzidinak a szamat.
A p permutdcié szignaturdja

signp := (—1)*®).

p pdros illetve paratlan, ha signp = 1 illetve signp = —1.
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Példdul a p := (3,5,1,6,4,2) permutécidra
E(p) ={(3,5), (3,6,), (3,4), (5,6), (1,6), (1,4), (1,2)},

I(p) = {(3a1)7 (3,2,), (5, l)a (572)v (6,4), (672)v (4a 2)}7

s(p) = 8, signp = 1.

A hérom elemenek a 24.2-ben felsorolt permutécidi kozil a felsé sorban levok
parosak, az alsé sorban levok paratlanok.

Nyilvanvalé, hogy barmely p permutéciéra

signp= [[ sign(p(k) —p(i)) = [] sien(p(k) - p(i)),
(i,k)€I(p) 1<i<k<n

ahol a szorzatokban sign a valds szamok el6jelét jelenti.
Tovabba barmely r permutaciéra

(i,k) € BE(r~') pontsan akkor, ha (r(i),r(k)) € E(r),

(i,k) € I(r~') pontsan akkor, ha (r(i),r(k)) € I(r).

E megjegyzések utan most mar bebizonyithatjuk a permutacidk szignaturajanak
egy fontos tulajdonsagat.

Allitas Legyen p,r € Perm,,. Ekkor

sign(pr) = (signp)(signr).

BI1ZONYITAS
sign(pr) = H sign(pr(k) —pr(i)) =
i<k
= ] [T sien(er(k) —pr(i)) =

(,k)EE(r—1) (i,k)€l(r—1)

= ]I I sien(er(k) —pr(i) =
(r(D).r (k) EE() (r(0), (k)€ (r)

= I siene®-pG) [ sien®()-p0)=

GDEB) GDETr)
=0 [ I siente® -pG)) =
GDEBE) GHEL(r)

= (—=1)*") T sign(p(k) — p(i)) = (signr)(signp).
(<l
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Ennek kovetkezménye, hogy két paros permutécié szorzata valamint két parat-
lan permutécié szorzata paros, egy paros és egy paratlan szorzata paratlan.

24.5. Definicié Egy n-ed rendi p permutdciét transzpoziciénak hivunk,
ha létezik i,k € {1,...,n}, i # k dgy, hogy p(k) =1, p(i) =k, és p(j) = j ha
jAi Ak

Szemléletesen: egy transzpozicié a legegyszer(ibb nemtrivialis permutacié-tipus:
két elemet felcserél, a tobbit helyben hagyja.

Példdul n = 6 esetén ex 5 = (1,5,3,4,2,6).

Jeldlje e; ,, az imént bevezetett transzpoziciét.

Nyilvénvald, hogy egy transzpoziciét kétszer egymads utdn végrehajtva (kompo-
nalva 6nmagéval) az egységet kapjuk: e; re; , = e.

1. Allitds Minden transzpozicié paratlan permutécio.

B1zoNYITAS Legyen i < k, és vegyiik az e; ;, transzpoziciét. Egyszerii meggondolds
vezet arra, hogy

Ieir) = {(i,4) i < j <k} H{G.R) i <5< kPG R}

A jobb oldalon szerepld elsé két halmaz azonos szdmossigi (mindkettének &k —
i — 1 eleme van), tehat s(e; ;) paratlan, azaz sign(e; ) = —1. ®

Nyilvanvald, hogy az egység szignaturaja 1, vagyis n > 2 esetén van paros és
paratlan permutécio is.

Mivel paros (paratlan) permutédciénak és paratlannak a szorzata pératlan (pé-
ros), egyszeril tény, hogy n > 2 esetén ugyanannyi paratlan permutdcié van, mint

n!

paros: 5

Barmilyen sorrendet elériink gy, hogy egymas melletti elemeket néhanyszor
felcseréliink; ezt mondja ki a kovetkezd allitas.

2. Allitds Minden permutécié transzpoziciék szorzata.

Természetesen egy permutéciét tobbféleképpen is eldallithatunk transzpozici-
Ok szorzataként. Minthogy a permutacié szignaturdja a megfelel¢ transzpozicidk
szignaturajanak a szorzata, paros permutdcié paros sok transzpozicié szorzata,
péaratlan permutacié paratlan soké.

24.6. A kirdly nem egyforman kedveli a bolondjait. Osztalyozza 6ket 1-t6l
5-ig, és ugy akarja beosztani a misorat, hogy mindegyik mulattatdja az osztaly-
zatanak megfelel6en tobbszor szerepeljen. Példaul az els6 és hetedik 1-est kapott,
a harmadik, negyedik és tizedik 2-est, a masodik és 6todik 3-ast, a nyolcadik és a
kilencedik 4-est, a hatodik 5-6st. Igy tehdt 2-1+3-24+2-3+2-4+1-5=27
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napos periédusban kell sorba rendezni a szérakoztaté embereket tigy, hogy az els6
és a hetedik egy-egy napot kapjon, a harmadik, negyedik és tizedik kettét-kettét,
stb. Kérdés, hanyféleképp lehet ezt megtenni?

Fogalmazzuk at a matematika nyelvére a feladatot.

Adva van egy n pozitiv egész szém (itt n = 10), és az 1,2,...,n szdmok mind-
egyikéhez egy ki, ko, ...k, pozitiv egész szam, és keressiik az 1,2,...,n szadmok
olyan elrendezéseit, amelyekben az 1 ki-szer szerepel, a 2 ks-szor, stb.

Definicié Legyen n € N és ky, ko, ....kn €N, k =k + ko + -+ k,. Az
{1,2,...,n}* azon elemeit, amelyek ky szdmii tagja 1, ke szami tagja 2, ...,
k, szamu tagja n, az n elem ki, ko,. .., k, tagd ismétléses permutaci-
ojanak vagy ki, ks, ..., k, tagd n-ed rendii ismétléses permutdaciénak
nevezziik.

Most is fogalmazhatunk mésképp, ha akarunk: egy ki, ko,...,k, tagi n-ed
rendll ismétléses permutécié olyan {1,2,...,k} — {1,2,...,n} szlirjekcié, amely-
re {i} 6sképe k; elemiti (i =1,...,n).

Szemléletetésképpen leirjuk 3 elemnek egy 2, 2,4, tagi ismétléses permutdcidjat:
(1,3,2,2,3,3,3,1).

Megjegyezzik, egyes konyvekben azt mondjak, hogy n fajtaju k darab elem
van adva, amelyekbol ki, ks, ..., k, azonos fajtaji, és ennek megfeleléen k elem
ismétléses permutdcidjardl beszélnek. Ez a fogalmazas azonban félrevezetd (mi az
azonos fajtaju, kilonbozo elem foalma?), ezért keriiljiik.

24.7. Allitds n elem ki, ko, ..., k, tagt ismétléses permutaciéinak a szdma
k!
kilko!. . K, !
B1zoNYITAS Vegyiik az n elemnek azt a k1, ks, ..., k, tagi permuticidjat, amely-

ben az elsé k; helyen 1 all, a kovetkezo ko helyen 2, stb. Példaul n = 3, k; = 2,
ko =2, ks =4 esetén (1,1,2,2,3,3,3,3).
Miés szdval vegyiik azt a hg : {1,2,...,k} = {1,2,...,n} sziirjekciét, amelyre

1 hal<i<Fk,

. 2 hak) <i<ki+ ko,
ho(i) =

n haki+ - -+k1<i<k+--+k,.

Ha P k-ad rendil permutéacié, akkor hg o P egy ki, ko, ..., k, tagi n-edrendil
ismétléses permutacié. Nem nehéz beldtni, hogy minden h ismétléses permutacié
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ilyen alakd; a h: {1,2,...,k} — {1,2,...,n} sziirjekcidhoz {gy definidlunk P-t:
megadunk

B 5 {1 ks

711({2}) Sk + 1,k + k)

stb. bijekcidkat tetszoleges mddon, azutan ezeket Gsszeillesztjiik. Vilagos, hogy az
gy megszerkesztett P-re h o P~ = hg, tehdt P — hg o P sziirjekcié.
A konstrukciébdl az is latszik, hogy P megvélasztdsa h-hoz kordntsem egy-

1 -1
értelm@. k;!-féleképpen definidlhaté h ({1})-en, ko!-féleképpen h ({2})-n, stb.
Osszesen kylko! . .. ky! olyan P van, amelyre hgo P = h. Ezért a 21.2. allitas értel-
mében a széban forgd ismétléses permuticidk szamat megszorozva kilko!. .. ky!-nel
megkapjuk a k-ad rendii permutdcidk szamat, azaz k!-t, és ezzel be is fejeztiik a
bizonyitést.

25. Variaciok, kombinacidk

25.1. Most a kirdly egy hetes idétartamra akarja osszedllitani miisorat gy,
hogy mindennap més udvari bolond szorakoztassa. Hanyféle valasztasi lehet&sége
van?

Adva van tehat egy n pozitiv egész szam (itt n = 10), és egy mésik pozitiv egész
szdm k, k < n (itt k = 7), és azt keressiik, az 1,2,...,n szdmok koziil hanyféle
sorrendben tudunk kivalasztani k darabot.

Definicié Legyen k,n € N, k <n. Az {1,2,...,n}* olyan elemeit, amelyek
minden tagja kiilonbézo, n elem k-ad osztalyd variacidinak hivjuk.

Mésként ugyanez: n elem k-ad osztalyd varidciéi az {1,2,...,k} — {1,2,...,n}
injekcidk.
L, . . n!
Allitas n elem k-ad osztalyi varidcidinak a szama W
n—k)!

B1zONYITAS Sziirjekciét létesitiink az n-ed rendii permutéciokrdl az n elem k-ad
osztalyu varidcidira ugy, hogy a (p(1),p(2),...,p(k),p(k+1),...,p(n)) permuté-
cidhoz hozzzérendeljiik a (p(1),p(2),...,p(k)) variaciét. Igy egy varidciét mindig
(n — k)! permutédciénak feleltetiink meg, ezért a 21.2. allitds miatt igaz a fenti
képlet. m

Megemlitjik, gondolkodhatunk gy, mint a permutaciok esetén: az elsé helyre
n vélasztdsi lehetéséglink van, a mdsodikra n — 1, stb., a k-ikra n — (kK — 1). Az
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n!
Osszes lehetOség ezek szorzata: n(n—1)...(n—k+1) = ORIk
n—k)!
25.2. A kirdly gondol egyet, megint mas elvek alapjan szandékozik megalkotni
a misorrendet. El6ir egy id6tartamot — egy hetet, egy hénapot —, de nem kivanja,
hogy mindig mas arcot lasson, akar az egész periddusban ugyanaz az egy mulattato

léphet fel. Hanyféle sorrendii lehetéség van igy?

Definicié Legyen k,n € N. Az {1,2,...,n}* elmeit n elem k-ad osztélyti
ismétléses variacidinak hivjuk.

Miésképpen ugyanez: n elem k-ad osztélyd ismétléses variacié az {1,2,...,k} —
{1,2,...,n} fiiggvények.

Allitas n elem k-ad osztalyt ismétléses varidcidinak a szama n*
B1zoNYITAS Ezt mér igazoltuk 21.3-ban. m

Itt is elmondjuk az eddigiekben tobbszor felmeriilt gondolatmenetet. Az elsé
helyre n valasztési lehetéséglink van, a méasodikra is n, minden helyre n-félekép-

pen vélaszthatunk. Minthogy Osszesen k hely van, a lehetOségek szama n-nek
onmagaval vett k-szoros szorzata.

25.3. A kiraly kegyes hangulatban van. Egy hétre kijelol hét udvari bolondot,
és rajuk bizza, hatarozzak meg 6k maguk a fellépésiik sorrendjét. Héanyféle va-
lasztasa adddik igy az uralkoddnak, amikor tehat csak az lényeges neki, hogy ki
szérakoztatja, mindegy milyen sorrendben.

Feladatunk hasonlit arra, ami az n elem k-ad osztalyi varidcidhoz vezetett, az-
zal a lényeges eltéréssel, hogy a sorrend nem szamit, csak az, melyek a kivélasztott
elemek.

Mivel a kivalasztott elemek sorrendje mindegy, rogzithetiink egy alkalmas sor-
rendet, hogy jol megfogalmazhassuk a feladatot; példaul azt, amelyben nagysag
szerint rendeziink. El6szor a kivalasztottak koziil a legkisebb sorszamiu jelenik
meg, utdna a kovetkez6 legkisebb sorszdmi, stb.

Definicié Legyen k,n € N, k < n. Az {1,2,...,n}* azon (hy,ha,..., hy)
elemeit, amelyekre 1 < hy < hy < ..., < hx < n, n elem k-ad osztalyu
kombindcidinak hivjuk.

Mésképpen ugyanez: n elem k-ad osztalyd kombindcidéi az {1,2,...,n} halmaz
k elemi részhalmazai.

4 7, 7/ . 7z L as z n
Allitas n elem k-ad osztdlyii kombindciéinak a szama ( k)

......

kombinéciot gy, hogy “elfeledkeziink” a sorrendrdl, vagyis a varidciéban szerep-
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16 szdmokat nagysdg szerint rakjuk sorba. Nyilvan k! varidciénak felel meg igy

ugyanaz a kombindcié. Tudjuk a szoban forgd varidciiék szamat, ezért a 21.2.
n!
allitas miatt a kombinaciok szama m, amit bizonyitani akartunk. m
(n —k)!
Miésképpen tehét arra az eredményre jutottunk, hogy egy n elemit halmaz k # 0
elemi részhalmazainak a szama (Z) Igaz ez azonban k = 0 esetére is. Ezért az

n
n elemfl halmaz Gsszes részhalmazdnak a széma . (}) = (1+1)" = 2" (lisd a
k=0
binomidlis tételt).

25.4. ij Otlete tamad a kirdlynak. Meghataroz egy idétartamot — egy hetet,
egy honapot —, kijelol bohdcokat, és meghatarozza, melyik hanyszor lépjen fel, de
a sorrenddel nem torodik, azt rajuk bizza. Hanyféle valasztéasi lehetdsége van igy?

Megint lényeges, hogy a sorrend nem szamit, tehat egy alkalmas sorrend rog-
zitésével tudjuk jél megfogalmazni a feladatot. Legyen ez a sorrend: elOszor a

kivalasztottak kozil a legkisebb sorszamu jelenik meg annyiszor, ahdnyszor az ki
van ra réva, aztan a kovetkez6 legkisebb sorszamu ahanyszor csak kell, stb.

Definicié Legyen k,n € N. Az {1,2,...,n}* azon (hy, ha,..., hs) elemeit,
amelyekre 1 < hy < hy <,..., < hx <n, n elem k-ad osztalyu ismétléses
kombinacioinak hivjuk.

Allitas n elem k-ad osztalyt ismétléses kombindciéinak a szama <n + : B 1) )
B1zONYITAS Vegylink egy ilyen (hq, ho, ..., hi) ismétléses kombindciét, és rendel-
juk hozzd (hy, ho+1, ..., hp+k—1)-t, amely nyilvdn az 1,2, ..., n+k—1 szdmokbdl
képezett olyan rendezett k-as, hogy 1 < hy < ho+1<--- <hg+k—1<n+k—1,
vagyis n+k—1 elem egy k-ad osztdlyd kombinécidja. Vildgos, hogy ez a megfelete-
tés kolesonosen egyértelmil, vagyis n elem k-ad osztalyu ismétléses kombinaciéinak
a szama ugyanannyi, mint n + k — 1 elem k-ad osztdlyd kombinaciéinak a szama.
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VIl. KOMPLEX SZAMOK

26. A komplex szdmok értelmezése

26.1. A természetes szamoktdl a valds szadmokig gy jutottunk, hogy az 6sz-
szeadds, a szorzds és a hatvdnyozés bizonyos inverzmiiveletének (kivonds, osztds,
gyOkvonds) értelmezhetésége céljabdl 1j és 1 szdmokat vezettiink be. A gydkvo-
nassal kapcsolatban azonban maradt egy kis kellemetlenség: negativ szamoknak
nincs valds négyzetgyoke. Egyszeri matematikai problémak — példaul masodfoka
egyenletek — sugalljak, hogy érdemes volna a szamfogalamat tovabb béviteni igy,
hogy negativ szamnak is legyen négyzetgyoke.

A valds szdmokat egy egyenes pontjaival szoktuk szemléltetni. Kijeloliink egy
egyenesen két pontot, az egyik a 0-nak, a masik az 1-nek felel meg. A két pont
tavolsagat sorozatosan egymadas utan rdamérve az egyenesre megkapjuk az egész
szamokat reprezentalé pontokat; ezutan szakaszdarabolassal megszerkeszthetjiik a
raciondlis szamok reprezentansait is. Az irraciondlis szamokat az egyenes tobbi
pontja képviseli. A valds szdmok teljességi tulajdonséga azt jelenti, ilyen meg-
jelenitésben a valds szamok teljesen kitoltik az egyeneset, azaz minden pontnak
megfelel egy és csak egy valés szdm. Ha tehdt tovabb akarjuk boviteni a szamfo-
galmat, ki kell 1épniink az egyenesbdl. Kézenfekvének latszik a gondolat, hogy a
stk pontjaival prébalkozzunk, pontosabban R x R-rel, hiszen ezt reprezentalhatjuk
a sik pontjaival.

A bévités alapelve az, hogy

(i) értelmeziink R%-n egy Osszeadast és egy szorzdst, amelyekre teljesiilnek a
14.1-ben felsorolt A1-A4, M1-M4 és AM tulajdonsagok, azaz amelyek testmiivele-
tek;

(ii) a valés szamokat bedgyazzuk az 1j szamok korébe, azaz legyen egy R — R?
Osszeadds- és szorzastarté injekcio.

Fogjuk fel R%-t mint {1,2} — R fiiggvények Osszességét. Ezekre mér értelmez-
tik az Gsszeaddst és a szorzdst a pontonkénti miiveletekkel (lasd 18.1.):

(1, 22) + (y1,y2) = (1 + Y1, T2 + Y2),
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(5E1,$2)(y1792) = (xlyl,xzyz).

Felkérjiik az olvasot, jarjon utdna, hogy ezek a miiveletek az Gsszes kivant tu-
lajdonsdggal renedelkeznek, kivéve M4-et.

Miért nem igaz M4? Az osszeadds nulla-eleme (0,0), a szorzis egység-eleme
(1,1). (1,0) # (0,0), azonban minden (z1,x2) esetén (1,0)(z1,x2) = (21,0) #
(1,1), azaz a nemnulla (1, 0)-nak nincs multiplikativ inverze.

26.2. El kell bicsiznunk a pontonkénti szorzastdl, ha testmiiveleteket akarunk.
De lehet-e egyaltalan ilyen szorzést definidlni R?-n? A vélasz igneld.

Allitas Az
R*xR* = R, (z,9) + (u,v) = (z + u,y +v),

R? x R? = R?  (z,9)(u,v) = (zu — yv, v + yu)

Osszeadads és szorzas tesmiiveleteket alkotnak, azaz teljesiil rajuk, hogy
A1) (z,y) + (u,v) = (u,v) + (z,y),
((z,9) + (u,0)) + (a,0) = (z,9) + ((u,v) + (a, b)),

Ml) (x,y)(u,v) = (u,v)(m,y),

M2) ((amy)(u,v) (a=b) = (m,y)((u U)(a>b))7
M3) (1,0)(z,y) = (z,y),

M4) ha (x,y) # (0,0), akkor

L -y
’ 5 o 51 o . o | ™ 170
@) (s s ) = (10

AM) ((z,y) + (u,v))(a,b) = (z,y)(a,b) + (u,v)(a, D).

Tovabba R — R?, z — (z,0) dsszeadds- és szorzastarté injekcid.

A bizonyitds egyszerii szdmolds csupdn; mindazonaltal ajanljuk az olvasénak,
ellendrizze ezeket az egyenloségeket.

26.3. Az el6bbi miiveletekkel Uj szamokat vezettiink be, amelyeket komplex
szadmoknak neveziink. A komplex szamok sszességét a C szimbélummal jeldljik.

Mi a kiilonbség R? és C kozott? RZ-n, mint minden valés értékii fiiggvény-
halmazon értelmezett a pontonkénti 6sszeadds és szorzds. Ha R2-n més, az fmént
értelmezett szorzast vezetjiik be (az Osszeadds marad a pontonkénti), akkor jutunk
C-hez. Tehat C alaphalmaza R?, azonban més szorzassal van ellatva. R? és C a
miiveleteikben (pontosabban csak a szorzdsukban) kiilonboznek egyméstol.
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Megjegyezziik, hogy C-n nem adhaté meg olyan ldncszerti rendezés, amely az
osszeadashoz és a szorzéshoz ugyanigy viszonyulna, mint a valés szamok rendezé-
se, azaz teljesiilne a 14.1-ben leirt OA és és OM tulajdonsag.

A komplex szdmok bevezetésével a valds szamok halmazanak bévitéséhez jutot-
tunk, hiszen a valds szamokat miivelettartéan bedgyazhatjuk a komplex szamok
kozé, vagyis R-et azonosithatjuk a C egy részhalmaziaval, amit a szokdsunknak
megfeleléen R = C, z = (z,0) formdban fejezhetiink ki.

Igen egyszeriivé valnak a jelolések, ha bevezetjiik az

i = (0,1)
képzetes (imagindrius) egységet. Ekkor ugyanis
(@,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (0,1)(y,0) = = + iy.

Természetesen ez az azonositas — csakigy, mint a tobbi a szamfogalom bovi-
tése soran — mar annyira megszokott, hogy egyszerii tartalmazast és egyenlGséget
irunk:

R cCC, (z,y) =z + 1.

A komplex szamok szorzasdnak definicidja alapjan igen konnyen szdrmaztat-
hatjuk a kovetkez6 fontos egyenléséget:

i? = —1.

Ez segit nekiink abban, hogy ne kelljen észben tartani a szorzas kissé kortilményes
formulajat; elég, ha tudjuk a fenti egyenl6séget, valamint a szorzas kommutativ,
asszociativ tulajdonsagat és a disztributivitast. Ime:

(z +iy)(u + ) = zu + iyu + xiv + iyiv = zu — yo + i(zv + yu).
Egyébként az Osszeadds is egyszerl ebben a formaban:
(2 + iy) + (u+iv) = (@ +u) +i(y +v).

Jegyezziik meg tehit, hogy minden komplex szdm egyértelmiien felirhaté x + iy
alakban, ahol x és y valés szamok.

Definici6 Az z + iy komplex szamnak, ahol x és y valds, a valés (red-
lis) része x, képzetes (imagindrius) része y. Jeldlésben Re(x + iy) = z,
Im(z + iy) = y.

Véssiik észbe, hogy egy komplex szadm képzetes része is valds szam!
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A Re:C — R ésIm: C — R fiiggvények, amelyek egy komplex szdmhoz a
valés illetve a képzetes részét rendelik, tulajdonképpen az R x R — R természetes
projekcidk.

Két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha a valds részeik is egyen-
16k, a képzetes részeik is egyenldk. Egy komplex szam pontosan akkor valés, ha
a képzetes része nulla; egy olyan komplex szamot, amelynek a valés része nulla,
képzetesnek hivunk.

Természetesen egy komplex szamot jelolhetiink egyetlen betiivel is, nemcsak
x + iy alakban. Ha z € C, akkor z = Rez +ilmz. Ha z és w komplex szam, akkor
z 4+ dw is komplex szam, azonban ennek altaldban z és w nem a valds illetve a
képzetes része. Vigyazzunk ezért az x + iy alakkal; mindig meg kell mondanunk,

ha arrdl van sz, hogy x és y valds.
26.4. A komplex szamokat a sik pontjaival abrazoljuk a szokdsos médon. Cél-

szerll egy nyillal szemléltetni a pontot, ahogy a 21. abra mutatja.

Y

21. abra
Ilyen abrazolasban két komplex szam Osszegét a parallelogramma-szaballyal
szerkeszthetjitk meg (22. dbra)

w+ z

22. abra
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Az dbrazolasnak megfeleléen szokds a valds szamok Osszességére a valds egye-
nes vagy a valés tengely néven hivatkozni, hasonlé érelmii a képzetes egyenes
vagy a képzetes tengely. A pozitiv (negativ) képzetes részii komplex szamok
Osszességére a fels6 (alsd) félsik elnevezés hasznélatos.

A komplex szédmok abszolutértéke szemléletesen az ket reprezentald nyilak
hossza.

Definicio A
C— Ry, 2+ |z :=/(Rez)? + (Imz)?
fiiggvényt abszolitértéknek nevezziik.

Ha tehdt z,y € R, akkor |z + iy| = /22 + 3.
Ez az abszolutérték-fiiggvény a valds szamok abszolutérték-fiiggvényének a ki-
terjesztése.

Allitds Minden z és w komplex szdmra

() |2 + w| < |z[ + |w],
(if) [zw| = [2||w].

BizoNYiTAs (i) Legyen z = = + 1y, w = u + v, ahol x,y,u,v € R. Ekkor

|z +w|® = (x+u)? + (y+0v)? =22 +u?® +y? + 0 + 2zu + 2yv,

2
(1l + w)? = (VoZ+32 + Vid +02) " = a2 P02+ o2),

Azt kell tehat csak megmutatnunk, hogy

zu+yo < /@ + 202 +02),

ami igaz, ha a bal oldal negativ vagy nulla; ha pedig pozitiv, akkor négyzetreeme-
léssel azt a bizonyitandé Osszefiiggést kapjuk, hogy

2zuyv < x2v? +y?u?  azaz 0 < (v + yu)?,

ami nyilvanvaldan igaz.

(ii) Megmutathatjuk ezt az egyenléséget kozvetleniil a komplex szdmok szorzdsi
szabdlya alapjan — ajanljuk az olvasonak, tegye is meg gyakorlasképpen —, azonban
jobban jarunk, ha elhalasztjuk a bizonyitdst a kovetkez6 pontig, ahol olyan for-
mula birtokaba jutunk, amellyel hasonlithatatlanul egyszeriibben kaphatjuk meg
a kivant eredményt.
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26.5. Definicié A
C—C, zm2":=Rez—1ilmz
lelképezést komplex konjugalasnak nevezziik.

Ha tehat z,y € R, akkor (x +iy)* = © — iy.

z

5

Z
23. 4bra

A szemléltetd abrankon egy komplex szam konjugdltja a valds egyenesre vald
tikrozottje.

Megjegyezziik, hogy sok matematikakonyvben a komplex konjugélast méasképp
jelolik, tobbnyire feliillhuizassal. Fizikai alkalmazasokban azonban az itt hasznalt
jelolés terjedt el.

Allitas Legyen z,w € C. Ekkor

() (z+w)* = 2z* + w*,

(ii) (zw)* = z*w*,

(i) (=*)° = 2,

(iv) [2*] = |z],

(v) |2 = 2"z,
L1 z*

(vi) PR (z#0),

(Vii)Rez:Z_;Z ) Imz = — .

27

E formulédk igazoldsa mindossze rutin-szamoldsokat igényel. Mint egyszerii ko-
vetkezményeket kiilon feljegyezziik, hogy
1 .
1T = - = —1.
i
Végil a komplex konjugélas segitéségvel konnyedén bebizonyithatjuk az el6z6
allitds (ii) pontjat:

lzw|? = (2w)* (2w) = 2*w* 2w = 2* 2w w = |2)*|wl|?.
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26.6. Feladatok
1. Adjuk meg a kovetkez6 komplex szamok valds és képzetes részét:

1 1 1 4+ 51

- = 3+ 3i)2.
572 2t Ty G130

2. Mi az (x + iy)? valés és képzetes része, ha z,y € R?
3. Szamitsuk ki a kévetkez6 komplex szamok abszolitértékét:

1471 1—1 1
NN S Th

4. Igazoljuk, hogy minden z komplex szamra
(i) z akkor és csak akkor valds, ha z = z*,
(i) [Rez| < ||, [Tmz] < |2],

(iii) Re(iz) = —Imz, Im(iz) = Rez.

5. Barmely z és w komplex szdmra Re(z + w) = Rez + Rew, Im(z + w) =
Imz + Imw.

6. Mit tudunk mondani a z és w komplex szdmrdl, ha Re(zw) = (Rez)(Rew)
teljesil? Es ha Im(zw) = (Imz)(Imw)?

7. Mutassuk meg, hogy a lexikografikus rendezés C-n (azaz w < z pontosan
akkor, ha Rew < Rez vagy Rew = Rez esetén Imw < Imz) a valés szdmokon ér-
telmezett rendezés kiterjesztése, lancszerd, azonban nem teljesiti azt, hogy w < z
és 0 < u esetén uw < uz.

8. Minden olyan a valés szamokra igaz allitas, amely csak a testmiiveletek tu-
lajdonségaira épiil, igaz marad a komplex szamokra is. Bizonyitsuk be specidlisan,
hogy érvényes a binomidlis tétel: ha z és w komplex szamok, n € N, akkor

(z4+w)" = z“: (Z) 2Rk,

k=0

27. Gyokvonds

27.1. Van olyan komplex szam, amelynek a négyzete negativ valés szam: i% =

(—i)? = —1. Koénnyfi ellenérizni — kérjiik az olvasét tegye meg —, hogy nincs is
mas komplex szam, amelynek a négyzete —1. Viszont minden x valds szamra
(iz)? = —z?, tehdt minden negativ valés szam valamely komplex (kozelebbrdl:

képzetes) szam négyzete. A komplex szdmokkal megoldédott a negativ szdmok-
bdl valé gyokvonds problémaéaja. Persze a komplex szadmok ennél sokkal tobbet is
tudnak, amint azt meglatjuk ebben a fejezetben.
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27.2. MegellOlegezziik a szogek valamint a szinusz,- koszinusz- és arkuszfiiggvé-
nyek ismeretét. Ezek birtokaban ugyanis a komplex szamokat az eddigiektél eltérd
modon, a szorzas és a hatvanyozas szempontjabol jobban kezelheté formaban ad-
hatjuk meg.

A szinusz- és koszinusz-fiiggvény szemléletes értelmezését illetéen a kozépiskolai
tanulmanyokra utalunk. A cos fliggvény injektiv a [0, 7] intervallumon; ennnek az
injektiv fiiggvénynek az inverze az arccos (arkusz-koszinusz), amely a [—1,1] in-
tervallumon van értelmezve. Ha tehdt = € [—1, 1], akkor arccosz az a valds szdm
(“sz0g”) 0 és 7 kozott, amelynek a koszinusza x.

Egy nem nulla komplex szam argumentuman szemléletesen a komplex szamot
reprezentdlé nyilnak a valds egyenessel bezart “forgdsszogét” értjik; pozitivnak
szamitjuk, ha a szdm a fels6 félsikban van, negativnak, ha az alséban.

argz

argw

24. dbra

A pontos meghatdrozas a kovetkezo.
Definicié Az

Rez

arg : C\ {0} =] —m, 7], 2z~ sign(Imz) arccos P

fiiggvényt argumentumnak hivjuk.

Jegyezziik meg, hogy a negativ valds szamok argumentumat “feliilr6l” szdmit-
juk, azaz pozitiv és éppen 7 (emlékezziink, hogy definiciénk szerint sign0 = 1).
Mivel Rez = |z| cos(argz), Imz = |z|sin(argz), igazak a kovetkezdk.

Allitds (i) AC\ {0} = R*x] —m, 7], =z (|z],argz)
leképezés bijekcio.
(i) Rf xR —C, (r,¢)+ (rcosep,rsingp)
sziirjeckid, amelyen lesziikitése RT x| — w, 7]-re az el6bbi bijekcié inverze.
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Vezessiik be az
e :=cos p +isin g

jelolést. Az el8bbiek szerint tehat minden komplex szam el8éllithaté re’® tigyne-
vezett trigonometrikus alakban; ha r # 0 (a komplex szdm nem nulla), akkor
az el6allitas egyértelmii a ¢ €] — 7, 7] kikotéssel.

Ugy is szoktuk mondani, hogy az re’? komplex szdm argumentuma ¢ modu-
16 27, jelben p|mod2m, ami azt jelenti, hogy arg(re'¥) = ¢ — 2kw, ahol k az az
egyértelmiien meghatérozott egész szam, amellyel ¢ — 2kw €] — 7, 7].

27.3. Mivel a koszinusz paros fliggvény, a szinusz pedig paratlan, tovabba
cos? +sin? = 1, megallapitjuk, hogy minden ¢ € R esetén

e =1,

L= () =

Tovabbé a szogfiiggvények addicids tételei, azaz
cos(¢ + 1) = cos ¢ cosy — sin g sin,

sin(p + 1) = sin ¢ cos + cos  siny
alapjan
P et? — iletd) (¢, 1) € R).
Ez a formula indokolja pillanatnyilag, miért vélasztottuk a hatvanyformat a jelo-
lésben: szorzaskor a hatvanyozas azonossagait koveti.

Most mar csak Ossze kell tenniink az eddigi eredményeinket, hogy a nevezetes
Moivre-formulat szérmaztassuk:

(Tew) (Sew) = (TS)Gi(W’w) (r,s € RT,p,9 €R).

Ez azt mondja, hogy két komplex szam szorzatdnak az abszolutértéke az abszo-
lutértékek szorzata (ezt mar tudtuk eddig is), és ha a szdmok nem nulldk, akkor a
szorzat argumentuma az argumentumok Osszege modulé 2.

zZw

o+

25. 4bra
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27.4. Az egységnyi abszolutértékii komplex szamok fontos szerepet jatszanak
sok alkalmazasban, ezért kiilon jelolést vezetiink be az Gsszességiikre:

St:i={zeC||z| =1}

Szemléletesen S! a nulla koriili egységsugari korfv (26. dbra).
7

1 1
-1
26. abra
Ha h € S!, akkor a C — C, z + hz leképezés a komplex szdmoknak a h
argumentumdval vald elforgatdsa, hiszen |hz| = |z| és arg(hz) = argh + argz.

Specidlisan z +— iz a g—vel (90°-kal) val6 forgatas (27. dbra)

27. abra

27.5. Legyen n € N és keressiik azokat a komplex szamokat, amelyek n-ik
hatvanya 1.
Az ilyen komplex szdmok a S! elemei, azaz e’¥ alakiak. A Moivre-formuldbdl
az adddik, hogy (e¥)" = ™% = 1 = €°, vagyis np|mod2r = 0; més széval np a
k2
27 egész szamu tobbszorose: ¢ = —W, ahol k € Z. Azonban minden k-ra it
n n

(k+n)2m k2 (k+m)2rm
n n

|mod2, viszont ha 0 < m < n, akkor — # |mod2r. Ezért
n
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csak n darab kiilonbozé k ad kiillonb6z6 komplex szamot; valasszuk a 0,1,...,n—1
szamokat.

Definicié Legyenn € N, k € {0,1,...,n — 1}. Ekkor

2k
€k =€ n

a k-ad rendii n-ik egységgyok.

A mondottak szerint €, 1 # €n,j, ha k # 7, és ha z olyan komplex szdm, amelyre
2™ =1, akkor van olyan £, hogy z = €, .

A k-ad rendd n-ik egységgydk olyan egységnyi abszolutértékl komplex szdm,
amelyet sajat argumentumaval n-szer elforgatva — esetleg tobbszoros kérbeforgas
utdn — az 1-be juttatunk. Szemléletesen ezek az egységgyokok annak az n oldald
szabalyos sokszognek a csicsai, amelynek az egyik csucsa 1.

13

2

€32 — )
3.2 41=1

N A
/

€3,0=1 €42=-1 €40=1

A

1414 ¢ €43=—1
€3,1= 27 V3 4,3 1

28. dbra

27.6. Definicié Egy » komplex szam n-ik gyokeinek hivjuk azokat a
komplex szamokat, amelyeknek az n-ik hatvanya z.

A||ftés Legyenn € N. Minden nemnulla komplex szamnak pontosan n darab
n-ik gyoke van; kozelebbrdl, re¥ n-ik gycdkei

Q/?je%’en,k (k=0,1,...,n—1).

B1zoNYITAS Egyszerii tény, hogy a fenti szdmok re*® kiilonbozé n-ik gyokei. Ha
viszont w™ = z és w = se'™¥, akkor s" = r és n1) = p|mod2r, azaz N — k21 =
valamely k € Z esetén; ezek pedig épp azt mondjék, hogy z minden n-ik gyoke a
fenti alaki. m

Szemléletesen z-nek az n-ik gyokei az ’{/M sugard koriven annak az n oldald
szabalyos sokszognek a csiucsai, amelynek egyik csicsa a z argumentumaéanak n-ed
része irdnyaban van. A 29. dbra egy komplex szdm harmadik gyokeit mutatja.
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29. dbra

27.7. Feladatok
1. Adjuk meg a kovetkezo komplex szamok trigonometrikus alakjat:

i, -1, ,1+id, VB4, 1-iV3.
2. Arézoljuk a kovetkezé komplex szamokat:
(1—i)(\/§+i), i(1+1), i(1+i\/§).

3. Széamitsuk ki az 1. feladatban szereplo komplex szdmok 2., 3. és 4. gyokeit.

28. Polinomok

28.1. Legyen X adott halmaz; az X — C fligvények korében hasonléképpen
értelmeziink miiveleteket, mint az X — R fiiggvények korében (14sd a 17. és 18.
fejezetet).

Ha g, f : X — C, akkor

g+ f: Domg N Domf — C, x> g(z) + f(z),
gf : Domg N Domf — C, z— g(x)f(x),
f":=Domf — C, x— f(z)",
%:{xEDornf|f(x);«r50}—>(C7 xHﬁ,

|f|: Domf — R, x = |f(z)]
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Ezeken kiviil itt még elobukkkan a fliggvények valds és képzetes része valamint
komplex konjugaltja:

Ref : Domf — R, x — Re(f(z)),
Imf : Domf — R, r = Im(f(x)),
f*:Domf — R, x> f(x)*

Természetesen itt a fiiggvények nagysag szerinti 0sszehasonlitdsanak és alsé il-
letve fels6 burkoléjanak nincs értelme.

28.2. Kiilonosen fontosak itt is a hatvanyfiiggvények: id¢ : C — C, z — 2"
(neN)ésid2:C—C, zw 1.

Definicié Egy p : C — C fiiggvényt komplex polinomnak hivunk ha
létezik N € Ny és (ag,ay,...ayn) € CVN*! tgy, hogy

N
p= Z apidg.
n=0

A p polinom foka — jelben degp — az a minimalis N amellyel a fenti alakban
eléallithato.
Az ag,aq,...,ay komplex szamok a polinom egyiitthataoi.

Nyilvanvald, hogy ha degp = N, akkor ay # 0.
Minthogy a tovabbiakban igen sokszor szerepel idc, az egyszertiség kedvéért
csak id-et irunk helyette.

, N
Allitds Ha " c,id® =0, akkor co =c¢; = -+~ = cy = 0.

n=0

B1zONYITAS A fenti plinom mindeniitt a nulla értéket veszi fel, specidlisan a 0-

, N N

ban is, amibdl ¢g = 0. Igy > ¢,id" =id . ¢,id"!; ez csak tigy lehet azonosan
n=0 n=1

nulla, ha a jobb oldalon az id mellett all6 6sszeg azonosan nulla, amibol, mint az

elébb az kovetkezik, hogy ¢; = 0. Hasonldan folytatva megkapjuk, hogy minden
egyitthaté nulla. m
Ez egyben azt is jelenti, hogy a polinomok egyiitthatéi egyértelmiien meg van-
N N

nak hatérozva. Ha ugyanis > a,id® = > b,id", akkor dtrendezve egy oldalra, a
n=0 n=0

Cn = an —b, (n=0,1,..., N) definiciéval alkalmazhatjuk az el6bbi eredménytin-

ket.

28.3. Vil4gos, hogy polinomok 0ssege és szorzata is polinom. Ha p és g polinom,
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akkor

deg(p+q) = maX{degp, degq} ha degp # degg,
deg(p + ¢) <degp ha degp = deggq,
deg(pg) =degp + degg.

28.4. Allitds Legyen p és ¢ polinom, degg < degp. Ekkor létezik r és s
polinom gy, hogy
(i) degr = degp — degg,
(ii) degs < degg,
és
p=rq+s.

BizoNYITAS Elég beldtni azt, hogy van olyan r; és s; polinom, hogy degr; =
degp — degg, degs; < degp és p = r1q + s1. Ugyanis, ha ez igaz, és degs; > deggq,
akkor p helyett si-re alkalmazva ezt az Gsszefligést azt kapjuk, hogy s1 = roq + so,
ahol degry = degs; — degg < degp — degq = degr; és degsy < degsy. Ebbdl
p = (r1 + r2)q + s2, és ekként tovabblépegetve eljutunk a kivant formahoz.
N M
Ha N := degp, M := degq és p = > a,id™, ¢ = >_ b,id", akkor az r :=
n=1 n=1
Z—NidN ~M ¢s az 51 := p — r1q polinomok teljesitik a kirétt feltételeket (emlékez-
M
zlink, hogy sem ay sem by nem nulla).

28.5. Legyen A € C. Ekkor id — A els6foku polinom, igy barmely nem nulladfo-
ki p polinom esetén az elébbiek szerint p = r(id — A) + s, ahol s nullad foku, azaz
konstans. Ha p(\) = 0, akkor 0 = p(A\) = (A — \) + s, azaz s = 0.

Azt mondhatjuk tehét: ha p # 0, akkor p(A) = 0 egyenértékii azzal, hogy 1étezik
r polinom, degr = (degp) — 1 és p = (id — A)r.

Definicié A \ komplex szam a p polinom gyéke, ha p(\) = 0.

A nulla polinomnak minden komplex szdm a gyoke. Nemnulla konstans poli-
nomnak nincs gyoke.

Allitds Ha p polinom, degp # 0, akkor véges sok gyoke van, és a gyokeinek
szama kisebb vagy egyenlé mint p foka.

B1zoNYITAS A polinomok foka szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.
(i) Ha degp = 1, akkor p = a1id + ag, ahol a; # 0. Ennek pontosan egy gyoke

ag ‘ R . . e 4
van, —, tehét els6fokd polinomra igaz az allités.
ay
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(ii) Tegylik fel, hogy igaz az allitds N-ed fokd polinomra, és legyen p (N +1)-ed
foku polinom. Legyen X a p gyoke. Ekkor az eléz6ek szerint p = (id — A)r, ahol r
N-ed foku polinom, amelynek legfeljebb N darab gydke van az indukciés feltevés
alapjan. Ebbdl a formulabdl latjuk hogy p gyokeinek a halmaza az r gyokeibdl és
A-bdl &ll (amely lehet is, nem is az r gyoke), tehdt a p-nek legfeljebb N + 1 darab
gyoke van.

28.6. Az eléz8 eredményiink csak azt mondja, legfeljebb hany gyoke lehet egy
polinomnak, de hogy van-e egyaltaln gyoke, azt még nem tudjuk. A kdvetke-
z6 allitast az algebra alaptételének hivjak; csak késobbi tanulményaink soran
bizonyitjuk be.

A||ftés Minden nem-nulladfoki polinomnak van gydke.

28.7. Az algebra alaptétele — nem hidba hivjak igy — jelent6s kovetkezmények-
kel jar. Az els6, minden tébbinek az alapja, a polinomok elséfoku tényezékre vald
bontésa.

Legyen p N-ed foki polinom, N # 0, és A1, Ao, ..., Ay a p Osszes kiillénbozé gyo-
ke. Mér tudjuk, hogy M < N, és a 28.5. elején modottak alapjan p = (id — A\)rq;
viszont Ao # A1, ezért Ao az ri gyoke, igy m1 = (id — Ag)ra. Tovabb folytat-
va végill is azt kapjuk, hogy p = (id — A1)(id — A2) ... (id — Aps)r, ahol r poli-
nom, degr = N — M. Ha M = N, készen vagyunk. Ha M < N akkor az r
nem-nulladfokd polinomnak is van gycke, és nyilvanvald, hogy minden gydke a
p-nek is gyoke. Létezik tehdt egy K < N — M (az r gyokeinek a szdma) és egy
1:{1,...,K} = {1,..., M} fuggvény tgy, hogy r gydkei A;, Aiy, ..., \i,. Alkal-
mazva r-re ugyanazt az eljarast, mint az el6bb p-re, kapunk egy ¢ polinomot gy,
hogy r = (id — \;, ) (id — A\;,) ... (id — A\; . )g. Ha K = N — M, akkor célhoz értiink;
ha K < N — M, akkor g-nak is van gyoke, és gyokei szintén a p gyokei koziil kertil-
nek ki; ¢g-ra is alkalmazhatjuk az eddig eljérést, és {gy tovabb, véges sok (legfeljebb
N) lépésben célhoz ériink, azaz p-t eléallitjuk mint elséfoku polinomoknak és egy
konstansnak a szorzatat. Bebizonyitottuk tehat a kovetkezot.

A”I’tés Legyen N € N és p N-ed foki polinom. Ekkor egyértelmiien létezik
(i) egy M € N, M < N (a gyokok szama),

(ii) A1, Ag, ..., Ay egymdstdl kiilonbozé komplex szamok (a polinom gyo-
kei),

(iii) my,ma, ..., mp pozitiv egész szamok (a gy6kék multiplicitdsa),

(iv) egy a # 0 komplex szdm (a legmagasabb indexii egyiitthatd)

ugy, hogy

::]:

(id — Ap)™
k=1
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Zardjelben leirtuk az allitdsban szereplé mennyiségek jelentését; igy megjelent
a multiplicitds sz6 is, amelyet maga az allitas értelmez: a p polinom A gyokének
a multiplicitasa az a pozitiv egész szam, ahanyszor id — A\ szorzétényezoként
megjelneik a polinom ugynevezett gyoktényez6s alakjiban.

Az egyszeres, kétszeres stb. gyok elnevezés azt jelenti, hogy a széban forgd
gyok multiplicitasa egy, ketto stb.

28.8. Definicié Egy komplex polinomot valésnak neveziink, ha minden
egylitthatdja valds.

Valés polinom valds szdmhoz valdés szamot rendel. Ezért sokszor valés polino-
N

moknak csak a valds szdmokra valé lesziikitését tekintik, azaz > apid} alakba
n=0
irjak oket, ahol aq,...,an valds szadmok.

Allitas (i) Ha X\ ¢ R egy valés polinom gydke, akkor \* is gydke,
(ii) valés polinom elédllithaté legfeljebb mésodfoku valds polinomok szor-
zataként.

BizonvyiTAs (i) Ha p valds polinom, akkor minden z komplex szdmra p(z)* =
p(z").

(ii) Ha a polinom minden gydke valds, akkor az eléz6 pontnak megfelel6 gyokté-
nyez6s alakban csupa valds els6éfoku polinom szerepel. Ha a polinomnak van nem
valés A\ gyoOke, akkor \* is a gyOke, és a gyOktényezos alakban

(id — A)(id — A*) = id? — (A + A*)id + A\* = id? — 2(Ref)id + | A2

szerepel, amely méasodfoku valds polinom.
28.9. Gyakran van dolgunk polinomok hédnyadosaval. Ha p és g polinom, g # 0,
akkor P csak véges sok helyen, épp a q gyokeiben nincs értelmezve. A 28.3. allitas

szerint, ha p nem alacsonyabb fokd, mint ¢, akkor

Py
q q

ahol s mar a ¢g-nal alacsonyabb fok.

Itt jegyezziik meg, hogy a polinomok gyoktényezés felbontésa parhuzamba hoz-
haté a pozitiv egész szamok primtényezos felbontdsaval, a polinomok hédnyadosa
pedig a pozitiv egész szdmok hanyadosaval; a fenti jeloléssel r a P “egész része”,

q
s pedig az osztds “maradéka”. Polinomok olyan hanyadosa, amelyben a szamla-

16 alacsonyabb fokd, mint a nevezd, “valédi tort”. Most az ilyen valddi torteket
vizsgaljuk meg.
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Allitds Legyen s és q polinom, degs < degq. Ha q minden gyike egyszeres,
a gyokok A, Ao, ..., Ay, akkor vannak olyan egyértelmiien meghatarozott
c1,Co,...,cp komplex szamok, hogy

S M C
&an::lidf)\n'

(Ezt a formulét parcidlis tortekre bontésnak nevezziik.)
BizZONYITAS Van olyan 0 # a € C, hogy q = a H (id — Ax). Ha a bizonyitandd
egyenléséget g-val beszorozzuk, akkor azt kapJuk hogy

S*aZCnHId ) (*)

n=1
k;ﬁn

(egy kis “szépitéssel”, mert itt mindeniitt definidlt fiiggvények szerepelnek, ott
pedig a A1,..., Ay pontokban nem definialt fiiggvények).

Vegyiik mindkét oldal értékét a A; helyen. A jobb oldalon a szorzat minden
n-re nulla, kivéve, ha n = i. Tehdt

M
sO) =ac; [[v =) (i=1,...,M), (s5)
k=1
ki
amibdl ¢; egyszerii atosztdssal meghatarozhato, hiszen nemnulla szorzé6 all mellet-
te.

Tehdt a (xx) formuldkbdl egyértelmiien meghatérozott ¢y, ..., cp komplex sza-
mokkal teljesiil a (%) egyenl6ség, amely viszont maga utdn vonja a bizonyitandé
egyenléséget. W

Létjuk, miért fontos, hogy g gyokei egyszeresek legyenek: egyébként (xx)-ben
volna olyan ¢;, amely mellett nulla dllna szorzéként, és ha s(\;) # 0, akkor a
feladat megoldhatatlan.

Kissé bonyolultabb parcidlis tortekre bontas lehetséges akkor is, ha a nevezo
gyOkei nem egyszeresek. Ekkor azonban a parcialis tortek nevezéi nemcsak el-
s6fokd polinomok. Ha példaul a nevezd A gyokének a multiplicitasa m, akkor a
parcialis tortek kozott az

ai as Am

W (¥ B Y PR (% VI

tag szerepel.
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28.10. Feladatok

1. Polinom-e egy polinom komplex konjugaltja?

2. A p polinom gyokeinek halmazat egyesitve a g polinom gyokeinek halmazaval
megkapjuk pg gyokeinek halmazat.

3. Mik a gyokei a kévetkezd polinomoknak?

(i) id? — 5id + 6, (ii) id® + (2 — 34)id — 64,

(iii) id® +id + 1,  (iv) id® — 3id + 2.
id® — 2id + 3
2id2 4+ id + 1
harmadfokd polinomnak és egy valédi tortnek az Gsszegét.

5. Bontsuk parcidlis tortekre a kovetkezo valodi torteket:

L1 . 3id? — 2id — 44

Vigrr Wi _se—a+s

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy komplex polinom minden valds szamhoz valds
szdmot rendel, akkor a polinom valés. (Ha p ilyen, akkor (p — p*)(z) = 0 minden
valés z-re; érveljiink ezutdn gy, mint az egyiitthaték egyértelmiiségénél.)

7. Mutassuk meg, hogy ha p N-ed fokd polinom, akkor barmely a komplex
szdmra C — C, 2z — p(z — a) is N-ed fokd polinom. Hatdrozzuk meg ennek az
egyiitthatdit a p egytitthatéibdl a binomialis tétel segitségével. Hogyan kapjuk
meg ennek gyokeit a p gyokeibol?

4. Végezziik el az osztast, azaz irjuk fel ezt a hanyadost mint egy




