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|. xv TOPOLOGIAJANAK ALAPJAI

1. x» strukturdja

1.1. Alig van olyan teriilete a matematika alkalmazasainak, amelyben a valds
vagy komplex szamok meg ne jelennének. SOt igen sokszor nem is csak szamok,
hanem rendezett szdm N-esek jatszanak fontos szerepet (példdul az alkalmazs-
sokban: kiilonféle mennyiségek adott médon elrendezett adatai). A valds illetve
komplex szamok halmazat R illetve C jeloli. Azért, hogy a valds illetve komplex
szamokkal kapcsolatos problémakrdl egységesen tudjunk beszélni, bevezetjiik a K
szimbolumot, amely akar R-et, akar C-t jelenti.

Tudjuk, hogy adott a C—C, x+—x* komplex konjugalés, és z€C pontosan akkor
valés, ha z*=x. Ezért értelmezziik a

¥ ha K=C,
K—K, z—z*:=

T ha K=R
konjugdldst. Hasonl6an, x€C pontosan akkor valds, ha Re(x)=z, illetve Im(x)=0,
ezért értelmezziik a (x) formuldhoz hasonlé médon a Re:K—R és ImK—R leké-
pezéseket.

A kényv els6 részében KV szerkezetét és a KV -nel kapcsolatos fiiggvények tu-
lajdonsagait targyaljuk, ahol N nem nulla természetes szam. Matolcsi Tamas
Analizis I. (Halmazok, szdmok) cimii jegyzetének jeloléseit fogjuk haszndlni. T6b-
bek kozott, mivel KV az “alaphalmaz”, csak ennek elemeivel és részhalmazaival
foglalkozunk, hasznéljuk a komplementer-halmaz fogalmat és jelolését:

H® :=KM\H (HCKM).
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1.2. Definicié Ha z=(z1,72,...,7N) és y=(y1,%2,---,yn) a KV elemei és
a€K, akkor

4y = (x1+y1, 22 Y2, ..., TNTYN)
ar = (e, axs, ..., aTN).

KV xKN KV, (x,y)—z+y,

KxKN KV, (o, z)—ax

miiveleteket Gsszeaddsnak, illetve szammal (skaldrral) szorzdsnak ne-
vezzik.

Legyen

és z€KN esetén

Allitds A fent definiglt 6sszeaddssal és szémmal szorzassal K vektortér a
K test felett, azaz teljesiilnek a kévetkezs tulajdonsdgok: minden x,y, z€KY
és a, PEK esetén

(A1) x+y=y+uz,
(A2) (z4y)+z=a+(y+2),

(A3) z+0=z,
(A4) z+(—z)=0,
(P) la=zx,

(MP) (af)z=a(px),
(AP) (a+p)r=ax+f,
(PA) a(z+y)=az+ay.

Az allitast kozvetlenill az itt szereplé miiveletek definicidja alapjan is bebizo-
nyithatjuk, vagy utalhatunk arra a linearis algebrabdl jol ismert tényre, hogy ha V'
vektorkér K felett és X #() halmaz, akkor a VX halmaz a pontonkénti miiveletekkel
vektortér K felett.

Az Osszeadds és a szammal szorzés ilyen tulajdonsagai miatt KV elemeit a ko-
vetkez6kben vektoroknak is fogjuk nevezni.

Emlékeztetiink arra, hogy a nem nulla x és y vektorokat egyméssal parhu-
zamosnak nevezzilk, ha van olyan 0 # a€K, amellyel y=az. A nulla vektort
minden vektorral parhuzamosnak tekintjiik.
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1.3. (i) Hasonléan, mint valds szdmok esetén, bevezetjiik a halmazok kozotti
komplexus mfiveleteket. Ha F, GCKYN és ACK, akkor

F+G :={z+y | z€F,yeG}, F-G:={z—y | z€F,yeG},

AG = {ay | acA,yeG},

Ha 2€K" és acK , akkor
z+G = {z}+G,

aG = {a}G, Az = A{zx}.
F+G az FxG halmaz képe az 6sszeadas altal, AF pedig az AxF képe a szam-

mal szorzas altal. Vegyiik észre tovabba, hogy ha F' és A nem tiresek, akkor

F+G = | (240G), AG = | (aG).

zeF acA

(ii) Sokszor hasznédljuk az egyenes és a szakasz fogalmat, amelyeket a kovetkezd
modon értelmeziink.
Legyen z€K”Y , 0£veK" . Ekkor

z+Rv := {z+av | aeR}

az x ponton athaladé, v irdnyu egyenes.
Ha z,ycKY és 2#y , akkor 2+R(y — x) az = és y pontokon athaladé egyenes,
tovabbd

[.%', y] = x+[0ﬂ 1](3/ - m)
az x és y végpontu szakasz.

1.4. Definicié Az 2=(x1,22,...,2N) és az y=(y1,¥2, ..., yn) KV -beli vek-
torok skalaris szorzata, vagy réviden skalarszorzata:

N
(@,y) ==Y wiy €K
k=1

Minden nehézség nélkiil, a definicié kozvetlen kovetkezményeiként belathatjuk
a skalaris szorzat alapvet6 tulajdonsagait.
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Allitas A KNxKN =K, (z,y)—(z,y) leképezésre teljesiilnek az aldbbiak:
minden x,y, 26K és o, BEK esetén

(S1) (z,z)eR], tovdbba (v, 2)=0 pontosan akkor, ha x=0,

(S2) (y,x)=(z,y)",

(SA) (,y+2)=(z,y)+(z, 2),

(SP) (z,ay)=a(z,y).

Megjegyzés (i) (SA) és (SP) egyiitt azt jelentik, hogy az (x,y)—(z,y) le-
képezés a mésodik véltozéjdban linedris. Ezért az is igaz, hogy (x,0)=0 minden
€KY esetén

(il) Az (x,y)—{x,y) leképezés az els§ véltozdjdban konjugdlt linedris, azaz

(SAY) (x--y, 2)=(z, 2)+ 3y, 2),

(SP’) (ax,y)=a"(z,y).

Mindkét formula az (SA), (SP) és (S2) kozvetlen kovetkezménye, az olvasé
konnyen belathatja akarmelyiket. Példaul:

(az,y)=(y, az)"=(aly, 2))"=a" (y, z) =" (z,y).
Megjegyezziik, hogy K=R esetén ez azt jelenti, hogy a skaldris szorzds az els6
véltozéjaban is linearis.
Ertelmezziik két halmaz skaldris szorzatat is a szokdsos moédon, mint a hal-

mazok Descartes-szorzatdnak a skaldris szorzat altali képét: ha F és G a KV
részhalmazai, akkor

(F,G) :={{(z,y) |z € F,y € G}.

1.5. A||ftés (Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség) Minden x, ycK” esetén

(@, )| < V{z,7) (Y, ),

és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha x és y parhuzamosak.

BizoNYITAS Legyen z := (x,z)y—(z,y)z. Ekkor az 1.4 4llitds és az utdna 1év§
megjegyzés szerint

0§<Z72> = <.1‘,.’L'>2<y,y> - <x,x><x,y>*<$,y>=(w,x) ((:c,a:)<y,y> - |<‘T7y>|2)
és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha z=0.

Ha 2=0, akkor (x,2)=0 és (z,y)=0, igy a kivint egyenl6tlenség nyilvinvaléan
teljesiil. Ha x7#0, akkor (S1) szerint (z,z)>0 , igy

(z,2) (y,y) — [z, y)[> > 0
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mely dtrendezés és négyzetgyokvonas utan a kivant egyenlGtlenséget adja.

Vildgos tovabba, hogy ha y és = parhuzamosak és a€K olyan, hogy y=az,
akkor |(z,y)|=|a| [{x, z)|=|a| |z|*=|z| |y|. Forditva, ha a Cauchy-Schwarz egyen-
16tlenségben egyenldség &ll fenn, akkor z=0, amibol kovetkezik, hogy y és x par-
huzamosak.

1.6. Definiciéd Az v=(x1,22,...,25)EKY vektor euklidészi normdja
vagy réviden normdja (mds néven hossza vagy abszolit értéke):

Allitds A KNSR, x| leképezésre teljesiilnek az alibbiak: minden
z,y€KY és acK esetén

(N) |z|=0 pontosan akkor, ha x=0,
(NP) |az|=|a] ||,
(NA) |z+y|<[z|+]yl

BizonyiTAs (N) ekvivalens (S1)-gyel, (NP) pedig a definicié kozvetlen kovetkez-
ménye.

A komplex szamok valds, illetve képzetes része kisebb vagy egyenld, mint az
abszolut értékiik, ezért és a Cauchy—-Schwarz-egyenlétlenség szerint pedig

Re((z,y)) < [Re({(z,y))| < [(z,y)| <[] |yl
kovetkezésképpen
|z+yl* = (z+y, a+y) = 2P+ ly*+ (2, v)+,y)" = [2]*+|y[*+2Re((z,y)) <
< |z[P+yP+2lz] |yl = (J2|+|y])?,

ebbdl pedig négyzetgyokvondssal adédik (NA).
Megjegyzés Az (NA) tulajdonsigot hdromszog-egyenlétlenségnek nevez-
zik.
A haromszog-egyenlétlenséghél kovetkezik, hogy minden z, y€KY esetén
2] =yl | < [e—yl,
ugyanis (NA) szerint
|z = [(z—y) + y| < lz—y[ + [yl,
lyl = [(y—2) + 2| < |y—=| + |2/,
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és (NP) szerint |y—z|=|z—y] , igy
—lz—y| < lz[=ly| < Jz—yl.
Egy maésik fontos sszefiiggés a parallelogramma-egyenl8ség (egy paralle-
logramma §tléinak négyzetosszege egyenld az oldalak négyetosszegével): a skaldr-

szorzat tulajdonsigaibél azonnal adédik, hogy minden z, ye K" esetén

2+ y? + |z — y|* = 2Jz]> + 2|y >

1.7. Definicid Az z=(z1,22,...,2x) és az y=(y1,v2,...,yn) KV-beli
vektorok euklidészi tavolsaga vagy roviden tavolsaga:

d(x,y) := |lz—y| =

N
> lek—yel.
k=1

A KN xKN —>Rar leképezést euklidészi metrikanak vagy roviden met-
rikanak, illetve tavolsagfiiggvénynek nevezziik.

A”I'tés A d:KNXKN—ﬂRg metrikara teljesiilnek az alabbiak: a KN minden
x,y, 2z elemére

(M1) d(x,y)=0 pontosan akkor, ha x=y ,

M2) d(y, z)=d(z,y),
M3) d(z,y)<d(z,z)+d(z,y).

BizonyiTAs (M1) kovetkezik (IN)-bsl, (M2) pedig (NP)-bél az « : = — 1 esetére,
hiszen y—x= — (z—vy).

Mivel x—z = (z—y) + (y—=z), (NA) felhasznaldsdval kapjuk (M3)-at.

Megjegyezés (M3)-at is haromsz6g-egyenlStlenségnek hivjuk.

A metrika hdrom felsorolt alaptulajdonsdga az, amit a “fizikai teriinkben” meg-
szokott tavolsdg-fogalmunkban természetesnek vesziink:

e kiilonb6z6 pontok kézott a tavolsag nem nulla, és egy pont 6nmagatdl és csak
onmagatol nulla tavolsidgra van,

e egy pont ugyanolyan messze van egy masiktél, mint a masik az egyiktol,

e egy haromszog barmely oldaldnak hossza nem nagyobb a masik két oldal
hosszanak 0sszegénél.

1.8. Nem csak két pontnak, hanem egy pontnak és egy halmaznak, illetve
két halmaznak a tavolsagat is értelmezhetjiik, de ez, ellentétben a halmazok Gsz-
szegével, skalaris szorzataval, stb. nem a “komplexus-tavolsag” lesz, azaz nem a
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két halmaz Descartes-szorzatanak a képe a tavolsagfiiggvény altal, hanem annak
infimuma, tehat egyetlen valds szdm.

Definicié A KV nemiires F és G részhalmazanak tavolsdga
d(F,G) :=inf{d(z,y) | z€F,yeG};
az r elem és a nemiires G részhalmaz tavolsaga

d(z,G) :=d({z},G) = inf{d(z,y) | yeG};

Ha H a K" akdrmilyen részhalmaza, akkor

d(0,H) := 0.

Vildgos, hogy ha x€@G, akkor d(z,G)=0 , és ha FNG#D, akkor d(F,G)=0.
Azonban egy pontnak és egy halmaznak a tdavolsaga akkor is lehet nulla, ha a pont
nincs benne a halmazban, és diszjunkt halmazok tavolsaga is lehet nulla. Példaul

d(1,[0,1)=0  és  d([1,2],]0,1[)=0.

1.9. Definicid A KV egy H nem iires részhalmazinak dtméréje
diam(H) := sup{d(z,y) | z,y€H} € R{ U {c0}
H korlatos, ha diam(H)< + co. Az iires halmazt nulla dtmérdjiinek és
igy korlatosnak tekintjiik.

Nyilvdnvald, hogy ha FCG, akkor diam(F)<diam(G). Ezért korlatos halmaz
részhalmaza korlatos.

Emlékeztetiink arra, hogy a valds szamok részhalmazaira mar bevezettiik a kor-
latossag fogalmat. Megmutatjuk, hogy rajuk az itteni és a korabbi definici6 egybe-
esik, s6t KV-beli halmazok korlatossiga is szorosan kapcsolédik R-beli halmazok
korlatossagahoz.

Allités A H CKY halmaz pontosan akkor korldtos, ha a
|H| :={|z| | z€H} CR

halmaz korlatos R-ben a korabbi definicio szerint.



14 I. KY TOPOLOGIAJANAK ALAPJAI

B1zoNYITAS Minden z,y€H esetén
d(z,y) < d(x,0) +d(0,y) = [z] + [y| < 2sup|H]|,

kovetkezésképpen diam(H)<2sup |H|. Ha tehat a jobb oldalon &ll6 szuprémum
véges — azaz |H| korldtos a kordbban bevezetett értelemben —, akkor a halmaz
korlatos.
Legyen most H korlatos és x( tetszbleges, rogzitett elem H-bdl. Ekkor minden
r€H esetén
|x| < d(z,z0) + d(zo,0) < diam(H) + |zo|,

kovetkezésképpen
sup |H| < diam(H) + |zo| < +00. B

A halmaz atméréje valamiképp azt jellemzi, milyen “terjedelmes” a halmaz.
Persze vigyaznunk kell egy kicsit, mert az atméro sz6 — amelyet korrel kapcesolat-
ban szoktunk meg — félrevezetd lehet. Ugyanazon atmérdvel rendelkezé halmazok
koziil az egyik lehet “testes”, a méasik “vézna”’, a harmadik “lyukas”; ajanljuk az
olvasonak, példaként dbrazolja maganak az

{(x,y)ERQ ‘ $2+y2§1}, [_1’1]X{O}CR2’ {(_170)’(170)}

halmazokat.

1.10. Feladatok

1. Mi a hossza a C3-beli (1,4, 1+i) vektornak? Milyen tavol van ez a pont az
(1—i,2,3i) ponttél? Mi e vektorok skaldris szorzata?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha 2€K" és minden ycK" esetén (y,z)=0, akkor (és
csak akkor) z=0. (Utmutatas: y lehet egyenld z-szel.)

3. Mi a kovetkez& pontok és halmazok téavolsdga?

(i) (0,0)€R? és {(x,1/z | v€RS }CR2,

(ii) (1,2)€R? és {(z,y)eR? | 2%+y* < 1}CR?,

(iii) (i,4)€C? és {(x+i,z—i) | reER}CC? .

4. Adjuk meg a kovetkez$ halmazok tavolsagat!

(i) {(z,0) | z€R} és {(z,1/z) | zeRT}CR2,
(i) {(w,2%+2) | 2€R} és {(r,y)eR? | a?+y2<1} |
(iii) {(z,y)€C? | |z|*+|y|*<1} és {(x+i,x —i) | veR}CC? .
5. Mi az

{(z,y,2)eR? | 22 +2y°+32%=1}

halmaz atmérdje?

6. Mutassuk meg hogy a HCKY nem iires halmazra diam(H)=0 pontosan
akkor, ha H egy elemi.

7. Ha F és G a KV részhalmazai és F N G nem iires, akkor

(i) diam(FUG) < diam(F)+diam(G),
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(ii) diam(FNG) < min{diam(F'), diam(G)} .
8. Az el6z6 feladat alapjan lassuk be, hogy
(i) korldtos halmaz komplementere nem korlatos,
(ii) véges halmaz korldtos.
9. Barmely 0£HCKY, zeK" és acK esetén
diam(z+H) = diam(H), diam(aH) = |a|diam(H).
10. Ha F és G a KV nemiires részhalmazai és 0#ACK , akkor
diam(F+G) < diam(F) + diam(G),

diam(AG) < sup |A|diam(G) + diam(A) sup |G]|.

2. Nyilt halmazok és zart halmazok

2.1. Definicid zeK¥ és r>0 esetén a

G,(z) = {yGKN | d(y, z)<r},
B, (x) = {yeK" | d(y, x)<r},
S (x) := {yeK™ | d(y, z)=r}

halmazokat rendre x kézépponti, r sugard (euklidészi) nyilt gémbnek,
zart gombnek, illetve gobmbhéjnak nevezziik.

Igen egyszeri belatni a kovetkezd fontos tényeket:
Allitas Minden 0 #+ o € K esetén

aG(0) = G|4)-(0),
tovabba minden x€KY esetén

Gr(z) = 2+G(0),

” B, (z)CG4(x) (0<r<s).
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Gyakran azt mondjuk, hogy G, (x) az z koriili r sugartd nyilt gomb. Ha nem
akarjuk megnevezni a sugarat, csak x koriili nyilt gdmbrol beszéliink és G(x)-et
irunk. Az z koriili nyilt gomboket az x gdmbkornyezeteinek is nevezziik.

2.2. 1. Definicié A TCKY halmaz nyilt (zdrt) tégla,

(i) KN=R esetén: ha T nyilt (zart) intervallum,
(ii) KN=C esetén: ha léteznek Ty és Ty nyilt (zart) intervallumok R-ben
ugy, hogy T=T1+iT>,

N
(iii) altaldban: ha T := [] Ty, ahol Ty nyilt (zart) tégla K-ban minden
k=1
k=1,2,..., N esetén.

2. Definicid ¢€K és r>0 esetén legyen

[l ha =R,
T = { IRe(&)—r, Re(§)+r{+illm(&)—r, Im(§)+r[  ha K=C.

Ekkor x=(x1, 22, ... ,2n)EKY és r>0 esetén

N
x) = H T-(xy)
k=1

az x kézépponti, 2r oldali nyilt kocka K" -ben.

Jegyezziik meg, hogy y€T,.(x) pontosan akkor, ha minden k=1,2,... , N esetén

[Re(yr—zx)|<r és  |[Im(yp—z1)|<r

2.3. Allitas Minden K~ -beli nyilt gémb tartalmaz ugyanolyan kozéppontii
nyilt kockat, és forditva.

BizoNYITAS Minden z, yeK” esetén

N
Z IRe(yr—k)|*4|Im(yp —21 )| )
k=1

Ebbdl a formuldbdl kozvetleniil lathatd, hogy

Ts(x) C Gr(x) C T (),
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ahol o

VN

§ =

T
V2N
2.4. Vezessiik be a

P:= { Q )

Q+iQ

jelolést.
Allitas Minden z€K" és r>0 esetén

G, (2)NPN £ 0,

ha K=R,

ha K=C.

ha K=R,
ha K=C

T, (z)NPN £ ().

B1zoNYITAS Az 4llitds kockdra vonatkozo része egyszerti kovetkezménye annak az
ismert ténynek, hogy minden R-beli nyilt intervallum tartalmaz racionalis szamot.
Ebbol az el6z6 allitas szerint kovetkezik a gdmbre vonatkozoé rész.

Megjegyzés A PN halmaz azokbdl a rendezett szam N-esekbdl 4ll, amelyeknek
minden koordinétédja (illetve koordindtdjanak valés és képzetes része) raciondlis.
PN megszamlalhat6, mivel véges sok megszamlalhaté halmaz Descartes-szorza-
ta. A késSbbiekben nagy jelentSsége lesz annak a ténynek, hogy K¥-ben létezik
megszamlalhaté halmaz, melynek minden nyilt gombbel valé metszete nem iires.

2.5. Definicié Legyen HCKY. Az zcKY
(1) belsé pontja H-nak, ha létezik r>0 tgy, hogy G.(x)CH,
(2) érintkezési pontja H-nak, ha minden r>0 esetén G, (x)NH#D,
(3) torléddsi pontja H-nak, ha minden r>0 esetén (G, (x)\{z})NH#0,
(4) hatdarpontja H-nak, ha x érintkezési pontja H-nak is, H ®_nek is,
(5) izoldlt pontja H-nak, ha létezik r>0 tgy, hogy G.(x)NH={x}.

A definiciébol azonnal adddik, hogy

(i) Ha z bels6 pontja vagy izolalt pontja H-nak, akkor z€H.

(ii) Ha z€H, akkor z érintkezési pontja H-nak.
(iii)  akkor és csak akkor hatarpontja H-nak, ha hatdrpontja H®-nek.
(

iv) Minden x€K" esetén az aldbbi harom feltétel koziil pontosan egy teljesiil:

(a) = bels6 pontja H-nak,
(b) z belsd pontja H®-nek,
(¢) « hatérpontja H-nak.

(v) €KY akkor és csak akkor érintkezési pontja H-nak, ha az aldbbi feltételek

koziil pontosan egy teljesiil:
(a) x torlédasi pontja H-nak,
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(b) z izoldlt pontja H-nak.

Allitas Haz a H torlédasi pontja, akkor minden r>0 esetén a (G, (z)\{z})NH
halmaz végtelen.

BizoNyYITAS Indirekt médon okoskodunk. Tegyiik fel, hogy létezik r>0 gy, hogy
a (Gp(x)\{z})NH =: Z halmaz véges. Ekkor

p:=min{d(y,z) |y € Z} > 0,
és
(Gp(2)\{z})NH=0,
ez pedig ellentmond annak, hogy x torlédési pontja H-nak.

Kovetkezmény KV véges részhalmazanak nincs torlédési pontja, és igy min-
den pontja izolalt pont.

2.6. Konny( beldtni, hogy az R-beli ]a, b] illetve [a,b] intervallumok
(1) bels6 pontjainak halmaza: ]a, b],

(2) érintkezési és torl6ddsi pontjainak halmaza: [a, b],

(3) hatdrpontjainak halmaza: {a,b},

(4) izolalt pontjainak halmaza: 0.

2.7. A||ftés Legyen H nem iires, feliilr6l korlatos részhalmaza R-nek. Ekkor
sup H hatarpontja H-nak.

B1zoNYITAS Legyen >0 tetszdleges. A szuprémum ismert tulajdonsiga alapjan
| sup H—¢,sup H[NH#(].
sup H fels6 korlatja a H halmaznak, ezért
|sup H, sup H+e[NH = 0.
Mivel G (sup H)=]sup H—¢,sup H+¢[, a fenti Osszefiiggéseket {gy is irhatjuk:
G.(sup H)\NH#0D, G.(sup H)NH*#0,

kovetkezésképpen sup H érintkezési pontja H-nak is és H ®_nek is, igy hatarpontja
H-nak. m

Természetesen ebbdl az is adodik, hogy ha H nem tires, alulrdl korlatos rész-
halmaza R-nek, akkor inf H hatdrpontja H-nak.

2.8. Definicié A KV egy részhalmaza

(1) nyilt, ha minden pontja belsé pont,

(2) zdrt, ha tartalmazza minden érintkezési pontjét, vagy ami ezzel egyen-
értékii, ha tartalmazza minden torlédasi pontjat.
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Megjegyzések (i) Az eddig haszndlt nyilt és zdrt jelzék a gombokkel és tég-
lakkal kapcsolatban megfelelnek az itteni definiciénak.
e A nyilt gdmbdk nyilt halmazok K¥-ben: ha yeG,.(z), akkor r—d(y, z)>0, és

Gr—d(y,m) (y)CGr ({L‘)

a haromszog-egyenlOtlenség alapjan.
o A zirt gombok zart halmazok KV-ben. Ugyanis, ha y érintkezési pontja
B,.(z)-nek, akkor minden £>0 esetén létezik 2.€G.(y)NB,(x). Mivel

d(l’,y) < d(xazs) + d(zsay) < r+te,

és e tetszlleges, az is igaz, hogy d(x,y)<r, tehat yeB,(z).

e A tégldkra vonatkozéan a 2.15.17. feladatra utalunk.

(ii) A valds szdmok nem korldtos intervallumaira is a nyilt és zart jelz6k meg-
felelnek az itteni definiciénak, amint azt egyszeriien ellenérizhetjik: a€R esetén

e Ja, 00 és | — 00, a[ nyilt halmaz,

e [a,00[ és | — 00, a] nyilt halmaz.

(iii) Olyan halmaz, melynek nincs torlddési pontja, zdrt. A 2.5. &llitds ko-
vetkezménye szerint a véges halmazok — specidlisan az egyelemi halmazok is —
zartak.

(iv) A valds szdmok egy feliilrél korldtos, zart részhalmaza tartalmazza szupré-
mumat az elézé allitas szerint. Mas szdval, ilyen halmaznak van maximuma.

(v) A kovetkez6kben sokat beszéliink nyilt halmazokrdl és zért halmazokrdl.
Ne higgyiik azonban, hogy egy halmaz feltétleniil nyilt vagy zart. Példdul [0, 1] se
nem nyilt, se nem zart.

(v) Egy pont kérnyezetének hivunk minden a pontot tartalmazé nyilt hal-
mazt. Egy nyilt halmaz tehdt minden pontjanak kornyezete.

2.9. 1. A”I’tés HCKY esetén x€KY pontosan akkor
(1) belsé pontja H-nak, ha nem érintkezési pontja H°-nek,
(2) érintkezési pontja H-nak, ha nem belsé pontja H ®_nek.

BizoNYITAS (1) Mindkét feltétel ekvivalens azzal, hogy létezik olyan r>0, amellyel
G,(x)CH azaz G,(z)NH°=0.
(2) Ez egyenértékii az elézével, H és H® szerepét felcserélve.

2. Allitss (1) H pontosan akkor nyilt, ha H® zrt.
(2) H pontosan akkor zart, ha H ® nyilt.
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B1zoNYITAS (1) Tegyiik fel, hogy H nyilt, és legyen  érintkezési pontja H®-nek;
ekkor x nem belsé pontja H-nak, ezét x nem eleme H-nak, azaz = eleme H ®_nek;
kovetkezésképpen H b yart.

Tegytik fel, hogy H 6 zart, és legyen x€H; ekkor x nem eleme H é’—nek, igy x
nem érintkezési pontja H é’—nek, tehat = belsé pontja H-nak; kovetkezésképpen H
nyilt.

(2) Bz egyenértékii az elézével, H és H® szerepét felcserélve.

2.10. 1. Allitas
(1) 0 és KN nyiltak.
(2) Nyilt halmazok tetsz6leges, nem iires rendszerének unidja nyilt.
(3) Nyilt halmazok véges, nem tires rendszerének metszete nyilt.

BizonvyiTAs (1) KV nyilvanvaléan nyflt. Az iires halmaz is nyilt, mivel nincs
olyan eleme (egyaltaldn nincs eleme), mely nem belsé pont.
(2) Legyen (A;);cr nyilt halmazok rendszere.
Ha ze€ |J A;, akkor 1étezik i€l, amelyre x€A;. A; nyilt, igy létezik r>0 dgy,
icl
hogy G, (x)CA;. Nyilvianvald, hogy

CUAi,

icl
kovetkezésképpen x belsd pontja a | J A; halmaznak.
il
(3) Legyen (A;)1<i<n nyilt halmazok rendszere.
n

Ha z€ () A;, akkor minden i=1,2,... ,n esetén x€A;, tehat 1étezik r; > 0 tgy,
i=1

hogy G, (z)CA;.
Az r = min{r; | 1<i<n} szdm pozitiv, és

kovetkezésképpen x bels6 pontja a ﬂ A; halmaznak. m

Ebbdl és az el6zd allitasbol a de- Morgan azonossagok segitségével kapjuk:

2. Allitas
(1) 0 és KN zartak.
(2) Zdrt halmazok tetszdleges, nem iires rendszerének metszete zdrt.
(3) Zért halmazok véges, nem iires rendszerének unidja zart.
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Megjegyzés Nyilt halmazok tetszéleges rendszerének metszete nem feltétleniil
nyilt, zart halmazok tetszéleges rendszerének unidja nem feltétleniil zart. Példaul
R-ben

()1-1/n,1/n[={0}  és J 0, 1-1/n] = [0,1].

neN neN

2.11. Allitds KV minden nem iires nyilt részhalmaza el64ll megszamlalhaté
sok nyilt gobmb unidjaként.

BizoNYiTAS Hasznaljuk a 2.4-ben bevezetett P jelolést. Mivel PV megszdmlalha-
té, a
G :={G.(x) | zeP",rcQ"}

nyilt gombokbol allé halmazrendszer is megszamlélhato.
Legyen ACKY nyilt részhalmaz. Nyilvanvals, hogy |J{G € G | G C A} CA;
megmutatjuk, hogy az ellenkez6 tartalmazas is teljesiil, azaz egyenléség &ll fenn.
Ha y€A, akkor y belsé pontja A-nak, ezért van olyan r€Q™, hogy G, (y)CA.
A 2.4. allitasbdl kovetkezik, hogy létezik xo€G, j2(y)NPY. Tehdt G, o(z0)€G,
tovabba yeG,. /2(w0), és végiil a hdromszog-egyenl6tlenség szerint

Gry2(20)CGr(y)CA,

és az imént felsorolt hdrom tényt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés Hasonléan bebizonyithatjuk azt is, hogy K~ minden nyilt halma-
za el6all megszamlilhato sok nyilt tégla unidjaként.

2.12. Definicié Ha H a K" tetszbleges részhalmaza, akkor
(1) a H halmaz belsejének nevezziik mindazon nyilt halmazok unidjét,
melyek részei H-nak. Jelolje H a H halmaz belsejét.

(2) a H halmaz lezartjdnak nevezziik mindazon zért halmazok metszetét,
melyek tartalmazzak H-t. Jelolje H a H halmaz lezartjat.

Megjegyzés (i) A 2.10.1. &llitas szerint H nyilt halmaz K"-ben, és a legh-
vebb a H 4&ltal tartalmazott nyilt halmazok koziil, tehat ha N nyilt halmaz, és

[e] o
NCH, akkor NCH; tovabba H pontosan akkor nyilt, ha H=H, ami egyenértékii

azzal, hogy HCIZT.

(ii) A 2.10.2. Allitds szerint H zart halmaz KM-ben, és a legszitkebb a H-t
tartalmazé zért halmazok koziil, tehat ha Z zart halmaz, és HCZ, akkor HCZ;
tovdbba H pontosan akkor zart, ha H=H, ami egyenértékii azzal, hogy HCH.
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Allitds Barmely HCKY esetén

(1) xz€H pontosan akkor, ha x belsé pontja H-nak,
(2) x€H pontosan akkor, ha x érintkezési pontja H-nak,
(3) H= H U{H torlédési pontjai}.

BizoNYiTAs (1) Ha x bels6 pontja H-nak, akkor 1étezik >0 gy, hogy G,.(z)CH.
G, (z) nyilt halmaz, ezért G, (x)CH, tehat x€H.

Ha ze€H, akkor — lévén H nyilt — = bels6 pontja H-nak, igy belsé pontja H-nak
is.

(27) Ha z érintkezési pontja H-nak, akkor érintkezési pontja H-nak is, mert
HCH. H zart, ezért x€H.

Ha z nem érintkezési pontja H-nak, akkor létezik r>0 tigy, hogy G, (z)NH=(.
Ekkor HCG,(2)°. G,(z)® zért, ezért HCG,(2)°, azaz G, (x)NH=0, igy x¢H.

(3) Mivel a KV egy eleme pontosan akkor érintkezési pontja H-nak, ha ele-
me vagy torlddasi pontja, az elobbi megallapitasunk maga utdn vonja az éllitott
egyenléséget.

2.13 Allitas Legyen F és G a KV két részhalmaza.
(1) Ha FCG, akkor FcG é FcG ,
(2) FUGSFUG és FUG=FUG |
(3) FNG=FNG é FNGCFNC.

BizonyiTAs (1) FCFCG; mivel F nyilt, és G a legb6vebb G-beli nyilt halmaz,

fennéll az FFCG 0Osszefiiggés.

FCGCG; mivel G zart, és F a legsziikebb F-et tartalmazoé zart halmaz, teljesiil,
hogy FCG.

(2) FCF, GCG, tehat FUGC FUG; mivel FUG nyilt halmaz, igaz a FUGCFUG
tartalmazas.

FCF, GcG, tehat FUGCFUG; mivel FUG zart halmaz, igaz, hogy FUG C
FUG. Viszont FCFUG és GCFUG, igy FCFUG és GCFUG, amibsl FUGCFUG.

(3) Az olvaséra bizzuk, hogy az el6z8 érvek mintdjara ldssa be ezeket az Ossze-
fliggéseket is.

Megjegyzés (2)-ben és (3)-ban a tartalmazas helyett dltaldban nem &llhat
egyenlGség. Ime a példak: F:=]0,1] és G:=[1, 2] esetén

FUG=]0,2[, de FUG=]0,2[\{1},

FNG=0, de FNG={1}.
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2.14. Definicidé Legyen H és F a KN két részhalmaza. Azt mondjuk, hogy

H stirti F-ben, ha HCFCH. H mindeniitt stirti, ha stirii K" -ben, azaz

H=KN.

Megjegyzés A 2.12. 4&llitas szerint H akkor és csak akkor mindeniitt sfirii,
ha minden z€K” és r>0 esetén G,.(x)NH#D. A 2.4. 4llitds szerint a racionélis
koordinataji pontok halmaza stirti KV-ben, azaz PN =K.



24 I. KY TOPOLOGIAJANAK ALAPJAI

2.15. Feladatok

1. Adjuk meg a kévetkez6 halmazok bels6é pontjait, érintkezési pontjait, hatéar-
pontjait, torlédasi pontjait, izolalt pontjait.

(i) {(z,y)eR? | ay<1},

(i) {(z, y)eR? | 0<a<1},

(i) {(z, y)€R? | 22+y—0},

(iv) {(,9)eC? | [z/=Iyl},

(v) {1/n | neN}CR.

2. Ha z bels6 pontja a KN H részhalmazinak, akkor z torlédési pontja is
H-nak.

3. Igazoljuk, hogy

(i) G,(x) hatarpontjainak halmaza S, (),

(ii) Gy(z)=B,(x).

4. Mutassuk meg, hogy minden z€KY és r>0 esetén S,(z) zart halmaz (a
komplementere nyilt).

5. Mi az 1. feladatban szereplo halmazok belseje és lezartja?

6. Bizonyitsuk be, hogy Q=0 és R\Q=0.
7. Igazoljuk, hogy K barmely H részhalmazara

(o)

(ﬁf)ézyo 6 ()o=H".

Ezekbol kovetkezik, hogy

H= <H5)‘5 ¢ H= <H6> 3

8. Ha F nyilt, H zart halmaz, akkor F\ H nyilt, H\F zart.

9. Barmely HCKY, zeK" és 0£acK esetén

(i) ha H nyilt, akkor x+H és aH is nyilt,

(ii) ha H zart, akkor x+H és aH is zirt.

Mit tudunk mondani, ha =07

10. Ha F,GCKY, ACK, 0¢A, és F nyilt, akkor F+G és AF is nyilt. (Nyilt
halmazok unidja nyilt.)

Ha F zart, F+G és AF nem feltétlentl zdrt. (Példaul, ha F' egy elemi, G és
A nyilt.)

11. Mutassuk meg, hogy

(i) G, (x) dtmérdje 2r (vegylink egy x-en dthaladd egyenest).

(il) Gr(z) és G4(y) tavolsdga max{0,d(y,z)—r—s} (vegylink egy x-en és y-on
athaladé egyenest).

12. Legyen z€H, diam(H)<r; ekkor HCG,(z).

13. Bizonyitsuk be, hogy
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(i) ha HCR korldtos, akkor sup H=sup H és inf H=inf H.

(ii) ha HCKY, akkor diam(H )=diam(H). (Tegyiik fel, hogy van olyan x,ycH,
amelyre d(z,y)>diam(H), és jussunk ellentmondasra a 11. feladat segitségével.)
Kovetkezésképpen korlatos halmaz lezartja is korlatos.

14. A HCKY pontosan akkor korlitos, ha minden z € KV esetén létezik r > 0
ugy, hogy HCG,.(z).

15. Barmely HCKY és x€K" esetén d(z, H)=d(x, H), tovabba d(z, H) = 0
pontosan akkor, ha z € H.

16. Legyen z € KV és y € KM r s > 0. Ekkor G,(x) x Gs(y) D Gi(z,y), ahol
t := min{r, s}.

17. Ha F C KV és G c KM nyiltak (zartak), akkor F x G nyilt (zért) KN+M.
ben.

3. Kompakt halmazok

3.1. Definicié Egy KV részhalmazaibol allé (G;);c; rendszert a HCEKY
részhalmaz lefedésének neveziink, ha

Hc| )G

iel

Ha JCI olyan részhalmaz, hogy (G;):cy is lefedése H-nak, akkor a (G;)ic
rendszert a (G;)icr lefedés részlefedésének nevezziik.

A H halmaz (G;);cs lefedése nyilt, ha minden i€l esetén G; nyilt hal-
maz.

A H halmaz (G;)icr lefedése véges, ha az I indexhalmaz véges.

3.2. Definici6 A KcK" halmaz kompakt, ha minden nyilt lefedésének
létezik véges részlefedése.

Tehat a K CKY halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden (G;);c; nyilt lefe-
dése esetén létezik az I indexhalmaznak olyan F' véges részhalmaza, hogy (G;)icr
is lefedése K-nak.

Az iires halmaz nyilvanvaléan kompakt. Kompaktak a véges részhalmazok is.
K" nem kompakt, mert (G, (0))nen olyan nyilt lefedése, amelynek nem létezik
véges részlefedése.

3.3. A||ftés Kompakt halmaz zart.
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BI1zONY{TAS Az iires halmazra igaz az allitds. Legyen 0#K CK" kompakt halmaz
és a¢ K.
Minden x € K esetén r, := d(x,a)/2 > 0, és (G, (x))zek nyilt lefedése K-nak,
ezért 1étezik K-nak Z véges részhalmaza gy, hogy |J G,.(z) D K.
z€Z
Vilagos, hogy ©
r:=min{r, | z € Z} >0,

és G (a)NGy, (z)=0 minden z € Z esetén, azaz

Gr(a) C (U G,Z(z)> S c K,

2€Z

tehdat a bels6 pontja K°-nek. Kovetkezésképpen K°® nyilt, igy K zart. m
Nem zart halmaz tehat nem lehet kompakt; ez azt jelenti, hogy van olyan
nyilt lefedése, amelynek nincs véges részlefedése. Példaul a 0, 1 nyilt intervallum
(11/n,1-1/n[),, €N nyilt lefedése ilyen. Ugyanis ha volna véges részlefedés, akkor
létezne neN gy, hogy
10, 1[c | J11/k, 1-1/k[C]1/n, 1-1/n],
k=1

ami nem lehet.

3.4. A||ftés Kompakt halmaz korlatos.

BizoNyiTAS Legyen K CK”Y kompakt halmaz. Ekkor tetszéleges € KV esetén
(Gn(x))neN nyilt lefedése K-nak, kovetkezésképpen létezik FCN véges részhal-
maz gy, hogy

U Gu@) D K.

neklF
Legyen m:=max F'; ekkor K CG,,(x), kovetkezésképpen K korldtos. m

Nem korlatos halmaz tehat nem kompakt. Példaul (Jn—1/n,n+141/nl), y az

R*-nak olyan nyilt lefedése, amelynek nincs véges részlefedése.

3.5. A||ftés Kompakt halmaz zart részhalmaza kompakt.

BizonvyiTAS Legyen KCKY kompakt halmaz és ACK zart részhalmaz. Ha A
tires, akkor nincs mit bizonyitani. Legyen tehat A(), tovabba (G;):cs nyilt lefe-
dése A-nak.

A zart, ezért Al nyilt, és

(U Gi> UA® O K.

iel
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K kompakt, igy létezik F'CI véges ugy, hogy

(U Gi) UA® D K.

ieF

Ha xz€ A, akkor x¢A‘5, viszont z€ K, igy z€ |J G;, tehdt
ieF

U GinA.

i€l

3.6. Allitds Kompakt halmaz végtelen részhalmazanak van torléddsi pontja
a kompakt halmazban.

Bi1zoNYiTAS Legyen K CK”Y kompakt halmaz és HCK. Tegyiik fel, hogy K egyet-
len pontja sem torlédési pontja H-nak. Ekkor minden x€ K esetén létezik r, >0
gy, hogy
Gr, (@)\{z})NH =, (%)
azaz G, (x)NH legfeljebb egyelemi.
(G, (2))zex nyilt lefedése K-nak, ezért 1étezik a K-nak olyan véges Z részhal-
maza, hogy
U Gr.(2) o K.
z2€Z
Ezért
U (G..(2)nH) > H,

z€Z

Ebbdl pedig (x) miatt kovetkezik, hogy H véges.

3.7. Allitds (Cantor-féle kézosrész-tétel) Legyen (K;);cr kompakt
halmazok olyan rendszere, hogy az I minden I véges részhalmaza esetén

ﬂ Kﬁ’é@ Ekkor ﬂ Kﬁ’é@

i€EF i€l

BizoNYiTAS Tegyik fel, hogy () K;=0, és legyen ig€1 tetszbleges. Ekkor
iel

ﬂKi :Kioﬁ ﬂ Ki == @,

el i€\{io}
kovetkezésképpen
K,c |J K
i€\ {io}
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K;, kompakt, és minden i€I\{io} esetén K;® nyilt, kivetkezésképpen létezik
FcCI\{ip} véges részhalmaz gy, hogy

Kio C U Kié.
el

Ekkor FU{ig}CI véges részhalmaz, és

ﬂ K; =0,

iGFU{io}

ami ellentmondas.

Megjegyzések (i) A kompakt halmazok rendszerének metszete kompakt, hi-
szen zart halmazok metszete zart, és a metszet része a rendszer barmelyik tagjanak,
tehat a 3.4. allitas szerint kompakt.

(ii) Gyakran el6forduld specidlis eset az, amikor adott a (K}, ),en nem iires kom-
pakt halmazok monoton fogy6 (“egymadsba skatulydzott”) rendszere, azaz minden
neN esetén K,,;1CK,. Ekkor nyilvanvald, hogy véges részrendszerek metszete

nem iires, tehat (| K,#0.
neN

3.8. Az el6bbi megjegyzésiink szerint nem iires kompakt halmazok monoton
fogyé rendszerének metszete nem iires. Tudjuk tovdbba, hogy kompakt halmaz
korlatos és zart.

A valdés szédmokkal kapcsolatban mar megismerkedtiink a Cantor-féle kozos-
rész-tétellel, amely ott gy szolt, hogy korldtos és zart intervallumok monoton
fogy6 rendszerének metszete nem iires. Egyszer(i kovetkezménye ennek, hogy K-
beli korlatos és zéart téglak monoton fogyd rendszerének metszete nem fires, az-
az ha (Ty)nen korldtos és zart téglék olyan rendszere, hogy minden neN esetén

Ty+1CT,, akkor () T,,#0.
neN
Nem meglep6 tehat a kovetkezd eredmény.

Allitds KN-beli korlitos és zért tégla kompalkt.

Bi1zoNYITAS Legyen T korldtos és zart tégla KV-ben. Tegyiik fel, hogy T nem
kompakt. Ekkor létezik T-nek olyan (G;);cr nyilt lefedése, amelynek nincs véges
részlefedése.

A T o6sszes projekcidjat megfelezve és a fele nagysagu zart oldalak meghataroz-
ta téglikat véve a T-t elallitjuk 2% illetve 22V darab zart tégla uniéjaként, attol
fiiggéen, hogy K=R vagy K=C. Ezek koziil legaldbb egy nem fedhet6 le a (G;)icr
rendszer véges sok elemével, mert ellenkezd esetben volna (G;);ec;-nek a T-t lefedé
véges részrendszere. Legyen T egy ilyen tulajdonsagu zart tégla. Ekkor tehat

1
T.CT, diam(7Ty) = §diam(T).



3. Kompakt halmazok 29

Ha a T} projekcidit is megfelezziik, akkor kapunk legalabb egy olyan 2V-ed il-
letve 22V-ed részt, amely nem fedhetd le a (G;)ier rendszer véges sok elemével,
legyen ez T5.

Az eljarast folytatva, KN-beli korldtos és zart téglak olyan (7},),en rendszerét
kapjuk, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Tn+1 CTn;

. 1
(2) diam(T,,) = Q—ndlam(T),
(3) T), nem fedhetd le a (G;);cr rendszer véges sok elemével.

Az {gy megadott egymdasba skatulyazott korldtos és zart téglak metszete nem

tires, azaz létezik x€ () T,.
neN
Mivel z€T, 1étezik ip€l Ugy, hogy z€G;,. G, nyilt, ezért van olyan r>0, hogy

Gr(fﬁ)CGiO .

A {2" | neN} halmaz nem korlétos R-ben, {gy létezik neN tgy, hogy
diam(7T)
—

2" >

Ekkor )
diam(7T,) = Q—ndiam(T) <r,

és x€T,, kovetkezésképpen (lasd a 2.14.11. feladatot)
T, C GT(I) C Gim

ez pedig ellentmond (3)-nak, tehat 7" kompakt.

3.9. Ha HCKY korldtos halmaz, z€ H és a>diam(H), akkor HCG,(z)CT, ()
(ldsd 2.2.). Ez azt is maga utédn vonja, hogy minden korldtos halmaz benne van
egy korlatos és zart tégldban.

1. Allitds (Heine—Borel-tétel) K" egy részhalmaza pontosan akkor kom-
pakt, ha korlatos és zart.

B1zoNyiTAS Kompakt halmaz a 3.3. és 3.5. 4llitdsok szerint korldtos és zdrt.

Ha viszont HCK?Y korldtos és zart, akkor benne van egy korldtos és zart tégla-
ban, amely kompakt 3.8. szerint. Ezért H, mint kompakt halmaz zart részhalmaza
a 3.4. szerint kompakt.

2. Allitss (Bolzano—Weierstrass-tétel) KV -ben korldtos és végtelen hal-
maznak van torlédasi pontja.

BizoNYiTAS Legyen H korlatos és végtelen halmaz K~ -ben.
H korlatossaga miatt létezik TCKY korldtos és zart tégla vigy, hogy HCT. T
kompakt, ezért a 3.6. szerint H-nak van torlédasi pontja T-ben. W
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Jegyezziik meg, hogy ha H nem zart, akkor a torlédéasi pontja nem feltétleniil
tartozik H-hoz.

3.10. Feladatok

1. Igazoljuk a kompakt halmazok definiciéjdbdl (nyilt lefedéssel), hogy

(i) akdrhany kompakt halmaz metszete kompakt,

(ii) véges sok kompakt halmaz uniéja kompakt.

2. Ugyancsak nyilt lefedéssel bizonyitsuk be, hogy ha K CKY kompakt halmaz,
2KV és 0£a€kK, akkor z+K és aK is kompakt.

3. Legyen (K, )nen nemiires kompakt halmazok rendszere gy, hogy minden
neN esetén K, 11 CK,. Igazoljuk, hogy a (] K, halmaz pontosan akkor egyele-

neN
m, ha inf{diam(K,) | neN}=0.
4. Mutassuk meg, hogy ha K kompakt, H zart halmaz K"-ben és K N H = 0),
akkor d(K, H) > 0. Hozzunk példat arra, ez nem igaz, ha K-tdl csak azt koveteljitk
meg, hogy legyen zart.

4. Osszefliggd, konvex és csillagszerii halmazok

4.1. Emlékeztetiink, hogy a KV z és y elemét 6sszekotd szakasz

[z,y] = 2 +[0,1](y — 2) = {(1-a)z+ay | a€[0,1]}. (%)

Definicié A KN-beli H részhalmaz

(1) konvex, ha minden x,ycH esetén [v,y|CH,
(2) csillagszerii, ha létezik olyan xo€H csillagcentrum, hogy minden
x€H esetén [z, z|CH.

Nyilvanvald, hogy az iires halmaz konvex, és nem iires konvex halmaz min-
den eleme csillagcentrum, kovetkezésképpen konvex halmaz csillagszerti. Magétdl
értetédik, hogy KV konvex, s6t KV minden lineris altere konvex.

4.2. Allitds Minden goémb és minden tégla konvex.

Bi1zoNvYiTAS Legyen €K és r>0.
A G, (z) barmely y és z elemét 6sszekotd szakasz tetszbleges (1 — )y + z alaku
pontjara

[(A-a)ytaz)—z| = |(1-a)(y — 2)+a(z—2)| <
< (I—a)ly—z|+alz—z| < (1—a)r+ar =1,
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tehat [y, z] C Gr(z).
Ha y, z€T,.(z), akkor minden k=1,2,..., N esetén

IRe((1—a)yx+azr) —Re(xy)| = [(1—a)Re(yr—zk)+aRe(zr—xk)| <
< (1-a)|Re(yr—zk)|+a|Re(zk—ak)| < (1—a)r+ar =,

és ugyanigy jarhatunk el a képzetes részeket illetden, tehdt az [y, z] minden eleme
benne van T).(z)-ben.

4.3. Definicié Az E és F KV -beli részhalmazok szétesék, ha

ENF=0 é ENF=0.

HCKNY 6sszefiiggs, ha nem 4ll el6 két nem fiires, szétesé halmaz unidja-
ként.

Az iires halmaz Osszefiiggd. Szétesé halmazok diszjunktak, viszont diszjunkt
halmazok nem sziikségképpen szétes6k; példa erre [0,1] és [1,2]. Természetesen
diszjunkt zart halmazok szétes6k. Az az érdekes, hogy ez nyilt halmazokra is igaz.

Allitas Diszjunkt nyilt halmazok szétesk.

BizoNYITAS Legyenek E és F' diszjunkt nyflt halmazok. ENF=0 azt jelenti, hogy
ECF®. F° zart, ezért ECF®, azaz ENF=(. Hasonléan lathaté be, hogy ENF=(.

4.4. Allités Ha H,; (i € I) Osszefiiggd halmazok és (| H; # 0, akkor |J H;
el i€l
Osszefiiggo.

BizoNYiTAs Jelolje H az uniét, és tegyiik fel, hogy szétesé, azaz van olyan E és F
nemiires halmaz, hogy H = EUF, ENF = (), ENF = (). Ekkor a halmazmfiveletek
disztributivitdsa miatt

H=|J((H;nE)U(H;NF)).
i€l

Minden i-re H; = (H; N E) U (H; N F), és az uniéban szereplé halmazok széte-
s6k (egyik lezartja sem metsz bele a masikba); a H;-k Osszefliggdsége miatt tehdt
H,NE =0 vagy H;NF = (. Barmely z € () H; a H eleme, ezért vagy az
iel
E-hez, vagy az F-hez tartozik; legyen példaul x € E. Ekkor minden ¢ € I esetén
r € HiNE ésigy HiNF =0, tehat F = |J(H; N F) = (), ami ellentmondés.
icl
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4.5. Definicié Legyen H a KN tetszbleges részhalmaza. A H egy C rész-
halmazat a H Osszefiiggé komponensének nevezziik, ha C sszefliggéd és

maximalis a tartalmaz&s tekintetében, azaz ha A Gsszefiiges, C C A C H,
akkor A= C.

Allitas (1) A H halmaz kiilonbéz6 dsszeliiggé komponensei diszjunktak.

(2) Minden © € H esetén létezik egyetlen olyan Osszefiiggé komponens,
amelynek x az eleme, nevezetesen

U{C’CH | z € C,C &sszefiiggd}.

BizonyiTAs (1) Ha C; és Co a H 0Osszefiiggd komponense és C1NCy # @, akkor
az elozoek szerint C1UCY is Osszefiiggd, amely tartalmazza Ch-et is és Cy-t is, és
léven ezek maximalis Osszefliggd részhalmazai H-nak, C; = C1UCy = Cs.

(2) Az eddigiekbdl nyilvanvald.

4.6. Allitas KV csillagszerti részhalmaza ésszefiiggd.

BizoNYiTAS Megmutatjuk, hogy nem Osszefiiggd halmaz nem lehet csillagszerti.

Legyen HCKY nem 06sszefiiggd halmaz. Ekkor léteznek E és F nem iires hal-
mazok dgy, hogy

H=EUF, ENF=0 és ENF=0.

Legyen x€FE és yeF és

B :=sup{a€l0,1] | 1—a)z+ayeFE},

zZ

(1-B)z+By.

A szuprémum ismert tulajdonsiga alapjan minden r>0 esetén létezik olyan
aE]ﬁ—r/\y—xLﬁ], hOgy
(1—a)z+ay € E.

Ekkor |a—0| < r/|ly—z| , igy
((I—a)ztay—z| = la=plly—z| <,

azaz G, (2)NE#D. Kovetkezésképpen 2€F, és igy z¢F.
Most két esetet kell megkiilonboztetniink.
(1) Ha z¢ E, akkor
(1-B)x+py = z ¢ EUF=H,
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(2) Ha z€E, akkor z¢ F, igy létezik r>0 gy, hogy G,.(2)NF=0. Ekkor barmely
a€|p, B+r/|ly—z|| esetén

(1—a)z+ay ¢ EUF=H.

A fentiek alapjdn megdllapithatjuk, hogy ha x€F és yeF, akkor [z, y]ﬂHé#@,
kovetkezésképpen sem FE-beli, sem F-beli csillagcentruma nincs H-nak, tehat H
nem csillagszerti.

4.7. Osszefoglalva az eddigieket: konvex halmaz csillagszerti, csillagszerii hal-
maz Osszefiiggo.
Eredményiink egy érdekes kovetkezménye:

Allitds KN-ben csak az iires halmaz és maga KV lehet egyszerre nyilt és
zart.

BizoNyYITAS Tegyiik fel, hogy H nem fires valédi részhalmaza K~ -nek, amely nyilt
is, zart is. Ekkor H ® is nem iires valédi részhalmaza KV -nek, amely nyilt is, zart
is, gy a H és H® halmazok szétesdk, és HUH®=KY . Ez azt jelenti, hogy K~ nem
Osszefiiggd, ami nem lehet, mert KV konvex.

4.8 A valds szamok Gsszefligg6 részhalmazairdl az eddigieknél tobb mondhaté.

1. Allitds R ésszefiiggs részhalmaza konvex.

B1zoNYiTAS Legyen HCR nem konvex halmaz. Ekkor létezik x,yeH, z<y és
a€(0,1] gy, hogy
z:= (1—a)z+ay¢ H.

Legyen
E := HN]—o0,z[ és F := HN|z,+o0].

Ekkor z¢H miatt EUF=H , z€F és ycF miatt E#£), F#0, és trividlis, hogy
ENF=0), ENF=0, azaz H nem 0Osszefiiggd.

2. Allitas R nemiires részhalmaza pontosan akkor konvex, ha intervallum
vagy egypont-halmaz.

B1zoNYITAS Mivel az R-beli szakaszok éppen a korldtos és zart intervallumok, az
intervallumok és egy elemii halmazok nyilvanvaléan konvexek.

Ha viszont I konvex és nem egy elemi, akkor minden xz,y€l, z<y esetén
[x,y]CI. Nyilvanvald, hogy I'C[inf I,supI]. Legyen z€]inf I,sup I[. A szupré-
mum és az infimum ismert tulajdonsiga alapjan létezik y, z€l ugy, hogy y<z<z.
Az I konvexsége miatt x€1l, tehat

Jinf I,sup I[C I C [inf I,sup I],
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azaz I intervallum inf I és sup I végpontokkal.

Az el6z6 pont és az itteni allitasok szerint tehat az R egy nemiires részhalmazéra
a kovetkezok ekvivalensek:

(i) konvex, (ii) csillagszerii, (iii) dsszefliggé, (iv) interallum vagy egypont-
halmaz.

4.9. Feladatok

1. Dontsiik el, hogy a kovetkezd halmazok koziil melyik konvex, csillagszerii,
Osszefiiggo:

(i) { (. y)€R? | a2 4+y?=1},

(i) {(x,y)€R? | ay<1},

(i) {(2,y)€R? | ay=1},

(iv) {(z,y)€R? | y=lal}.
2. Legyen a>0. Milyen b>a esetén csillagszerli az

{(z,y)€R? | a<az®+y°<b, x>0,y>0}

halmaz? Mutassuk meg, hogy ilyen halmaz nem lehet konvex.

3. Bizonyitsuk be, hogy konvex halmaz lezartja is konvex. (Utmutatés: legyen
H nem iires és nem egy elemfi konvex halmaz, x,y€H, z#y. Legyen a€l0,1] és
z = (1—a)xz+ay. Barmely r>0 esetén van 2'€G,.(z)NH, y'€G,(y)NH. Mutassuk
meg, hogy (1—a)z'+ay'€G,.(z), azaz z€H.)

4. Igazoljuk, hogy Osszefiiggd halmaz lezartja is Osszefiiggd.

5. Bizonyitsuk be, hogy egy nyilt halmaz Gsszefliggé komponensei is nyiltak.

6. Toérétt vonalnak hivunk KV-ben egy Z részhalmazt, ha van olyan n€N

n 7
és ap,ai,...,a, €KY, hogy Z= |J[a;,a;—1]. Altaldnositsuk a 4.6. &llitast igy: ha
i=i

egy halmaz bérmely két pontja térétt vonallal dsszekothetd (azaz van olyan torott
vonal, amely tartalmazza a két pontot), akkor a halmaz sszefliggé.

7. Igazoljuk, hogy a KV &sszefiiggé nyilt részhalmazinak barmely két pontja
torott vonallal osszekotheto.

8. Ha FCK" és GCKM konvex (csillagszerti), akkor F'xG is konvex (csillag-
szertl).
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5. Részhalmazra vonatkozé nyiltsdg, zartsag

5.1. Definicié Legyen R a KV tetszéleges részhalmaza és HCR. Az x€R
(1) belsé pontja H-nak R-re nézve, ha létezik r>0 gy, hogy

G, (x)NRCH,

(2) érintkezési pontja H-nak R-re nézve, ha minden r>0 esetén

G (x)NRNHF).

Megjegyzés Mivel HCR, az igaz, hogy G, (x)NRNH=G,(x)NH, kovetkezés-
képpen x€R pontosan akkor érintkezési pontja H-nak R-re nézve, ha érintkezési

pontja H-nak. Ezért H-nak az R-re vonatkozé érintkezési pontjaibdl 4llé halmaz
HNR.

5.2. Definicié Legyen R a KV tetszéleges részhalmaza és HCR.
(1) H nyilt R-re nézve, ha minden pontja bels6 pont R-re nézve,

(2) H zdrt R-re nézve, ha tartalmazza minden R-re vonatkozé érintke-
zési pontjat.

Adott HCKY halmaznak egy R-re vonatkozé nyiltsdga illetve zértsiga erésen
figg R-t6l. Példaul 6nmagara nézve minden halmaz nyilt is és zart is.
A )0, 1[cC halmaz nyilt R-ben, de nem nyilt C-ben.

Allitas Legyen RCKY tetszéleges részhalmaz. A HCR halmaz pontosan
akkor nyilt (zart) R-re nézve, ha létezik ACKY nyilt (zart) halmaz tigy, hogy
H=ANR.

Bi1zoNyiTAS Legyen ACKY nyilt halmaz tigy, hogy H=ANR.

Minden z€ H esetén z€ A, {gy A nyiltsdga miatt létezik r>0 gy, hogy G,.(x)CA.
Ekkor G, (z)NRCANR=H, tehat x belsé pontja H-nak R-re nézve, kovetkezéskép-
pen H nyilt R-re nézve.

Ha H nyilt R-re rézve, akkor minden x€H esetén létezik r,>0 dgy, hogy
G, (x)NRCH. Ekkor

A= ]G ()

zeH

olyan nyilt halmaz K-ben, hogy H=ANR.
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Legyen ACKY zart halmaz gy, hogy H=ANR. HCA, igy HCA. Ha z érintke-
zési pontja H-nak R-re nézve, akkor az el6z6 megjegyzés szerint t€ HNRC ANR=H,
tehdt H zart R-re nézve.

Ha H zéart R-re nézve, akkor A:=H zirt KN-ben, és H=ANR.

Koévetkezmény Ha RCKY nyilt (zart) halmaz, akkor HCR pontosan akkor
nyilt (zért) R-re nézve, ha nyilt (zart) K¥-ben.

5.3. A”I’tals Legyen R a KV tetszéleges részhalmaza. A KCR halmaz
pontosan akkor kompakt, ha minden R-re nézve nyilt halmazokbdl all6 lefe-
désének létezik véges részlefedése.

BizonYiTAs Tegyiik fel, hogy K kompakt, és legyen (A;);er R-re nézve nyilt
halmazokbdl allé lefedése K-nak. Ekkor az 5.2.4llitas szerint minden 7€l esetén
létezik G;CKY nyilt halmaz tgy, hogy A;=G;NR. Mivel (G;);cr nyilt lefedése

K-nak, létezik F'CI véges részhalmaz dgy, hogy |J G;DK. Ekkor RDK miatt
icF

U 4i=J@GinRr) = <U Gl-) NROK.

i€EF ieF ieF

Megforditva, legyen K CR olyan halmaz, melynek minden R-re nézve nyilt hal-
mazokbdl 4116 lefedésének 1étezik véges részlefedése, és legyen (G;)icr nyilt lefedése
K-nak. Ekkor (G;NR);c; R-re nézve nyilt halmazokbdl 4ll6 lefedése K-nak, igy
létezik F'CI véges részhalmaz tgy, hogy |J (G;NR)DK. Nyilvdan |J G;DK még

i€F =3
inkabb teljesiil, tehat K kompakt. m

Az allitasban szerepld feltétellel értelmezhetnénk azt a fogalmat, hogy “K kom-
pakt R-re nézve”. Azonban az &llitds szerint ez a tulajdonsig fiiggetlen lenne
R-t8] abban az értelemben, hogy adott KCK”Y halmaz esetén K minden ROK
halmazra nézve egyszerre lenne kompakt vagy nem kompakt. Ilyen értelemben a
kompaktsag abszolit fogalom, nem dgy, mint a nyiltsdg vagy zartsag.

5.4. Feladatok

1. Melyek a nyilt illetve zart halmazok N-ben, mint R részhalmazaban?

2. Nyilt-e, zért-e [0, 1[-re nézve a [0,1/2] illetve az [1/2, 1] halmaz?

3. Legyen RCKY tetszéleges részhalmaz, és HCR. Igazoljuk, hogy H-nak
R-beli lezartja — vagyis a legsziikebb H-t tartalmazé R-re nézve zart halmaz —
megegyezik a HNR halmazzal. Mutassuk meg, hogy H-nak R-beli belsejére nem
all fenn hasonlé Gsszefiiggés.

4. Nyilt-e, zdrt-e Q-ban az {x€Q | 2<z?<3} halmaz?

5. Egy HCKY halmaz lokédlisan zart, ha minden H-beli pontnak van olyan
V kornyezete, hogy VNH zart V-re nézve. Mutassuk meg, hogy a lokalisan zart
halmazok éppen az UNF alaki halmazok, ahol UCKY nyilt és FCKY zart.



6. Sorozatok konvergencigja 37

|. SOROZATOK

6. Sorozatok konvergencidja

6.1. Ugyantigy, mint valés és komplex értékii fiiggvények esetében, KV érté-
ki fliggvényekre is értelmezhetjiik a pontonkénti miiveleteket. Ha X nem iires
halmaz, f,g: X —KV, ¢: Xr—K és a€K, akkor

f+g :Dom(f)NDom(g)—=KY,  z—f(x)+g(z)
¢f :Dom(p)NDom(f)=K"Y, z—=d(z)f(z),
af :Dom(f)—K", :m—)af(m),

(f,9) Dom(f)NDom(g)—=K,  z—(f(z),g(x)),
|f| :Dom(f)—Ry, lef( )l-

Az f:X—K fiiggvényt korlatosnak nevezziik, ha Ran(f) a KV korlatos rész-
halmaza.

1.9 szerint az f fiiggvény pontosan akkor korlatos, ha sup{|f(x)| | z € Dom(f)} <
00, vagy ami ezzel egyenértéki, 1étezik olyan K > 0 valds szdm, hogy |f(z)| < K
minden = € Dom(f) esetén.

6.2. Ebben a részben N—K?" fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyeket soroza-
toknak neveziink. E vonatkozasban N elemeit indexeknek nevezziik; az a:N—KN
sorozatnak az n indexen felvett értékét dltalaban a,-nel jeloljiik és a sorozat n-edik
tagjanak hivjuk. Magét a sorozatot sokszor az (a,)nen formdban adjuk meg.

6.3. Definicid Az zcKY siirtisédési helye az a:N—K" sorozatnak, ha
minden >0 esetén az

{neN| a,€G,(z)}
halmaz végtelen.

Mas szoval egy pont akkor slirtisodési helye a sorozatnak, ha a pont minden
kornyezetébe esé tagok indexeinek halmaza végtelen. Vegylik azonban észre, ez
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nem jelenti azt, hogy az
{an | neN}ING,.(z)

halmaz azaz Ran(a)NG,(x) végtelen. Példaul az N—»R, n—(—1)" sorozatnak 1
és —1 slirlisodési helye, azonban Ran(a)={1, —1} véges.

Ha viszont Ran(a)NG,.(z) végtelen minden r > 0 esetén, akkor x siirlisodési he-
lye a sorozatnak, hiszen nyilvanvald, hogy az {neN | a,,€G,(z)} halmaz nagyobb
vagy egyenld szamossagui a fenti halmaznal. A 2.5. &llitds szerint a mondottakat
igy fogalmazhatjuk at:

Allitas Egy sorozat értékkészletének torléddsi pontjai a sorozat stirtisodési
helyei.

6.4. Allitds Egy sorozat stirtisédési helyeinek halmaza zart K~ -ben.

BizoNYiTAS z€KY az a:N—K" sorozatnak akkor és csak akkor stirtisodési helye,
ha minden >0 és meN esetén

{an | n>m}ING,.(z)#£0,

ami azzal egyenértékii, hogy minden meN esetén x€{a,, | n>m}, ami viszont azzal
egyenértéki, hogy

x€ ﬂ {an | n>m}.

meN

6.5.

1. Allitds KV -ben korldtos sorozatnak van stirtisidési helye.

BizoNvyiTAS Legyen a:N—K" korldtos sorozat.

Ha Ran(a) véges, akkor létezik z€Ran(a) ugy, hogy {k€N | ar=x} végtelen,
tehat x slirtisodési helye a-nak.

Ha Ran(a) végtelen, akkor a Bolzano—Weierstrass-tétel szerint 1étezik torlgdéasi
pontja, mely az el6z6 allitas szerint stirtisodési helye a-nak.

2. Allitds KV kompakt részhalmazaban futé sorozatnak van stirtisodési
helye, amely a kompakt halmaz eleme.

BizoNYITAS Legyen K kompakt halmaz, és a:N— K sorozat.

Ha Ran(a) véges, akkor létezik z€Ran(a) ugy, hogy {k€N | ar=x} végtelen,
tehat x slirtisodési helye a-nak.

Ha Ran(a) végtelen, akkor a 3.6. allitds szerint 1étezik torlédési pontja K-ban,
és ez slirtisodési helye a-nak.
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6.6. Definicié Az zceK" az a:N—K" sorozat hatdrértéke, ha minden
e>0 esetén létezik n.€N dgy, hogy minden n>n. esetén d(a,,z) < €, vagy
masképpen ugyanez,

{an | n>n}CG ().

A sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.

ne-t szokés az e-hoz tartozé kiiszobindexnek nevezni.

Konstans sorozat, vagyis olyan, amelynek minden tagja ugyanaz, konvergens;
hatarértéke a sorozat konstans értéke.

Nem konvergens sorozatot divergensnek is mondunk. Tovabba gyakori szé-
hasznalat, hogy a sorozat tart a hatarértékéhez, azt minden hataron til megko-
zeliti.

A definici6 szerint a hatérérték siirtisodési hely. Méghozza, mint latni fogjuk,
kiilonleges stirtisodési hely.

Allitds 2cK" akkor és csak akkor hatérértéke az a:N—KY sorozatnak, ha
minden e>0 esetén az {neN | a,¢G.(x)} halmaz véges, azaz az x pont min-
den kérnyezetén kiviil es6 tagok indexeinek halmaza véges.

B1zONYITAS Legyen x az a sorozat hatdrértéke, és >0 esetén legyen n.€N olyan,
hogy {a, | n>n.}CG.(z). Ekkor

{neN | a,¢Ge(z)}C{neN | n<n.}

és a jobb oldalon &ll6 halmaz véges.
Tegytik fel most, hogy €>0 esetén {neN | a,¢G.(x)} véges. Nyilvdnvald, hogy

ne:=max{neN | a,¢G(z) }+1
jo lesz e-hoz tartozé kiiszobindexnek.

6.7. Allitds Egy sorozat hatérértéke — ha létezik — a sorozat egyetlen stirti-
s6dési helye.

Bi1zoNvYiTAS Legyen €K"Y hatérértéke az a:N—K” sorozatnak.
Ha yeKY, y#x, akkkor

és G, (2)NG, (y)=0, kovetkezésképpen

{neN | a,€G.(y)}{neN | a,¢G(x)}.
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Mivel x hatarértéke a-nak, a jobb oldali halmaz véges, igy a bal oldali is, tehat y
nem silirtisodési helye a-nak.

Kovetkezmény Konvergens sorozat hatarértéke egyértelmii.

Ha a:N—K?" konvergens sorozat és €K~ az a hatdrértéke, akkor a

lima := lim a, :=lima, (=
n— oo n

jeloléseket hasznaljuk.

6.8. Allitas Konvergens sorozat korlatos.

BizoNYiTAS Legyen €KY az a:N—K”" konvergens sorozat hatarértéke. Ekkor
létezik n; €N dgy, hogy
{an | n>n1}CG1(x)

Az {a,, | n<ni} halmaz véges, {gy korlatos, és G1(x) is korldtos, kovetkezésképpen
Ran(a)C{ay, | n<ni JUG:(x)

korlétos halmaz K¥-ben.

6.9. Most megadunk a konvergencidra vonatkozd néhdny egyszerii ismeretet,
amelyeknek jo hasznat vessziik a tovabbiakban.

1. Allitds Legyen a:N—K¥ sorozat és x€K”~. Ekkor a kovetkezbk ekviva-
lensek:
(1) = hatdrértéke a-nak,
(2) minden >0 esetén létezik n €N tigy, hogy minden n>n. természetes
szamra
d(an, z)<e,

(3) létezik a>0, hogy minden >0 esetén létezik n.€N gy, hogyminden
n>n. természetes szamra d(ay,, r)<ae.

B1zoNYITAS (1)-bdl nyilvdnvaléan kovetkezik (2) a hatarérték definicija szerint.
(2)-b6l kovetkezik (3) a := 2 vélasztassal. Megmutatjuk, hogy (3)-bdl kovetkezik
(1).

Legyen a>0 a megadott tulajdonsidgi. £>0 esetén e/a>0 ezért (3) szerint
létezik n.,, €N 1gy, hogy minden n>n, . esetén

€
d(an,x) < a— =¢,
a

tehat x hatarértéke a-nak.
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2. Allitds Legyen a:N—K" és b:N—KM sorozat, zcK" és ycK™. Ekkor
a kovetkezok egyenértértékiiek:

(1) lima =z és limb =y,

(2) minden >0 esetén létezik n.€N iigy, hogy minden n>n. természetes
szamra d(a,,x)<e és d(b,,y)<e.

BiZONYITAS (2) nyilvdn maga utdn vonja (1)-et. Ha pedig (1) teljesiil, akkor
van az e-hoz az a sorozatnak n¢, a b sorozatnak n® kiiszébindexe, és n. :=
max{n?,n’}. m

Nyilvanvald, hogy értelemszerti atfogalmazéssal igaz az allitas kettd helyett vé-
ges sok sorozatra is.

6.10. A konvergencia a sorozatok legfontosabb tulajdonsdga. Az eddigiektél
egy kicsit eltérd szohasznalattal gy is fogalmazhatunk, hogy az a:N—K?Y sorozat-
nak z€K" pontosan akkor hatarértéke, ha minden >0 esetén a, €G. () teljesiil
véges sok neN kivételével.

Ezért a konvergencia tényét nem befolydsolja, ha egy sorozat véges sok tagjat
megvaltoztatjuk. Pontosabban, ha a konvergens és b, =a,, véges sok n kivételével,
akkor b is konvergens és

lim a=lim b.

fgy a konvergencia szempontjabdl érdektelen, hogyan van értelmezve a sorozat
az “elején”, és az is, hogy van-e egyéltalan értelmezve. Sorozatnak szoktunk te-
kinteni ezért olyan N-—K?/ fiiggvényeket is, amelyek véges sok indexre nincsenek
értelmezve. Példdul, ha az a:N—K sorozatnak csak véges sok tagja nulla, akkor

1
— : N—K
«

is sorozat.

Végiil megemlitjiik, hogy olykor No—K?/ fiiggvényeket célszerti tekinteni; ter-
mészetesen ez is 1ényegtelen mddositas, ezeket is sorozatoknak nevezziik.

6.11. Feladatok

1 .
1. Igazoljuk, hogy lim — = 0! Adjunk kiiszobindexet 10~3-hoz! (Utmutatas:
non
1
legyen £>0; hasznaljuk ki N arkhimédeszi tulajdonsigdt —-ra vonatkozdan!)
€

i
2. Konvergens-e az N—C, n+—n + — sorozat?

3. Konvergens-e az N—»C, n—i" so?ozat?

4. Legyen a olyan sorozat, amelynek az értékkészlete véges. Igazoljuk, hogy
a pontosan akkor konvergens, ha véges sok indextdl eltekintve konstans sorozat,
azaz van olyan ng€N, hogy minden n>ng esetén a,=ay,.
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7. A konvergencia kapcsolata KV strukturajaval

7.1. Emlékeztetliink arra, hogy k€{1,2,..., N} esetén
pry : KNSK, (21, 22,...,28)—Tk

a k-adik kanonikus projekcio.

Vildgos, hogy ha a KV értékii sorozat, akkor pryoa K értékii sorozat, ame-
lyet a k-adik koordinata-sorozatnak hivunk. Maga a sorozat mint fliggvény a
koordinata-sorozatok egyiittese.

Allitas Az a:N—K" sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden
ke{l1,2,... N} esetén a pryoa sorozat konvergens, és ekkor

pri(lima) = lim(prgoa)  (k=1,2,...,N).

B1zoNYiTAS Tegyiik fel, hogy a konvergens, és legyen x:=lim a. Ekkor minden
>0 esetén létezik n €N ugy, hogy minden n>n. természetes szamra |a,, — z|<e.
Ezért, ha k€{1,2,..., N} akkor

[pri(an)—pri(2)| < an—z| <e,

igy pri(z) a prioa sorozat hatérértéke.

Tegyiik fel, hogy minden k€{1,2,..., N} esetén a prioa sorozat konvergens, és
legyen zy := lim(pryoa), x:= (21,%2,...,25)EKY.

Legyen e>0. Ekkor a 6.9.2. allitas szerint 1étezik n. €N tgy, hogy minden n>n.
természetes szamra |pr(a,)—pry(z)|<e (k=1,...,N). Ekkor n>n. esetén

lan—z| < VN max{|prg(a,)—zi| | ISE<SN} < VN e,

igy a 6.9.1. allitas szerint a konvergens és lima=x. ®

Mivel C mint halmaz megegyezik R?-vel, egy komplex értékii sorozatot felfog-
hatunk R? értékii sorozatnak is, ezért az eredményiink szerint az a:N—C sorozat
akkor és csak akkor konvergens, ha valds és képzetes része, vagyis a Reoa és Imoa
sorozatok konvergensek R-ben, és ekkor

Re(lim a)=1lim(Reoa), Im(lim a)=1lim(Imoa).
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7.2.  Allitds Legyenck a,b : N—K”" és a : N=K konvergens sorozatok.
Ekkor az a+b, ab, {a,b), o*, |a| sorozatok is konvergensek, és

(1) lim(a+b) = lim a+ lim b,

(2) lim(ab) = (lim o) (lim b),

(3) lim (a,b) = (lima,lim b),

(4) lim |a| = |lim al.

(5) lima* = (lima)*.

1
Tovabba, ha lim a0, akkor — véges sok indexet kivéve értelmezve van,
!

konvergens, és

]. ].
1. I
(6) 1m

limo’

BizoNYITAS (1) A 6.9.2. 4llitas szerint minden >0 esetén 1étezik n.€N tgy, hogy
minden n>n. természetes szamra |a, — lima|<e és |b, — lim b|<e, tehdt ekkor
|(a+b),, — (lima+limb)| = |ap,—lima + b, — limb| <
<|ap—limal + |b,—limb| < 2¢.
(2) A 6.8. &llitds szerint « korldtos sorozat, igy K:=sup{|a,|| neN} < +oo.
Tovabba minden £>0 esetén létezik n.€N gy, hogy minden n>n. természetes
szémra |a, — lim a|<e és |b, — lim b|<e, tehdt ekkor
|anbp,—(lim ) (lim b)| < |, by —a, im b] + |, lim b—(lim o) (lim b) | <
< |an| |bn—1limb| + |ay,—lim | [limb] < (K+|limb))e.

(3) A Cauchy—Schwarz-féle egyenlStlenség alapjan minden n-re

[{@n, bp)—(lim a, lim b)| < |{apn, by)—{an, Him b)| + [{(an, lim bY—(lim a, b)| <
< [{an, bpy—lmb)| + [{a,—lima, lim b)| <
<lan||bn—Umb| + |a,—lima| | lim b|.
Ezutdn ugyanigy érvelhetiink, mint (2)-ben.

(4) Minden >0 esetén létezik n. €N gy, hogy minden n>n. természetes szdmra
|a, — lim a|<e. Ezért, ha n>n,., akkor

|lan|—|limal| < |an—limal <e.
(5) Ennek roppant egyszeri bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.
1
6) Ha lim a#0, akkor —|lim a|>0, ezért 1étezik ngeN tigy, hogy minden n>ng
2

természetes szamra )
lo, — lim ] < §| lim «f,
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amibdl a haromszog-egyenldtlenség alapjan azonnal adédik, hogy

1
—|1i < |ag].
2| imal < |ag]

Tehét a sorozat tagjai véges sok kivételével nem nullak, igy értelmes az — sorozat.
@
Minden >0 esetén létezik n.€N gy, hogy minden n>n. természetes szamra
|ay, — lim | < e. Ezért n>max{n.,ng} esetén

1 1

a, lima

|y, — lim ¢ 2 | lim o] <
= ap—lim o
|n| [limal = [limal2™"

|lima|26'

Megjegyzés Az allitds (2) pontjanak specidlis eseteként, ha a€K és b:N—KY
konvergens sorozat, akkor az ab sorozat is konvergens, és

lim(ab) = alimb.

Természetesen az (1) és (3) esetben is tekinthetjiik azt a specidlis esetet, amikor
az egyik sorozat konstans.

7.3. Konvergens sorozatok 0sszege konvergens. Vigyazzunk, nehogy azt higy-
gyiik, hogy a forditottja is igaz; ha két sorozat Osszege konvergens, abbdl nem
kovetkezik, hogy a sorozatok konvergensek. Ime: ((—=1)")nen és (—(—1)")nen
divergens sorozatok, az Osszegiik a nulla sorozat, amely konvergens.

Viszont konvergens és divergens sorozat osszege nem lehet konvergens; ugyanis,
ha a és a+b konvergensek, akkor b=(a+b)—a is konvergens.

Konvergens sorozat abszolit értéke is konvergens. Ennek sem igaz a forditott-
ja. A ((—1)™)nen divergens sorozat abszolut értéke az 1 konstans sorozat, amely
konvergens.

Ha azonban az abszolit-érték sorozat hatarértéke nulla, akkor maga a sorozat is
konvergens és a nulldhoz tart: ha lim |a|=0, akkor (és csak akkor) lim a=0. Kérjiitk
az olvasot, bizonyitsa be ezt gyakorlasképpen.

Konvergens sorozatok szorzata is konvergens. Itt is el6fordulhat persze, hogy
nem konvergens sorozatok szorzata konvergens: a ((—1)")nen divergens sorozat
négyzete konvergens. Ellentétben az Gsszeggel, ha a és ab konvergens, illetve b
és ab konvergens, abbol még nem kovetkezik, hogy b illetve « is konvergens, csak
akkor, ha az egyik hatarérték sem nulla.

Allitas Legyenek a:N—K és b:N—KY sorozatok, melyek kéziil az egyik kor-
latos, a masik konvergens és a hatdrértéke nulla. Ekkor az ab sorozat kon-
vergens és a hatarértéke nulla.

BizoNYITAS Legyen példdul o korldtos és limb=0. Minden £>0 esetén létezik
n.€N 1gy, hogy minden n>n. természetes szamra |b,| < &, tehéat ekkor

|anbn| < (sup{|an| [ n€N})[ba| < (sup{lan| | neN})e.
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Hasonlban érvelhetiink, ha lim =0 és b korlatos.

7.4. Feladatok

1. Igaz-e, hogy ha egy KV-beli sorozat divergens, akkor minden koordinata-so-
rozata divergens?

2. Igazoljuk, hogy az a:N—IK sorozat pontosan akkor konvergens és lim a=zx,
ha a—z (azaz n—a,—x) konvergens és lim(a—z)=0.

3. Adjunk meg olyan a,b:N—R sorozatokat, hogy lima=0 és b nem korldtos,
de ab konvergens!

4. Legyen a:N—R{, a€RT. Vegyiik ismertnek a valés kitevéjlt hatvényozds
azonossagait. Igazoljuk, hogy ha a konvergens, akkor

a®:N=RE,  n—(a,)”

konvergens és lim a®*=(lima)®.

5. Idézziik fel emlékezetiinkben a vektoridlis szorzast R3-ban. Mutassuk meg,
hogy ha a, b:N—R? konvergens sorozatok, akkor axb is konvergens és lim(axb) =
(lim a) x (lim b).

6. Mutassuk meg, hogy két valds értékii konvergens sorozat alsé és fels6 burko-
16ja is konvergens: lim(a A b) = min{lim g, lim b}, lim(a V b) = max{lim a, lim b}.

8. Konvergencia-kritériumok

8.1. Sokszor nem egyszerii eldonteni egy sorozatrdl, konvergens-e vagy sem.
Most olyan Osszefiiggéseket ismeriink meg, amelyek megkonnyitik ezt a feladatot.

Allitds (majorans-kritérium) Legyenek a és b KN-beli sorozatok gy,
hogy lim b=0 és
|an| <[]

véges sok neN kivételével. Ekkor lim a=0.

BizoNYITAS Létezik no€N tigy, hogy minden n>ng esetén |a,|<|b,| teljesiil. Le-
gyen e>0. Ekkor 1étezik n.€N tgy, hogy minden n>n. esetén |b,| < e. Ha tehdt
n>max{ng, ne }, akkor

|an|<|by|<e. B

Ez a konvergencia-kritérium sokkal szélesebb korben alkalmazhatd, mint ahogy
azt az els6 pillantasra gondolndnk. Ugyanis minden konvergens sorozat visszave-
zetheté olyanra, amelynek a hatdrértéke nulla (ldsd a 7.4.2. feladatot).

Ha b konvergens sorozat, akkor b—1limb (azaz n—b,—limb) olyan sorozat,
amelynek nulla a hatérértéke. Tehat ha a KY-beli sorozat és z€KY olyan, hogy
|an,—x|<|b,—lim b| véges sok n kivételével, akkor a konvergens és lim a=z.
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8.2. A||ftés Legyenek a és b R-beli sorozatok gy, hogy lima<limb.
Ekkor a,,<b,, véges sok n€N kivételével.

., limb—lima , . , .
BI1ZONYITAS Az 5:=f>0 szamhoz 1étezik n. €N dgy, hogy minden n>n.

esetén
lan, —lima| <&, |b, —limb| < ¢,

amibdl ilyen n-ekre

li limb
a, < lima+e = % =limb—e < b,.

Kovetkezmény Ha a és b olyan konvergens sorozatok R-ben, hogy a,<b,
véges sok neN kivételével, akkor lim a<lim b.
Megjegyzés Abbdl, hogy a,<b, minden n-re, nem kévetkezik lima< limb.

Példaul —>0 minden n-re és lim — = 0.
n non

8.3. Allitas (Koézrefogdsi elv) Legyenek a b és ¢ R-beli sorozatok ugy,
hogy a és ¢ konvergensek, lima=limc és

an <bp <cp
véges sok neN kivételével. Ekkor b konvergens és

limb =lima (= limec).
B1zoNYITAS Véges sok n kivételével

0 <bp—ay < cr—an,
igy a majorans kritérium alapjan

lim(b—a)=lim(c—a)=0.

b—a és a konvergensek, ezért b=a+(b—a) is konvergens és

limb = lima + lim(b — a) = lima.
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8.4. Definicié Az a:N—=R sorozat

(1) monoton n6vé (monoton fogyd), ha minden neN esetén
angan+1 (anzan+l)~

Ha (1)-ben szigord egyenlStlenség teljesiil, akkor szigorian monoton
novao illetve szigordan monoton fogyo sorozatrdl beszéliink.

(2) feliilrél korldtos (alulrdl korlatos), ha Ran(a) feliilrél korlatos (alul-
rél korldtos) részhalmaza R-nek.

Nyilvanvald, hogy a pontosan akkor korlatos, ha feliilrdl is, alulrdl is korlatos.
A tovabbiakban hasznélni fogjuk a

sup a := sup a,, := sup Ran(a),
neN

inf @ := inf a, := inf Ran(a)
neN

jeloléseket.

Allitds Az a:NSR monoton névé (fogyé) sorozat pontosan akkor konver-
gens, ha feliilrél (alulrél) korldtos, és ekkor

lima=supa (lim a=inf a).

BizoNYiTAs Konvergens sorozat a 6.8. allitds szerint korldtos (még akkor is, ha
nem monoton n6vo).

Legyen a monoton novo, felilrdl korlatos. A szuprémum ismert tulajdonsaga
alapjan minden >0 esetén 1étezik n.€N gy, hogy

sup a—e<dn,-
Ekkor minden n>n. esetén
supa—e < a,, < an, < SUpPQA,

azaz |a,— sup a|<e, vagyis sup a hatarértéke a-nak.

Hasonléan érvelhetiink, ha a monoton fogyd, alulrél korlétos.

8.5. Sokszor el6fordul, hogy a konvergencia-kritériumok alkalmazasédnal két
sorozatnak nem azonos indexl tagjait, hanem bizonyos szammal “elcsusztatott”

index1 tagjait tudjuk 6sszehasonlitani; példaul a,-et b, +1-gyel. Ez nem baj, amint
ez az alabbiakbodl kideriil.
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Legyen a:N—K" sorozat és meN. Vezessiik be az
Lya:N\{1,2,..., m}=KY, n—a,_m,

L_,,a: N—>KN, Ny tm
sorozatokat.
Allitds Ha a konvergens, akkor minden meN esetén L,a és L_,a is kon-

vergensek és
lim L,,a=1lim L_,,a=lim a.

B1zoNYiTAS Minden e>0 esetén létezik n.€N tigy, hogy
{an | >ne}CG.(lima).
Ekkor
{(Linma)n | n>n.4+m}CGe(lima),
{(L-ma)n | n>n.}CG.(lima).
8.6. Feladatok 1
1. Tudjuk hogy lim —=0 (l4sd a 6.10.1.feladatot). Bizonyitsuk be a majordns
non
kritérium segitségével, hogy

oo L iy e =1 oy e L
(1) 117rln %70, (i) hTan nT—liO’ (iii) 117rln ;70.

1
2. Igazoljuk a majorans kritériummal a 8.5. allitas alapjan, hogy lim — 2:0.
n ne—
n—1i
=0 (itt ¢ a képzet
7y (itt 7 a képzetes

3. Mutassuk meg bizonyos atalakitasokkal, hogy lim
nn

egységet jeloli C-ben).
4. Adjuk meg az a:N—R sorozatot az

a2 +6
7

(neN)

a1:=5, Ap41:=

2

rekurzios formuléaval. Igazoljuk, hogy a szigorian monoton fogyé és korlatos. Mi
a hatarértéke?

9. Részsorozatok, Cauchy-sorozatok

9.1. Ha egy sorozatbdl “egymas utan kivalogatunk” tagokat, ismét sorozatot
kapunk. Ha bizonyos szempont szerint iigyesen valogatunk, “rossz” sorozatnak
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“j6” részéhez juthatunk. Példaul ((—1)")nen divergens sorozat, de ha kivdlogat-
juk a péaros indexii tagokat, a konstans 1 sorozatot kapjuk.

A valogatds alapja az, hogy vissza nem léphetiink: ha egy tagot kivalasztottunk,
utdna csak nagyobb indextit vehetiink. Pontos meghatdrozast a mondottakra a
kovetkezdképpen adhatunk.

Definicié Az i:N—N sorozatot indexsorozatnak nevezziik, ha szigorian
monoton névé, azaz minden neN esetén i, <t,11 teljesil.

Ha a:N—K" sorozat és i:N—N indexsorozat, akkor az aoi:N—K¥ soroza-
tot az a egy részszorozatanak nevezziik.

Jegyezziik meg, hogy ha ¢ indexsorozat, akkor i, >n (n€N). Ezt teljes indukci-

oval latjuk be. Nyilvanvald, hogy i1 >1.
Tegyiik fel hogy i, >n. Ekkor i,,,1>i,>n, tehat i,,1>n+1.

9.2. Allitds Ha a:N—K?" konvergens sorozat, akkor minden i indexsorozat
esetén aoi konvergens és lim(aoi)=1lim a.

BizoNYITAS Minden >0 esetén létezik n.€N tgy, hogy
{an | n>n}CG (lima).
Mivel ,,>n, az is igaz, hogy

{(aoi)n | nZ”g}CGE (hm a).

9.3. Allitds Legyen a K~M-beli sorozat és i indexsorozat. Ha x stirtisodési
helye aoi-nek, akkor siirtisédési helye a-nak is.

BizoNYiTAs Legyen £>0. Ekkor a {k€N | a;, €G.(x)} halmaz végtelen, és 1évén
i injekcid, ez azt jelenti, hogy {neN | a,€G.(x)} is végtelen, tehdt x siirlisodési
helye a-nak.

9.4. Allitds Legyen a KX -beli sorozat. x pontosan akkor stirtisédési helye
a-nak, ha létezik i indexsorozat iigy, hogy x=lim(aot).

BizoNYITAS Ha x=1lim(aoi), akkor z slirlisodési helye aoi-nek, {gy az el6z6 4llitds

szerint a-nak is.
Ha z stirisodési helye a-nak, akkor minden neN esetén a

{keN | ar€G1/n(x)}
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halmaz végtelen, s6t minden meN esetén a {k€EN | k>m és ap€G/y,(2)} halmaz is
végtelen, igy nem iires, kovetkezésképpen létezik minimuma, mely nagyobb m-nél.
Legyen
ip:=min{keN | a,€G1(x)},
és
iny1:=min{keN | k>i, és ap€Gy)(ni1)(T)} (neN).

Nyilvanvaléan i:N—N indexsorozat, és minden n természetes szamra
1
|ain - | < Ev

kovetkezesképpen lim(aoi)=z. m

Eredményiinkbél és 6.5-bSl kivetkezik: K™-ben minden korldtos sorozatnak
van konvergens részsorozata.

9.5. Az eddigi kritériumok alapjan csak azt tudjuk eldonteni, hogy a KV egy
eleme hatarértéke-e vagy sem a sorozatnak. Ha tehat egy sorozat konvergencidjat
akarjuk bizonyitani, akkor “ra kell érezni”, mi lehet a hatarértéke. Most egy olyan
fogalmat vezetiink be, amelyben nem a hatarértéktol valé tavolsagra, hanem a ta-
gok egymastdl valé tavolsagara adunk feltételt. Fzzel majd olyan jellemzést adunk
a konvergenciara, amely csak a sorozat elemeit hasznalja, a hatarértéket nem.

Definicié Az a:N—K?" sorozat Cauchy-féle, ha minden >0 esetén létezik
n.€N tgy, hogy minden m,n>n. természetes szamra d(an,, a,)<e.

9.6. Allftés Minden konvergens sorozat Cauchy-féle.

BizoNYiTAS Legyen a:N—K" konvergens sorozat. Ekkor minden £>0 esetén 1é-
tezik n.€N tgy, hogy minden n>n. természetes szdmra d(a,,lima) < 3 Ezért,

ha m,n>n., akkor
d(am, an) < d(ap,lima) + d(lima, a,) < ¢,
tehat a Cauchy-sorozat.

9.7. A||ftés Minden Cauchy-sorozat korlatos.

BizoNYiTAS Legyen a:N—KY Cauchy-sorozat. Ekkor létezik n;€N tgy, hogy
minden m,n>ny esetén d(a,,a,)<l. Specidlisan, ha n>ny, akkor d(a,,a,,)<1,
azaz an€G1(an,). Igy

Ran(a)C{ay, | n<ni JUG1 (an, ),
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s emiatt a korlatos sorozat.

9.8. Allitds Ha egy Cauchy-sorozatnak van stirtisédési helye, akkor konver-
gens.

B1zoNYiTAS Legyen x az a:N—KY~ Cauchy-sorozat stirtisodési helye. Megmutat-
juk, hogy = hatarértéke a sorozatnak.

Minden e>0 esetén

— 1étezik n.€N tgy, hogy ha m,n>n., akkor d(a,, a,)<e,

— létezik mo>n. Ugy, hogy d(am,,r)<e.

Ezért, ha n>n., akkor

d(an,x) < d(an, amg) + d(am,, x) < 2e,

kovetkezésképpen a konvergens és lim a=zx.

9.9. A 9.7., a2 9.8. és a 6.5. allitds eredményezi:

Allitds K¥-ben minden Cauchy-sorozat konvergens.

A 9.6. és 9.9. 4llitdasokat egyiittesen Cauchy-féle konvergencia-kritéri-
umnak nevezziik. Ezen kritérium szerint egy K™-beli sorozat pontosan akkor
konvergens, ha Cauchy-féle.

A Cauchy-kritérium segitségével esetenként bizonyitani tudjuk egy KV-beli so-
rozat konvergencidjat akkor is, ha sejtésiink sincs, hogy mi lehet a hatarértéke.

9.10. Feladatok
n2+1

?
+1

1. Cauchy-féle sorozat-e n—

4
1
2. Igazoljuk, hogy n— <1+) Cauchy-sorozat. Adjuk meg 1073-hoz a 9.5.
n

definicié szerinti kiiszobindexet!

10. Konvergencia és zartsag

10.1. A 6.3. &llitas szerint egy sorozat értékkészletének minden torl6dési pontja
slirlisodési helye a sorozatnak. Lattuk azt is, hogy forditva nem igaz: a ((—1)")nen
R-beli sorozatnak 1 és —1 stirtisodési helye, azonban a sorozat értékkészletének, a
{—1,1} kételemi halmaznak nincs torlédési pontja.

Akérmilyen (nem szitkségképpen megszdamldlhat6) halmaz torléddsi (érintkezé-
si) pontjait jél tudjuk jellemezni sorozatokkal.
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Allitds A HCKN halmaznak © akkor és csak akkor torlédasi (érintkezési)
pontja, ha létezik a:N—H\{z} (a:N—H) sorozat iigy, hogy lima=x.

BizoNYiTAs Legyen a:N—H\{x} (a:N—H) sorozat tigy, hogy lim a=z. Minden
e>0 esetén létezik n.€N ugy, hogy {a, | n>n.}CG.(z). Ekkor

{an | n>n}CG(z)N(H\{x}) ({an | n>n.}CG(z)NH),

igy a jobb oldalon 4ll6 halmaz nem ftires, ezért x torléddsi (érintkezési) pontja
H-nak.

Legyen x torléddsi (érintkezési) pontja H-nak. Ekkor minden n€N esetén a
Gi/n(z)N(H\{2}) (G1/p(x)NH) halmaz nem iires; igy a kivalasztdsi axiéma sze-
rint 1étezik n — a, € Gy p(2)N(H\{2}) (n+ an € Gi/n(x)NH) sorozat; erre

1
|an,—z|<—
n
teljesiil, kovetkezésképpen lim a=x.

10.2. Allitds A HCKY halmaz akkor és csak akkor zart, ha minden a:N—H
konvergens sorozat esetén limacH .

B1zoNYITAS Legyen H zart és a:N—H konvergens sorozat, z:=lima. Ekkor az
eloz6 allitds bizonyitasanak elsé része szerint x érintkezési pontja H-nak, ezért
eleme is H-nak.

Tegytik fel, hogy a kimondott feltétel teljesiil, és legyen xérintkezési pontja H-
nak. Ekkor az el6z6 allitas szerint létezik a:N—H sorozat ugy, hogy lima=z.
Feltételiink szerint tehat x=1limac€H, azaz H zart.

10.3. Allitds A KcK" halmaz akkor és csak akkor korldtos, ha minden
K-beli sorozatnak van konvergens részsorozata.

BizoNyiTAs Ha K korlatos, akkor minden K-beli sorozat korlatos, igy a 9.4. ko-
vetkezmény szerint létezik konvergens részsorozata.

Ha K nem korldtos, akkor minden neN esetén KNG, (0)°£0, igy a kivélasztasi
axiéma szerint 1étezik n — a,, € KNG, (0)6 sorozat. Tetszbleges ¢ indexsorozatra
és minden n-re

(@0}l = las, | > linl = n,

tehat az aoi sorozat nem korlatos, igy nem lehet konvergens.
10.4. Allitds A KcK" halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha minden

a:N— K sorozat esetén létezik i indexsorozat ugy, hogy aoi konvergens és
lim(aoi)eK.
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BizoNYiTAs Ha K kompakt, akkor 6.5.2 és 9.4 szerint minden K-beli a sorozat-
nak létezik konvergens részsorozata, amelynek hatarértéke K-ban van.

Ha K rendelkezik a sorozatokkal jellemzett tulajdonsiggal, akkor 10.3. &llitas
szerint K korlatos. Legyen a:N— K konvergens sorozat; a feltétel miatt 1étezik
olyan 4 indexsorozat, hogy lim(aoi)eK. Mivel lima = lim(aoci), a 10.2. §llitds
szerint K zart. K tehat korlatos és zart, azaz kompakt.

10.5. A||ftés Ha HCKY és KCKM kompakt, akkor Hx K kompkat rész-
halmaza KNTM _pek.

BizoNYiTAS Legyen (a,b) : N+ H x K sorozat, azaz a : N—H, b : N K. Mivel
H kompakt, van olyan ¢ indexsorozat, hogy a o i konvergens és lim(a 0 i) € H.
Tekintstiik a boi : N — K sorozatot; a K kompaktsdga miatt van olyan j index-
sorozat, hogy (b o) o j konvergens és lim((bo i) o j) € K. Viszont (a o) oj is
konvergens és lim((a o ¢) o j) = lim(a 0 7).

Mindezt Osszevetve, (a,b) o (i o j) olyan részsorozat, amely konvergens és a
hatarértéke H x K-ban van, tehat az eléz6 allitas szerint H x K kompakt.

10.6. Feladatok

1. Legyen F zart és K kompakt részhalmaza KV-nek. Igazoljuk, hogy F4+K
zart.

2. Legyen H és K a KV két kompakt részhalmaza. Igazoljuk, hogy H+K
kompakt.

3. Ha F és G zért részhalmaza KN-nek, F+G nem sziikségképpen zéart. Mu-
tassuk meg ezt az {(z,y)€R? | 2>0,y>0} és az {(x,1/z) | x>0} halmazok segft-
ségével.

11. R-beli sorozatok konvergencidja

11.1. Definicidé A kiterjesztett valés szamegyenesen (R-on) >0 esetén a
Ge(+00):=]1/e,+00]  és G (—o00):=[—00,—1/¢]

halmazokat +oo illetve —oo kézéppontu, € sugaru ki nyilt gombéknek nevez-
ziik.
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11.2. Definicié Azt mondjuk, hogy z€R az a:N — R sorozatnak

(1) stirtis6dési helye, ha minden >0 esetén az {neN | a,€G¢(x)} hal-
maz végtelen,
(2) hatdrértéke, ha minden €>0 esetén létezik n.€N tigy, hogy

{an | n>n}CG(x).

A félreértések elkeriilése végett — kiilonosen, amikor a:N—R sorozatrdl van szo,
amelyet a:N—R sorozatnak tekintiink — R-beli sfirfisédési helyet illetve hatérér-
téket altaldnositott siiriisodési helynek illetve altalanositott hatarérték-
nek mondunk. Az éltaldnositott hatarértékre a (g)lima jelolést hasznaljuk. Egy
a:N—R sorozat minden (a kordbbi értelmezés szerinti) siirtisddési helye &ltaldno-
sitott stirtisodési helye. Ha a konvergens, akkor (g)lim a=lim a€R.

Az el6z6 fejezetekben megismert allitdsok bizonyitdsahoz hasonldéan lathatjuk
be, hogy

— ha z€R altaldnositott hatdrértéke az a:N—R sorozatnak, akkor x az egyetlen
altaldnositott stirtisodési helye a-nak,

— az altalanositott hatarérték, ha létezik, egyértelmii,

— z€R pontosan akkor altaldnositott stirtisddési helye az a:N—R sorozatnak, ha
létezik i indexsorozat gy, hogy z=(g) lim(aoi),

— ha az a:N—R sorozatnak létezik dltalanositott hatarértéke, akkor minden ¢
indexsorozat esetén (g) lim(aoi)=(g)lima.

11.3. A definicidk szerint (g) lim a=+o00 azt jelenti, hogy minden £>0 esetén 1é-
tezik n.€N gy, hogy {a, | n>n.}C]1/e, +o0[, vagy masképpen ugyanez: minden
K >0 esetén 1étezik nx €N tgy, hogy ha n>ng, akkor a,>K.

Hasonldan, (g) lim a=—o00 azt jelenti, hogy minden £>0 esetén létezik n.€N tdgy,
hogy {a, | n>n.}C]—o0, —1/¢[, vagy masképpen ugyanez: minden K >0 esetén
létezik nx €N tgy, hogy ha n>ng, akkor a,<—K.

Az olvaséra bizzuk, hogy ezek alapjan bizonyitsa be a kovetkez6 két allitast.
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11.4. Allitds Legyenek a és b valds értékii sorozatok, melyeknek Iéte-
zik altalanositott hatarértékiik. Ekkor, feltéve, hogy az alabbi formulak jobb
oldali kifejezéseiben a kijelolt miiveletek értelmezve vannak,

(1) (g9)lim(a+b) = (g)lima + (g) lim b,
(2) (g9)lim(ab) = ((g)lima)((g) limb).
Ha a,#0 véges sok neN kivételével, akkor

1

Tovabbd, ha (g) lima=0 és véges sok neN kivételével a,,>0 illetve a,, <0,
akkor

1 1
(4) (9)lim — = +oco illetve (g)lim — = —co.
a a

11.5. Allitas Legyen a monoton névé illetve monoton fogyé R-beli sorozat.
Ekkor
(9)lima=supa iletve (g)lima=infa.

11.6. Feladatok

1. Van-e altaldnositott stirisodési helye az

(i) n—=(—=1)"n, (ii) msn(-D"
sorozatoknak? Van-e altalanositott hatarértékik?

3. Adjunk meg két olyan sorozatot, amelyeknek van altaldnositott hatarérté-
kiik, de az sszegiiknek nincs!

4. Tgazoljuk, hogy (g) livrln v/n=+o0.

5. Miért nem lehet definidlni az N — (R) sorozat Cauchy-féle tulajdonsdgat?



56 II. SOROZATOK

12. Alsé és felso hatarértékek

12.2. Definicid Az a:N—R sorozat esetén

lim sup a:= ig\z(sul){ak | k>n}),

liminf a:= sup(inf{ay | k>n})
neN
az a sorozat felsé hatdrértéke (limes superiorja) illetve alsé hatarér-
téke (limes inferiorja).

Szokésosak a

lim sup a, illetve liminfa,,
n n

jelolések is, amelyek kiilonosen konkrét formuldval megadott sorozatok esetén al-
kalmasak. Az irodalomban hasznéljak még a

lima illetve lima

jeloléseket is.
Nyilvanvalé, hogy

infa <liminfa < limsupa < supa,
tovabba

N—R, mn—sup{ay | k>n} monoton fogyd,
N—R, mn—inf{a;|k>n} monoton névé,

igy limsup a illetve lim inf @ megegyezik ezen két sorozat R-beli dltalanositott ha-
tarértékével.
A szuprémum illetve infimum hasonlé tulajdonsdgai alapjan nyilvanvald, hogy

liminf a = —(limsup(—a)),

ezért szinte minden a liminf-re és limsup-ra kimondott allitast elég lim sup-ra
bizonyitani.

12.3. Allftés Legyen a:N—R sorozat és x€R. Ekkor

(1) z>limsup a esetén a {k€N | ap>x} halmaz véges,
(2) x<limsupa esetén a {k€N | ay >z} halmaz végtelen.
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BizoNYiTAS (1) Tegyiik fel, hogy {k€N | ap>z} halmaz végtelen. Ez azt jelenti,
hogy minden n€N esetén létezik k>n gy, hogy ar>x. Ezért sup{areN | k>n}>x,
amibdl lim sup a>x.

(2) Tegyiik fel, hogy {keN | ap >z} véges. Ekkor létezik n€N tgy, hogy minden
k>n esetén ap<z. Ezért sup{ay | k>n}<z, amibél limsupa<z.

Hasonléan bizonyithatd, hogy

(1) z<liminf a esetén a {k€N | ap<z} halmaz véges,

(2) > liminf a esetén a {k€N | ap<z} halmaz végtelen.

12.4. Allitds Bdarmely a:N—R sorozat esetén
(1) limsup a és liminf a dltaldnositott stirtisodési helyei a-nak,
(2) ha z€R &ltaldnositott stiriisédési helye a-nak, akkor

liminfa < z < limsupa.

Bi1zoNY{TAs (1) Legyen £>0.

(a) Ha lim sup a=+o00, akkor 1/e<limsupa, igy az €l6z6 éllitds szerint {keN |
ar€G.(+00)} végtelen halmaz.

(b) Ha limsup a=—o0, akkor —1/e>limsupa, igy a {k€N | ap¢G.(—o0)} hal-
maz véges, ezért {kEN | ay€G.(—00)} végtelen.

(c¢) Ha limsup a€R, akkor a {k€N | ay>limsup a+c} halmaz véges, és
{keN | ap>limsup a—e} végtelen, ezért {keN | ap€Ge(limsupa)} végtelen.

Tehat mindhdrom esetben lim sup a siirtisodési helye a-nak. Alsé hatarértékre
a bizonyitas hasonld, ezt az olvaséra bizzuk.

(2) Legyen x€R olyan hogy x> limsup a. Megmutatjuk, hogy = nem lehet sii-
rlisdési helye a-nak.

(a) lim sup a=+o00 esetén nincs mit bizonyitani.

(b) Ha lim sup a=—o00, akkor tetszéleges e>0 esetén

e r—c>limsupa, ha z€R,
e 1/e>limsupa, ha x=+o0,
igy a 12.3. 4llitas szerint a {k€N | a,€G.(z)} halmaz véges.
(c¢) Ha limsup a€R, akkor
o 2R esetén legyen >0 olyan, hogy x—e>limsupa,
e r=+00 esetén legyen £>0 olyan, hogy 1/e>limsup a,

Igy a 12.3. allitas szerint a {keN | areG.(x)} halmaz véges.

Tehdt mindhdrom esetben x nem siirtisédési helye a-nak. Alsé hatarértékre a
bizonyitas hasonld, ezt az olvaséra bizzuk.

Megjegyzések (1) Legyen a:N—R sorozat, és jelolje S, az a-nak R-beli stirtiso-
dési helyeibdl all6 halmazt. Eredményiink szerint lim sup ¢ a maximuma, lim inf a
pedig a minimuma az S, halmaznak R-ban.

(2) Barmely a:N—R sorozat esetén
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(i) ha ¢ indexsorozat gy, hogy aoi-nek létezik dltaldnositott hatarértéke, akkor
liminf a < (g)lim(aoi) < limsupa ;
(ii) létezik ¢ és j indexsorozat gy, hogy
(9)lim(aoi)=liminfa, és (g)lim(acj)=limsup a.

12.5. Allitds Az a:N—R sorozatnak akkor és csak akkor létezik altaldnosi-
tott hatatértéke, ha liminf a=lim sup a, és ekkor

(9)lima = liminf @ = limsup a.

BizonyiTAS Ha létezik z:=(g)lima€R, akkor a z az egyetlen sfirfisddési helye
a-nak, igy a 12.4. allitds miatt

r = liminf ¢ = lim sup a.
Ha liminf a=lim sup a= : z, akkor minden >0 esetén {k€N | ay¢G.(x)} véges
halmaz a 12.3. allitds szerint, ugyanis
(a) x=+00 esetén
{keN | ap¢G.(z)} = {keN | ar<1/e},
(b) x=—00 esetén
{keN| ar¢G:(z)} = {keN | ar>—1/e},
(c) z€R esetén
{keN | a¢G.(z)} C {keN | a>z+e}U{keN | ap<z—e}.

Tehat z altalanositott hatdrértéke az a sorozatnak.
12.6. Feladatok

1. Mi az alsé és fels6 hatarértéke a kovetkezd sorozatoknak:
(i) n=(=1)"n,  (i)n>nD" (i) s (=1)™
2. Igazoljuk, hogy ha a,>0 és b, >0 véges sok neN kivételével, akkor

lim sup(ab) < (limsup a) (limsup b),

liminf(ab) > (liminf a) (liminf ).
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3. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b valds értéti sorozatok, akkor
liminf(a+b) < (liminf a) + (limsup b) < limsup(a+b).

4. Legyen a és b wvalds értékii sorozat, b konvergens; ekkor

limsup(a + b) = (limsup a) + (lim b), liminf(a + b) = (liminf a) + (lim b).

5. Legyen a és b valds értékii sorozat, b konvergens;
(1) ha limb > 0, akkor

limsup(ab) = (limsup a)(limb), liminf(ab) = (liminf a)(limb),
(ii) ha lim b < 0, akkor

limsup(ab) = (liminf a)(limb), liminf(ab) = (limsup a)(limb).
6. Adjunk meg olyan a és b valds sorozatokat, hogy

lim sup(a+b) # (lim sup a)+(lim sup b).
7. Legyen (¢, )nen olyan sorozat Rg—ban, hogy
Crntm < Cpem  (n,meN).
Bizonyitsuk be, hogy ekkor (c,ll/ ")nen konvergens és

l/n'

lim¢!/™ = inf ¢}

n n
(Ijtmutatés: minden n, meN, m<n esetén legyen p(n, m), ¢(n, m)ENy olyan, hogy
n=p(n,m)m-+q(n,m) és 0<q(n, m)<m. Léassuk be, hogy

lim sup c,ll/" <inf ci/".)
n n

13. Specialis sorozatok

13.1. Egyelore még csak a raciondlis kitevojii hatvanyokat ismerjik az egész
kitevéji hatvanyozas és gyOkvonds értelmezésébdl. Késobb bevezetjik a valds
kitevéji hatvanyokat is. Most megel6legezziik ezeket, hogy alkalmas formaban
targyalhassunk a gyakorlat szamara fontos sorozatokat.
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Allitds Minden a>0 esetén )

lim —=0.
n n%

B1zoNYiTAS Legyen e>0. Az archimedészi tulajdonsag szerint létezik n.€N gy,
hogy n.>(1/¢)Y/. Ekkor n>n. esetén n>(1/)Y/“, ezért

1
— < E.
ne

13.2. A”I’tals Minden a>0 esetén

lim {/a=1.

BizoNyiTAS Ha a>1, akkor z,:={/a—1>0 minden neN esetén. A Bernoulli-

egyenl6tlenség szerint
a = (14z,)" > 1+ na,,

kovetkezésképpen
a—1
0<z, < —7j
n

gy a majordns kritérium szerint lim x,,=0, ezért lim Va=1.
n n

Ha a<1, akkor 1/a>1, {gy

i /7 — fim ] 1 )
1m a = 111m = =
n n 2/1/a  lim {/1/a
13.3. Allitds lim ¢/n=1.

B1zoNyiTAS Minden neN esetén z,,:={/n—1>0. A binomidlis tétel szerint

n(n—l)wi7
2

n=1+z,)" > 1+

kovetkezésképpen, ha n>2, akkor

1
0 <z <V2—

)

B
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igy a 13.1. és a majordns kritérium szerint lim x,,=0, ezért lim {/n=1.
n n

13.4. Allitds Ha qeC és |g|<1, akkor

lim ¢"=0.

BIZONYITAS ¢=0 esetén az allitas nyilvdnvald.

1 1
Ha ¢##0, akkor W>1, és gy ﬁ::ﬁ71>0. A Bernoulli-egyenlétlenség szerint
q q

1 1 11
S S S T
1+8)" = 14nB = B n

igy a 13.1. &llitas és a majorans kritérium alapjan lim ¢”=0.
n

minden n-re

lg"| =1

13.5. Allitds Minden q€C, |q|<1 és a>0 esetén lim n®q"=0.
n

Tn+1 1\“
= 1+> lq]-
n

Létezik BeR gy, hogy |¢|<B<l. Mivel a 7.4.4. feladat szerint limy,=|q|,

BIiZONYITAS Legyen x,,:=n%|q|™ és y,:=

létezik meN gy, hogy minden n>m esetén y,<f, azaz x,+1<fz,. Ebbdl k-
vetkezik, hogy ha n>m, akkor
X
T < ( 52) gr.

B<1 miatt az eloz6 allitds szerint lim 8"=0, igy a majordans kritérium alapjan
n

lim z,,=0, és ezt akartuk bizonyitani.
n

n

13.6. Allitas Minden z€C esetén lim Z—'zo.

n nl
BizoNYITAS Legyen m:=int|z|+1. Ha k>m, akkor |z|<k miatt ‘ik'<1, fgy n>m
esetén . .

I e O o i

n! 12 7" m n T m n’

tehat a sorozat tagjait véges sok kivételével egy nulldhoz tartd sorozat tagjaival
majoralhatjuk.
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13.7. Feladatok
1. Igazoljuk (példaul 8.5. és a majorans kritérium segitségével), hogy minden
z€RT és a>0 esetén
1 1
lim ——=0 és lim = 0.
n (ntx)® n no+r

2. Mutassuk meg, hogy lim (v/n+1—+/n) =0. (Utmutatds: bévitsiik az n-edik
tagot v/n+1+4+/n-nel.)
3. Mi a kovetkez6 sorozatok hatarértéke?

345
O (iii) nesv/n2 160t L—n.

s
(i) s,

&—)7’“
n
nd4n2+1’

14. Kettos indexu sorozatok

14.1. Sok alkalmazasban felbukkannak az igynevezett kett6s indexii soro-
zatok, azaz NxN—K" fiiggvények. Egy ilyen a sorozatnak az (m,n) indexparon
felvett értékét a sorozat (m,n)-edik tagjanak nevezziik, és dltaldban a,,,-nel je-
16ljitk.

Definicié zeKY hatdrértéke az a:NxN—K" kettés indexti sorozatnak,
ha minden >0 esetén létezik n.€N gy, hogy minden m,n>n. természetes
szamra d(amn,x) < €, vagy ugyanez masképpen,

{amn | m>ne, n>nc} C Ge(a);
a konvergens, ha létezik hatarértéke K -ben.

A 6.7. allitds bizonyitasdhoz hasonléan beldthaté, hogy konvergens kettds inde-
x1i sorozat hatarértéke egyértelmii. Ha a:NxN—K" konvergens és = a hatdrétéke,
akkor a

lima :=limay,, == lim am, =z
m,n m,n— oo

jeloléseket fogjuk hasznalni.
14.2. Legyen a:NxN—KY kettds indexii sorozat. Ha rogzitett meN esetén az

N—KY,  n—amn
sorozat konvergens, akkor jeldlje ennek hatérértékét lim a,,, cK”.
n

Ha minden méeN esetén 1étezik lim a,,,, és az
n

N%KN, m— 1im a1,
n
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sorozat konvergens, akkor jelolje ennek hatarértékét lim lim a,,, K.
m n

Hasonlé médon értelmezhetd lim lim ay,,, €KV .
n m
Felmeriil a kérdés, van-e Gsszefiiggés az a sorozat konvergencidja és ezen (igy-
nevezett ismételt) hatdrértékek létezése kozott. Erre ad bizonyos valaszt a kovet-
kez6 allitas.

Allitas Ha az a:NxN—=K?" kettds indexti sorozat konvergens és minden meN
esetén létezik lim a,,.,,, akkor az
n

N—>]KN7 m— 1im
n

sorozat konvergens és

lim lim @, = lim @y,
m n m,n

B1zoNYITAS Legyen m::}qilné Gmn és minden meN esetén bm::h}ln Qmn- Azt kell
megmutatnunk, hogy lim b,;:x. Ehhez megbecsiiljiik b,,-nek z-t6l valo eltérését.
Legyen £>0. Ekkor 1étglzik n.€N 1dgy, hogy minden n, m>n. természetes szamra
d(amn,x) < . Tovabba, rogzitett meN esetén létezik n{™eN dgy, hogy minden
nanm) természetes szamra d(amn, bm) < €.

Ezért, ha m>n, és n::max{ne7n§m)}, akkor d(amn,bm)<e és d(amn,x)<e,
tehdt a haromszog-egyenlétlenség szerint

d(bp, ) < d(bm, @mn) + d(@mn, ) < 2¢,

amivel bebizonyitottuk, amit akartunk.

14.3. Az el6z6 éllitasnal t6bb dltaldban nem mondhaté. Béar ez nem til erds
eredmény, mégis igen hasznos, ha megemlitjiik két kévetkezményét.

(1) Ha valamelyik ismételt hatarérték létezik, és a kett6s indexii sorozat hatér-
értéke létezik, akkor ezek egyenldk.

(2) Ha mindkét ismételt hatdrérték létezik, és nem egyenlék, akkor a kettds
index{i sorozat nem konvergens.

Ime a példak, hogy az eléz6 allitdas nem javithato.
— 5 =limlim ———-=0, azonban a kettds indexil sorozatnak
m m. n Mmetn
nem létezik hataréretéke, mivel ha létezne, csak a nulla lehetne, viszont a sorozat
végtetelen sok tagja 1/2: minden m=n esetén.

1 -n" 1 1"
(2) limlim ( + H) =0, lim ( + ()> =0, viszont a masik ismételt
n m n m m,n \ N m

(1) limlim

hatarérték nem létezik;

-1m -1"
(3) lim (() + (=) ) =0, de egyik ismételt hatdrérték sem létezik;
n

m,n m
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(=n"

mn
(4) limlim + =0, azonban sem a masik ismételt hatarérték,
n m m2+n2 m

sem a kettds indexli sorozat hatarértéke nem létezik.

14.4. Definicié Az a:NxN—R kettds indexii sorozat monoton névé (fo-
gyd), ha minden i, k, m,neN, i<m, k<n esetén

ik < Qmn (aik Zamn) .

Hasonldéan, mint 8.4.-ben, belathatjuk, hogy monoton névé (fogyd) kettds inde-
x{l sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha feliilrél (alulrdl) korldtos, és ekkor
hatérértéke az értékkészlet szuprémuma (infimuma).

Monoton kettés indexii sorozatok ismételt hatarértékeire is tobb mondhatd,
mint altaldban.

Allitas Legyen a:NxN—R monoton kettds indexii sorozat. Ekkor a kévet-
kezbk ekvivalensek:

(1) létezik lim ay,y,,
(2) létezik lim lim @,y

(3) létezik lim lim a,, .

BizoNYiTAS Nyilvdn elég megmutatni, hogy (1) és (2) ekvivalensek, hiszen (1) és
(3) viszonya hasonldé.

Legyen a monoton novo.

Ha (1) teljesiil, akkor @ korlatos, tovdbbd minden meN esetén az n—apy,
sorozat monoton novo és korldtos, kovetkezésképpen létezik 1i7rln Gm, 1gy a 14.2.

allitds szerint létezik lim lim a,,,.
m n
Ha (2) teljesiil, akkor minden meN esetén létezik lim a,,p= : by,. Ha k<m,
n
akkor minden neN esetén ap,<amn, ezért bp<b,,. Tehdit a (b, )men sorozat is
monoton noévé, igy minden m-re

b, <limb,, =: x.

Tovabba, minden neN esetén

azaz a feliilrél korlatos, igy 1étezik lim a,y,.
m,n

A bizonyitas hasonld, ha a monoton fogyd.

14.5. A kettés indexii sorozatok részsorozatai ugyanolyan fontos, vagy talan
még fontosabb szerepet jatszanak, mint a sorozatok részsorozatai.
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Legyenek i és j indexsorozatok. Emlékeztetiink arra, hogy az indexsorozatok
(mint fliggvények) Descartes-szorzata

1xj : NXN->NxN, (m,n)—(im, jn),

és egylittese
(i,7) : NoNxN, n—(in, jn)-

a:NxN—K¥ kettds indexti sorozat esetén ao(ixj) az a kétindexii részso-
rozata, ao(i,j) az a egyindexii részsorozata.

Hasonléan, mint a 9.2-ben, bebizonyithatjuk, hogy ha egy kettds index(i soro-
zat konvergens, akkor minden egyindexii és kétindexii részsorozata konvergens, és
hatarértéke ugyanaz, mint maganak a kettés indexii sorozatnak.

14.6. Feladatok

1. Van-e hatarértékiik, ismételt hatarértékiik a kovetkezd kettOs indexii soro-
zatoknak?

Q) (m,n)Hﬂ;TLL, (i) (m,n)Hmﬁ:n,
(iii) (m,n)HE, (iv) (m,n)Hm.

2. Az a és b KN-beli sorozatok tenzordssszege az
a®b : NxN-KY | (m,n)—am,+b,

kettOs indexti sorozat. Igazoljuk, hogy a®b pontosan akkor konvergens, ha a és
b konvergensek, és ekkor

lima®b = lima + lim b.
3. Az a és b K-beli sorozatok tenzorszorzata az
a®b : NxN->K,  (m,n)—a, by,
kettOs indexti sorozat. Igazoljuk, hogy ha a és b konvergensek, akkor a®b is, és
lim a®b = (lim a)(lim b).

Viszont, ha a®b konvergens és lim a®b#0, akkor a és b is konvergensek.

4. Az a:N—KY sorozat pontosan akkor Cauchy-féle, ha az (m,n)—d(am, an)
kett6s indextli sorozatnak nulla a hatarértéke.

5. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be kett6s indexii sorozatokra a majorans
kritériumot!

6. Az a:NxN—K" kettés indexti sorozat Cauchy-féle, ha minden £>0 esetén
létezik n.€N gy, hogy minden k, 1, m,n>n. esetén d(ak;, amn)<e. Bizonyitsuk be
a kettds indexti sorozatokra vonatkozé Cauchy-kritériumot, azaz az a:NxN—KN
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kett6s indexli sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-féle. (Ijtmutatzis:

ha a Cuachy-féle, akkor az ao(idy, idy) egyindexes részsorozat is Cauchy-féle, le-

gyen x:=lim a,,,; mutassuk meg, hogy ekkor az a kettSs indexii sorozat is z-hez
n

konvergdl.)

1. SOROK

15. Sorok alapveto tulajdonsagai

15.1. Definicié Legyen a:N—K" sorozat. Ekkor a

n
E :a i N—KV, nHZak
k=1

sorozatot az a-hoz rendelt sornak nevezziik. Hasznaljuk még a Y, a, és
neN

o0 n
Y ay, jeloléseket is. (¥ a), = > ai a sor n-edik részletosszege (neN).
n=1 k=1

Az a sorozat Osszegezhetd, ha Y a konvergens, és ekkor a

ni_o:lan = Zan :=Za:= lim (Ea)

neN

KN -beli elemet a ¥} a sor ésszegének nevezziik.
Ahelyett, hogy a dsszegezhetd, azt is mondjuk, hogy létezik a | a Gsszeg.

Megjegyzések (i) Természetesen, ahogy megengedtiik, hogy egy sorozat in-
dexei nem csak 1-t6l, hanem 0-t6l vagy més természetes szamtdl kezdodhessenek
(vagyis értelmezési tartoméanya Ny, illetve adott noeN esetén {neN | n>ng} le-
gyen), olykor célszerti ilyen sorozatokbdl készitett sorokkal foglalkoznunk, vagyis
az Osszegzést nullatol, illetve valamilyen mas természetes szamtdl kezdjik.
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oo}
Vildgos, hogy ha létezik a > a, Osszeg, akkor minden meN esetén létezik a
n=1
o0

> ay, Osszeg is.

n=m
(ii) A 15.1. Definicié szerint a 3] a sor konvergens és ACKY az sszege ak-
kor és csak akkor, ha minden £>0 esetén létezik n.€N tgy, hogy minden n>n,.
természetes szamra
n
S o
k=1

(iii) Bérmely m,neN, m < n esetén

(Ba) - (Ba). = ¥ w

k=m+1
igy a Cauchy kritérium (9.6. és 9.9. allitdsok) szerint ¥ a pontosan akkor kon-
vergens, ha minden £>0 esetén 1étezik n.€N gy, hogy minden m,n>n., m < n
természetes szamra
n
Z ag| <e,

k=m+1

< €.

n

amibdl

o0
Z ai| < e.

k=m+1

Ezt szemléletesen ugy szoktuk megfogalmazni, hogy “konvergens sor hatsé szelete
elég kicsi, ha elég messze vagjuk le”.

15.2. Jeloljiikk az N—KY sorozatok Gsszességét a szokdsos médon (KN )N-nel.

, . N, , T
Emlékeztetlink arra, hogy a,be (KN ) és a€K esetén a pontonkénti miveletek
definiciéja szerint

a+b N=KY, n—a,+b,,

aa :NoSKY,  n—aay,.

(KM)N a pontonkénti (tagonkénti) dsszeadassal, illetve K-beli elemmel vald szor-
zéssal elldtva vektortér a K test felett.

Allitas A
3 ESEY, e 3a

leképezés linearis bijekcio.
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BizoNYITAS A pontonkénti miiveletek, valamint a Y] leképezés definiciéja szerint
nyilvanvald, hogy ¥ linearis.

Ha ¥ a = 0, akkor a1=0, a;+a2=0, a;+as+a3=0 stb., azaz a=0, tehat Y]
injektiv.

Ha b:N — KV tetsz6leges sorozat, akkor az

ar:=by, an+1::bn+1—bn (TLGN)

sorozatra ¥, a = b, tehat Y sziirjektiv is.
15.3. A 7.2. éllitas kozvetlen kovetkezményeként megallapithatjuk:

A||ftés Legyenek a és b ésszegezhets sorozatok KN -ben a€KK. Ekkor

(1) a+b dsszegezhetd, és > (a+b) => a+ >0,
(2) aa Gsszegezhetd, és Y (aa) = a (> a).

15.4. Allitds Az a:N—K?Y sorozat pontosan akkor sszegezhetd, ha minden
k=1,..., N esetén a pryoa koordindta-sorozat osszegezhetd, és ekkor minden

k-ra
Pry (Z a) = Z (prioa)

BizoNYiTAS Ez a 7.1. A4llitdsbdl kovetkezik, mivel minden k-ra prio (¥ a) =

Y (prroa). m
Specialisan az a:N—C sorozat pontosan akkor 6sszegezhetd, ha a Reoa és Imoa
sorozatok Osszegezhetdk, és ekkor

Re (Z a) = Z (Reoa) , Im (Z a) = Z (Imoa) .

15.5. Allitds Ha az a:N—K" sorozat dsszegezhets, akkor lim a=0.
B1zoNYfTAS Minden £>0 esetén a Cauchy-kritérium szerint létezik n.€N ugy,
hogy minden n, m>n., m < n természetes szamra

n

D, @

k=m+1

<g,

tehat specidlisan n :=m + 1 esetére

m—+1

S

k=m+1

|am+1] = <&,
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és 1évén m>n. tetszbleges, ez azt jelenti, hogy lim a=0. m

Ezt az eredményt a sorokra vonatkozé alapveté konvergencia-kritérium-
nak nevezziik: ha egy sorozat nem tart a nullahoz, akkor a beldle készitett sor
nem konvergens.

15.6. Allitds Az a:N—R{ sorozat esetén ¥ a pontosan akkor konvergens,
ha feliilrél korlatos.

BizZoNYITAS Mivel a tagjai nemnegativak, ¥} @ monoton nové, ezért alkalmazhat-
juk a 8.4. &llitast.

15.7.  Allitas ( Osszehasonlité vagy majordns kritérium) Legyenek
a:N—KY és :N—R{ sorozatok tigy, hogy véges sok neN kivételével |a,|<b,
teljesiil. Ha ¥ b konvergens, akkor ¥ a is konvergens.

B1zoNYiTAS Minden e>0 esetén a Cauchy-kritérium szerint létezik n.€N dgy,
hogy minden m,n>n., m < n természetes szamra

zn: br < e.

k=m+1

Tovabbé, 1étezik ngeN tdgy, hogy minden n>ng esetén |a,|<b, teljesill. Ha
n>m> max{ne, ng}, akkor

n

>

k=m-+1

n n
< ) Jal < D) b<e

k=m+1 k=m+1

tehdt a Cauchy-kritérium szerint Y] a konvergens.

15.8.Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy

1 = 1 11 _—_—nmm = l

(i) =1 n(n+1) ’ (if) n; (2n —1)(2n+1) %’
S 1

) 2 ) — &

2. Konvergensek-e a kovetkez6 sorok?
- 1 2 Vnt+l—y/n
i ii -
() 3 (i) 33

= 7’L+(—1)"+1 )

3
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16. Specidlis sorok

7 (o]
16.1. Allitds Legyen qcC. A Y ¢" sor
n=0

(1) |g|>1 esetén divergens;
(2) |q|<1 esetén konvergens, és

o0 " 1
;q =1 (%)

BizoNY{TAs (1) Ha |g|>1, akkor minden neN esetén |¢"|=|q|">1, {gy a (¢")nen
sorozat nem nullasorozat, ezért a 15.5. allitds alapjan nem lehet Gsszegezhetd.
(2) Ha |g|<1, akkor minden n€N esetén

n n+1 n
q (Z qk> — qu _ (Z qk> + q’n-l-l_]_7
k=0 k=1 k=0

igy, 1é6vén q#1,
1 _qn+1

n
k _

o0
A 13.4. §llitas szerint lim ¢”=0, kovetkezésképpen Y ¢" konvergens, és fenndll a
n=0

(%) egyenléség. m

A Y] ¢" sort ¢ hdnyadost geometriai sornak nevezziik.
n=0

A 17a 2 > 1
16.2. Allitas Legyen acR*. A 3] — sor
n=1"T
(1) a<1 esetén divergens;

(2) a>1 esetén konvergens, és

o0
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> 1
a Cauchy-kritérium szerint a ¥ — sor divergens. Ha a<1, akkor
n=1"N n

< 1
osszehasonlité-kritérium szerint a 33 — sor divergens.
n=1"7

2) Ha a>1, akkor minden n€N esetén létezik meN 1ugy, hogy n<2™; ezért
( ; gy, hogy ;

1
Y D [ (N [ O
- L 3o 4o 7o foget (2m)a —

m k
1 1 1 1
=< I+ oo 20— 9a—1 + Joa—1 +o Tt (2m)a—1 :Z <2a—1) :
k=0

Mivel a>1 esetén —— o ( ) geometriai sor konvergens, igy

"1
D <3
k=1

ezért a 15.6. allitas szerint igaz, amit allitottunk. m

x 1 x 1
A 3] — sort harmonikus sornak, a ¥ — sort a<l esetén szuperharmo-
n=1M n=17

nikus sornak, a > 1 esetén szubharmonikus sornak nevezziik.

K 1178 2 > 1
16.3. 1. Allitas A 3 — sor konvergens, és
n=0 T

ahol az utolsé egyenloségnél felhasznédltuk a 16.1. eredményét; kovetkezésképpen
a széban forgd sor konvergens, és igaz ra a () Osszefiiggés.

2. Allitss 5> L —tim (14 1)
n=o n! n n
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B1ZONYITAS A binomiélis tétel szerint

_ n(n—l)(nzikizl,k..(n—k—&-l):En:;!<1_:L) (1_721)”(1_/{;1).

A fenti kifejezés jobb oldala j6l mutatja, hogy

1 n 1 n+1
14— < (14 —— ,
(1+3) <(+3)
hiszen az (n + 1)-re olyan Osszeget kapunk, amelyben az itteni tagok szerepelnek
ugy, hogy n helyett n + 1 all, tehat ezek a tagok mind nagyobbak lesznek, plusz

megjelenik még egy (n + 1)-ik tag, amely szintén pozitiv. Tehdt a széban forgd
sorozat szigorian monoton né, és a fenti egyenléség azt is mutatja, hogy

1\" 1
14+ = -
<+n> <kZ:0k!’

tehat konvergens, és a hatarértéke kisebb vagy egyenlo, mint az el6z6 allitdsban

szereplé sorosszeg.
Rogzitett meN és n>m esetén

n\" I\ &1 1 2 k-1
1+—) > 1+ — = —1-——)({l=——).. (l=—) >
() > (o) =2a () (o) - (-5

m

1 1 2 k—1

—(1—-=)(1=—=)...[1—
“2a () (-0) - (-5)
amibdl, véve mindkét oldal hatarértékét, mikozben n tart a végtelenhez,

hm(l—i—n) >kzzog,

n

és most véve az m — oo hatértéket latjuk, hogy széban forgd sorozat hatarértéke
nagyobb vagy egyenl6, mint az eléz6 allitdsban szerepl6 sorOsszeg. m

x 1 1\"
Az e := - = lim |1+ > szam fontos szerepet jatszik az analizisben,
n n

n=0 1
amint ezt késébb latni fogjuk.
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16.4. Feladatok

o0
1. Milyen ¢ komplex szdmra konvergens a ¥, % sor?
n=0C +n
n!
sor konvergens.
n

2. Bizonyitsuk be, hogy a ¥ —
n=1"N

n

0 ,
3. Igazoljuk, hogy minden c€C esetén a Y] — sor konvergens. (Utmutatds:
n=0 T:

c .
legyen k. := min {k eN| % < 1}; az Osszegzendo sorozatnak k.-nél nagyobb in-
dex( tagjait a ¢, := 3 hényadosi geometriai sorozat tagjainak szamszorosaval

lehet feliilré] becsiilni.)
4. Konvergensek-e az alabbi sorok:
1 \" 1 g sinn
0%+ 0 B 0D

5. Mutassuk meg, hogy ha a:N—)Ri{ monoton fogyé sorozat, akkor a Y] a, és
neN

a ¥, 2"agn sorok egyszerre konvergensek illetve divergensek. (ﬁtmutatés: ldsd a
neN
16.2. 4llitds mésodik részének a bizonyitdsat.) Az éllitdst kondenzaciés krité-

riumnak nevezik. Igazoljuk a 16.2. allitast ennek segitségével!
17. Abszolit konvergencia

17.1. Definicié Az a:N—KY sorozatot abszolit sszegezhetének nevez-
ziik, ha az |a|:N—R{ sorozat Gsszegezhets, azaz a ¥ |a| sorozat konvergens.
Ekkor a ¥, a sort abszolit konvergensnek hivjuk.

Megjegyzések (i) A 15.1. allitds szerint az a:N—KY sorozat pontosan akkor
abszolit Osszegezhetd, ha a Y] |a| sor feliilrdl korldtos.

(ii) Az Osszehasonlité kritérium (15.7. allitds) ugy is fogalmazahaté (pontosit-
hatd), hogy ha ¥ b konvergens, akkor Y] a abszolit konvergens.

Az 6sszehasonlité kritériumbdl azonnal kovetkezik:

Allitds KV -beli abszoliit 6sszegezhetd sorozat Gsszegezhetd.

17.2. Emlékeztetiink arra, hogy tetszéleges X nem iires halmaz esetén minden
X —X bijekciét az X permutéciéjanak neveziink. Tudjuk, hogy az 6sszeadds K-
ben asszociativ és kommutativ miivelet. A kommutativitast gy is megfogalmaz-
hatjuk, hogy ha ay,as,...,a, € KN éspaz {1,2,...,n} halmaz egy permutécidja,
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akkor . .
Z ap = Z Ap(k)-
k=1 k=1

Kérdés, vajon a “végtelen Osszegzés” is rendelkezik-e ilyen tulajdonsaggal? Latni
fogjuk, hogy altalaban nem.

Definicié Ha a:N—K?" sorozat és p:N—N bijekcié, akkor a ¥} (aop) sort a
Y a sor (p szerinti) dtrendezésének nevezziik. A Y] a sor feltétlen kon-
vergens, ha minden atrendezése konvergens; feltételesen konvergens, ha
konvergens, de nem feltétlen konvergens (azaz van nemkonvergens dtrende-
zése).

Allitds Ha a ¥ a sor abszoliit konvergens, akkor feltétlen konvergens, és
minden p:N—N permutacié esetén

Z(aOp): Z a.

BizoNYiTAs Legyen p:N—N permutdcié £>0. Mivel a Y] |a| sor konvergens, a
Cauchy-kritérium kovetkezményeként (lasd 15.1. megjegyzését) létezik n.€N gy,
hogy minden m>n. természetes szamra

oo

Z lax| < e.

k=m+1

Legyen nt):=max Ejl({l, 2,... ,ns}). Ha n>n§p), akkor

{1,2,...,n:} Cpl{L,2,...,n}],

és p(n)>n., igy
H, = {je{l,...,n} | p(j)>n} # 0,

ezért
n oo o
Do)~ Dk = | Y gy = Y, ax| <
j=1 k=1 JEH, k=n.+1
o0
< appl+ Y lakl <26,
JEHR k=nc+1

igy ¥ (aop) konvergens, és > (aop)=>_ a.
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17.3. Allitds KN -beli feltétlen konvergens sor abszoliit konvergens.

B1zoNYITAS Azt mutatjuk meg, hogy konvergens de nem abszoliit konvergens sor
nem feltétlen konvergens, azaz létezik divergens atrendezése.
(i) Tekintsiink eldszor valds értékil sorokat, azaz legyen a:N—R olyan sorozat,
hogy a ¥ a sor konvergens és Y7 |a| divergens.
Legyen
al:=max{a,,0} a,, :=max{—an,0}.

Ekkor ¥ a= Y] at— ¥ a™ konvergens, ¥ |a|= Y] aT+ ¥ a~ divergens, ami csak
tigy lehet, hogy ¥ a™t és Y a~ divergensek, azaz nem korldtosak. Specidlisan, az
{neN| a,>0} és az {neN | a,,<0} halmazok végtelenek.

Legyen :N—N illetve j:N—N az az egyértelmiien meghatarozott indexsorozat,
melynek értékkészlete az {neN | a, >0} illetve az {neN | a,,<0} halmaz, és

P:=avoi, Q:=a" oj.
Mivel P illetve Q az a™ illetve a~ sorozattdl csak nulla tagok hidnyaban kiilon-

bozik, ¥ P és ¥ @ divergensek, azaz nem korldtosak.
Vegyiink a és 8 valés szamokat gy, hogy a<f, és legyen

n ni n
ny :min{nEN ZPk>[3}, No :min{nGN ZPkZQk<a},
k=1 k=1 k=1
n no
ngz :=min {nEN ZPk — ZQk > B} ,
k=1 k=1
és hasonldan értelmezziik az n4,ns,... természetes szamokat.

Ekkor a ¥ a sornak a

Pi+Pot .. 4P, —Q1—Qa— ... —Quy+Pry i1+ ...

atrendezése olyan, hogy végtelen sok részletosszege nagyobb (§-nél és végtelen sok
részletosszege kisebb a-nal, ezért divergens.

(ii) Legyen a:N—K®" olya sorozat, hogy a 3 a sor konvergens, 3 |a| divergens.
Mivel minden neN esetén

N N

D prelan)? < Y fprean)] < ) (Re(pri(an))| + [Im(prx(an)l) .

k=1 k=1 k=1

2

a majordns-kritérium szerint létezik k€{1,..., N} dgy, hogy a ¥ |Reoprioal és a
Y [Imoprgoal sorok egyike divergens. Ekkor az el6z6 eredményiink szerint létezik
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olyan p:N—N permutécid, hogy ¥ (Reoprioaop) vagy ¥ (Imoprioaop) divergens.
Ekkor a 15.4. A&llitds alapjdn a ¥ aop sor divergens, tehdt ¥ a nem feltétlen
konvergens.

17.4. Feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy

RE U SO U U SR AU U SO SO U S S N O
23 456 B 2 436 8 5 10 12 )"
o & (=t
2. Bizonyitsuk be, hogy a ¥ ~—=— sor konvergens, melynek az

n=1 \/ﬁ

1 1 1 1 1 1 1 1
I+ ———t—F————t—F——=——+...

V3 V2 s Vi Vi ATV Ve

atrendezettje divergens.

18. Abszolitkonvergencia-kritériumok

18.1. Allités (Cauchy-féle gyékkritérium) Legyen a:N—K” sorozat.
(1) Ha limsup {/|a,|<1, akkor a ¥ a sor abszohit konvergens.
n

(2) Ha limsup {/|an|>1, akkor a ¥} a sor divergens.

BizoNYiTAs (1) Létezik olyan ¢€R, hogy limsup V/|a,|<g<l. A 12.3. A4llitds
n

szerint ekkor {/|a,|<q, azaz |a,|<q¢™ véges sok neN kivételével, igy a 15.7. és a
16.1. Allitésok szerint Y] a abszolut konvergens.
(2) A 12.3. allitds szerint {/|an|>1, azaz |a,|>1 végtelen sok neN esetén, igy
a nem lehet nulla-sorozat, kévetkezésképpen ¥ a divergens.
Megjegyzés Ha limsup {/|a,|=1, akkkor a ¥ a sor lehet konvergens is, di-
n

> 1
vergens is. Példdul a Y] — sor a>1 esetén konvergens, o<1 esetén divergens, és

n=1
1. n 1 1
1m su — = 1.
n P V n¢

18.2. Legyen a:N—K"\{0} sorozat. Ekkor

mindkét esetben
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(1) limsup /|a,| < limsup [t
n n

|an|
(2) liminf M < liminf {/|a,]|.
n |an| n

a
M. Ha a=+4o00, akkor az egyenlGtlenség

BizoNYiTAs (1) Legyen c:=limsup
n QAp
trivialisan teljesiil, ezért feltehetjiik, hogy a<+oo.
Legyen B>« tetszOleges. A 12.3. &llitas szerint ekkor 1étezik ngeN tgy, hogy

minden n>ng esetén

|an+1| < B’
|an|
amibol
|an| < 6|an—1‘ < 62|an—2| << ﬁn—n0|an0|’
igy

n\/ |an| <p n\/ ﬂ—no|an0‘_

A 13.2. allitds szerint
limsup {/|a,| < Blimsup {/S~"0|an,| = Blim {/B~"0|an,| = B.
Mivel B>« tetszoleges, ebbdl kovetkezik, hogy

limsup {/]a,| < a.
n

(2) Az eléz6hoz hasonléan érvelhetiink; a részleteket az olvaséra bizzuk.

18.3. Allitas (D’Alembert-féle hanyadoskritérium) Legyen
a:N—KN\{0} sorozat.

[T
[
‘an+1|

(1) Ha limsup <1, akkor a Y] a sor abszoliit konvergens.

(2) Ha lim inf >1, akkor a ¥ a sor divergens.

|an]

B1zoNYITAs (1) Az eléz§ allitds alapjan most

limsup {/|an| < limsup [@n 1] <1,
n n |an|

igy a gyokkritérium szerint ¥ a abszolit konvergens.
(2) Szintén az el6z6 allitds miatt

1 < lim inf [@n+1] <liminf {/|a,| < limsup V/|an|,
n n

|an| n
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igy a gyokkritérium szerint ¥ a divergens.

Megjegyzések (i) A bizonyitasbdl latszik, hogy a hdnyadoskritérium a gyok-
kritérium és a 18.2. &llitas egyenlStlenségeinek kovetkezménye. fgy a gyokkrité-
rium erésebb a hdnyadoskritériumnal abban az értelemben, hogy ha a ¥ a sor
abszolit konvergens (ill. divergens) a hanyadoskritérium szerint, akkor abszolit
konvergens (ill. divergens) a gyokkritérium szerint is, tovdbb4, ha a gyokkritérium
nem mond semmit a konvergenciardl (limsup {/|a,|=1), akkor a hanyadoskritéri-

n

ummal sem tudunk semmit mondani.

(ii) Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a gyokkritérium (1) és (2) pontjdban egy-
ardnt lim sup szerepel, mig a hanyadoskritérium (1) pontjdban lim sup, (2) pont-
jaban pedig liminf Aall.

18.4. Bizonyitas nélkiil kozoljik a kovetkezd tényt: ha >0 és x:N—R™T olyan
sorozat, hogy hran x,=0, akkor

14x,)P—1
iy F%a)" =1
n Tn

(Ugyanis a differencidlszémitdsban 14tni fogjuk, hogy

B_
i AF)7—1
h—0

= (idg,)'(1) = 8.)

Allités (Raabe-kritérium) Legyen a:N—K"\{0} sorozat.

(1) Ha liminf n <| [an| |—1) >1, akkor a ¥ a sor abszoliit konvergens.
n Ap1

(2) Ha limsup n <| [an| |—1) <1, akkor a Y] |a| sor divergens.
n Ap41

BizonyiTAs (1) Létezik a, B3€R tgy, hogy

|an|

[y

liminfn< —1>>a>ﬁ>1.

A 12.3. &llitas szerint ekkor van olyan ng€N, hogy minden n>ng esetén
a a a1
n( 2] —1) >, azaz [t < (1_,_7) .
|@nt1] |an| n

1
Alkalmazzuk az allitas el6tt kozolt tényt az x, := — sorozatra:
n

()
li7rlnn (H_n) —1>:ﬁ<a7
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tehat 1étezik m>ng természetes szam gy, hogy minden n>m esetén

1\" 1\* o
n 1+— ) —-1| <a azaz 1+— < 14+-.
n n n

Ezért, ha n>m, akkor

1\?
1+—
ansil(n+1)° _ (+3)

<1,
‘anlnﬁ 1+f3
n
kovetkezésképpen
|am |m”
jan < 12250

1
£>1 miatt ¥} —3 konvergens, igy az 6sszehasonlité kritérium alapjan 33 a abszo-
neN T
it konvergens.

(2) Létezik «, BER gy, hogy

limsupn< 2] —1) <a<p<l.
n |an+1|

Az (1) bizonyitasdhoz hasonléan beldthat6, van olyan meN, hogy minden n>m
esetén

|am |m”
> .
|an] nB
f<1 miatt a Y] —5 sor divergens, igy az Osszehasonlité kritérium alapjan 3 al
n

neN
divergens.
Megjegyzés Mivel a Y] |a| sor divergencidjabdl dltaldban nem kovetkezik, hogy
Y ais divergens, a 18.4. &llitds masodik felében szerepld feltételt csak pozitiv tagi
sorok divergencidjanak bizonyitdsara szokds hasznalni.
A Raabe-kritérium esetenként hasznalhaté olyan ¥ a sor abszolit konvergenci-

djanak eldontésére, melyre a gyokkritérium hasznalhatatlan limsup {/|a,|=1 mi-
n
att.
18.5. Feladatok
Konvergensek-e az aldbbi sorok:

() 35 () DnG+)7, (i) 3
neN neN neN
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19. Abel-kritérium, Leibniz-kritérium

19.1. Fel fogjuk hasznalni a kévetkezd tényt, amelyet a konyviink masodik ré-
szében bizonyftunk be (14sd B.10.11.): ha B:KM x K~ —-K¥ R-bilinedris leképezés,
akkor létezik B3>0 szam tigy, hogy minden x€KM és ycK" esetén

|B(z,y)| < Blz| |yl

Példaul
(i) KxKN—KY (a,z)—ax olyan R-bilinearis leképezés, amelyre

|az|=|af |z].
(i) KNxKY =K, (2,y)—(x,y) olyan R-bilinedris leképezés, amelyre

(2, y)|<|z| [yl

19.2. Definicié A b:N—K¥ sorozat korlatos valtozast, haa ¥ (bp—bnt1)
neN
sor abszoliit konvergens.

Allitas (1) Korldtos véaltozast sorozat konvergens.
(2) Valos értékii monoton sorozat pontosan akkor korldtos valtozdsi, ha
korldtos (tehat konvergens).

BizonyiTAs (1) Ha b:N — K¥ korldtos valtozasd, akkor 33 (b,—b,11) konver-
neN
gens, és minden n-re

> (bk=bii1) = bi—bny,
h=1

tehat b konvergens.
(2) Az (1) pont szerint elég azt megmutatnunk, hogy monoton korldtos sorozat
korlatos véltozasi. Legyen b monoton csokkend. Ekkor

n n

> lbk=brgal =D (bk = brg1) = bi—bny1,

k=1 k=1

kovetkezésképpen > |b,—bpi1|=b1 — lim b, tehat b korldtos valtozdsi. Egy eld-
neN
jeltdl eltekintve ugyanigy érvelhetiink monoton névé sorozatra is.
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19.3.  Allitds (Abel-kritérium) Legyenek a:N—KM és b:N—K¥Y olyan
sorozatok, hogy
(1) ¥ a korlatos;
(2) b korldtos véltozasu;
(3) lim b=0.
Ekkor minden B:KM xKN —-K¥ R-bilinedris leképezés esetén a
Y B(an,by) sor konvergens.
neN

BIZONYITAS Vezessiik be az A := Y] a jelolést; a feltételeink szerint

M:=sup |4, | < +o0.
neN

Legyen § olyan szdm, amelyrél a 19.1. pontban beszéltiink.
Ha m,neN olyan, hogy m<n , akkor

n n n

> Blak,by) = Y B(Aby) — Z (Ak—1,bk) =
k=m+1 k=m+1 m+1
n n—1
= > B(Agby) - Z (Ak,bpy1) =
k=m+1 k=m
n
= Z B(Aka bk_bk—i-l) + B(An7 bn—i—l) - B(Anu an-i—l)v
k=m+1
kovetkezésképpen

n

Z B(ak, bk) S

k=m+1

n

> BlAk| be—brs1] + BlAn| [bnsr| + BlAm| [bmia| <
k=m+1

<BM ( Z |bk—bk41| + |bnt1] + |bm+1|> .

k=m-+1

A (2) és (3) feltételek szerint a jobb oldal mindharom tagja nulldhoz tart

m,n—o00 esetén, {gy a Cauchy-kritérium szerint a ¥ B(an,b,) sor konvergens
neN

K¥-ben.

19.4.  Allits (Leibniz-kritérium) Legyen b:N—R{ monoton csikkend

sorozat. A ¥, (—1)"b, sor pontosan akkor konvergens, ha lim b=0.
neN
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B1zoNYITAS Ha a szébanforgd sor konvergens, akkor az alapvet6 konvergencia-
kritérium szerint lim b = 0.
Ha lim b=0, akkor b korlatos véltozasu a 19.2. szerint.

Tovabba
zn:( 1)k [ =1 han paratlan,
P 10 han paros,
tehdt a ¥ (—1)™ sor korlatos.
neN

Mivel az RxR—R szorzds R-bilinedris leképezés, az Abel-kritérium alapjan a

¥ (—1)"b,, sor konvergens. ®
neN

_1)»
A legegyszeriibb Leibniz-sor ¥; (=1)
neN T

jo példat szolgaltat feltételesen konver-

gens sorra.

20. Kettos indexu sorok

20.1. Definicié Legyen a:NxN—K¥ kettds indexti sorozat. Ekkor a
2 a: NxN—oKV, (m,n)»—)Z Zajk

j=1k=1

kettds indexiti sorozatot az a-hoz rendelt kettSs indexii sornak nevezziik,

és haszndljuk rd a Y, amy jelolést is. Az a kettés indexii sorozat Gssze-
m,neN
gezhetd, ha Y, a konvergens, és ekkor a

5 o= o=t ($0)

m,neN

mn

KN -beli elemet a ¥ a kettds indexti sor 6sszegének nevezziik.
Ahelyett, hogy a dsszegezhetd, azt is mondjuk, hogy létezik a ) a Osszeg.
Y o abszolit konvergens, ha a ¥ |a| kettds indexii sor konvergens.

Ertelemszertien érvényben marad a ketés index®i sorokra az alapveté konver-
giencia-kritérium (csak nulla-sorozatbdl készithet$ konvergens sor), a majordns
kritérium, és az, hogy abszolit konvergens kettds indexti sor konvergens.

20.2. Legyen a:NxN—K" kettds indexi sorozat. Ha rogzitett meN esetén az

N—KY, nrsa,,, sorozat dsszegezhetd, akkor jeldlje ennek 6sszegét > -
neN
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Ha minden meN esetén 1étezik ¥ amn, és az
neN

N—>KN7 m—> Z Amn
neN

sorozat Osszegezheto, jelolje ennek Osszegét

5 Y e KV
meNneN
Hasonlé médon értelmezhetd

ZZamneKN.

neNmeN

Felmeriil a kérdés, van-e Osszefiiggés a ¥ a sor konvergencigja ezen (lgyneve-
zett sorrendi) Osszegek létezése kozott. Erre egy részleges vdlaszt ad a 14.2. §llitéds
a ¥ a kettds indexfl sorozatra alkalmazva:

Ha létezik >  ayn, és minden meN esetén létezik > ann, akkor az
m,neN neN

sorozat Osszegezheto, és

S = 3

meNneN m,neN

Azonban ennél tobb is mondhaté az abszolit konvergencia segitségével.

Allitds Legyen a:NxN—K¥ kettés indexti sorozat. Y. |amn| pontosan ak-

m,neN
kor Iétezik, ha létezik a > > |amn| vagy a >, > |amn| sorrendi osszeg,
meNneN neNmeN
tovdbbd ekkor a Y] amn sor konvergens, és
m,neN
Z Amn = Zzamnzzzamn (*)
m,neN meNneN neNmeN

BizoNYITAS Mivel a Y] |amn| kettds indexti sorozat monoton nové, az allitas-
m,neN
ban megfogalmazott ekvivalencia a 14.4. allitas kovetkezménye.
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Ha létezik a > > |amn| sorrendi 6sszeg, akkor a 17.1. allitds kétszeri alkal-

meNneN
mazdsdval kapjuk, hogy 1étezik >~ > apy is.
meNneN
Ha létezik > |amn|, akkor > @y is 1étezik. Ezért a 14.2. §llitds szerint
m,neN m,neN

fenndll a (x) egyenldség.
20.3. Feladatok

1. Véges sok konvergens sorozat 0sszege is; ezért egy véges és végtelen Osszegzés
— ha ez utobbi értelmes — sorrendje mindig felcserélhetd, azaz ha N€N, és minden

o0
n=1,..., N esetén létezik >  amn, akkor

m=1

n=1m=1 m=1n=1

21. Sorok szorzata

21.1. Legyenek a,b:N—K sorozatok. Ekkor a 14.6.3. feladat jel6lésével

(2 a) ® (2 b) = 3 (awb),

ugyanis minden m,n€N esetén

(820)« (S, (30, (S0, (£0) (50)

j=1 k=1

i a; ii a®b) jr = {2(@@1))}

j=1k=1 j=1k=1 mmn

Kovetkezésképpen (14.6.3.feladat), ha ¥ a és Y] b konvergensek, akkor a ¥ (a®b)
kettés indexli sor konvergens, és

> (ab) = (Z )(Zb)

21.2. Legyenek a,b:Nyg—K sorozatok. Ekkor

(300) (330) = (D (awd)) ofidn, idw),
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azaz (Y] a) (3] b) egyindexes részsorozata ¥, (a®b)-nek; szokds ezt a sorozatot a
¥ aés Y] b sorok téglanyszorzatanak nevezni. Az elnevezést a kovetkez6 szem-
1éltetés sugallja. Rendezziik a®b tagjait az alabbi sémaba:

aobo agbi  agbz  aobs

aibo aibr aiby  aibs

CLQbO a2b1 a2b2 a2b3 . (*)

a3bo a3b1 agbg a3b3

n n
A széban forgd egy indexes részsorozat n-edik tagja Y > a;bi, amit ugy ka-
j=1k=1
punk, hogy e séma bal fels6é nxn-es négyzetében 1év6 szamokat Osszegezziik.
Ha ¥ a és 3] b konvergensek, akkor a 7.2. 4llitas szerint a (3 a) (3] b) sorozat

konvergens hatarértéke (> a) (> b).

21.3. Definicié Legyenek a, b:Ng—K sorozatok. Az
axb : Ng—K, nHZajbn_j
=0

sorozatot az a és b sorozatok konvoliciéjanak, a Y] axb sort pedig a ¥ a
és Y, b sorok Cauchy-szorzatanak nevezziik.

Az el6bbi (%) szemléltetésben a Cauchy-szorzat n-edik részletosszege a bal felsé
nxn-es haromszogben levé szamok Osszege.

Allitds Ha a,b:No—K olyan sorozatok, hogy a ¥ a és 3} b sorok abszoliit
konvergensek, akkor a ¥ axb sor is abszolit konvergens, és

Sab=(3a) (30) (%)
B1zoNY{TAS Legyen c:=3 |a] és :=3 |b|. Minden meN esetén

m m k m k m m
Do)l =01 aibi—g| < D0 D lagl el < DD lagl bl < @B,
k=0 |j=0

k=0 k=0 j=0 k=0 j=0

kovetkezésképpen ¥ (axb) abszolit konvergens.
Legyen €>0. Ekkor 1étezik n.€N gy, hogy minden m>n. esetén

2m 2m

Z la;| <e és Z 6] < e.

j=m+1 j=m+1
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Ha m>n., akkor

2m m. m 2m  2m 2m  2m
D@ =3 > aibe| < D0 Y lagllbel +3 0 > lagllbkl <
k=0 =0 k=0 j=m+1k=0 §=0 k=m+1
2m 2m
< Z |a; |8 + Z lbila < (a+B)e.
j=m+1 k=m-+1

Kovetkezésképpen, a 21.2. szerint
2m m m m m
lim Z(a*b)k = limZZajbk = lim Zaj Zbk =
" =0 " 20 k=0 o\ =0 i=o
= (X0 (X0)-

A ¥ (axb) sor abszolit konvergens, {gy konvergens, tehat hatdrértéke megegye-
2m

zik a m— > (axb)y részsorozatdnak a hatértékével, ezért fenndll a (x) egyenldség.
k=0

21.4. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kovetkezdket. Legyenek a, b:Ng—K so-
rozatok.

(1) Ha Y a és Y b konvergensek, és koziiliikk legaldbb az egyik abszolut kon-
vergens, akkor ¥ (axb) konvergens, és

S (axh) = (Z )(Zb)

(2) Ha Y a, ¥ b és Y (axdb) konvergensek, akkor

S (axb) = (Z )(Zb)

22. Tizedestortek. A Cantor-féle halmaz

22.1. Elemi ismereteink kozé tartozik, hogy a valds szdmok tortrészét (végte-
len) tizedestort formdjaban is magadhatjuk. Most azt targyaljuk, mit is jelent ez
pontosan.

Jelolje Tyg az a:N — {0,1,...,9} sorozatok Osszességét.
9
Ha a€Tiy, akkor akkor 1étezik Z 10 , hiszen ezt a sort a 10 hanyadosu ge-
neN

ometriai sor majoralja. Ezért azt is tudjuk, hogy az Gsszeg a [0,1] intervallum



22. Tizedestortek. A Cantor-féle halmaz 87

eleme. A nullat akkor kapjuk, ha a,, = 0 minden n-re, az egyet akkor, ha a, =9
minden n-re. Egy tizedestort nem mas, mint egy ilyen Osszeg, amit a
a
0,a1a2a3...0ap = =

107
neN

jeloléssel tiikrozhetiink; ekkor az n szamot az a,, helyiértékének szokas nevezni.

1. Allftés A t10:T10 — [0,1], (an)nen—0,a1a2a53 .. .ay, ... leképezés sziir-
jektiv.

BizZoNYITAS . Legyen xz€[0,1]. Zéarjuk ki az x=1 trividlis esetet. Osszuk 6l a [0, 1]
intervallumot 10 egyenl6 részre; az x benne lesz az egyikben. Pontosaban: létezik
(egyértelmiien) egy 0 < ay < 9 természetes szdm gy, hogy

ay a1 +1
107 10 '

Ezt az intervallumot is tiz egyenlo részre osztva, megismételhetjiik, amit az el6bb
mondtunk, azaz 1étezik (egyértelmiien) egy 0 < ag < 9 természetes szdm 1gy, hogy

10 © 100’ 10 100

e[m+a2 a; a2—|—1[.

Tovabb folytatva ezt a rekurziv eljarast, minden n-re megadunk egy a, termé-
szetes szamot, és

azaz

2. Allitas t1o nem injektiv; a#b esetén tio(a)=t1o(b) pontosan akkor, ha
létezik noeN tgy, hogy
(1) ap=b, han < ny,
(2) anozbno + 17
(3) an=0 és b,=9 ha n > ny,
vagy természetesen ugyanez all az a és b szerepének a felcserélésével.
& 9
B1zoNYITAS Mivel —_— =
e n:%gﬂ 10"~ 1070
telek, akkor t19(a)=t10(b).

ha a sorozatokra teljesiilnek a fenti felté-
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Tegyiik most fol, hogy t19(a)=t10(b). Mivel a két sorozat nem egyenld, van
olyan legkisebb ng, hogy (1) teljesiil, de an,#bn,. Konnyt latni, hogy ha e két tag
kozott a kiilonbség nem egy, akkor t19(a)=t10(b) nem &llhat f6nn. Ha a kiilonb-
ség egy, mondjuk (2) teljesiil, akkor viszont a b sorozat ng-nal nagyobb helyiértéki
tagjai sziikségszertien minden 9-esek, viszont ekkor az a sorozat tovabi tagjai pedig
csak nulldk lehetnek hogy t109(a)=t10(b) teljesiiljon.

22.2. Teljesen hasonldan, a [0, 1] elemeit eléallithatjuk barmely egynél nagyobb
természetes szam reciprokanak hatvanyai szerinti tortek formajdaban is.

1
A harmados tortek — hatvanyait hasznaljdk. Pontosan ezeket igy irhatjuk le.

Jelolje T3 az a:N — {0, 1,2} sorozatok Osszességét.
Ha a € T3, akkor akkor 1étezik az
O,alagag...an-~-:: %
neN
Osszeg.

Ugyanugy, mint az elébb, a t3 : T3 — [0,1], (ap)nen — 0,a10203...ay ...
leképezés sziirjektiv de nem injektiv; a#b esetén t2(a)=t2(b) pontosan akkor, ha
létezik ny € N dgy, hogy

(1) ap=b, ha n < ng,

(2) apy=bn, + 1,

(3) a,=0 és b,=2 ha n > ny,
vagy forditva az a és b felcserélésével.

A bindris torteket tgy kapjuk, hogy az a:N — {0,1} sorozatok Osszességébél
indulunk ki, amelyet T5-vel jeloliink.

Ha a € Ty, akkor akkor létezik az

Gnp
0,a1a2a3...0p - := E —

Osszeg.

Ugyanigy, mint az elébb, a to : To — [0,1], (ap)neny — 0,a1020a3...ay ...
leképezés sziirjektiv de nem injektiv; a#b esetén to(a)=to(b) pontosan akkor, h
létezik ng € N ugy, hogy

(1) ap=b, ha n < ng (tehdt a,=b,=0),

(2) ang=bn, + 1 (tehdt an,=1, b,,=0),

(3) an=0 és b,=1 ha n>ny,
vagy forditva, az a és b felcserélésével.

22.3. Harmadoljuk el a [0,1] intervallumot, és tavolitsuk el a kozéps6 nyilt

részt; a maradék tehat
1 2
= - —,1].
o=log]s 5
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Harmadoljuk el a C7 mindkét részintervallumat, és tavolitsuk el a k6zépso nyilt
részeket; a maradék tehat

1 21 22 1 )
=10, - Y -5 t= 5+ =10,
Cz {0’9}6{9’3]@{3’3+9}6{3+9’]

Harmadoljuk el a Cs-nek mind a négy részintervallumat, tavolitsuk el a ko-
7€éps6 nyilt részeket; a maradék, Cs tehat nyolc diszjunkt zart intervallum unidja,

mindegyik hossza oY
Folytatva ezt az eljarast, minden n természetes szamra megadhatunk egy C,
halmazt, amely 2™ darab olyan diszjunkt zart intervallumbdl &ll, amelyek hossza
1
30 és Cpy1 C Cy,.
A

C:=()Cn

neN

halmazt Cantor-féle halmaznak nevezziik.
Mivel C,, # 0 és kompakt minden n-re, a 3.7. allitds utdni megjegyzések értel-
mében C # ) kompakt halmaz.

22.4. Haszndljuk a [0, 1] intervallum elemeinek harmadostort alakban valé el6-
allitasat. Ekkor

0=0,00000..., 1=0,22222...,
1 2

5 =0,10000---=0,02222..., £ =0,20000....,
1 2

g = 0.01000---=0,00222..., 5 =0,02000...,
2 1 2 2

2 - =0,20222... 2 4+ 2=0,22000....
5 +t5=020 . 3T =0.22000

Ennek mintajara nem nehéz belatni, hogy minden n-re a C,-et alkoté diszjunkt
intervallumok végpontjainak van olyan haramdostort alakja, amelyben az 1 nem
szerepel. Kozelebbrdl, egy ilyen intervallum

alsé végpontja 0,a1as ...a,-102222. ..,

fels¢ végpontja 0,a1as . ..a,_-120000...,
ahol ai,as,...,a,_1 € {0,2}.

Az is egyszeril tény, hogy egy olyan szam, amelynek harmadostort alakjdban az
1 nem szerepel, és egy helyiértéktél kezdve csupa 0 vagy csupa 2 &ll, valamely C,,
egy intervallumanak a végpontja.
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Ve

Allitas
C= {:17 € [0,1]

x = Z %,an € {0,2},n€N}.

BizoNYiTAs Jelolje Z a fenti egyenléség jobb oldalan &llé halmazt és 0C,, a C,,
hatarpontjait. Megmutatjuk, hogy

U aC, = 7.

neN

Haz egy |J OC,-belisorozat hatarértéke, akkor minden k természetes szamhoz
neN

1 1
— az o kiiszobhoz — létezik olyan ny, hogy a sorozat ny-ik tagja mar —--ndl koze-

lebb van z hez, tehat z-nek az ni-nal kisebb helyiértékii szaimjegyei 0 vagy 2. Ebbdl
adddik, hogy © € Z, azaz |J 0C,, C Z. Ha viszont =0, a1a203 ... Gpnan+10n12 - . -

neN
a Z eleme, akkor az |J OC,, halmazban fut és x a hatdrértéke annak a sorozatnak,
neN
amelynek n-ik tagja 0, ajazas . ..a,000..., azaz Z C |J 0C,.

neN
Most megmutatjuk, hogy Z maga a Cantor-halmaz. A Cantor halmaz tartal-

mazza a Cp-ek hatdrpontjait, és 1lévén zart, vildgos, hogy C O |J 9C,=Z.
neN
Ha viszont x€C, akkor x€C,, minden n-re, ami azt jelenti, akdrhogy is valasz-

szunk egy n-et, x benne van egy olyan intervallumban, amelynek végpontjait az
elébb jellemeztiik, tehat x-nek az n-nél kisebb helyiértékli szamjegyei 0 vagy 2.
Mivel ez minden n-re igaz, x€Z.

22.5. Allitds A Cantor-halmaz kompakt, kontinuum szdmossagi, a belseje
lires.

B1zoNYITAS Azt mar mondtuk 22.3. végén, hogy C kompakt, csak azért szerepel
itt ujra, hogy egy allitasban foglaljuk Gssze a legfontosabb tulajdonsagait.

Vegyiik a [0, 1] elemeinek bindris el6allitasat (ahol tobbféle is lehetséges, rog-
zitstink egyet akdrhogy). Rendeljik hozzd a 0,aiaza3...a, ... bindris torthoz a
0,b1b3bs3...b,...b, ... harmadostortet, ahol b,, : =a,, ha a,=0és b, : =2 ha a,,=1
(neN). Ezzel bijekcidt 1étesitettiink [0, 1] és C kozdtt, tehat a Cantor-halmaz kon-
tinuum szamossagu.

Legyen x € C és vegyiik olyan 0,aiasa3 ... ay, ... harmadostort alakjat, amely-
ben minden szamjegy 0 vagy 2. Minden méeN esetén 0, aqas . . . a,,,011000. . . olyan

szam, amely nem eleme C-nek és z-hez -nél kozelebb van, tehit  nem bels6

3m

pontja C-nek.
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23. Flggvénysorozatok, figgvénysorok

23.1. Most fiiggvénysorozatokkal fogunk foglalkozni, vagyis olyan sorozatokkal,
amelyeknek a tagjai fiiggvények. Pontosabban: legyen X nemiires halmaz, és je-

16]je a szokasos médon (KN)X az X KV fliggvények halmazit. Egy N— (KN)X
leképezést KN-beli fiiggvénysorozatnak neveziink, és ilyeneket targyalunk.

Definicié Az f,:X — KV (neN) fiiggvénysorozat konvergenciahalmaza
{z€X | (fa(2))nen konvergens KN-ben} .

Azt mondjuk, hogy a fliggvénysorozat pontonként konvergens a HCX
halmazon, ha H része a konvergenciahalmaznak, és ekkor a fiiggvénysorozat
H halmazon pontonként konvergdl (‘tart’) az

f:H KN 2 lim f,(2)
n

fiiggvényhez.

Megjegyzés A definicié szerint a fiiggvénysorozat akkor és csak akkor konver-
gal pontonként f-hez a H halmazon, ha minden z€H esetén

lim d(f(2), f(2)) = 0.

23.2. Definicié Az f,,:X — K¥ (neN) fiiggvénysorozat a HC X halmazon
egyenletesen konvergal az f:H — K" fiiggvényhez, ha

n \z€eH

i (sup (£, (o), £(0)) ) =0

Megjegyzések (i) Nyilvanvald, hogy ha (f,,)nen @ HCX halmazon egyenlete-
sen konvergdl az f fliggvényhez, akkor H-n pontonként is konvergal f-hez.

(ii) Az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor konvergal egyenletesen a H hal-
mazon az f fliggvényhez, ha minden >0 esetén létezik n.€N tgy, hogy minden
n>n, természetes szamra

sup d(fn(z), f(z)) <,
cEH
azaz minden z€H esetén d(f,(z), f(x))<e.
(iii) A definici6 szerint nyilvanval6, hogy ha (f,,).en egyenletesen konvergens a
HCX halmazon, akkor egyenletesen konvergens H minden részhalmazan.
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Az is egyszer(i tény, hogy ha (f,)nen egyenletesen konvergens a Hi,..., Hp,
m
részhalmazokon, akkor egyenletesen konvergens az | J H; halmazon is: minden i =
i=1
1,...,m és ¢ esetén van n' kiiszobindex az (ii) szerint, és n.:=max{nl, ... , n™}
megfelel6 kiiszobindex a halmazok uniéjara.
(iv) A pontonkénti és az egyenletes konvergencia kiilonbségének a jobb megér-
tése érdekében részletesen kifejtjiik, mit jelent az egyik, mit a mésik.
Az (fn)nen fliggvénysorozat
e pontonként tart a H halmazon az f fiiggvényhez, ha minden x€H és min-
den >0 esetén létezik n, €N 1ugy, hogy minden n>n, . természetes szédmra
d( (), f(2) <
e egyenletesen tart a H halmazon az f fiiggvényhez, ha minden £>0 esetén 1é-
tezik n.€N gy, hogy minden n>n. természetes szamra és a H minden x elemére

d(fn(x), f(x))<e.

23.3. Allitas (Az egyenletes konvergencia Cauchy-kritériuma) Az
fn:X — KV (neN) fiiggvénysorozat pontosan akkor konvergens egyenlete-
sen a HCX halmazon, ha minden €>0 esetén létezik n.€N tigy, hogy minden
m,n>n. természetes szamra

sup d(fm (), fn(z)) <e. (%)

rEH

BizoNYITAS Ha (f,,)nen egyenletesen konvergdl H-n az f fiiggvényhez, akkor min-
den m,neN esetén a haromszog egyenlétlenség miatt

sup d(fim (), fn(x)) < sup d(fm (@), f(x)) + sup d(fn(2), f(2))

r€H r€H zeH

igy teljesiil a (x) feltétel.
Ha teljesiil a () feltétel, akkor minden x€H esetén (f,,(x))nen Cauchy-sorozat
KN-ben, igy a Cauchy-kritérium szerint létezik

F(@) = lim f (2).
A (%) Osszefliggésbdl a H minden z elemére és minden n>n. természetes szdmra

A(J @), fal2)) = Hmd(f(2), fa(2)) <&,

azaz

sup d(fn(z), f(x)) <,

ceH

tehdt az (fn)nen fliggvénysorozat H-n egyenletesen konvergdl f-hez.
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23.4. Definicié Legyen X ¢ KM. Az f,:X — KV (neN) fiiggvénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergdl a H C X halmazon az f:H — KV
fiiggvényhez, ha minden € X esetén létezik r>0 1igy, hogy a fiiggvénysorozat
egyenletesen konvergal f-hez a G.(x) N H halmazon.

Allitds Legyen XCKM. Az f,:X — K~ (n€N) fiiggvénysorozat akkor

és csak akkor konvergal lokalisan egyenletesen a HC X nyilt halmazon az f

fiiggvényhez, ha minden K CH kompakt halmaz esetén ( f,,)nen egyenletesen

konvergal f-hez K-n.

BizoNYITAS Mivel H nyilt, minden z€H esetén van olyan r>0, hogy G, (z)CH.
Ha a fliggvénysorozat a H minden kompakt részhalmazan egyenletesen konvergens,
akkor G, (z)-en is, tehdt G, (x)-en is.

Ha a figgvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens H-n, akkor a H bar-
mely K kompakt részhalmazat lefedik az elemeinek azok a kornyezetei, amelyeken
a fuggvénysorozat egyenletesen konvergens; tehat véges sok ilyen kornyezet is le-
fedi. Ennek a véges sok kornyezetnek az uniéjan is egyenletesen konvergens a
fliggvénysorozat, ezért az unié részén, a K kompakt halmazon is.

23.5. Definicid Legyen X nemiires halmaz, f,:X — KV (n€N) fiiggvény-
sorozat. A fiiggvénysorozathoz rendelt fiiggvénysor az a Y, f, fiiggvény-

neN
n
sorozat, amelynek n-ik tagja > fr.
k=1
A Y f, fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha minden
neN
z€X esetén a Y] fn(x) sor abszolit konvergens K~ -ben.

neN

Allitas (Weierstrass-kritérium) Legyen f,:X — KV (neN) fiiggvényo-
rozat és H az X részhalmaza. Ha minden neN esetén

cp = sup | fn(z)| < o0,
xeH

és a ¥, ¢, sor konvergens, akkor a ¥, f, fiiggvénysor pontonként abszoliit
neN neN
konvergens és egyenletesen konvergens a H halmazon.

BIZONYITAS m < n és x€H esetén

> @)

k=m+1

n n

<Y i< Y a

k=m+1 k=m+1
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A maésodik egyenlétlenség szerint ¥ f,, pontonként abszolut konvergens H-n, az
neN
els6 egyenldtlenség és a Cauchy-kritérium szerint egyenletesen konvergens H-n.

Megjegyzés Egyenletesen konvergens fliiggvénysor nem sziikségképpen pon-
tonként abszolut konvergens.

23.6. Feladatok

1. Mi a konvergenciahalmaza az (id{),en és az (idf)nen fliggvénysorozatnak?
Mi a hatarértékfiiggvény?

2. Vizsgéljuk meg az (Exp™)nen és az (exp™)nen fliggvénysorozatokat konver-
gencia szempontjabol.

3. Mutassuk meg, hogy az (1) és (2) példdban szerepl$ fiiggvénysorozatok a
teljes konvergenciahalmazon nem egyenletesen konvergensek, de a konvergencia-
halmaz belsején lokalisan egyenletesen konvergensek.

4. Mi a kovetkezd fliggvénysorozatok konvergenciahalmaza és hatarértékfiigg-
vénye?

(1) (X[_n,n])neN (H) (nX[_n,n])neN

(111) (X[—l/n,l/n])”EN (IV) (nx[—l/n,l/n] )nEN

(v)

0 ha x<0,

nx ha 0<z<1/n,
fn(z) =

—nx+2 ha 1/n<z<2/n,

0 ha 2/n<z.

Egyenletes-e, lokdlisan egyenletes-e a konvergencia a konvergenciahalmazon?
- 12

[e.e]
5. Mia Y (1_’1_,7(];2) fliggvénysor konvergenciahalmaza és Gsszegfiiggvénye?
n=0 1 "

6. El6legezziik meg a sin fiiggvény ismeretét. Mutassuk meg, hogy

(i)a ¥ (x — sin %) fliggvénysor egyenletesen konvergens R-en,
neN n

(i) a Y} (:E > sin x”) fiiggvénysor lokélisan egyenletesen konvergens [0, 1[-en.
neN
7. Elélegezziik meg a logaritmusfiiggvény ismeretét. A 33 (z +— log(1 + 2™))

neN
fliggvénysor lokalisan egyenletesen konvergens Rar—n.

24. Hatvanysorok

24.1. A polinomok igen egyszerii és j6 tulajdonsdgu fiiggvények. Kérdés, mi-
lyenek azok a fliggvények, amelyek polinomsorozat hatarértékei. Ha p n-ed foku
(valés vagy komplex) polinom, akkor minden a € K esetén 1éteznek egyértelmiien
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n
meghatérozott cg,cy,...,c, szamok tigy, hogy p = > cx(idg — a)*. A “végtelen
k=0
fokd” polinomok a hatvanysorok, amelyeket pontosan a kovetkezoképp hatarozunk
meg.

Definicié Legyen a€K és ¢, € K (neNp). A
2 cn(idg—a)™
n=0

K — K fiiggvénysort a kézéppontd, (cn)nen, egylitthatérendszerii hat-
vanysornak nevezziik. Az

0 ha limsup ¥/|c,|=+00 ,
+00 ha limsup {/|e,|=0,
R = n
1 P
egyébként

limsup {/|cy|
n
@3_ -beli elemet a hatvanysor konvergenciasugaranak hivjuk.

24.2. RERT esetén a szokdsos médon Gg(a) jeloli az a kozépponti, R sugari
nyilt gombot, és legyen

Go(a):={a} illetve Gi(a):=K.

A||ftés (Cauchy—Hadamard-tétel) Az R konvergenciasugari

f} cn(idg—a)”
n=0

hatvanysor

(i) pontonként abszolit konvergens a Ggr(a) halmazon és divergens a
(m) ¢ halmazon,

(ii) lokalisan egyenletesen konvergens a G r(a) nyilt halmazon, ha R # 0.

BizoNYiTAs (i) A hatvdnysor nyilvdn konvergens az a pontban, az értéke ¢o. Ha
z€K és z#a, akkor

limsup v/|c,(z2—a)™| = |z—a|limsup {/|c,|,
n n
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o0
igy a Cauchy-féle gyokkritérium szerint a ¥, ¢,(z—a)™ sor abszolit konvergens,
n=0
ha |z—a|<R, és divergens, ha |z—a|>R.
(ii) Ha 0<r<R, akkor z€K és |z—a|<r esetén

len(z—a)"] < len|r™,

és

limsup /|c,|r™ = rlimsup {/|c,| <1
n n

o0
miatt a ¥ |c,|r™ sor konvergens, {gy a Weierstrass-kritérium szerint a hatvanysor
n=0
egyenletesen konvergens a B,.(a) zért gdombon, amibdl kovetkezik (s6t egyenértékii

azzal), hogy a hatvénysor lokdlisan egyenletesen konvergens G g(a)-n.

24.3. Azonos kozéppontu hatvanysorok Osszege szintén hatvanysor,

M

3 enlidz—a) + 3] du(idz—a)" = 3 (cn + d) (idx—a)™,
n=0 n=0

Il
o

n

amelynek a konvergenciasugara nem kisebb, mint a két konvergenciasugar koziil a
kisebb, hiszen konvergens sorok 6sszege konvergens.

Azonos kozépponti hatvénysorok Cauchy-szorzata szintén hatvanysor (itt nyer
igazdn fontos értelmet a Caucyhy-szorzat),

<E cn(idK—a)"> <E dn(idK—a)”> = 2 Zden,j (idK—a)",
n=0 n=0 n=0 \ j=0

amelynek a konvergenciasugara nem kisebb, mint a két konvergenciasugar koziil a
kisebb, hiszen abszolit konvergens sorok Cauchy-szorzata abszolit konvergens.
Egy hatvanysor reciproka — az alabbi értelemben — szintén hatvanysor.

o0
Ha a Y] ¢,(idg—a)™ hatvdanysor konvergenciasugara nagyobb nullanél és co #
0

n=
0, akkor a hatvanysorral eléallitott fliggvény nem nulla az a egy kornyezetében.
Ennek a fiiggvénynek a reciprokat a

1 1 n—1
do =, dn = - dicn,i *
Co Co ’; ( )

o0
rekurziéval meghatarozott Y d,, (idx—a)™ hatvanysor allitja eld.
n=0
Azt ugyanis egyszeri latni, hogy ennek és az eredeti hatvanysornak a Cauchy-

szorzata a konstans 1 fliggvényt éllitja eld. Csak azt kellene belatni, hogy a (x)
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egyitthatoknak megfelel¢ konvergenciasugdar nem nulla. Erre késébbi tanulma-
nyainkban (ldsd Analizis VI.) visszatériink.

24.4. Mint 24.1-ben mondtuk, tetszéleges a€K esetén barmely polinom el6-
allithato idg — a hatvanyainak linearis kombinaciéjaként. Egy kis pontositassal
hatvanysorokra is igaz ez: egy nem nulla konvergenciasugari hatvanysor 0sszeg-
fiiggvényét a konvergenciatartomanyon beliili korben més kézépponti hatvanysor
Osszegeként is eloallithatjuk.

Allitas Legyen R>0 a 2 dy(idg—b)* hatvanysor konvergenciasugara. Ha
=0
a€GR(b), akkor minden IGGR—|a—b\( a) esetén

de T— b ch(x—a)",

=0
ahol .
Cn = ];dk. (n) (b—a)*™  (neNy).
BizonyiT4s
de a—b)¥ ;Od w((z—a)+(a—b))* =
sk
kz:: ;( ) z—a)"™( ;;);Jdk< > z—a)"(a—b)*~

k
ahol < ):20, ha n>k.
n
Mivel |x—a|<R—|a—b|, azaz |r—al|+|a — b|<R, létezik a
DD Il o Jlz—alla=b" " = > ldil (Jz—al+|a—b)))
k=0n=0 k=0
Osszeg. A 20.2. allitas szerint az Osszegzés sorrendje felcserélhetd, igy

gdk(:c— Zde< ) z—a)"(a—b)F~

k=0n=0

=S <de< ) a—b)" )(x_aw.

n=0 \k=n
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24.5. Feladatok

1. Mi a konvergenciasugara a kovetkezo hatvanysoroknak?

Q) i:;o nidz, (ii) i:;o(zaun)n(idc—nm

(iii) i:;o on(idg—3)", (i) E}O(Q”—i—n)idﬁ.

2. Bizonyitsuk be, hogy a > 0 esetén a

1 = (-3 1
.
Va9 B e (4 )

hatvanysor konvergenciasugara a , és a hatvanysorral eléallitott fliggvény értéke
a 0 < z < 2a helyen +/z.

25. Elemi fuggvények

25.1. Allitds A kovetkez$ komplex hatvanysorok konvergenciasugara +oo:
oS ld«:

(1) 33

2n 00 _ n12n+1
()2( (>)d BT S i

n=0 (27’L+1) ' ’
) %‘3

2n o) d2n+1

)l ) 2 G

. 1 e s :
BIzoNYITAs Legyen c,:=— (n€N). A 18.2. 4llitds szerint
n!

|n+1| n! . 1
hmsu Ve <hmsu = limsu = limsup — =0,
p {/lenl P S Sup =

kovetkezésképpen az (1) hatvanysor konvergenciasugara +oo. Hasonld a bizonyi-
tas a (2)-(5) hatvanysorok esetén is.
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Definicié Az eléz6 allitasban szereplé komplex hatvanysorok (egész C-n ér-
telmezett) osszegfiiggvényét jelolje rendre

Exp, Cos, Sin, Ch, Sh,

amelyeket rendre exponencialis, koszinusz, szinusz, koszinusz hiper-
bolikusz és szinusz hiperbolikusz fiiggvényeknek neveziink. Legyen to-
vabba

exp:=Exp|r, cos:=Cos|g, sin:=Sin|g, ch:=Ch|g, sh:=Sh|g.

Mivel az (1)-(5) komplex hatvdnysorok valés egylitthatésak, az utébbi fliggvé-

nyek valés értékiiek, és példaul exp megegyezik a Y] 1—]5 valds hatvanysor 6sszeg-
n=0 T:
fliggvényével.
25.2. Allitas Tetszéleges u,veC esetén
Exp(u-+v) = Exp(u)Exp(v) (0)

B1zoNYITAS A binomidlis tétel és az abszoltit konvergens sorok Cauchy-szorzatara
vonatkozé 20.3. allitas szerint

o o0 1 n n P
Exp(u+v) Z u—HJ Z ] Z <k>u v =

n=0 k=0

(50 (2)(E3)-

n=0 n=0
=Exp(u) Exp(v).

25.3. A”I'tés Minden z komplex szamra
Exp(iz)=Cos(z)+iSin(z), (1)

Exp(z)=Ch(z)+Sh(z). (2)
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BizZONYITAS
‘ . _ el (_1)k22k ) & (_1)k22k+1 _
Cos(z)+iSin(z) —kz:;) N + zkz:;) ol
e (iz)% s (iz)2k+1 e (ZZ)"

= + = =
| | |
pors (2k)! P (2k+1)! nZ:(] n!
=Exp(iz),

és hasonléan lathaté be (2) is.

25.4. (1) alapjian minden z€C esetén
Exp(—iz)=Cos(z)—iSin(z),
és ebbdl valamint (1)-bél egyrészt kifejezheté Cos(z) és Sin(z):

_ BExp(iz)+Exp(—iz)
— 5 ,

Cos(z) (3)

Sin(z):Exp(iz) —2];]Xp(—iz)’ (4)

mésrészt, felhasznédlva (0)-t és az Exp(0)=1 nyilvdnval$ tényt, azt kapjuk, hogy

Cos®+Sin?=1. (5)

Hasonldan, (2)-bdl kifejezheték a Ch és Sh fliggvények is az Exp fiiggvény se-
gitségével:
_ Exp(z)+Exp(—2)

Ch(2) 5 , (6)
Sh(z):EXp(Z)_2EXp(_z) , (7)
" Ch?-Sh*=1. (8)

25.5. Az (5) formula alapjan z€R esetén
Exp(iz) = cos(z)+isin(x)
egységnyi abszolut értékii komplex szam, és ha x,y € R, akkor

Exp(z+iy) = exp(z) (cos y-+i sin y) .
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25.6. A 16.3. szerint
exp(1)=e,

igy (0) alapjdn minden neN esetén

exp(n)=e",

(o (1)) = exnt) -

1
exp () = {e=el/m,
n

tovabbd
kovetkezésképpen

igy ha reQ, akkor

T

exp(r)=e".

Ezért észszeriinek latszik z€C esetén az
e*:=Exp(z)eC

meghatarozas.

25.7. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy minden z€C esetén

(i) Ch(iz)=Cos(z), Cos(iz)=Ch(z),

(i) Sh(iz)=iSin(z), Sin(iz)=iSh(z).

2. A Cos és Ch fiiggvények parosak, a Sin és Sh fliggvények pdratlanok, azaz
Cos(—z)=Cos(z), Sin(—z)=—Sin(z), stb.

3. Igazoljuk, hogy minden wu,v€C esetén

(i) Cos(u+v)=Cos(u)Cos(v)—Sin(u)Sin(v),

(ii) Sin(u+v)=Sin(u)Cos(v)+Cos(u)Sin(v),

(iii) Ch(u+v)=Ch(u)Ch(v)+Sh(u)Sh(v),

(iv) Sh(u+wv)=Sh(u)Ch(v)4Ch(u)Sh(v).

4. Az eddigiekbdl mér a fliggvények soranak ismerete nélkiil is levezethetd az
Osszes trigonometrikus és hiperbolikus azonossag, mint példaul

Cos(y)—Cos(z)= — 2Sin (T) Sin <y;) .

Szamoljunk ki még néhany ilyen Gsszefiiggést!

IV. FOLYTONOS FUGGVENYEK
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26. Fuggvények hatarértéke

26.1. Definicié Legyen acKM az f:KM KV fiiggvény értelmezési tar-
tomdnyanak torléddsi pontja. Azt mondjuk, hogy b€KY a hatdrértéke
f-nek az a pontban, ha minden >0 esetén létezik §.>0 gy, hogy min-
den a#xeDom(f) esetén, melyre 0<d(xz, a)<d. teljesiil, d(f(x),b)<e 4ll fenn,
vagy masképpen ugyanez,

flGs.(a)\{a}] C G (b).

Lassunk két egyszerli példat.

(1) idg értelmezési tartoméanynak minden pontja torléddsi pont, a fiiggvénynek
minden pontban van hatarértéke, és az megegyezik a fliggvényértékkel.

(2) A sign : R — R fiiggvénynek a 0-ban nincs hatarértéke, minden més pontban
van, és megegyezik a fliggvényértékkel.

26.2. Allitds (Atviteli elv) Legyen a az f:KM—KY fiiggvény értelmezé-
si tartomanyéanak torlédasi pontja. beKY pontosan akkor hatarértéke f-nek
az a pontban, ha minden olyan x:N—Dom(f)\{a} sorozat esetén, melyre
h};n xn=a teljesiil, li}}n f(zn)=b 4ll fenn.

BizONYITAS Legyen b az f hatérértéke az a pontban és z:N—Dom(f)\{a} olyan
sorozat, hogy lim z,,=a. Minden >0 esetén létezik J.>0 ugy, hogy
n

f1Gs.(a)\{a}] € Ge(b).
Tovéabba, lim z,=a miatt 1étezik n.eN ugy, hogy
{zn | n>n.} C Gs_(a).

Ekkor
{f(xn) ‘ ”Zns} - Gs(b)7

kovetkezésképpen lim f(x,,)=b.

Forditva, tegyiik fel, hogy b nem hatarértéke f-nek az a pontban. Ekkor 1étezik
>0 1igy, hogy minden §>0 esetén

flGs(a)\{a}]Z G (b);

speciélisan minden neN esetén (az —-et véve & szerepére)
n

{reDom(f)\{a} | d(z,a)<1/n, d(f(z),b)>e} # 0.
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A kivalasztdsi axidma szerint ezért létezik olyan n—x,€Dom(f)\{a} sorozat,
amelynek tagjaira d(x,,a)<1/n és d(f(x,), b)>e teljesiil. Vildgos, hogy lim z,=a,
n

de lim f(z,)#0. =

Az atviteli elv segitségével fliggvények hatarértékére vonatkozoé éllitasokat kon-
vergens sorozatokra vonatkozo hasonlé allitasok segitségével tudunk bebizonyitani.
A kovetkezbkben felsorolunk néhany ilyen allitdst. A tovabbiakban a HCKM hal-
maz torléddsi pontjainak Osszességét H' jeloli, és megemlitjiik azt a két egyszerii
tényt, hogy

() (FNH)Y c F'nH,

ii) ha F C H, akkor I C H'.
(i)

26.3. Allitas Az f KM KN fiiggvénynek az ac(Dom(f)) pontban a ha-
tarértéke (ha létezik) egyértelmii.

Ezért, ha b€ K" az f hatdrétéke az a pontban, akkor a

lim f := lim f(z):=b

Tr—a

jelolést fogjuk hasznalni.
26.4. A| litds Az £ KM K" fiiggvénynek akkor és csak akkor létezik hatér-
értéke az ac(Dom(f))’ pontban, ha létezik lim pryof minden k€{l,..., N}

esetén, és ekkor

Prg (li(llrn f) = 1i£nprkof (k=1,...,N).

Specidlisan f:KM>—C fiiggvény és a€Dom(f)’ esetén pontosan akkor létezik
lim f, ha létezik lim(Reof) és lim(Imof), és ekkor

Re (li(llrn f) = 1i£n Reof és Im (lign f) = 1i£n Imof.
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26.5. A||ftés Legyenek f, g KM —KYN é ¢:KM—K fiiggvények.

(1) Ha ac(Dom( f)NDom(g))’, és létezik f-nek és g-nek hatdrértéke a-ban,
akkor az f+g és (f,g) fiiggvényeknek is létezik hatdrértékiik a-ban, és

lim(f+g)=lim f +limg,  Tim(f,g)=(lim f,limg).

(2) Ha ac(Dom(¢p)NDom(f))’, és létezik ¢-nek és f-nek hatdrértéke a-
ban, akkor a ¢f fiiggvénynek is létezik hatarértéke a-ban, és

finof = (iimo) (imf) .

(3) Ha aeDom(f)’, és létezik f-nek hatdrértéke a-ban, akkor az |f| fiigg-
vénynek is létezik hatarértéke a-ban, és

lim | f| = |lim f|.

(4) Ha a€Dom(¢)’, és létezik ¢-nek hatdrértéke a-ban, akkor a ¢* fiigg-
vénynek is létezik hatdrértéke a-ban, és

lim ¢ = (lim ) B

(5) Ha ac{zeDom(¢) | ¢(x)#0}, és ¢-nek létezik hatdrértéke a-ban,

mely nem nulla, akkor az 5 fliggvénynek is létezik hatarértéke a-ban, és

Megjegyzések (i) Az allitds (2) pontjanak speciélis eseteként, ha a€Dom(f),
és f-nek létezik hatarértéke a-ban, akkor a€K esetén az o f fliggvénynek is 1étezik
hatarértéke a-ban, és lim af=a (lim f)

a a

Hasonldéan, (1)-ben is tekinthetjiik azt a specidlis esetet, amikor g konstans
fliggvény.

(ii) A 26.1-beli els6 példa és az itteni allitdsunk (2) pontja alapjén minden neN
esetén az idy fiiggvénynek az értelmezési tartoménya minden pontjaban van ha-
tarértéke és az megegyezik a fliggvény értékével; ugyanez igaz tovabba minden
polinomra az (1) pont alapjan.
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1
(iii) Ugyancsak az itteni (5) pont szerint az an (neN) fuggvénynek az értelme-
i

zési tartomédnya minden pontjaban van hatarértéke, és az megegyezik a fiiggvényér-
tékkel. A 0 torlodasi pontja fiiggvény értelmezési tartoméanyanak, és a fiiggvénynek
a 0-ban nincs hatarértéke.

26.6. Allitas Legyen f:KMs—KYN  ¢:KN—KP és acDom(gof)’. Ha
(i) létezik f-nek hatdrértéke az a pontban és b:=lim f€Dom(g)'NDom(g),

(ii) létezik g-nek hatdrértéke a b pontban és 1il{n g=g(b),

akkor létezik a gof fiiggvénynek hatarértéke az a pontban, és

lim(gof) = liin g.

B1zoNYITAS Legyen >0 tetsz6leges. lign g=g(b) miatt létezik §>0 gy, hogy

9lG5(0)\{b}] C Ge(g(b))-
Mivel g(b)eG.(g(b)), az is igaz, hogy
9[Gs(b)] € G (g(b))-

Tovabba, b=1lim f miatt 1étezik p>0 ugy, hogy

flGp(a)\{a}] C G5(b).

Ekkor
(9oN)[Gpla)\{a}] C G=(g(b)).

Megjegyzés Nem volna igaz az allitds, ha nem kovetelnénk meg azt, hogy b
legyen a g értelmezési tartomanyaban és liin g=g(b) teljesiiljon. Legyenek ugyanis

1 ha x+£0,

f:R—=R, z—0 és g¢g:R—R, z—
0 ha z=0.

Ekkor lim f=0, lim g=1, de lim(gof)=0.
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26.7. Definicié Legyen H az f:KM—KV fiiggvény értelmezési tartoma-
nyédnak a része, acH'. Azt mondjuk, hogy f-nek létezik hatdrértéke az
a pontban H mentén, ha az |y fiiggvénynek létezik hatdrértéke a-ban,
és ekkor

lim f(0) =l Tl

Specidlisan, ha f:R—K" fiiggvény, akkor a€R esetén
lim fi=lim fl) coal, L ST fl 4o

(ha léteznek) az f-nek a-beli bal oldali illetve jobb oldali hatarértéke.

Példaul a sign fiiggvénynek a 0 pontban a bal oldali hatarértéke —1, a jobb
oldali hatarértéke 1.

Az
0 ha z122>0,

RZSR, x>
1 ha z122<0

fiiggvénynek a (0,0) pontban nincs hatdrértéke, de példdul az
{(z1,22)€ER? | 21 +25=0}

halmaz mentén a hatarértéke ebben a pontban 1.

Allitds Legyen a az f:KM»—KYN fiiggvény értelmezési tartomanyanak a
torlodasi pontja.

(i) Ha létezik f-nek hatdrértéke az a pontban, akkor minden olyan
HcCDom(f) esetén, melynek a torléddsi pontja, létezik f-nek hatdrérté-
ke a-ban H mentén, és

lim f(z) = lim f.
x€H

(ii) Ha HCDom(f) olyan halmaz, hogy a torléddsi pontja H-nak is,
(Dom(f)\H)-nak is, és létezik f-nek a-ban H mentén is, Dom(f)\H men-
tén is hatarértéke, és a két halmaz menti hatarérték megegyezik, akkor létezik
f-nek hatarértéke a-ban.

BizoNYITAs (i) Nyilvdnvald.

(ii) Ha
Jip ) = iy 1) =20,
z€H z¢H

akkor minden >0 esetén létezik n>0 és p>0 ugy, hogy

fl(Gpla)nH)\{a}] € Ge(b) & fI(Gpla)\H)\{a}] C Ge(b).
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Ha §:=min{n, p}, akkor

flGs(a)\{a}] C Ge(b). m

Specidlisan egy f:R—K" fiiggvénynek egy olyan a pontban, amely torlédasi
pontja Dom(f)N] — oo, a[-nak is, Dom(f)N]a, co[-nek is, pontosan akkor 1étezik
hatarértéke, ha létezik jobb és bal oldali hatérértéke, és ezek megegyeznek.

26.8. A 11. pontban értelmeztiik az R kiterjesztett valés szdmegyenesen a
400 és —oo kozépponti nyilt gomboket; ezeknek a segitségével az eddigiek min-
tdjara definidlhatjuk R-ben értelmezett fliggvények hatarértékét a plusz és minusz
végtelenben.

Definicié Legyen f:R—K" olyan fiiggvény, hogy +oco€Dom(f)’. Azt mond-
juk, hogy bcK" hatdrértéke f-nek a +oo pontban, ha minden >0 esetén
létezik 6.>0 tgy, hogy

f1Gs.(+00)] C Ge(D). (%)

Belathato, hogy ha f-nek létezik hatérértéke a +oco pontban, akkor az egyér-
telmii; jeldlje ezt a KN-beli vektort Em f. Hasonléan értelmezhetd lim feKY.
(o) — 00

1 1
Péld4ul lim —=1Ilim —=0 .
+oo ldR  —o© ldR
Megjegyzések (i) Az eddigiekkel val6 jobb 6sszhang kedvéért irhattuk volna
(*) helyett, hogy

flGs.(F00) \ {+0o0}] C G=(b),

hiszen 400 nincs benne az f értelmezési tartomanydban. Mindenképpen ezt kell
irnunk azonban, ha f:R—K?" fiiggvény hatarértékét akarjuk definidlni a végtelen-
ben.

(ii) +oo€Dom(f)’ akkor és csak akkor, ha Dom(f) feliilr6l nem korldtos.

(iii) b= Egé f akkor és csak akkor, ha minden £>0 esetén 1étezik K.>0 ugy, hogy

minden z€Dom(f) és x>K. esetén d(f(x),b)<e.

26.9. Definicidé Legyen f:KM—R és acDom(f)’. Azt mondjuk, hogy az f
altalanositott hatarértéke az a pontban +oo, ha minden £>0 esetén
létezik 6.>0 tgy, hogy

fGs(a)\{a}] C Ge(+0) .

Azt a tényt, hogy az [ &ltalanositott hatarértéke az @ pontban +oo, a
(9) lim f=4o00 jeloléssel fejezziik ki.
a
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A 400 pont kérnyezeteinek definicija szerint (g)lim f=+oo pontosan akkor
a

teljesiil, ha minden K >0 esetén létezik dx >0 gy, hogy minden z€Dom(f) \ {a}
és 0<d(z,a)<dk esetén f(z)>K.
Hasonléan értelmezhetd az, hogy f &ltaldnositott hatarértéke az a pontban
—00. )
Példaul az . fliggvénynek nincs dltalanositott hatarértéke a 0 pontban, de
i

. 1
(9) hgn @ = +o0.

26.10. Az eddigiek mintdjara értelmezhetd az f:R—R fiiggvények
(i) altaldnositott hatarértéke +oo-ben és —oo-ben,
(ii) dltaldnositott jobb és bal oldali hatarértéke egy R-beli pontban.
A részleteket az olvaséra bizzuk.
Példaul
) i ! 0 li ! + (g) i
im — = im— = im — = —oo.

g +oo id]R ’ g 040 idR oo g i >

26.11. Bar KM-ben nem értelmeztiik a végtelent, bevezetjitk a KM»—K?" fiigg-
vények végtelenbeli hatdrértékének fogalmét is.

Definicié Legyen az f:KM—KN fiiggvény értelmezési tartoméanya nem kor-
litos. Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke a végtelenben beK", ha min-
den >0 esetén létezik K.>0 tgy, hogy minden x€Dom(f), |x|>K. esetén
|f(x)—b|<e.

26.12. Soroljuk KM elemeinek koordinatéit két csoportba, legyen K, LEN,
K+L=M, és tekintsitk KM helyett KX xK%-t.

Legyen f:KExKL—K?Y fiiggvény és (a1, az) €KX xKL olyan, hogy

(i) (a1, aq) torlédési pontja Dom( f)-nek,

(ii) as egy kornyezetében levé minden xo-re a; torlédési pontja a

KEsKY, a2y (21, 22)

fliggvény értelmezési tartomanyanak.
Ekkor értelmesek a kovetkezd kérdések:
(1) Létezik-e f-nek hatarértéke (aj, az)-ben?
(2) Létezik-e minden zo-re xlhg}h f(x1,22)? Ha igen, létezik-e

lim (lim f(xl,:vg)) ?

Tr2—az r1—aq
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(3) Ha léteznek mindezek a hatérértékek, milyen kapcsolat van kézottik?
Valaszunk hasonld, mint a kettés indexti sorozatokra feltett hasonlé kérdés ese-
tén.

Allitds Ha létezik f-nek hatdrértéke az (ay,as) pontban, és as egy kornye-

zetében minden xo-re létezik lim f(xq,x3), akkor
xr1—ai

Tp—az \T1—ai (a1,a2)

lim (lim f(xl,x2)>: lim f,

ami gy értendd, hogy létezik a bal oldalon levé hatarérték, és egyenls a jobb
oldallal.

B1zONYITAS Legyen b:= lim)f és p>0 olyan, hogy minden z,€G,(az) esetén
al,a2
létezik g(x2):= lim f(z1,x2).
Tr1—al

Minden £>0 esetén létezik §>0 ugy, hogy
f1Gs((a1,a2))\{(a1, a2)}] C G(b).

Ha 7:=min{p, §/v/2}, akkor minden 11€G; ) z(a1)\{ar} és w2€Gy(az)\{az}
esetén

0< d(($1,$2), (al,ag)) = \/d($17a1)2 + d(xg,a2)2 < 6,

kovetkezésképpen
d(f(x1,72),b) <e.

Rogzitett xo esetén igy

d(g(z2),b) = d( lim f(z1,22),b) = lim d(f(21,22),b) <& < 2,

Tr1—ay Tr1—aq

kovetkezésképpen lim g(x2)=b, és ezt akartuk bizonyitani. m
To—ras

Természetesen hasonldt allithatunk a masik ismételt hatarértékre is. Az allitas
kovetkezményei:

(1) Ha a fiiggvény hatdrértéke és valamelyik ismételt hatérérték létezik, akkor
ezek megegyeznek.

(2) Ha a fiiggvény mindkét ismételt hatdrértéke létezik, és ezek nem egyenldk,
akkor a fiiggvénynek nincs hatdtértéke a széban forgd pontban.

26.13. Feladatok

2. Léteznzek—e a kovetkezd hatarértékek?

-1
(1) il—>m1 x—1" (ll) wgr-i{looe ’ (lll) wgg—looe ’

N (1 |
(iv) lim , (v) lim sin <x)’ (vi) $hg%):z:sm (ac)

=2 r—2 x—0
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3. Igazoljuk, hogy minden meN esetén lir+n e *=0. (Utmutatés: tudjuk,
Tr—r+00
hogy limn™e~"=0, ldsd 13.5.)

4. Van-e hatarértékiik a kovetkezd fiiggvényeknek a végtelenben?

i) KNSR, ar—>——, ii) KNoR,  a—e 17,
() o @
1
(iii) C—=C, z—>——0.
T+
5. Mutassuk meg, hogy az
oyt
z,y)€R? | z/2<y<2z} =R, (2,9)——o——
(el e/2eysze) -2 y)

fiiggvénynek a (0,0)-ban nulla a hatérértéke, de fel sem vethetd az ismételt hatar-
értékek létezésének kérdése.
6. Mutassuk meg, hogy az

1 ha O<y<a?,

R* =R, (z,9)— .y
0 egyébként

fiiggvénynek a (0,0)-ban minden egyenes mentén a hatérértéke 0, de nincs hatar-
értéke.
7. Léteznek-e a kovetkezd hatarértékek?

1
() lm xsin(-), (i) lm <;”y2>
(2.4)—(0.0) y (2a)—(0.0) \ 2%+y

_ 2,2
(i) lim <xy) . Gv)  lim (”3 Y > :
(z,y)—(0,0) \ T+Y (z,y)—(00,00) \ T*+Y

8. Igazoljuk, hogy
1—cos(x)

~ .. sin(x) - 1
() lim == G) Jim =
(Hasznéljuk a fiiggvények hatvanysorat.)
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27. Fluggvények folytonossaga

27.1. Definicié Legyen f:KM>—K" és acDom(f). Azt mondjuk, hogy
f folytonos az a pontban, ha minden >0 esetén létezik §.>0 ugy,
hogy minden z€Dom(f) esetén, melyre d(x,a)<d. teljesiil, d(f(z), f(a))<e
all fenn, vagy masképpen ugyanez,

flGs.(a)] € Ge(f(a)).

Tovébbd, f folytonos a HCDom(f) halmazon, ha folytonos H minden
pontjdban; és f folytonos, ha folytonos a Dom(f) halmazon.

Megjegyzések (i) Ha H tetszdleges részhalmaza KM -nek, akkor a€ H esetén
a vagy torlédasi pontja, vagy izoldlt pontja H-nak. Tovabba, a 27.1. Definicié
szerint

(1) ha a izoldlt pontja Dom( f)-nek, akkor f folytonos a-ban,
(2) ha a torlédasi pontja Dom(f)-nek, akkor f pontosan akkor folytonos a-
ban, ha lim f=f(a).

(ii) Ezért a 26.5. megjegyzés alapjdn minden K—K polinom folytonos.

1
S6t a szokdsos hiedelemmel ellentétben folytonosak az an (neN) fiiggvények
1dg

is. Az igaz mindéssze, hogy ezek a fiiggvények nem terjeszthetdk ki az egész K-ra
folytonos figgvénnyé.

27.2. Az el6z8 megjegyzés (i) pontjdban mondottak szerint a hatérértékekre
vonatkozé ismereteink birtokdban egyszerlien igazolhatunk a folytonossagra vo-
natkozé néhany allitast, specidlisan az itt kovetkezo kettot.

Allitas (Atviteli elv) Az f:KM—KN fiiggvény pontosan akkor folytonos az
a€Dom(f) pontban, ha minden olyan x:N—Dom(f) sorozat esetén, melyre
lim z,,=a fenndll, lim f(z,)=f(a) teljesiil.

27.3. Allitas Ax fKM,—KN fiiggvény pontosan akkor folytonos az acDom( f)
pontban, ha minden k€{1,..., N} esetén priof folytonos a-ban.

Specidlisan, az f:KM»—C fiiggvény pontosan akkor folytonos az a€Dom(f)
pontban, ha a Reof és Imof fiiggvények folytonosak a-ban.
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27.4. Allitds Legyenck f,g:KM—KN és p:KM—K fiiggvények.

(1) Ha aeDom(f)NDom(g) és f illetve g folytonosak a-ban, akkor az f+g¢
és (f, g) fiiggvények is folytonosak a-ban.

(2) Ha a€Dom(¢p)NDom(f) és ¢ illetve f folytonosak a-ban, akkor a ¢f
fiiggvény is folytonos a-ban.

(3) Ha acDom(f) és f folytonos a-ban, akkor az |f| fiiggvény is folytonos
a-ban.

(4) Ha acDom(¢) és ¢ folytonos a-ban, akkor a ¢* fiiggvény is folytonos
a-ban.

1
(5) Ha a€Dom(¢) és ¢ folytonos a-ban, tovdbbd ¢(a)#0, akkor az p

fiiggvény is folytonos a-ban.

27.5. Allitas Legyenek f:KM KV, ¢:KN—KP” fiiggvények és acDom(gof)

-1
= Dom(f)N f (Dom(g)). Ha f folytonos a-ban és g folytonos f(a)-ban, ak-
kor a gof fiiggvény folytonos a-ban .

27.6. A||ftés A kovetkezd fiiggvények folytonosak (azaz mindeniitt folyto-
nosak):

KV xKN SKY,  (2,y)—z+y,
KxKNSKY, (o, z2)—ax,
KY xKN 5K, (x,y)—={z,y),
KN SR, x|,
pri: KV K (k=1,2,...,N).

27.7. A folytonos fiiggvények (tehat olyan fiiggvények, amelyek az értelmezési
tartoméanyuk minden pontjidban folytonosak) egy igen gyakran hasznélt tulajdon-
sagat mondja ki a kovetkezo allitas.

Allitas Legyen f:KM—K¥ folytonos fiiggvény, acDom(f) és beK" olyan,
hogy f(a)#b. Ekkor létezik r>0 tgy, hogy minden x€G,(a)NDom(f) esetén
f(z)#b.

BizoNYiTAs Egyszer(i tény, hogy e:=d(f(a),b)>0 és b¢G.(f(a)). Az f-nek a-beli
folytonossaga miatt létezik r>0 ugy, hogy

fGr(a)] € Ge(f(a)).
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Ekkor b¢ f[G,(a)], igy minden z€G,.(a)NDom(f) esetén f(z)=£b.
27.8. A folytonos fiiggvények egy alaptulajdonsdgat fogalmazzuk most meg.

Allitas Az F:KM,—KN fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden ACK™
21
nyilt (zart) halmaz esetén f (A) nyilt (zdrt) Dom(f)-ben.

BIZONYITAS Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a H:=Dom(f) jelolést.

—1
Tegyiik fel, hogy f folytonos, és legyen ACKY nyilt halmaz. Ha a€ f (A), ak-
kor f(a)€A, igy 1étezik >0 tigy, hogy G.(f(a))CA. f a-beli folytonossiga miatt
létezik §>0 tgy, hogy
1Gs(a)] € G-(f(a)) C A

Ekkor

HAGs(a) C 1 (FGs(a)]) < 1 (A),

-1
tehdt a belsd pontja f (A)-nak H-ban.
Forditva, tegyiik fel, hogy minden KV-beli nyilt halmaz f &ltali 6sképe nyilt
-1
H-ban. Legyen £>0. Ekkor G.(f(a))CK" nyilt, kévetkezésképpen f (G<(f(a)))
nyilt H-ban, mely tartalmazza az a pontot, igy létezik §>0 ugy, hogy

Gs(a)nH C f (Go(f(a)).

Ekkor
flGs(a)] C Ge(f(a)),

azaz f folytonos az a pontban.
A zart halmazokra vonatkozo dllitas nyilvanvalé kovetkezménye az eddigieknek,
mivel tetszéleges ACKY halmaz esetén

—1 -1

F(A°) = H\ f(A).

27.9. Definicié Azt mondjuk, hogy az f:KM—K¥V fiiggvény nyilt (zart),
ha Dom(f) minden nyilt (zdrt) részhalmazénak f &ltali képe nyilt (zdrt)
KN -ben.

Egy fliggvény lehet nyilt (zart) és emellett nem folytonos, tovabbd lehet foly-

tonos és emellett nem nyilt (zért). Ime:
(1) Az idg fiiggvény folytonos, nyilt és zart.
(2) A pri:RxR—R fiiggvény folytonos és nyilt, de nem zért, mert

{(z,1/x) | vz€R }CRxR
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zart halmaz, de
pri[{(z,1/2) | v€RT}] = R*

nem zart R-ben.

(3) Az

THE fliggvény folytonos, de se nem nyilt, se nem zart, mert R nyilt és
egyben zart résﬂihalmaza R-nek, de képe, a ]0, 1] intervallum se nem nyilt, se nem
zart R-ben.

(4) Barmely nyilt halmazon értelmezett konstans fiiggvény folytonos és zirt, de
nem nyilt.

(5) Az
0 ha <0,

R—-R, z—
1 ha >0

fliggvény zart, de nem folytonos és nem nyilt.

27.10. Definicié f:KM—K" fiiggvény, HCDom(f) és acH esetén azt
mondjuk, hogy f folytonos az a pontban H mentén, ha az f|y fiigg-
vény folytonos a-ban .

Specidlisan, ha f:R—KW fiiggvény és acDom(f), akkor azt mondjuk, hogy
f balrél (jobbrdl) folytonos az a pontban, ha f folytonos a-ban
a Dom(f)N]—o0,a] (Dom(f)N[a,+oc[) halmaz mentén. A fiiggvény balrdl
(jobbrdl) folytonos, ha értelmezési tartomanydnak minden pontjaban bal-
rél (jobbrdl) folytonos.

Példaul az int (egészrész) fiiggvény jobbrdl folytonos.
27.11. Még egy fogalmat érdemes bevezetni a valds szamokon értelmezett fligg-
vényekre.

Definicié Az f : R — KV fiiggvény szakaszosan folytonos, ha

(i) értelmezési tartoménya intervallum,
(ii) létezik véges sok w1 < xa,- - < x, elem Dom(f)-ben gy, hogy

— f folytonos az {x€Dom(f) | z<z1}, |z1,22[, ..., {r€Dom(f) | z, <z}
intervallumokon,
— lIétezik f-nek jobb és bal oldali hatarértéke az x1,...,x, pontokban.

Példéaul az int (egészrész) fuggvény szakaszosan folytonos.

27.12. Feladatok
1. Folytonosak-e a kovetkezo fliggvények?

(i)

1
244?)si h 0,0
Ron (] CHI s e @)A0.0)

0 ha ($7y)=(0,0)7
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(ii) idrsign,
(iii) C—»C, 2z—Im(z)+Re(2)%
2. Emlékeztetiink a

1 ha z€Q

: R—R, —
Xeo v { 0 ha z¢Q

Dirichlet-fiiggvényre. Mutassuk meg, hogy ez a fiiggvény sehol sem folytonos, és
idrx, csak egyetlen pontban folytonos.

3. Mutassuk meg, hogy ha f:K™—K?/ folytonos, akkor minden ECK" esetén

-1

£ (B)nDom(f) C 1 (B).

4. Bizonyitsuk be, hogy f:KM—K" akkor és csak akkor folytonos, ha minden
HcCDom(f) esetén

FIH] < fH].
5. Legyen f:KM—K" és HCDom(f).
(i) Adjunk példét arra, hogy f|g folytonos, de f nem folytonos H-n.

(ii) Igazoljuk, hogy ha f|g folytonos, és x belsd pontja H-nak Dom( f)-re nézve,
akkor f folytonos z-ben.

28. Egyenletes folytonossdg, Lipschitz-tulajdonsag

28.1. Definicié Azt mondjuk, hogy az f:KM—KY¥ fiiggvény egyenletesen
folytonos a HCDom(f) halmazon, ha minden £>0 esetén Iétezik §.>0 tigy,

hogy minden x,yeH és d(z,y)<d. esetén d(f(x), f(y))<e. f egyenletesen
folytonos, ha egyenletesen folytonos Dom(f)-en.

Allitds Ha f egyenletesen folytonos H-n, akkor f folytonos H mentén a H
minden pontjaban.

B1zoNYIiTAS Legyen f egyenletesen folytonos H-n. Ha £>0, akkor 1étezik J.>0 a
fenti tulajdonsaggal. Igy minden z€H esetén

flGs.(x)NH| C G=(f(x)),

azaz f folytonos H mentén az x pontban.
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28.2. Definicié Az f:KM—KWV fiiggvény
(1) Lipschitz-tulajdonsdgu az acDom(f) pontban, ha létezik r>0 és
L>0 tgy, hogy minden x€G,(a) esetén

d(f(z), f(a)) < Ld(z,a) ;

(2) Lipschitz-tulajdonsdgi a HCDom(f) halmazon, ha létezik L>0
ugy, hogy minden x,yeH esetén

d(f(z), f(y)) < Ld(x,y).

Allités Ha az f-KM—KN fiiggvény
(1) Lipschitz-tulajdonsédgii az acDom( f) pontban, akkor folytonos a-ban,
(2) Lipschitz-tulajdonséagi a HCDom(f) halmazon, akkor egyenletesen
folytonos H-n.

B1zoNYITAS Bérmely £>0 szamra

(1) minden x€Domf, d(:c,a)<% esetén d(f(x), (f(a))<e;

(2) minden z,y€H, d(:c,y)<% esetén d(f(x), f(y))<e.

28.3. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a sin és cos fiiggvények Lipschitz- tulajdonsiaguak az
egész értelmezési tartomdnyukon. (Hasznédljuk a 25.7.4. feladat eredményét.)

1
2. Igazoljuk, hogy a nem egyenletesen folytonos a ]0, +oo] intervallumon, de
1dg

ha «>0, akkor az ], +oo[ halmazon egyenletesen folytonos, s6t Lipschitz-tulaj-
donsagu.

3. Léssuk be, hogy a ./ fliggvény egyenletesen folytonos, de nem Lipschitz-

tulajdonsdgu az egész értelmezési tartoméanyédn, de ha a>0, akkor az |a, +o0|
halmazon Lipschitz-tulajdonsagu.

29. Folytonossdg és kompaktsag

29.1. Allités Legyen K CKM kompakt halmaz és f:K—KN folytonos fiigg-
vény. Ekkor f[K| kompakt halmaz K" -ben.
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B1zoNYITAS Legyen (G;)ier K¥-beli nyilt halmazok rendszere tigy, hogy
fIK] c |G
il
Ekkor
—1 -1 —1
Kc ffIK)c f <UGi> = F(@G).
icl iel
—1
Mivel f folytonos, minden i€l esetén f (G;) nyilt K-ban, igy létezik N;CKM nyilt
—1
halmaz gy, hogy f (G;)=KNN;. Ekkor
Kc|JN:.
i€l

Mivel K kompakt, létezik olyan F'CI véges halmaz, hogy

Kc | N
ieF
Ekkor .
K=|JKnN; =] f(Gy),
i€F icF
kovetkezésképpen

fIK] = f [U ?(G»] U r@ic e

i€F i€l i€F
tehat f[K] kompakt halmaz K~ -ben.

29.2.  Allitas (Weierstrass-tétel) Legyen KCKM kompakt halmaz és
f:K—R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik p,qeK 1igy, hogy

fp)=inf f[K] és  f(q)=sup fIK].

BiZONYITAS Az el6z8 &llités szerint f[K]CR kompakt halmaz, igy korldtos és zart,
kovetkezésképpen

sup f[K]<+oo és  sup f[K] € f[K] = f[K],

igy van olyan ¢€ K, hogy f(q)=sup f[K]; hasonlé a bizonyitds az infimumra is. W



118 IV. FOLYTONOS FUGGVENYEK

A Weierstrass-tétel szerint tehat kompakt halmazon értelmezett valds értéki
folytonos fliiggvény felveszi minimumaéat és maximumat.

29.3. A||ftés Legyen KCKM kompakt halmaz és f:K—KY folytonos in-
jekcié. Ekkor f—1 folytonos.

BizoNYiTAS Legyen ACK™ zart halmaz. Ekkor ANK zart részhalmaza a K kom-
pakt halmaznak, ezért kompakt, igy az eloz6 allitds szerint az
-1

F7H(A) = f[AnK]

halmaz kompakt, kévetkezésképpen zart K¥-ben, igy f[K]-ban is. f~! folytonos-
saga igy a 27.8. allitas kdvetkezménye.

29.4. Allitas (Heine tétele) Legyen K CKM kompakt halmaz és f:K —KY
folytonos fiiggvény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

B1zoNYITAs Legyen e>0. Ekkor minden €K esetén létezik d, .>0 gy, hogy

f1Gs, (2)NK] C Ge(f(x)).

Nyilvénval6, hogy {Gs, _/2(z) | #€K} a K nyilt lefedése, ezért létezik olyan ZCK
véges halmaz, hogy

K c | Gs._p(2) (%)

z2€Z

Ekkor
dc :=min{d, /2| z€Z} > 0,

és ha z,yeK olyan, hogy d(x,y)<d., akkor (x) szerint létezik z€Z 1gy, hogy
1€G;5__s2(2). A hdromszog-egyenlStlenséghdl kapjuk, hogy

d(y,z) < d(y,z) +d(z,2) < 0c +026/2 <0y,
kovetkezésképpen

d(f(x), f(y)) < d(f(z), f(2)) +d(f(2), f(y)) < 2e.

30. Folytonossdg és osszefligglség

30.1. Allitas Legyen KM»—KX folytonos fiiggvény és CCDom(f) ésszefiig-
g6 halmaz. Ekkor f[C] ésszefiiggé halmaz KV -ben.
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BizoNYITAS Tegyiik fel, hogy f[C] nem &sszefiiggd, azaz léteznek E és F' nem iires
halmazok tgy, hogy ENF=0, ENF=() és f[C]=EUF. Nyilvdnvald, hogy

C= <f1(E)ﬁO> U <f1(F)ﬂC> .

-1
Tegyiik fel, hogy f (E)NC=0. Ekkor E=f[C]NE=0 volna, ami ellentmond4s,

1

tehat f (E)NC#).
Tovabbd, f folytonossidga miatt (ldsd a 27.12.3. feladatot)
T T

Cn f (B)cDom(H)N f (B)C f (E),
igy
(Cm_fl(E)>m (Cm_fl(F)) con <_f1(E)> n (}1(F)) c
c /(BN F) = 1 (EnF) =0,

Hasonlé6 6sszefliggést irhatunk fel E és F' szerepét felcserélve, amibdl kovetkezik,
1

hogy fl(E)ﬂC és f (F)NC nem tires szétesé halmazok, tehdt C nem Osszefiiggd.
Ko6vetkezmény Ha f:R—R folytonos fiiggvény, akkor minden Dom(f)-beli I
intervallum esetén f[I] intervallum.
Ha tehat f:R—R folytonos és [z, y]CDom(f), akkor f felveszi [z, y]-on a mini-
mumdt, maximumdt és a ketté kozott minden értéket; specidlisan az f(z) és f(y)
kozotti minden értéket is.

30.2. A||ftés Ha ICR intervallum és f:I—R folytonos injekcid, akkor f
szigortian monoton.

BizoNYITAS Elég megmutatni, hogy f szigortian monoton az I tetszdleges [a, b]
korlatos részintervallumén.

Mivel f injektiv, f(a)#£f(b), legyen példdul f(a)<f(b).

Tegyiik fel, hogy f nem szigordian monoton névd; ekkor létezik c€la,b] ugy,
hogy f(c)<f(a) vagy £()>F(b).

Egyenldség egyik esetben sem allhat, mert a fliggvény injektiv. Ha f(c)<f(a),
akkor az [f(c), f(a)]C[f(c), f(D)]. A fiiggvény folytonossdga miatt (intervallum ké-
pe intervallum) minden u€[f(c), f(a)] esetén 1étezik x€la, c] és y<lc, b] gy, hogy
u=f(x)=f(y), és ez ellentmond a fiiggvény injektivitdsdnak. Ugyanigy ellentmon-
désra jutunk, ha f(c)>f(b), tehdt f szigorian monoton né.

Hasonldan ldthatjuk be, hogy f(a)>f(b) esetén f szigordian monoton fogy.
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30.3. Legyen I és J intervallum, JCI. Tegyiik fel, hogy J nyilt I-re nézve. Ha
zeJ alsé végpontja J-nek, akkor alsé végpontja I-nek is.

Ugyanis tegyilk fel, hogy x nem alsé végpontja [-nek. FEkkor létezik yel
ugy, hogy y<x. Mivel x bels6 pontja J-nek I-re nézve, van olyan >0 , hogy
Je—e, x+e[NICJ. I intervallum, ezért létezik z€I gy, hogy x—e<z<wz. Ekkor
z€dJ, és mivel z<x, igy = nem alsé végpontja J-nek.

Hasonlé mondhaté, ha x € J fels6 végpontja J-nek.

Allitas Ha f:I—=R folytonos injekcié, akkor f~' folytonos.

B1zoNYITAS Az el6z8 4llitas szerint f szigorian monoton, legyen példdul szigoriian
monoton novo.

Legyen JCI részintervallum, mely nyilt I-re nézve, és legyen y€ f[J]. Ekkor
létezik egyetlen z€J ugy, hogy y=f(z).

Ha z nem végpontja J-nek, akkor 1étezik =1, zo€J tgy, hogy =1 <x<ws. Ekkor
f(a1)<f(@)<f(z2), igy f(x) belss pontja f[J]-nek.

Ha z als6é végpontja J-nek, akkor I-nek is als6 végpontja, kovetkezésképpen y
alsé végpontja f[I]-nek, igy bels6 pontja f[J]-nek f[I]-re nézve. Hasonlé a helyzet,
ha z fels6 végpontja J-nek.

Tehét ha J olyan részintervalluma I-nek, amely nyilt I-re nézve, akkor f[.J]
nyilt f[I]-re nézve.

Ha ()ANCI az I-re nézve nyilt halmaz, akkor 2.11. és 5.2. szerint van J,CI
(neN) az I-re nézve nyilt intervallum, amelyek uniéja N. Ekkor

f__ll(N) =fINl=f [U Jn] = U 17,

neN neN

és a jobb oldalon &l16 halmaz nyilt Dom(f~1)=f[I]-re nézve. A 27.8. allitds szerint
tehat f~! folytonos.

Megjegyzések (i) Ha f nem valds értékii, akkor az &llitds nem igaz. Példa
erre a

-7, 7] =C, zrel®

fliggvény, amely folytonos, injektiv, értékkészlete az egységkor, de inverze nem
folytonos a —1 pontban.

(ii) Tudjuk, hogy ha n pératlan akkor az

n

R—R, z—a",

ha n paros, akkor az
Ry —RS, a—a™

fiiggvény injektiv és folytonos, igy inverze, az a fliggvény is folytonos.
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31. Folytonos fliggvények sorozata

31.1. Allitds Legyen HCKM tetszéleges nem iires halmaz, a torlédasi
pontja H-nak és f,:H — KV (n€N) a H-n egyenletesen konvergens fiigg-
vénysorozat. Ha minden n€N esetén f,-nek létezik hatarértéke a-ban, akkor
liTILn fn-nek is, és

lim (liTILn fn) = lim (hén fn) .

B1zoNYiTAS Legyen f:=lim f,, és n€N esetén b,:=1im f,,. Az egyenletes konver-
n a

genciara vonatkozé Cauchy-kritérium szerint minden >0 esetén létezik n.€N tgy,
hogy minden m,n>N természetes szamra

sup d(fm(2), fn(z)) <e.

xeH

Ezért, ha m,n>n., akkor

kovetkezésképpen a (b, )nen sorozat konvergens; legyen b:=limb,,.
n
Legyen £>0. Ekkor 1étezik meN gy, hogy

d(bm,b)<e ¢ sup d(fu(a), f(z))<e.
cEH

Tovabbé lim f,,=b,, miatt létezik 6.>0 tgy, hogy ha z€H, d(x,b,,)<J., akkor

d(fm(x),bm) <e.
Ezért ilyen x-ekre
d(f(x),0) <d(f(x), fm(x)) + d(fm(x),bm) + d(bm, b) < 3¢,

kovetkezésképpen lim f=b.
a

31.2. Allitas Legyen HCKM és f,,:H — KV (n€N) folytonos fiiggvények
sorozata, mely lokélisan egyenletesen konvergal az f:H — KV fiiggvényhez.
Ekkor f folytonos.
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B1zoNYiTAS Legyen acH. Ha a izoldlt pontja H-nak, akkor f folytonos a-ban.
Legyen a torlédédsi pontja H-nak, és legyen G az a olyan kornyezete, hogy a
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a G N H-n. Vilagos, hogy a torlodési
pontja G N H-nak is.

Az el6z6 allitas szerint

lim f = lim (hm fn) = lim f,,(a) = f(a),
tehat f folytonos az a pontban. m

o0
Ebbél adddik az a fontos eredmény, hogy ha a ¥ ¢, (idx—a)™ hatvinysor R
n=0
konvergenciasugara nem nulla, akkor a

Gr(a)—=K, z— Z cn(idg—a)”

n=0

Osszegfliggvény folytonos.
Specialisan, az Exp, Cos, Sin, Ch, Sh fliggvények folytonosak.

31.3. Feladat
Adjuk meg folytonos fliggvények olyan sorozatdt, amelynek pontonkénti hatér-
értéke nem folytonos (14sd a 23.6.5. feladatot).

32. A Ludolf-féle szdm (=)

32.1. Emlékeztetiink arra, hogy a
2 (—1)midam

_ o (=)riag o
Cos=>_ @2n) Sm_; (2n+1)!

n=0

fliggvények az egész komplex szamsikon értelmezve vannak, folytonosak, tovabba

cos :=Cos|g, sin :=Sin|g.

Allitas Léterik egyetlen olyan x¢€]0, 2] szdm, hogy cos(z¢)=0.

BizoNYyiTAS Nyilvdnvald, hogy cos(0)=1. Megmutatjuk, hogy cos(2)<0. Ugyanis
22 24 26 98

cos(2):1—a+ﬂ—g+§_...:

1 22 LA 26 A B
o 21 3.4 6! 7-8 B

—12614 <0
3 6! 7-8 ’
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mivel az 0sszeg minden tagja negativ. fgy a 30.1. allitas kovetkezménye szerint
létezik zo€]0, 2[ dgy, hogy cos(z)=0.

Az egyértelmiiséghez eldszor beldtjuk, hogy minden x€]0,2[ esetén sin(z)>0.
Ugyanis

sin(z) =1 — o+ 2 L 4T 2

mivel az 6sszeg minden tagja pozitiv.

Ha z,y€[0, 2] és <y, akkor y;—x €]0,2[ és ?e]O, 1], kovetkezésképpen

cos(y)— cos(xz) = —2sin (y—;—x) sin (y;:v) < 0.

Tehét a cos fiiggvény a [0,2] intervallumon szigorian monoton fogyd, ezért
injektiv. Kovetkezésképpen egyetlen olyan x0€]0, 2 1étezik, melyre cos(xq)=0 tel-
jesil.

Definicié Jelslje w/2 azt az egyetlen ]0,2[-beli szamot, melyre cos(m/2)=0
teljestil.

A
sin?(7/2)4 cos? (7 /2)=1
azonossag alapjan sin?(7/2)=1. Mivel 7/2€]0,2], igy az el6z6 bizonyitas szerint
sin(m/2)>0, kovetkezésképpen
sin(m/2)=1.
32.2. A 25.3. szerint minden z komplex szamra
e*=Cos(z)+iSin(2).
Specidlisan, _
'™/ = cos( /2)+i sin(r /2)=i.

Ebbdl kovetkezik, hogy e'"= — 1 és e2>™=1. A 25.2. &llitds szerint ezért minden
z€C esetén
Exp(z+27i)=Exp(z).

Ez pedig maga utan vonja, hogy
Ch(z+2mi)=Ch(z), Sh(z+2mi)=Sh(z),
és
Cos(z+2m)=Cos(z), Sin(z+2m)=Sin(z).

Specialisan tehat a cos és sin fiiggvények 27 szerint periodikusak.
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|. METRIKUS TEREK TULAJDONSAGAI

1. Metrika, norma, skaldrszorzat

1.1. Konyviink els6 részében KV-nel foglalkoztunk, amelyek elemeinek tavolsé-
ga “természetszeriileg” addédott. A matematika igen sok alkalmazdsiaban felveto-
dik az igény, hogy egészen mas, olykor meglehetésen “bonyolult” halmaz elemeire
értelmezziik, mit jelent a tavolsdguk. Az dltaldnos tavolsigfogalmat a K~ -en meg-
ismert tavolsag tulajdonsagaival vezetjiik be.

Definicié Legyen M nem iires halmaz. Egy
d: MxM—RE

leképezést M-en adott metrikanak vagy tavolsagfiiggvénynek neveziink,
ha minden x,y, ze M esetén

(M1) d(z,y)=0 pontosan akkor teljesiil, ha x=y,

(M2) d(x,y)=d(y, z),

(M3) d(z,y)<d(z, z)+d(z,y).

Az (M, d) pdrt metrikus térnek nevezziik, ha M nem iires halmaz, és d
metrika M felett.

Az (M2) tulajdonsdgot a metrika szimmetrikussigdanak, az (M3) tulajdon-
sdgot pedig a metrikdra vonatkozé haromszog-egyenl6tlenségnek nevezziik.
Ebb6l viszonylag konnyen beldthatjuk, hogy a kovetkezd négyszog-egyenlGt-
lenség is teljesiil: minden x,y, u, vEM esetén

|d(z, u)=d(y, v)| < d(z,y) + d(u, v),
hiszen egyrészt

d(z,u) < d(z,y) +d(y,u) < d(z,y) + d(y,v) + d(v,w),
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masrészt

d(y,v) < d(y.2) + d(x,v) < d(y,@) + d(,v) + d(u,v),

amelyeket dtrendezve, figyelembe véve a metrika szimmetrikussagat, megkapjuk a
kivant eredményt.

1.2. Példék metrikara:
(1) KN-en az ismert euklidészi tavolsagfiiggvény, azaz

KV xKYN SKY,  (2,9)—

N
Z |2k — yi|?
k=1

metrika.
(2) Bérmely M=#£() halmazon megadhatjuk az tgynevezett diszkrét metrikat
az
0 ha z=
MxM—RT, (x,y)b—>{ Y
1 ha z#y

formuldval. Barmely legalabb kételemii halmazt a diszkrét metrikaval ellatva
diszkrét metrikus térnek neveziink.

(3) A [0,1]x[0,1]=Ry, (x,y)—|sin(z)—sin(y)| leképezés is metrika.

1.3. Vektortereken altalaban olyan metrikat adunk meg, amely “illeszkedik” a
linearis struktirahoz. Ilyen metrikdkhoz normakon kereszetiil jutunk el.

Definicié Legyen V vektortér (a K test felett). Egy
VoRE, o=z

leképezést V-n adott normanak neveziink, ha minden x,y€V és a€K esetén
(N) ||=||=0 pontosan akkor teljesiil, ha x=0,

(NP) [laz||=|al ||z]],
(NA) [[lz+yll <[l +[y]l-

A (V|| . |]) part (K feletti) normalt térnek nevezziik, ha V vektortér és
I . || norma V-n.

Itt az (NA) tulajdonsdgot hivjuk a normdra vonatkoz6 hdromszog-egyenlét-
lenségnek. Ennek fontos kévetkezménye, hogy minden z,y€V esetén

Hlz =Myl < llz—yll-

Ennek belatasahoz az

lzll = lly + (@=y)I| < llyll + lz—yll
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és az
Iyl = llz + (y—2)|| < ||zl + [ly—=]|

egyenl6tlenségeket kell csak figyelembe venntink.
Allités Ha || . || norma a V' vektortéren, akkor a
VXV—)R;)F’ (irvy)'_)”‘r_yu

leképezés metrika.

Ezért a tovabbiakban egy normélt teret a fenti metrikaval ellatva metrikus
térnek tekintiink.

1.4. Példak normadra:
(1) K¥-en a szokdsos euklidészi abszolit-érték , azaz

KN SRE,

norma, amelyet ezentil a | . |2 szimbdélummal jeloliink. Tovédbbé a

n
KV =Ry, a-|z)i= Z |z,
k=1
KNSR, o0|2]oe:= max |z
1<k<N
leképezések is normék.
(2) Legyen

1':={acKk" | Z lan| < 400},
neN

Pi={acK" | Y |an|* < o0},
neN

1°°:={acK" | sup |a,| < +o0}.
neN

Ezek vektorterek a pontonkénti miiveletekre nézve: az ilyen sorozatok szdmszo-
rosa szintén ilyen sorozat, tovabbd |a, + b,| < |a,| + |b,| miatt I*-beli és [°°-beli
sorozatok sszege is [1-ben, illetve [°°-ben van; végiil |a, + b, |? = |an|® + a’b, +
anbl + |bn]? < 4max{|a,|?, |b,|?} miatt [%-beli sorozatok Gsszege is [2-ben van.
Rajtuk rendre bevezethetdk a kovetkez6 normak:
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P=RE,  amall:= Z |an],
neN

PoRY, a-llalz= [ lanf?,
neN

ZOO%RS', a—>|a||oo:=sup |ay|.
neN

Egyszer(i beldtni, hogy || . ||1 és || - || teljesiti a norméra kirétt kovetelménye-
ket; || . ||2-r6l a kovetkezd pontban latjuk be, hogy norma.

(3) Jelolje C([a,b]) az [a,b]—K folytonos fiiggvények halmazéit. C([a,b]) a pon-
tonkénti miveletekre nézve vektortér K felett, melyen bevezetheté a kovetkezo
hérom norma:

C(la, b) =Ry, frllfll:

b
i
' b

e

a

C(la,b])=Rg,  fro]|flloc:=max|f].

C(la, b) =Ry, frollfll2:

[a,b]
Itt sem okoz nehézséget megmutatni, hogy || . ||1 és || . || teljesiti a norméra
kir6tt kovetelményeket; || . ||2-r6l a kdvetkez6 pontban latjuk be, hogy norma.

(4) Jeldlje C*([a,b]) az [a,b]—K folytonosan differencidlhaté fiiggvények hal-
mazit. C1([a,b]) a pontonkénti miiveletekre nézve vektortér K felett (a C([a,b])
linedris altere), melyen bevezetjiik a kovetkezd normét:

— max | f| + max | f'|.
o max 7]+ 71
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1.5. Definicid Legyen V vektortér (K felett). Egy
VxV=K, (2,y)—(z,y)

leképezést V-n adott skalarszorzatnak neveziink, ha minden x,y,z€V, és
a€K esetén

(S1) (z,x)€RY, és (v, x)=0 pontosan akkor teljesiil, ha x=0,

(S2) (y, z)=(z,y)" ,

(SA) (z,y+2)=(z,y)+(=,2) ,

(SP) (z,ay)=a(z,y) .

A (V,{(.,.)) part skaldrszorzatos térnek nevezziik, ha V' vektortér és (., .)
skalarszorzat V -n.

Megjegyzés (SA) és (SP) egyiittesen azt jelentik, hogy az (x,y)—(x,y) leké-
pezés a mésodik véltozdjaban K-linedris. E tulajdonsigokat (S2)-vel kombindlva
konnyen lathatjuk, hogy a skaldrszorzat az els6é valtozdjaban konjugélt linearis,
azaz minden x,y, z€V és a€K esetén

(SA,) <x—|—y, Z>:<xv Z>+<yv Z>7 (SP,) <O“T7 y>:a* <I, y>

1.6. A skaldrszorzatra vonatkozé alabbi két allitast ugyanigy lehet bizonyitani,
mint az A.1.5. illetve az A.1.6. allitast.

1. Allitas (Cauchy—Schwarz egyenlStlenség) Legyen (V,(.,.)) skaldr-
szorzatos tér. Ekkor minden x,y€V esetén

(@, )| < V{z,2) VY, 9),

és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha x és y parhuzamosak.

2. Allitss Legyen (V, (., .)) skaldrszorzatos tér. Ekkor a
VRS, o—=y/(z,2)=" |z

leképezés norma V-n.

A tovéabbiakban egy skaldrszorzatos teret a fenti normaval ellatva normalt tér-
nek tekintiink.

1.7. Példak skalarszorzatra
(1) K¥-en ismert a

N
KYxKN K, (z,y)—(z,y) := Zmiyk
k=1
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skalarszorzat.
(2) 1?1 az
PxPP=K,  (a,b)—(a,by:=> a}by
neN

jol definidlt leképezés (a széban forgd sor abszolut konvergens az |a,| |by| <
2(Jan|*+ |bn|?) egyenlétlenség miatt) skalarszorzat. Ezért az 1.4.2-ben adott || . ||
leképezés valéban norma.

(3) C([a,b)-n a

b
C(la b)) xC(la, b)) =K, (f.g)(f,g):= / f*g

leképezés skaldrszorzat. Ezért az 1.4.3-ban adott || . |2 leképezés valéban norma.
(4) KN*N_en (az N x N-es métrixok, vagyis a KV — K% linedris leképezések
vektorterén) a
KVXN < RN*N 3K, (A, B)—Tr(A*B)

leképezés skaldrszorzat. Ez valéjaban az euklideszi skalalarszorzat KV >N -en.

1.8. Definicié Legyen (M, d) metrikus tér.

(1) Az M nemiires F és G részhalmazdnak a tdvolsdga
d(F,GQ) :=inf{d(z,y) | z€F, yeG}.

Specialisan, az M egy = elemének és egy H nemiires részhalmazanak a ta-
volsaga
d(z,H) = d({z}, H).

Ha H az M akarmilyen részhalmaza, akkor
d(0,H) := 0.
(2) Az M egy nemiires H részhalmazédnak az atmérdéje
diam(H) := sup{d(x,y) : x€H és ycH}.

Azt mondjuk, hogy H korldtos, ha diam(H)<+oo. Az iires halmazt nulla
atmérdjiinek és igy korlatosnak tekintjiik.

Az (M,d) metrikus teret, illetve a d metrikdt korldtosnak mondjuk, ha
M korlatos.

Korlatos metrikus tér minden részhalmaza korlatos. Példaul diszkrét metrikus
tér korlatos; a KV-en altalunk bevezetett harom metrika egyike sem korlatos.
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1.9. Feladatok

1. Metrika-e RxR—RY,  (z,y)~ 2=yl ,

14|z —y|?~

2. Bizonyitsuk be, hogy ha d metrik‘a Mz{|en és ¢:M—M injektiv leképezés,
akkor do(¢px¢) is metrika M-en.

3. Ha d; és dy metrika M-en és aj, a0 € RT, akkor ajd; + aads is metrika
M-en. Igazoljunk hasonlét normaékra is.

4. Mutassuk meg, hogy ha d:M x M—RZ metrika, és f:RJ =R olyan szigori-
an monoton névé fiiggvény, hogy f(0)=0 és f(a+8)<f(a)+f(3) teljesiil minden
a, BER(T esetén, akkor fod is metrika M-en.

5. Norma-e R—R7, x+—s|arctg(z)|?

6. Norma-e C([a,b])-n az f— I[n%)}](ﬂf‘ + | f']) leképezés?

a,

7. Ha U és V vektortér és || . || norma V-n, valamint L:U—V linedris injekcid,
akkor || L(.)|| norma U-n.

8. Legyen h:[a,b]—R™ Lebesgue-integralhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

b
(f, g)r—>/f*gh skaldrszorzat C/([a, b])-n.

a
9. Legyen || . || norma a V vektortéren, és legyen M a V zart linedris altere.
Mutassuk meg, hogy a V/M faktortéren

lz+ M| :=inf{]lz — 2| | z€ M}

formuldval normét definidlunk, amellyel V/M teljes, ha V teljes.
2. Metrikus terek topoldgidja

2.1. Definicié Legyen (M, d) metrikus tér. Ekkor z€M és r>0 esetén a
Gi(x) = {yeM | d(y,x)<r},
B(x) = {yeM | d(y,)<r},
Si(x) = {yeM | d(y, z)=r}

halmazokat rendre x kézéppontu, r sugari nyilt gombnek, zart gémbnek,
és gobmbhéjnak nevezziik.

A tovébbiakban, ha félreértést nem okoz, a d jel6lést elhagyjuk, és egyszeriien
G, (x)-et, stb. frunk.
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Diszkrét metrikus tér minden z elemére G, (z)={z} ha r<1 és G,(z)=M ha
r>1; B,(z)={z} ha r<1 és B,(x)=M ha r>1.

2.2. Miutédn értelmeztiik a nyilt gomboket egy metrikus térben, az A.2. fejezet
definicidinak és 4llitasainak nagy részét megismételhetjiik, KV helyett a metrikus
tér alaphalmazét, a KV-beli euklidészi tavolsag helyett a metrikus tér metrikéjat
véve.

Az A.2.5. definicibhoz hasonléan értelmezziik egy metrikus tér részhalmaza-
ra nézve a bels6 pont, érintkezési pont, hatarpont, torlédasi pont, izolalt
pont fogalmat. Ervényesek az A.2.5-ben felsorolt egyszeri tények, az ottani allitas
és annak kovetkezménye metrikus terekre is.

Diszkrét metrikus térben egy részhalmaz minden pontja izolalt pont és bels6
pont is egyben. Ezért a halmaznak nincs se hatarpontja, se torlédasi pontja.

Az A.2.8. definici6hoz hasonléan értelmezhet6 metrikus térben a nyilt hal-
maz és a zart halmaz fogalma. Az A.2.9. allitasai, valamint az A.2.10. allitas
valtozatlanul érvényes metrikus terekre.

Diszkrét metrikus térben minden egyelemii halmaz nyilt, ezért minden halmaz
nyilt, és igy egyben zart is, hiszen egy masik nyilt halmaz komplementere.

Az A.2.12-h6z hasonléan értelmezheté halmazok belseje és lezartja metrikus
térben, és ezekre igazak maradnak az A.2.12. és az A.2.13. allitasok.

Itt is igaz, hogy G, (x) nyilt halmaz, B, (z) zart halmaz, tovabba G, (z)CB,(x),
de dltaldban nem all egyenléség. Ugyanis példdul diszkrét metrikus térben G (z)=
Gi(x)={z} és Bi(x)=M barmely z€M esetén.

Az A.2.14-hez hasonldéan értelmezhetd, hogy egy metrikus tér valamely részhal-
maza slrii egy masik halmazban, valamint az, hogy egy részhalmaz mindeniitt
stri.

Az A.2.11. allitas lényegesen felhasznélja K egy specialis tulajdonsigu részhal-
mazét (a raciondlis koordindtdju pontokat). Ezért az alitds megfeleldje dltaldban
nem lesz igaz. Példaul ha R-et a diszkrét metrikdval latjuk el, csak az egész R
vagy egy megszamlalhato részhalmaza dllithaté el6 megszamldlhaté sok nyilt gomb
unidjaként. A széban forgd részhalmazbdl eredd tulajdonsigot kiilon értelmezziik
metrikus terekre.

Definicié Az (M,d) metrikus teret szepardbilisnak nevezziik, ha létezik
megszamlalhaté mindeniitt siirti részhalmaza M -nek.

Most mér az A.2.11-hez hasonléan lathatjuk be, az ott szereplé PV halmaz
helyett M-nek egy megszamlalhaté mindeniitt stirti részhalmazat véve:

Allitas Ha (M, d) szeparabilis metrikus tér, akkor M minden nyilt részhal-
maza el6all megszamlalhato sok nyilt gémb unidjaként.

2.3. Az A.3.2. definicidhoz hasonldéan értelmezheték a kompakt halmazok
metrikus térben. Ervényesek az A.3.3., A.3.4., A.3.5., A.3.6. és az A.3.7. A&lli-
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tés. Azonban az A.3.8. a KV specislis tulajonsigt részhalmazaira (zért téglakra)
vonatkozik, és ezt haszndlja fel az A.3.9. allitdsdnak a bizonyitasa; tetszéleges
metrikus térben nem igaz a Heine-Borel-tétel (korlatos és zart részhalmaz nem fe-
létleniil kompakt), sem a Bolzano—Weierstrass-tétel (korldtos végtelen halmaznak
nem feltétleniil 1étezik torléddsi pontja).

Diszkrét metrikus tér barmely részhalmaza korlatos és zart, de csak a véges hal-
mazok kompaktak. Ugyanis ha H egy diszkrét metrikus tér végtelen részhalmaza,

akkor |J Gi(z) a H-nak nyilt lefedése, azonban G;(z)={x} miatt ennek nincs
rcH
véges részlefedése. Tovabbd semmilyen részhalmaznak nincs torlédasi pontja.

Az A.4.3.-hoz hasonléan definidlhaté metrikus tér részhalmazéanak 6sszefiigg6-
sége. Ervényben marad az A.4.3. és az A.4.4. allitds, ez utébbinak az értelmében
definidljuk alaldban is egy részhalmaz 6sszefiiggé komponenseit, amelyekre igaz
marad az A.4.5. allités.

Diszkrét metrikus térben bdrmely nem egyelemii részhalmaz szétesé (nem Osz-
szefliggd).

A csillagszerti és a konvex halmazok definiciéja felhasznalja KV specislis tu-
lajdonsagu részhalmazait (a szakaszokat), ezért altaldban metrikus térre ezek a
fogalmak értelmetlenek. Viszont normalt terekben ugyanigy értelmezhetjik eze-
ket a halmazokat, és igaz marad, hogy a gombok konvexek, valamint igaz marad
az A.4.6. allitas is.

2.4. A fejezetet a fejezet cimének magyardzataval zarjuk. Ha elfelejtenénk,
hogyan van megadva egy halmazon egy metrika, csak azt tudnank, mik a nyilt
halmazok, akkor is mindent, ami ebben a fejezetben szerepelt, meg tudnank fogal-
mazni azaltal, hogy a nyilt gombok helyett nyilt halmazt mondunk.

Definicid Egy metrikus tér nyilt halmazainak Osszességét a metrikus tér
topoldgidjanak hivjuk.

2.5. Feladatok

1. Vizsgaljuk meg, az A.1-A.4. fejezetek azon feladatait, amelyek nem K
konkrét részhalmazaira valamint nem Descartes-szorzatokra vonatkoznak: melyek
maradnak érvényben altaldanosabb keretek kozott is? Vilagos, hogy ahol felhasz-
naljuk KV linedris szerkezetét (0sszeaddst vagy szdmmal szorzast), az legfeljebb
normalt térben lehet igaz. Az “értelemszerii” a kovetkezdkben erre utal.

Az A.1.10. feladatainak &llitasai értelemszertien érvényben maradnak, kivéve
az 8.(i)-t, amely csak nem korldtos metrikus térre igaz.

Az A.2.15. feldatainak allitdsai kozil értelemszeriien érvényben marad 4., 7.,
8., 9., 10., 12., 14. és 15.. Csak normalt térben lesz igaz 2., 3., és 11.. Mit tudunk
allitani ezek helyett metrikus térben?

Az A.3.10. feladatainak allitdsai értelemszeriien érvényben maradnak.

Az A.4.9. feladatainak allitdsai értelemszertien érvényben maradnak.

2. Mutassuk meg, hogy normalt térben minden x elemre és >0 valés szamra
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(i) Gr(2)=2+G,(0), (i) G,(0)=r G1(0).

3. Normalt tér barmely H részhalmazéara

H= " (H+G,(0)).

r>0

4. Igazoljuk, hogy C'[a,b] (a folytonosan differencidlhaté fiiggvények halmaza)
a C([a,b]) térben értelmezett egyik normdra nézve sem zért, a belseje pedig tires.
5. Legyen
M :={f € C(la,b]) | f monoton nové},

S :={f € C([a,b]) | f szigorian monoton névs}.

Bizonyitsuk be, hogy mindhdrom norméra nézve M és S beleseje iires, S = M.
6. Legyen o > 0 esetére

Ho={f € C(la,b)) |Ref > a},  Ga:={f € C[a,]) | Ref > a}.

Mutassuk meg, hogy mindhdrom normaéra nézve

Hy =Gy, Gy= H,,
valamint

U Go = Ha = Go.

a>0 a>0

7. Legyen o > 0 esetére
H, :={a €1® | Rea, > a (neN)}, Go = {a €1 | Rea,, > a (neN)}.

Mutassuk meg, hogy

ﬁoZGOOZUGaZUHagGm
a>0 a>0

Gy = Hy.
8. Legyen p:=1,2, és
Hy :={a €1” | Rea, > 0 (neN)}, Go :={a €I’ | Rea,, > a (neN)}.

Mutassuk meg, hogy
0==Go=10, Gy = Hy.
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3. Metrika és norma leszukitése, szorzatmetrikdk, szorzat-
normak

3.1. Legyen (M, d) metrikus tér és RCM. Ekkor d|gx g metrika R-en, amely-
nek neve: d-nek R-re valé lesziikitése.

Hasonldéan, ha (V,]| . ||) normdlt tér és XCV linedris altér, akkor a || . || nor-
manak az X-re valé lesziikitése norma X-en.

A tovébbiakban, ha az ellenkezgjét nem mondjuk, egy metrikus tér részhal-
mazét, (illetve egy normdlt tér alterét) mindig a leszlikitett metrikdval (illetve
norméval) tekintjik metrikus térnek (illetve normalt térnek).

Az A.5. fejezetben bevezett részhalmazra vonatkozé belsé pont, nyiltsdg stb.
annak felel meg, hogy az (R, d|rxr) metrikus tér részhalmazainak bels§ pontjait,
nyiltsdgat stb. tekintjik. Mivel x€R és r>0 esetén

Gilmer (2) = G )R,

egyszerlien lathatd, hogy az A.5. allitdsai érvényesek metrikus terekre is.

3.2. To6bbféle lehetdség kindlkozik, hogy véges sok — N darab — metrikus (nor-
mélt) tér Descartes-szorzatén metrikdt (normét) hatdrozzunk meg. Az aldbbi
allitasok bizonyitasa igen egyszer(i, az olvasora bizzuk.

. N
1. Allitas Legyenek és (M;, d;) metrikus terek (i=1,...,N), és M::l.)_(1 M;.
Az x,yeM esetére a

=2

D(1)($7y)1=4 di(pri(z), pri(y)),

3

d;(pri(x), pri(y))* ,

WE

D(Z)(m,y)::

=1

D ooy (z,y):= e di(pri(x),pri(y))

formuldkkal meghatdrozott D1y, D(g) és D leképezések metrikdk M-en.
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, N
2. Allitds Legyenek (V;,|| . ||;) normalt terek (i=1,...,N), és V:= .)_(1‘/;.

Az z€V esetére a

N
)l (1y:= Z [[pri(2)]]s,
i=1

[l (2):

N
> llpri(@)12,
i=1

= s, lpra(e)

formulakkal meghatarozott || . |[1), || - [l2) és || - |l(e) leképezések normak
V-n.

A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy ezen metrikdk illetve normék a szorzathal-
mazon ugyanazt a topoldgiat hatarozzak meg.

3.3. Feladatok
1. Igazoljuk, hogy a 3.2. pont jeldléseivel x€M és r>0 esetén

G (@) = X G (pri(a)),

Xz

K2

ahol a fels6 indexek arra utalnak, mely metrikara vonatkoz6 gdmbokrol van szé.
2. Mutassuk meg, hogy

D(oe) < D2y < D1y < VN Dgy < N D,
és hasonléan
I Mooy < T - Ny < -l < VNI @y < NI lso)-

3. A C(la,b])—=C([a,b])xC([a,b]), fr>(f, ') leképezés linearis injekcié. Ad-
junk meg ennek alapjan (lasd az 1.9.7. feladatot) a szorzatnormdk segitségével
normdkat C([a,b])-n. Vessiik dssze ezeket az 1.4.4-ben adott norméval.

4. Legyen (M, d;) és (Mas,ds) metrikus tér. Bizonyitsuk be, hogy ha Hy CM;
és HyC My nyiltak (zértak), akkor Hy x Hy is nyilt (zart) akdrmelyik szorzatmert-
rikdban.

5. Legyen H; az (M;,d;) metrikus tér részhalmaza (i = 1,2). Ekkor Hy x Hy =

EXFQ és H1 XHQ = Hl XHQ.
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6. Legyen (V;, (,),) skalarszorzatos tér, i =1,...,N, és V := X1 V;. Mutassuk

meg, hogy
N

VxV oK, (zy)— Z (pri(z), pri(y))

i=1

skalarszorzat. Milyen normét hataroz ez meg a szorzattéren?

4. Sorozatok metrikus terekben

4.1. Az A.6.3. és A.6.6. definicickhoz hasonléan értelmezheté metrikus tér-
beli sorozatok siirtisodési helye, hatdrértéke és konvergencidja. Az A.6.3.,
A6.4., A6.6., A6.7., A6.8. és az A.6.9. &llitdsok és kovetkezményeik metri-
kus terekre véltozatlanul érvényesek. Nem igaz viszont az A.6.5. Aallitds, amely
a Bolzano—Weierstrass-tételen alapszik; ehelyett csak azt tudjuk mondani, hogy
kompakt halmazban futé sorozatnak van stirtisédési helye, méghozza a kompakt
halmazban (mert kompakt halmaz végtelen részhalmazdnak van torlédési pontja
a kompakt halmazban).

Példaul diszkrét metrikus térben egy sorozat pontosan akkor konvergens, ha
egy indextol kezdve alland6. Ezért, ha R-et ellatjuk a diszkrét metrikaval, akkor
az N—R, n+—n sorozat korlatos, de nincs konvergens részsorozata.

A részsorozatokat ugyanigy definialjuk, mint A.9.1-ben. Ervényben marad-
nak rajuk az A.9.2., A.9.3. és A.9.4. éllitasok, de az A.9.4. allitds kévetkezménye
nem igaz; ehelyett csak azt tudjuk mondani, hogy kompakt halmazban futé so-
rozatnak van konvergens részsorozata (amelynek a hatarértéke sziikségszertien a
kompakt halmaz eleme).

Ervényes tovabba metrikus terekben egy részhalmaz zartsdgat sorozatokkal jel-
lemz6 A.10.2. Allitas is, azonban a korldtossig és a kompaktsag jellemzésére vo-
natkoz6 A.10.3. és A.10.4. allitds nem igaz.

Egyel6re bizonyitas nélkiil kozoljik azt a fontos tényt, hogy az A.10.5. A&lli-
tds (noha a kompakt halmazok sorozatokkal valé jellemzésével bizonyitottuk, ami
altaldban nem igaz) érvényben marad (ldsd az 5.9.6. feladatot):

Allitds Kompakt halmazok Descartes-szorzata (a 3.2-ben adott akdrmelyik
szorzatmetrikdban) kompakt.

4.2. Az A.9.5-en adott definicidhoz hasonléan értelmezziik metrikus terekben
a Cauchy-féle sorozatokat. Ervényben maradnak az A.9.6., A.9.7. és A.9.8. 4l-
litdsok metrikus terekben is. Azonban az A.9.9. 4&llitds nem: metrikus térbeli
Cauchy-sorozat nem feltétleniil konvergens.
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1
Vegyiik példdul az RT-t a szokdsos metrikdval. Ebben n — — Cauchy-sorozat,
n

de nem konvergens.

Definicié Azt mondjuk, hogy egy metrikus tér teljes, ha benne minden
Cauchy-sorozat konvergens.

4.3. Az A.9.9. allitas szerint KV az euklidészi tavolsaggal teljes metrikus tér.
Késébbi tanulmanyaink soran 1atni fogjuk, hogy I, 12 és [*° is teljes az 1.4.2-ben

adott normakkal.

1. Allitds A C([a,b]) vektortér a || . || normaval ellatva teljes.

BizonyiTAs Egy C([a, b])-beli figgvényzorozatnak a || . || normaban valé kon-
vergencidja az [a,b]-n egyenletes konvergencidt jelenti. Ha f, (n€N) a | . ||«

szerint Cauchy-sorozat, akkor minden £ > 0 esetén van olyan n. € N, hogy min-
den m,n > n. természetes szamra

max | fom () = fu(@)| = [|fm = fmll <e,

z€Ja,b]

és ez pontosan az egyenletes konvergencia Cauchy-kritériuma. Tehdt a fliggvény-
sorozat egyenletesen konvergal egy f fiiggvényhez, amely az A.31.2. szerint foly-
tonos, vagyis a fliggvénysorozat a || . || norméban konvergél f-hez.

2. Allités A C1([a, b]) vektortér az 1.4.4-ben meghatdrozott normdval teljes.

B1zoNYIiTAS Ha (f,,)nen Cauchy-sorozat C([a, b])-ben az adott normdra vonatko-
z6an, akkor mind (f,)nen, mind (f))nen egyenletesen konvergens [a, b]-n, és ezért
a hatarérték-fiiggvények folytonosak; az Analizis IV.A.4.1. szerint f:= hm fn dif-

ferencidlhaté is és f’ —hm fr. amibdl azonnal kovetkezik, hogy f ECl([a b])7 és a

szoban forgd Cauchy—sorozat f-hez konvergal az adott norma szerint.

4.4.1. Allitas Legyen (M, d) metrikus tér, és H olyan részhalmaza M-nek,
hogy a (H,d| g« p) metrikus tér teljes. Ekkor H zdrt M-ben.

B1zoNYiTAS Legyen a:N—H M-ben konvergens sorozat. Ekkor a Cauchy-sorozat
a (H,d|px i) metrikus térben, kovetkezésképpen konvergens is. Ha x€H jeloli az
a hatérértékét ezen metrikus térben, akkor = hatdrértéke a-nak az (M, d) metrikus
térben is. fgy H zéart részhalmaza M-nek.

2. Alll'tés Legyen (M, d) teljes metrikus tér, és H zart részhalmaza M -nek.
Ekkor a (H,d|gxpg) metrikus tér teljes.
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B1zoNYiTAS Legyen a Cauchy-sorozat H-ban. Ekkor a Cauchy-sorozat M-ben,
igy konvergens is, és H zartsiga miatt x:=lima,€H. Ekkor nyilvanval6, hogy =
n

hatérértéke a-nak a (H,d|mx ) metrikus térben is.

4.5. Allitas Metrikus tér kompakt részhalmaza teljes.

B1zoNYIiTAS Legyen K kompakt halmaz és a:N — K Cauchy-sorozat. A 4.1-ben
mondottak szerint van a-nak slirtisédési helye K-ban. Azonban, ha egy Cauchy-
sorozatnak van sirlisodési helye, akkor konvergens is, hatarértéke a sirtisédési
hely.

p N
4.6. Allitads Legyenek (M;,d;) metrikus terek (i=1,...,N) és M:= .Xl M;.
1=
Jelélje D a 3.2.-ben definidlt D1y, D(2y, D () metrikdk akdrmelyikét, és le-
gyen a:N—M sorozat.

(1) a pontosan akkor konvergens (M, D)-ben, ha pr;oa konvergens (M;, d;)-
ben minden i=1, ..., N esetén, és ekkor

pr;(lima) = lim pr;oa.

(2) a pontosan akkor Cauchy-féle (M, D)-ben, ha pr;oa Cauhcy-féle (M;, d;)-
ben minden i=1,..., N esetén.

BizonYiTAs (1) Tegyiik fel, hogy a konvergens, és legyen z:=1lima. Ekkor min-
den £>0 szamhoz létezik n.€N gy, hogy minden n>n. esetén D(a,, z)<e. Ekkor
minden i=1,..., N és n>n. esetén

di(pri(an),pri(z)) <e,

kovetkezésképpen pr;oa konvergens, és lim pr;oa=pr;(z).

Forditva, tegyiik fel, hogy minden i=1,..., N esetén pr;oa konvergens, legyen
xi:=limpr;oa, és x:=(x1,...,x,)EM. Ekkor a metrikus terekre is értelemszeriien
érvényben levé A.6.9.2. 4llitds szerint minden >0 esetén létezik n.€N gy, hogy

ha nan), akkor d;(pr;(an), z;)<e minden i-re, és igy

Ne haD:Dl,
D(ay,,2)<{ v/Ne ha D= Dy,
€ ha D = D,

kovetkezésképpen a konvergens, és lima = x.
(2) bizonyitdsa hasonl6 az (1) bizonyitdsahoz.
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Ko6vetkezmény (M, D) pontosan akkor teljes, ha minden i=1,..., N esetén
(M;,d;) teljes.

4.7. Az el6z6 allitas az A.7.1. allitds egy megfeleldje. Annak a fejezetnek a
tovabbi eredményeit nyilvanvaléan csak normélt terekre lehet altalanositani.

Ervényben marad (V| . ||) normalt térre, hogy ha a,b:N—V és a:N—K kon-
vergens sorozatok, akkor az a+b, ab, ||a|| sorozatok is konvergensek, és

lim(a+b)=lim a+ lim b,
lim(ab)=lim alim b,

lim ||a||=]| lim a]|,
és ha (V, (.,.)) skaldrszorzatos tér, akkor (a,b) is konvergens, és
lim (a, b) = (lim a, lim b).

Igaz marad normalt térre az A.7.3. allités is.

Megfogalmazzuk az A.7.1. egy megfelel§jét normélt térre. Bizonyitdsdhoz fel-
hasznalunk valamit, amit csak 10.2-ben igazolunk. Emlékeztetiink, hogy egy V'
vektortér V* dudlisa a V — K linedris leképezések Osszessége.

Allitds Legyen (V, || . ||) véges dimenziés normélt tér. Egy a:N — V sorozatra
a kovetkezbk egyenértékiiek:

(1) konvergens,
(2) minden p € V* esetén p o a konvergens,
(3) aV* egy p1,...,pN bdzisdrap; oa,...,pN o a konvergens.

B1zoNYITAS Mivel véges dimenziés normalt téren minden linedris leképezés foly-
tonos (lasd 10.2.), (1)-bdl kovetkezik (2), az pedig nyilvdnvaléan maga utdn vonja
(3)-at.

Tegyiik fel, hogy (3) teljesiil, legyen a; := lirrln(pi|an) (i=1,...,N)ésvq,...,oN

a V-nek az a bazisa, amelynek dudlisa py,...,py. Ekkor (14sd Analizis 11.12.4.)

N N
—E Q;v; 5 (pilan)vi § Q;v;
i=1 =1

ami mutatja, hogy (1) is teljesiil, és az el6bb mndottak szerint akkor (2) is.

< 1I<na%}§v |(pilan) — al Z [[vill,

4.8. Az A.15. és A.17. fejezetben mondottakhoz hasonléan értelmezziik nor-
malt térben a sorokat, a sorok konvergenciajat és abszoliit konvergenciajat.
Az ottani eredmények altalanositdsanal 6vatosnak kell lenniink, mert ott egyes
bizonyftdsokban felhasznaltuk a Cauchy-kritériumot (azaz KV teljességét).

o0
(1) Ha a Y] ay, V-beli sor konvergens, akkor lim a,,=0.
n

n=1
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o0
(2) Ha (V]| . ||) teljes, és Y3 a, abszolit konvergens, akkor konvergens, sét
n=1
feltétlen konvergens V-ben.
Ha (V]| . ||) nem teljes, akkor abszolit konvergens sor nem sziikségképpen
konvergens.

o0
(3) Ha V véges dimenzids, és a ¥, a, sor feltétlen konvergens, akkor abszolit
n=1
konvergens.

(4) V-beli sorok abszolit konvergencidjira igaz marad a gyok- és hdnyadoskri-
térium.
(5) Ervényben marad a kettds indexii sorok abszolit konvergencidjardl és az

4.9. Feladatok
1. Diszkrét metrikus térben egy sorozat pontosan akkor Cauchy-féle, ha egy

indext6l kezdve allandé. Mit lehet mondani ennek alapjan diszkrét metrikus terek
teljességérol?

2. Mutassuk meg, hogy C([a,b]) az || . |1 és a || . ||2 norméval nem teljes.
Utmutatds az || . ||; normdra: legyen a:=0 és b:=1, és n€N esetén
0 ha 0<2<1/2,
fulz) =< n(z—-1/2) ha 1/2<z<1/2+1/n,
1 ha 1/24+1/n<z<1.

Ekkor (fn)nen Cauchy-sorozat, mert m, n€N esetén

[fm—Ffnllr =

11 1
2m n

Tegyiik fel, hogy (fn)nen konvergél egy feC([a,b]) fliggvényhez, azaz

1
lim [[f,—f[=0.
/

Mutassuk meg, hogy erre fiiggvényre x€]0,1/2[ esetén f(z)=0, x€]1/2,1[ esetén
f(x)=1 kell, hogy teljesiiljon, ami lehetetlen.

3. Mutassuk meg, hogy normadlt tér barmely F' és G részhalmazara, valamint
minden « szamra

(i) F+G C F+G, (ii) aF = oF.

4. Bizonyitsuk be a 4.5. 4&llitas altalanositasat: legyen H egy metrikus tér
részhalmaza; ha a H minden végtelen részhalmazanak van torlédasi pontja, akkor
H teljes.
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5. Metrikak és normak osszehasonlitasa

5.1. Definicié Legyen dy és do metrika az M nem iires halmazon. Azt
mondjuk, hogy di finomabb dy-nél (d; durvdbb di-nél), ha minden ds
szerint nyilt halmaz nyilt dy szerint is.

dy és do ekvivalensek, ha d; finomabb dy-nél, és do finomabb dy-nél.

dy akkor és csak akkor finomabb do-nél, ha az (M, d;) metrikus tér topolégidja
tartalmazza az (M, dz) metrikus tér topol6gidjét.

Nyilvanvalé tovabba, hogy d; pontosan akkor finomabb ds-nél, ha minden ds
szerint zart halmaz zart d; szerint is.

Ekvivalens metrikak topologiaja megegyezik, azaz két ekvivalens metrikara néz-
ve ugyanazok a nyilt halmazok és a zart halmazok. Ebbdl kévetkezéen ugyanazok
a kompakt halmazok is.

5.2. Allitas Legyen dy és do metrika az M nem iires halmazon. d, pon-
tosan akkor finomabb do-nél, ha minden dy szerinti nyilt gémb tartalmaz
ugyanolyan kozépponti dy szerinti nyilt gébmbdt.

BizoNyiTAs Tegyiik fel, hogy d; finomabb ds-nél. Ekkor z€M és r>0 esetén
a G%(z) halmaz nyilt dy szerint, igy nyilt d; szerint is. Mivel = eleme a fen-
ti gdbmbnek, belsé pontja is d; szerint, kovetkezésképpen létezik s>0 gy, hogy
Gh(z)CcGo(z).

Forditva, tegyiik fel, hogy minden ds szerinti nyilt gomb tartalmaz ugyanolyan
kozéppontu d; szerinti nyilt gombot. Legyen UCM a ds szerint nyilt halmaz, és
r€U. Ekkor létezik r>0 tigy, hogy G (x)CU. Feltevésiink szerint létezik s>0
tigy, hogy G% (x)C G (x), tehat G4 (x)CU, azaz x belsé pontja U-nak d; szerint;
ez azt jelenti, hogy U nyilt d; szerint is.

5.3. A||ftés Legyen dy és do metrika az M nem iires halmazon. Ha létezik
a>0 gy, hogy do<ady, akkor dy finomabb ds-nél.

Bi1zoNYITAS Minden z€M és r>0 esetén

GH

d
T/a(x) CG2(z).m
Az allitds megforditdsa nem igaz. Barmely nem {ires halmazon a diszkrét met-
rika finomabb minden md&s metrikandl, hiszen diszkrét metrikus térben minden
halmaz nyilt. Viszont R-en a diszkrét metrika és az euklidészi metrika kozott nem
all fenn a fenti egyenl6tlenség semmilyen a-val.
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Definicid Az M nemiires halmazon adott d, metrika metrikusan fino-
mabb a ds metrikdnal, ha létezik a>0 ugy, hogy do<ad;. A két metrika
metrikusan ekvivalens, ha kélcsonésen metrikusan finomabbak egymas-
nal.

5.4. A gyakorlatban hasznos a metrikdk 6sszehasonlitdsdnak sorozatokkal valé
megfogalmazasa a kovetkezo allitas szerint.

Allitas Legyen d; és ds metrika az M nem iires halmazon. d, pontosan akkor
finomabb d3-nél, ha minden olyan M -beli sorozat, mely d; szerint konvergens,
konvergens do szerint is ugyanazzal a hatdrértékkel.

B1zoNYITAS Tegyiik fel, hogy d; finomabb ds-nél. Legyen (a,,)nen di-szerint kon-
vergens sorozat M-ben és x a hatarértéke d; szerint. Ekkor minden >0 esetén az
5.2. &llitas szerint létezik §>0 ugy, hogy

G () C G& ().

Létezik ns;EN tgy, hogy {a, | n>ns}CG¥ (x). Ekkor {a, | n>ns}CG% (z), ki-
vetkezésképpen az (a,)nen sorozat dy szerint is konvergél z-hez.

Forditva, tegyiik fel, hogy minden olyan M-beli sorozat, mely d; szerint kon-
vergens, konvergens dy szerint is ugyanazzal a hatarértékkel. Legyen HCM zart
halmaz dg-re nézve. Legyen (an)nen di szerint konvergens H-beli sorozat, és x
a hatérértéke. Ekkor (a,)nen & da metrika szerint is konvergél a-hez, igy x€H,
mivel H zart dy szerint. Igy az A.10.2. &llitds metrikus térbeli megfelel8je szerint
H zart a dy metrika szerint is. W

Az &llitas nyilvanvalé kovetkezménye, hogy egy nemiires halmazon két met-
rika pontosan akkor ekvivalens egyméssal, ha rdjuk nézve ugyanazon sorozatok
konvergensek ugyanazon hatarértékekkel.

5.5. Megjegyzések (i) Ekvivalens metrikdkra nézve a Cauchy-sorozatok kii-
16nb6z6k lehetnek. Példaul

dy :RT x RT=RY,  (z,y)—|z — 1yl
dy i RTXRT=RY,  (z,y)—[1/z —1/y]

ekvivalens metrikdk RT-on, és a (1/n),en sorozat Cauchy-féle d;-re nézve, de nem
Cauchy-féle do-re nézve, az (n),en sorozat esetén pedig éppen forditva.

Viszont, ha d; metrikusan finomabb ds-nél, akkor minden d;-re nézve Cauchy-
sorozat do-ben is Cauchy-sorozat; ha tehat d; és do metrikusan ekvivalensek, akkor
ugyanazok a sorozatok Cauchy-félék mindkét metrikdban.

(ii) Hasonlé mondhaté halmazok korldtossagardl. Két ekvivalens metrika ese-
tén egy halmaz lehet korlatos az egyik metrikdban és nem korlatos a masikban.
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Példaként a 3. feladatra utalunk. Viszont ha a két metrika metrikusan ekvivalens,
akkor ugyanazon halmazok korldtosak mindkettében.

5.6. A 3.3.2. feladat, a 4.6. allitas és az imént mondottak alapjan:

p N
Allitds Legyen (M;,d;) metrikus tér (i=1,...,N). Az 4)7(1 M;-en a 3.2. sze-
rint definidlt D yy, D 2), Do) metrikdk metrikusan ekvivalensek egymdssal.

A szorzattér akarmelyik szorzatmetrikaval pontosan akkor teljes, ha min-
den (M;, d;) teljes.

5.7. Definicid Legyen || . ||1 és|| . || norma a V vektortéren. Azt mondjuk,
hogy || . |1 finomabb || . ||2-nél (|| . |2 durvdbb || . ||1-nél), ha a || . ||, dltal
az 1.3. szerint meghatdrozott metrika finomabb a || . ||z dltal meghatdrozott
metrikanal. Hasonlban értelmezziik azt, hogy az egyik norma metrikusan
finomabb a masiknal.

Normak esetén igaz az 5.3. allitas forditottja is, vagyis normak kozott a fino-
mabb és a metrikusan finomabb tulajdonsédgok egybeesnek.

Allitds A V vektortéren adott || . |1 norma pontosan akkor finomabb a
I - |l2 normdndl, ha metrikusan finomabb, azaz ha létezik a>0 ugy, hogy
|- ll2<all . ||

Bi1zoNY{TAS Ha || . ||; finomabb || . [|2-nél, akkor az 5.2. 4llitds szerint létezik >0

ugy, hogy
GMoy c G (o).

Ha 0 # z€V, akkor

r .
|| =z <r
2zl fl, 2
kovetkezésképpen
r 2
——|| <1, azaz |z|2 < —|z
T I
, 2
gy |- fl2< = [Ih
T
5.8. (1) KN-ena|. |1, |. |2 és|.|s normék ekvivalensek, hiszen ezek a K
normajabol szarmazoé szorzatnormak.
(2) C([a,b])-na]l .| o norma finomabb a || . ||2 norméndl, és ez finomabb a || . ||1

normandl, de ezen normak nem ekvivalensek. Ugyanis, a Cauchy-egyenlGtlenség
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szerint feC([a,b]) esetén

b b b

||f|1=/b|f:/1|f|< /12 /|f|2=mllf\|27

a a a

b b
I£lla= | 1< | [ s 1£) = vE=al .

Legyen neN esetén

—n(z —a)+1 ha a<z<a + 1/n,
0 ha a + 1/n<z<b,

és gn:=+/n fn. Ekkor az (fy,)nen sorozat a || . |2 norméban nulldhoz tart, a || . ||oo
normdban nem; és (g, )nen az || . |1 normdban nulldhoz tart, a || . ||z norméban
nem.

(3) Nyilvanvald, hogy I*CI?CI>®. [*-en a || . ||; norma finomabb a || . ||z nor-
manal, és ez utébbi finomabb a || . ||o norméndl, de ezek a normak I'-en nem
ekvivalensek. Ugyanis, a€l' esetén

sup |an| < Z lan|? < Z lan|.
nen neN neN

(1,0,0,0,...) (=% 0,0 L1l
b B B B 272’ b bR 3’3737 9t

olyan sorozat, mely a || . |2 normédban nulldhoz tart, az || . ||; norméban nem; és

Viszont

(1,0,0,...) (\}5\}500) (%%%0)

olyan sorozat, mely a || . || normdban nulldhoz tart, a || . |2 normdban nem.
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5.9. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy N-en a diszkrét metrika és a szokdsos metrika (azaz R
euklidészi tdvolsdgfiiggvényének a lesziikitése) ekvivalensek.

2. Igazoljuk hogy az 1.9.4. feladat szerinti f fiiggvény esetén f o d pontosan
akkor ekvivalens d-vel, ha f jobbrdl folytonos a 0-ban.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha d metrika az M nemiires halmazon, akkor

Tod és min(1,d)

a d-vel ekvivalens korldtos metrikak M-en.

4. Legyen d; és dy ugyanazon a halmazon adott metrika és oy, @y > 0. Hogyan
viszonylik az ayd; + asds metrika di-hez és ds-hoz?

5. Hogyan viszonylik a C'*([a, b])-n az 1.4.4-ben adott norma a C([a, b])-n ismert
normak leszlikitéseihez?

6. A 3.3.1. feladat alapjan vildgos, hogy ha G nyilt halmaz metrikus terek
Descartes-szorzatéban, akkor minden ¢ esetén pr;[G] nyilt. Ezt felhaszndlva bizo-
nyitsuk be, hogy kompakt halmazok Descartes-szorzata kompakt.

6. Véges dimenzids normalt terek

6.1. Allitds KN-en barmely két norma ekvivalens egymassal.

BizoNYiTAS Megmutatjuk, hogy K -en minden norma ekvivalens a | . |5 euklidészi
normaval.

Legyen | . || norma K¥-en. Jeldlje {e; | 1<i<N} a KV standard bézisit. Ha
r=(x; | 1<i<N)eKY, akkor

]l =

N
E Ti€;
i=1

N N N
<Dl lleill < [ D lleilly| D sl
i=1 i=1 i=1

A miasodik egyenlbtlenségnél az RN-beli Cauchy-egyenlétlenséget hasznaltuk
fel. A végs6 jobb oldalon a mésodik tényezd |x|2, ez van szorozva egy (az z-t6l
foggetlen) szdmmal, kovetkezésképpen | . |2 finomabb || . ||-nal.

Legyen S:={z€K" | |z]a=1}. >0 esetén Bg:={x € KV | ||z| < r} zart || . ||
szerint, igy az eléz6 eredményiink szerint zart | . |2 szerint is, ezért a B;NS halmaz
kompakt | . |o-re nézve. Tovdbbd

(] B:NS = {0}nS =0,

5>0
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igy a Cantor-féle kozosrész-tétel szerint 1étezik >0 gy, hogy
B,NS =1. (%)
Ez azt jelenti, hogy B, az S-en beliil helyezkedik el, azaz
B, C {z e KN | |z|, < 1}. (%)
Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik olyan z€K”, amelyre

lz||<r és |x|2>1.

Ekkor
el
- - b
|2 zly T |zs
és
N
|x|2 2 7

ez pedig ellentmond (x)-nak. A (xx) Osszefiiggésbél az 5.7. &llitds bizony{tdsdhoz
hasonléan kapjuk, hogy

2
N

igy || . || finomabb, mint | . |o.

6.2. Allitds Legyen V véges dimenziés vektortér. Ekkor
(1) V-n bdrmely két norma ekvivalens egyméassal,

és barmely normara nézve

(2) V teljes,

(3) V korldtos és zart részhalmaza kompakt,

(4) V korldtos és végtelen részhalmazdnak van torléddsi pontja (Bolzano—
Weierstrass-tétel).

BizonyiTAS Ha V' N-dimenziés, akkor létezik P:KY—V linedris bijekcié (para-
méterezés).

(1) Ha || . ||1 és || . || norma V-n, akkor & || PE||; és & P€||2 norma KN -en,
tehdt ekvivalensek: létezik o, >0 tigy, hogy minden (€KY esetén || PE||1 <o P¢||2
és || P&||2<pB||P¢||1, ebbél pedig kovetkezik, hogy || . [[1<e| - [|2, és || - [[2<B|l - |-

Tovabba, mivel ekvivalens normdakra vonatkozéan ugyanaz a teljesség, a korla-
tossdg, (ldsd 5.5. és 5.6.), valamint a kompaktsdg, elég egyetlen norméra beldtni
az allitasokat. Legyen ez x+|P~1x|y, ahol | . |o a KV euklidészi norméja.

(2) Ha (zy,)nen Cauchy-sorozat V-ben, akkor (P~1z,,),en Cauchy-sorozat K-
ben, gy létezik &:= liTILn P~z,. Nyilvanvalé, hogy liTILn T, =P¢.
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(3) és (4) bizonyitasat az olvaséra bizzuk. m

Megjegyzések (i) Véges dimenzids vektortéren a nyilt halmazok, a konvergen-
cia, a folytonossag, a differencidlhatosag stb. ugyanaz minden norméra vonatko-
zban. Ezért véges dimenzids vektortéren hasznalhatjuk — és hasznalni is szoktuk
— ezeket a fogalmakat konkrét norma megaddasa nélkiil is.

(ii) Véges dimenziés vektoréren mindig megadhaté skaldris szorzatbdl szérmaz-
tatott norma, hiszen KV-en létezik ilyen.

6.3. Allitds Normalt tér véges dimenziés altere zart.

B1ZONYITAS Véges dimenzids altér a norma lesziikitésére nézve a az el6z6 allitas
szerint teljes, igy a 4.3.1. allitds szerint zart.

6.4. A 6.2. 4llitas szerint véges dimenziés normalt térben barmely zart gémb
kompakt.

Allitds Ha egy normdlt térben valamely zart gomb kompakt, akkor a vek-
tortér véges dimenzios.

BizoNYiTAS Legyen B,.(z) kompakt. Ekkor B,.(0)=B,(z)—x is, és igy B:=B;(0)=
1 —
—B,-(0) is kompakt (ldsd az A.3.10.2. feladatot). Legyen G:=G1(0); ekkor B=G.
,

1

Mivel (x+2G) nyilt lefedése B-nek, van olyan x1,...,x, B-beli véges
x€B

rendszer, hogy

Bc |/ (zﬁ—;G) :
i=1

Az xq,...,x, vektorok altal kifeszitett X linedris altér véges dimenziés. Az
el6z6 allitas szerint X zart, és

1
G C X+§G.

1 1 1 1
Ebbdl §X =X miatt §GCX +1G, tehat az el6z6 relaciobdl GC X +1G. Tovabb
folytatva azt kapjuk, hogy

1

azaz (lasd a 2.5.3. feladatot) GC X=X, amib8l KGCX kovetkezik, és lévén
KG=V, azt kaptuk, hogy V=X, azaz V véges dimenzids.
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7. Teljessé tevés

7.1 Definicié Legyenek (M,d) és (M’,d") metrikus terek. Egy f:M—M’
leképezést izometrikusnak neveziink, ha minden x,yeM esetén:

d'(f(x), f(y))=d(x,y).

Nyilvanvald, hogy izometrikus leképezés injektiv. Tovabba, teljes metrikus té-
ren értelmezett izometrikus leképezés értékkészlete zdrt. Valéban, ha f:M— M’
izometrikus leképezés, és a:N—Ran(f) konvergens sorozat, akkor (f~'(an))nen
Cauchy-sorozat M-ben, hiszen

d(fil(am)v fﬁl(an)) = d’(am,an) (m,neN),

igy létezik z:=1lim f~!(a,). Vildgos, hogy lim a,,=f(x)€Ran(f), hiszen

d'(an, f(z)) = d(f'(an),z) (neN).

7.2. A raciondlis szdmok halmaza a szokdsos metrikdval nem teljes. Ugyanis
egy olyan raciondlis sorozat, amely a valds szdmok korében irraciondlis szamhoz
tart — példaul v/2-h6z —, Cauchy-sorozat a raciondlis szimok metrikus terében,
de nem konvergens. Viszont a raciondlis szdmokbdl megkonstrudlhaték a valds
szamok (ldsd Analizis 1.13.), értelmezhetd a valds szdmok tdvolsdga, és a valds
szamok metrikus tere teljes. A raciondlis szdmok halmaza bedgyazhaté a valds
szdmok halmazdba tdvolsidgtarté mdédon (azaz izometrikusan), és az igy bedgya-
zott raciondlis szamok halmaza stirti a valds szamok metrikus terében. Ez sugallja
a kovetkez6 meghatarozast.

Definicié Egy (M, d) metrikus tér teljes burkénak hivunk egy (M, d) tel-
jes metrikus teret, ha létezik ¢ : M — M izometrikus leképezés uigy, hogy
i[M] stirii M-ben.

~

Allités Ha (]\//.7, d) és (M',d") egy (M,d) metrikus tér teljes burka, és i:M —
M illetve j:M — M’ a megfelel§ izometrikus leképezések, akkor létezik egyet-
len b:M— M’ izometrikus bijekcid 1igy, hogy j=boi .

BIZONYITAS joi~t:i[M] — j[M] izometrikus leképezés. MegelSlegezziik azt, hogy
teljes metrikus térbe hato izometrikus leképezés mindig egyértelmiien kiterjeszthe-
t6 izometrikus leképezéssé értelmezési tartomanydnak lezartjara (1dsd 8.11.). jo1
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kiterjesztése tehét M-en van értelmezve, amely teljes metrikus tér, ezért ennek
a kiterjesztésnek az értékkészlete zart, amely tartalmazza az M’-ben siirti j[M]
részhalmazt, ezért a kiterjesztés értékkészlete sziikségképpen egyenld M'-vel. m

Eredményiink azt mondja, hogy egy metrikus tér teljes burka (ha létezik) 16-
nyegében egyértelmi.

7.3. Most megmutatjuk, hogy az el6bbi mondatban a zardjelbe tett feltétel
sziikségtelen. A raciondlis szamok esetével szemléltethetjiik a legjobban az eljara-
sunk lényegét.

Barmely valds szamot megkozelithetiink racionalis sorozattal. Az ilyen soroza-
tok Cauchy-félék a racionalis szamok halmazaban. Két raciondlis Cauchy-sorozat
pontosan akkor hatirozza meg ugyanazt a valds szamot, ha az azonos index{i tag-
jaik kozotti tavolsag minden hataron til csokken, mikozben az index a végtelenhez
tart. Egy valés szamot ezért elképzelhetiink gy is, mint racionalis Cauchy-soro-
zatok egy halmazat, amelyet az jellemez, hogy a halmaz barmely a és b elemére
liyrln d(an,by) = 0.

Allitas Minden metrikus térnek létezik teljes burka.

B1zoNYITAS Legyen (M, d) metrikus tér, és jelolje C az M-beli Cauchy-sorozatok
halmazat. Ha a,beC, akkor minden m,neN esetén

|d(amv an)*d(ana bn)‘ < d(am, an) + d(bma bn)a

kovetkezésképpen do(a,b) Cauchy-féle sorozat R-ben, igy konvergens is.
Tekintsiik a kovetkezé ~ relaciét C-n:

a ~ b akkor és csak akkor, ha limd(an, b,)=0.

A metrika alaptulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy ~ ekvivalenciarelacio; jelolje
szokdsosan a/ .. az a sorozat ekvivalenciaosztélyét és C/ . az ekvivalenciaosztélyok
halmazat.

Rendeljitk hozzd az M x eleméhez c(x)-szel jelolt konstans sorozatot, amely-
nek minden tagja z. Ezzel megadtunk egy ¢ : M — C injekciot. Vilagos, hogy
¢(z)/~ mindazoknak a sorozatoknak az Osszessége, amelyek konvergensek, és a
hatarértékiik x. Kovetkezésképpen

i:M—C/o, xc(x)/~

injektiv leképezés.
Legyen a,b,a’, b’ eC gy, hogy a ~ a’ és b ~ I'. Ekkor minden neN esetén

|d(al,, b)) — d(an,by)| < d(al,,a,) + d(bl,,by),

n’vn
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kovetkezésképpen

n’vn

limd(a,,b),) = limd(ay, by,),
igy létezik egyetlen olyan
d: (C/)x(C/)—RE

leképezés, hogy minden a,beC' esetén

o~

dla/~,b/.) = liTand(an,bn).

Legyen J\//T::C/N. Nyilvanvald, hogy d metrika ]\/Z—en, ési: M — M i izomet-
rikus leképezés.

Legyen zeM és a€Z, azaz a Cauchy-sorozat; ezért minden >0 esetén léte-
zik n.€N Ugy, hogy minden m,n>n. természetes szémra d(ay, a,,)<e. Ekkor az
ioa:N — M sorozatra

o~ o~

d((i0a),).7) = d(i(a). a/~) = limd(a,, a,) < =

ha n > n.. Kovetkezésképpen T=limi(ay), igy ¢[M] sird M-ban.
n

Legyen (Z,,)nen Cauchy-sorozat M-ban. >0 esetén legyen n.€N olyan, hogy

~

minden m,n>n. természetes szdmra d(T,,, Tn)<e. Az eléz6 megdllapitds szerint

minden meN esetén az {xeM | c?(z(x), Zn)<1/n} halmaz nem iires, igy a kivalasz-

~

tési axiéma szerint 1étezik a:N — M sorozat tgy, hogy d(i(a,),T,) < — minden
n-re. n
Ha m,n>max{n.,1/e} , akkor

~ ~ ~ ~

A, an) = d(i(am),i(an)) < d(i(am), Tm) + d(@m, Tn) + d(@n,i(an)) <
< i + e+ l < 3¢,
m n

kovetkezésképpen (ap,)nen Cauchy-sorozat M-ben.
Tovébba minden m> max{n., 1/} esetén

c/l\(i(am),a/N) =limd(am,a,) < 3¢,

fgy
o s ny 1
AT, af/~) < d@m,ilar)) + d(i(am),a/~) < - + 3e < 4e.

Tehdt (Z,,)nen Cauchy-sorozat konvergdl a/.-hoz az (M, d) metrikus térben, igy
ez utobbi teljes.
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7.4. Egy normalt térnek mint metrikus térnek van teljes burka; ez azonban
még nem kielégito: olyan teljes burkot szeretnénk, amely maga is normalt tér.

Definicié Egy (V.|| . ||) normalt tér teljes burkanak hivunk egy (V, || b
teljes normalt teret, ha létezik i : V — V izometrikus linedris leképezés ugy,
hogy iV stirti V-ben.

Allités Ha (v, || D és (V' . |I") egy (V,|| - ||) normélt tér teljes burka, és
iV — V illetve J:V = V' a megfelel§ izometrikus linedris leképezések, akkor
létezik egyetlen b:V —V' izometrikus linedris bijekcié gy, hogy j=boi .

Ezt az allitast ugyanigy bizonyitjuk, mint a 7.2-t; azt kell csak tudnunk még,
hogy linedris izometrikus leképezés kiterjesztése is linedris (14sd 10.5.).

7.5. A||ftés Minden normalt térnek van teljes burka.

BizoNYiTAs Legyen (V, || . ||) normélt tér és jelolje C' a V-beli Cauchy-sorozatok
linedris terét (a pontonkénti miiveletekkel). Ekkor

N := {aeC | lim ||a, |=0}.

linearis altere C-nek. Legyen Vi=C /N, és lassuk el a szokdsos linedris mfiveletek-
kel (lasd Analizis I1.6.). Az eléz6hoz hasonléan lathaté be, hogy a€C esetén az
([lan||)nen sorozat konvergens, tovdbbd, ha a,a’€C és a’—a€N, akkor

tn | = Tim
igy 1étezik egyetlen || I|: V—>R+ leképezés gy, hogy minden a€C' esetén
la+ N = lim .
Nyilvanval6, hogy H || norma V-on, és az el6zé allitas bizonyftaséhoz hasonlé-

an lathaté be, hogy i[V]CV stiri linedris altér, és a (V, H/\H) normalt tér teljes.

7.6. Feladatok
1. Legyen (M,d) teljes metrikus tér, HCM. A (H,d|gxn) metrikus tér teljes
burka (F, dlﬁxﬁ)

1 1
2. Legyen d : Rt x Rt — R{, (z,y) — ‘ — ’ Mi az (R*,d) metrikus tér
r oy

teljes burka?
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Il. FOLYTONOS LEKEPEZESEK

8. Hatdrérték és folytonossdg metrikus terekben

8.1. Definicié Legyen (M,d) és (R,h) metrikus tér, f:R—M leképezés
és a a Dom(f) torléddsi pontja. Azt mondjuk, hogy be M hatdrértéke f-
nek az a pontban, ha minden €>0 esetén létezik 6.>0 tgy, hogy minden
a # x € Dom(f) esetén, melyre 0<h(x,a)<d. teljesil, d(f(x),b)<e dll fenn,
vagy masképpen ugyanez,

F1G5.(a)\{a}] € GZ(b),
ahol a fels6 index arra utal, melyik metrikus térbeli gombrdl van szo.

Ervényben marad az A.26.2. és A.26.3. allitds: az atviteli elv, és az, hogy a
hatarérték egyértelmii. Ezért, ha b hatarértéke f-nek a-ban, akkor az

licrlnf = lim f(z):=b

T—ra

jelolést hasznéljuk.

Az A.26.6. allitds is érvényben marad metrikus terek kozotti leképezésekre is;
tovabbd, metrikus térbdl normélt térbe (illetve skaldrszorzatos térbe) képezd fiige-
vényekre igaz a hatarérték és a miveletek kapcsolatara vonatkozd A.26.5. allitas
is, valamint metrikus térbdl metrikus terek Descartes szorzatdba képezd leképe-
zésekre igaz az A.26.4. allitas. Az A.26.7. definici6 és allitds is értelemszeriien
megfogalmazhaté és igaz metrikus terekre, valamint metrikus terek Desccartes-
szorzatara az A.26.12..

8.2. Az A27.1., A.27.9., A.27.10., A.28.1. és A.28.2. definiciékhoz hasonléan
definialhaté metrikus terek kozotti leképezések folytonossaga egy pontban, egy
halmazon, egy pontban egy halmaz mentén, nyiltsaga, zartsaga, egyenletes
folytonossaga, Lipschitz-tulajdonsaga egy pontban és egy halmazon.
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Az A27.2., A27.5, A27.7., A.27.8., A.28.1., A.28.2., A.29.1., A.29.2., A.29.3.,
A.29.4. és az A.30.1. Allitdsok valtozatlanul érvényesek metrikus terek kozotti
leképezésekre is. Az A.27.3. allitas igaz metrikus térbél metrikus terek Descartes-
szorzatdba képezo figgvényekre, az A.27.4. allitas pedig metrikus térbél normalt
(illetve skaldrszorzatos) térbe képezd fliggvényekre.

A fiiggvénysorozatok hatarértékére vonatkoz6 A.31.1. és A.31.2. allitds érvény-
ben marad teljes metrikus térbe képez6 fliggvényekre.

8.3. A folytonossdg — ugyynugy, mint a sorozatok vagy akar a fiiggvények ha-
tarértéke — fligg a metrikatol. Ezt hangsilyozzuk a kovetkezdkben azzal, hogy
kifrjuk, mely metrikdkra vonatkozo folyutonossagrol van szo.

Legyen (M, d) és (R, h) metrikus tér, f:R—M (h,d)-folytonos leképezés.

(1) Ha d’ a d-nél durvabb metrika M-en, akkor f (h,d’)-folytonos, hiszen min-
den d’-ben nyilt halmaz ny{lt d-ben is, igy f altali 6sképe nyilt h-ban.

(2) Ha A’ a h-ndl finomabb metrika R-en, akkor f (h’,d)-folytonos, hiszen
minden d-ben nyilt halmaz f 4ltali 6sképe nyilt h-ban, igy h'-ben is.

Legyen f:R—M (h,d)-egyenletesen folytonos illetve Lipschitz-tulajdonsagu.

(1) Ha d’ a d-nél metrikusan durvdbb metrika M-en, akkor f (h,d’)-egyenle-
tesen folytonos illetve Lipschitz-tulajdonsagu.

(2) Ha A/ a h-nal metrikusan finomabb metrika R-en, akkor f (h/, d)-egyenle-
tesen folytonos illetve Lipschitz-tulajdonsagu.

8.4.1. Allitds Legyen (M, d) metrikus tér. Ekkor a d:MxM—R{ Ileképe-
zés Lipschitz-tulajdonsdgi (tehdt egyenletesen folytonos is) mindhdrom, az
M x M halmazon szokasos szorzatmetrikara nézve.

B1ZONYITAS A négyszog-egyenltlenség szerint

|d(21, x2)—d(y1,y2)| < d(x1,y1) + d(2,y2) = D)y((z1,22), (Y1, ¥2)),

tehdt d globdlis Lipschitz-feltételnek tesz eleget M x M-en a D ;) szorzatmetrikdra
nézve, igy a D(q)-gyel metrikusan ekvivalens D 2y és D (o) szorzatmetrikdkra nézve
is Lipschitz-tulajdonsagu.

2. Allitas Legyen (V,|| . ||) normélt tér K felett. Ekkor a || . ||:V—R{
leképezés Lipchitz-tulajdonsagi (tehdt egyenletesen folytonos is).

B1zoNyiTAS Minden z,y€V esetén
Hizll=llyllT < llz—yll.
8.5. Az 27.6. allitdshoz hasonléan igaz, hogy ha (V|| . ||) normalt tér, akkor a

VxV=V,  (x,y)—x+y,
KxV—=V, (a,z)—ax
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leképezések folytonosak a V' xV ill. KxV halmazon szokdsosan megadhaté harom
szorzatnormara nézve, sét az Osszeadas Lipschitz-tualjdonsagu, hiszen

Iz +y) = (u+0)| <[l —ull+ |y — vl = Dy ((2,9), (u,v)).

Viszont V#{0} esetén a szdmmal szorzds nem egyenletesen folytonos.
Tovébbd, ha (V] (.,.)) skaldrszorzatos tér, akkor

VxV=K,  (2,y)—(z,y)

folytonos a V' xV-n szokdsosan megadhaté hiarom szorzatnorméra nézve, de nem
egyenletesen folytonos, ha V#£{0}.

8.6. A kovetkezokben metrikus terek Descartes-szorzatdt mindig a 3.2.-ben
definiélt harom szorzatmetrika egyikével (akdrmelyikével) latjuk el. Tébbszor fel-
hasznéljuk azt az egyszerti tényt, hogy a D () szorzatmetrika definicidja szerint

11Xz

G (@) = X G (pri(x)). (%)

K2

8.7. Allitas Legyen (M;, d;) metrikus tér (i=1,...,N). Legyenke{1,2,...,N}
régzitett, és i#k esetén y,€M;. Ekkor az

N
Mk_>i>:<1Mi7 xy—)(yh...,xk,...,yN)

leképezés folytonos.

BizoNYiTAS Egyszertien adédik a 8.6.(x) Osszefiiggésbol.
N

Kovetkezmény Ha (M, d) metrikus tér és f: _2(1 M;— M folytonos, akkor rog-

zitett ke{1,2,..., N} és y;€M; (i#k) esetén az
Mk—>M, xkl—>f(y1, ey Ly e ,yN)

leképezés folytonos.

Ezt dgy szoktuk kifejezeni, hogy tobb valtozés folytonos fliggvény minden val-
tozdjaban kiilon-kiilon is folytonos.

Ennek a forditottja nem igaz. Egy fiiggvény, amely minden valtozdjaban kii-
l6n-kiilon folytonos, nem feltétleniil folytonos. Példaul

Ly

fR2SR, (x,y)»—>{ z?4y?
0 ha (z,y)=(0,0)

ha (z,y)=(0,0),
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nem folytonos a (0,0) pontban (nem létezik hatdrértéke ott), viszont véaltozén-
ként folytonos, hiszen az R — R, z+— f(z,0)=0 és y— f(0,y)=0 R—R fiiggvények
folytonosak a O-ban.

8.8. Allitas Legyen i=1,..., N esetén (M;,d;) metrikus tér. Ekkor a

N
Pry: Xl MiﬁMk
1=

kanonikus projekcié folytonos és nyilt leképezés minden k=1,..., N esetén.
B1zONYITAS pry, folytonossdga a 4.6. allitds és az atviteli elv egyszerii kovetkez-
ménye.
N
Legyen AC ‘Xl M; nyilt halmaz és xp€pri[A]. Ekkor létezik €A tgy, hogy
2

pri(z)=x. z belss pontja az A nyilt halmaznak, {gy létezik r>0 tdgy, hogy
G (x)CA, ezért a 8.6.(x) Osszefliggés szerint

Gf(xk) C pri[A],

azaz xy, bels§ pontja pri[A]-nak.

8.9. A kovetkez6 allitdsok vagy kozvetleniil a definicié alapjan, vagy az atviteli
elv és a 4.6. allitas segitségével bizonyithatok, a részleteket az olvaséra bizzuk.

1. Allitas Legyen (M, d) és (M;,d;) metrikus tér (i=1,...,N) és fi:M—M;
leképezés. Az

N
(fi)i<i<n : M— i>:<1 M;,  x—=(fi(z))i<i<n

egylittes leképezés pontosan akkor folytonos, ha minden i=1,..., N esetén
fi folytonos.

2. A||ftés Legyenek i=1, ..., N esetén (M;,d;) és (R;, h;) metrikus terek és
fi:R;— M, leképezések. A

N

N N
i>:<1 fi: i):(l Ri_>i):<1 M;,  (zi)i<i<n—(fi(zi))1<i<n

szorzatleképezés pontosan akkor folytonos, ha minden i=1,..., N esetén f;
folytonos.
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8.10. Sokszor jé haszndt vessziik annak az egyszer(i ténynek, hogy egy (M, d)
metrikus tér esetén a

Apyp={(z,z) | xeM} C MxM

d
halmaz zart. Ugyanis ha (z,y)e(M x M)\ Ay, akkor d(z,y)>0; {gy r:= (552, v) >0,
és ha (u,v)eM xM olyan, hogy D((u,v), (z,y))=d(u,z)+d(v,y)<r, akkor a
négyszog-egyenlétlenség alapjan d(u,v)>r, azaz (u,v)€Aps, tehdt Aps komple-
mentere nyilt a D(;) metrikdra nézve.

Allitas Legyen (M, d) és (R, h) metrikus tér, f, g:R — M folytonos leképezés.
Ekkor az
[f=g] :={zeR | f(x)=g(x)}

halmaz zart R-ben.

BizoNYITAS Mivel Ay zért és az el6z6 allitas szerint az (f, g):R — M x M egylit-
tes leképezés folytonos, az

=gl = (£.9)(Dar)

halmaz zart R-ben. m

Ha tehdt HCM és az f, g folytonos fiiggvényekre f|p=g|n teljesiil, azaz H C
[f=g], ezért H C [f=g] is teljesiil, igy f|7 = 9l7-

8.11. Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy egy metrikus tér részhalmazan értel-
mezett folytonos leképezés folytonos kiterjesztése értelmezési tartomanyanak le-
zartjara egyértelmii. Azonban ilyen folytonos kiterjesztés nem feltétleniil létezik,

1
példdul az R\{0}CR mindeniitt stirii halmazrdl az T folytonos leképezés nem

1dR
terjeszthetd ki R-re folytonos leképezéssé.

Allitas Legyen (M, d) metrikus tér és (M',d') teljes metrikus tér, HC M nem
tires részhalmaz, f:H—M " egyenletesen folytonos leképezés. Ekkor létezik
egyetlen f:H—M' egyenletesen folytonos leképezés, mely az f kiterjesztése.

BizonYiTAS Ha z€H, akkor létezik (&, )nen H-beli sorozat tigy, hogy x=lim&,.

Legyen €>0. Ekkor f egyenletes folytonossdga miatt létezik §>0 gy, hogy min-
den & neH és d(&,n)<0 esetén d'(f(£), f(n))<e. Mivel (£,)nen Cauchy-sorozat
M-ben, létezik nseN Ugy, hogy minden m,n>ns esetén d(&,,,&,)<d. Ezért ha
m,n>ngs, akkor d'(f(&m), f(&n))<e, azaz (f(&n))neny Cauchy-sorozat M’-ben, {gy
M’ teljessége miatt 1étezik liTILn f(&n). Legyen (ny,)nen mésik olyan H-beli sorozat,

hogy x=Ilimn,. Ekkor az &,m1,&2,7m2,... “Osszefésiilt”’ sorozat is x-hez konver-
n

gél, és ezen sorozatnak mind (&, ),en, mind (1, ),en részsorozata, ebbdl kovetkezik,
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hogy
lim f(&n)=1lim f(1.)-

Igy 1étezik egyetlen olyan f:H—M' leképezés, hogy ha 2€H és (€, )nen tetszéleges
olyan H-beli sorozat, mely xz-hez konvergdl, akkor

() = lim f(£).

Ha z€H, akkor z a konstans z sorozat hatdrértéke, x=lim z, ezért f(x)=1lim f(x)
n n

=f(x), vagyis f az f kiterjesztése, és az el6z6 megjegyzés szerint f egyértelmii.
Mar csak azt kell beldtni, hogy f is egyenletesen folytonos.
Legyen § mint az elébb, és z, y€H olyan, hogy d(x,y)<d/3. Legyenek (£,)nen
és (Nn)nen H-Dbeli sorozatok melyek konvergdlnak az x és y elemekhez. Ekkor

fx) =Tim f(£n) 6 f(y) = lim f (7)),
tehdt 1étezik olyan n€N, hogy
d(x,6,)<6/3 és d'(f(x), f(n))<e,

valamint
d(y,m)<6/3 és d'(f(y), f(m))<e.
Ekkor
d(&nsmn) < d(&n, ) +d(z,y) + d(y,mm) <9,
kovetkezésképpen
d'(f(6n), f(mn)) <,
igy

d(f(@), f(y) < d'(f(x), £(€)) +d (F(&n): f(mn) +d'(f (), Fy)) < 3e,

tehdt f egyenletesen folytonos a H halmazon.

Megjegyzés Mivel izometrikus leképezés egyenletesen folytonos, egyértelmiien
kiterjeszthetd értelmezési tartomanyanak lezartjara egyenletesen folytonos leképe-
zéssé, ha teljes metrikus térbe képez; egyszeriien lathatd, hogy ez a kiterjesztés
izometrikus. Ezt a tényt mar felhasznaltuk a 7.2. éllitasban.

8.12. Legyen K egy metrikus tér kompakt részhalmaza (vagy a metrikdt le-
sziikitve K-ra, eleve vehetjiik gy, hogy adott egy (K, d) kompakt metrikus tér),
és legyen (V)| . ||) normalt tér (K felett). Jelolje C(K, V) a K—V folytonos leké-
pezések halmazat. C'(K, V') a pontonkénti miiveletekre nézve vektortér (K felett).
feC(K,V) esetén f[K]CV kompakt halmaz és || f[K]|| C R is kompakt, ezért

1fI= sup 1 (@)l = max | f ()] < +oo.
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A szuprémum alapvetd tulajdonsigait figyelembe véve nyilvanvald, hogy a
C(K,V)=Rg, felfll

leképezés norma. A tovdbbiakban — ha az ellenkez§jét nem mondjuk — a C(K,V)
vektorteret a fenti norméval ellatva normélt térnek tekintjiik.

Az (fn)nen sorozat pontosan akkor konvergél f-hez C(K,V')-ben, ha K-n egyen-
letesen konvergdl f-hez.

Allités Ha (VI - 1) teljes normalt tér, akkor a C(K, V') normélt tér is teljes.

BizoNYITAS Legyen (fn)nen Cauchy-sorozat C(K,V)-ben. Ekkor minden >0
esetén létezik n.€N tgy, hogy minden n,m>n. természetes szamra || f,,— fin || <e.
Ezért nyilvdnvalé, hogy minden z€K esetén (f,(x))nen Cauchy-sorozat V-ben,
igy V teljessége miatt 1étezik

(@) = lim fue) € V.
Ha n>n. és z€ K, akkor
| fn(@)=f (@) = i [| fr. () = i (@) | <&,

kovetkezésképpen

sup || fn(z)—f(z)] <,

zeK

ezért (fn)nen K-n egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez, amely folytonos a

8.2-ben mondottak szerint (az A.31.2. allitds igaz teljes normalt terekbe képezd

fiiggvényekre); més széval f € C(K,V) és lim | f, — f|| = 0, vagyis az (fn)nen
n

sorozat konvergdl az f-hez.

8.13. Allitas Legyen (M, d) metrikus tér, A az M tetszSleges részhalmaza.
Ekkor a
d(.,A): M—=RE, x—d(z,A)

leképezés Lipschitz-tulajdonsdgu (igy egyenletesen folytonos).

BIZONYITAS z,yeM és 2€A esetén a haromszog-egyenlétlenség szerint
d(x, A) < d(z, 2) < d(x,y) + d(y, 2),

kovetkezésképpen
d(IIZ, A) - d(l’,y) < d(ya Z)
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minden z€A esetén, igy
d(z, A) — d(z,y) < d(y, A),

azaz

d(.’E, A) - d(ya A) < d(m,y)

x és y szerepét megcselélve ebbdl azt kapjuk, hogy
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

8.14. Megjegyezziik, hogy a halmazok tavolsagdnak definicidja szerint ACM és
xeM esetén d(x, A)=0 pontosan akkor teljesiil, ha z€A. Ebbél kovetkezik, hogy
zart halmaz és barmely nem benne 1év6 pont tavolsiaga pozitiv.

Allitas Legyen (M,d) metrikus tér, ECM zart, UCM nyilt halmaz tgy,
hogy ECU. Ekkor létezik olyan f:M—|0, 1] folytonos fiiggvény, hogy

EcC[f=1], U*c[f=0).
BI1zONY{TAs Mivel E és U® diszjunktak és zartak, az el6z6 megjegyzésiink szerint
a d(x, E)+d(z,U®) > 0 az M minden z clemére, gy az

d(.,U%)
d(.,E)+d(.,U%)

fi=

fiiggvény jol értelmezett és folytonos. Nyilvdanvald, hogy ha x € E, akkor f(x) = 1,
és ha x ¢ U, akkor f(z)=0.

8.15. Feladatok

1. Vizsgéljuk meg, hogy a

C([a,0])xC([a, b)=C([a, b)), (f,9)—fg

leképezés mely esetben folytonos, ha az indulasi halmazan is, az érkezési halmazan

isaz || . ||1, || - ll2 és || - ||oo normék koziil akdrmelyiket valasztjuk (tehét példaul

az induldsi halmazon az || . ||; normadt, az érkezési halmazon a || . || normét stb.)
2. Folytonosak-e a kovetkezd leképezések:

b
(i) C([a,b)~C, frs / 7.

(i) 12—=1',  a—a?,
Qp

cee fe'e) 2 -n
(iii) {®° =%, (an)nen— ( - )HEN.
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3. Igazoljuk, hogy a kovetkezé KN*N — K leképezések folytonosak:
(i) A— TrA, (i) A+ detA.
4. Legyen (M, d) metrikus tér és f,g: M — R folytonos fliggvény. Ekkor

fAg:M—>R, 2z min{f(z),g(z)},

fVvg:M—>R, zw— max{f(x),g(x)}

is folytonosak.
5. Legyen (M, d) metrikus tér, E, FCM diszjunkt zért halmazok. Ekkor 1étez-

nek U,V diszjunkt nyilt halmazok M-ben tgy, hogy ECU és FCV. (Utmutatzis:

i B TR
F Ty O<r<h Ul s Vil

9. Kontrakciodk, fixponttétel

9.1. Definicié Legyen (M, d) metrikus tér. Az f:M—M leképezést kont-
rakciénak nevezziik, ha létezik k€[0, 1] gy, hogy minden x,ye M esetén

d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Egy kontrakci6 az egész M-en Lipschitz-feltételnek tesz eleget, specidlisan egyen-
letesen folytonos.

9.2. Egy f: M—M leképezésnek x€ M a fixpontja, ha f(z)=zx.

A||ftés Egy kontrakcionak legfeljebb egy fixpontja lehet.

BizoNYiTAS Legyen f kontrakcié az (M,d) metrikus téren, és tegyik fel, hogy
x,yeM esetén f(x)=x és f(y)=y teljesiil. Ekkor

d(x,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Ezért

ebbél pedig k€[0, 1] miatt kovetkezik, hogy d(z,y)=0, azaz y=z. R

Egy kontrakciénak nem feltétlentil 1étezik fixpontja. Példaul vegyiik ]0, 1]-et az
euklidészi metrikdval; barmely 0<a<1 esetén aidjo i; kontrakci6, melynek nincs
fixpontja.
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9.3. Allitds (Banach-féle fixponttétel) Teljes metrikus téren értelmezett
kontrakciénak van fixpontja.

BizoNYITAS Legyen (M, d) teljes metrikus tér és f:M— M kontrakcid; tehat 1éte-
zik k€[0, 1] 4gy, hogy minden x, ye M esetén

d(f(x), f(y)) < kd(z,y)-

Jelolje neN esetén " az f-nek 6nmagaval vett n-szeres kompozicidjét.

Legyen xo az M tetsz8leges pontja és x,:=f"(z9) (neN). Ekkor
Ad(@n41, n) = d(f(zn), f(2n-1)) < kd(2n, Tn_1),
amibdl indukciéval azt kapjuk, hogy
d(xpy1,7n) < kE™d(z1, 20) (neN).
fgy ha n,meN és n>m, akkor

d(Tn, xm) < d(@n, Tp_1) + -+ d@me1, Tm) < (k"flJr cecFE™)d (21, 20) =

1
= km(1+k+ e +knim71)d(l'1, Io) S k’mﬁd(ml, SC()),

& 1
mivel k<1 miatt > k"=—r-.
n=0 1-k

Kovetkezésképpen (z,,)nen Cauchy-sorozat M-ben, {gy M teljessége miatt 16-
tezik

r:=limz, € M.
n

Mivel f folytonos,

fl@) =lim f(x,) =limz,; = .
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9.4. Allitss (Paraméteres kontrakcié tétele) Legyen (M, d) teljes met-
rikus tér, (P, h) metrikus tér, f:PxM—M, (p,z)— fp(z) olyan leképezés,
amelyre létezik k€|0, 1] 1dgy, hogy minden peP és x,yeM esetén

d(fp(), fp(y)) < kd(z,y),

és minden x€M esetén a
P—M, pﬁfp(x) (*)

leképezés folytonos. Legyen x,€M az f), leképezés fixpontja, vagyis az egyet-
len olyan elem, melyre f,(x,)=x, teljesil (peP). Ekkor a

P—M, p—z,

leképezés folytonos.

B1zoNYITAS Legyen p, g€ P. Ekkor

d(zq, p) = d(fo(zq), fo(xp) <
<d(fq(zq), fo(xp)) + d(fo(xp), fo(xp)) <
gkd(zqa :Cp) + d(fq(zp)v fp(zp))a

kovetkezésképpen
1
d(zq, zp) < fkd(fq (@p); fp(@p))-

Rogzitett p esetén a (x) feltétel szerint
lim f(2p) = fp(2p),
q=p

amibdl lim z,=z, .
q—p

9.5. Feladatok

1. Kontrakcidk-e a kovetkez6 leképezések:

(i) R=R, z—ax, ahol a€R adott,

(i) C—C, ZH%Z, (iil) RoR, zsa?,  (iv) [0,1]=[0,1], a2
2. Eleget tesznek-e a 9.4. allitas feltételeinek a kovetkez6 leképezések:
(1) 10, 1[xR—=R, (p,x)—pz, (i) ]—1/2,1/2[xC—C, (p,z)—pz,
(iii)

(p/4)x  hap<2,

R*xR—R —
o) {(1/p)a: ha p>2.
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3. Igazoljuk, hogy ha (M,d) teljes metrikus tér és f:M— M olyan leképezés,
hogy valamely ng€N esetén f™ kontrakcid, akkor f-nek létezik fixpontja. (T:It—
mutatés: legyen g:=f"0, g(x)=xz. Ekkor ¢"(f(z))=f(¢"(x))=f(x); a 9.3. allitds
bizonyitdsabdl latszik, hogy akarmilyen elembdl kiindulva g hatvanyaival az x-hez
konvergdld sorozatot kapunk, tehdt li}ln 9" (f(x))=wz.

10. Linedris leképezések tere

10.1. Legyenek Vi és Vo vektorterek K felett, és jelolje Lin(Vi, V3) a Vi—Vs
linedris leképezések halmazat. Ismeretes, hogy Lin(V1, Va) a pontonkénti miivele-
tekkel ellatva vektortér K felett.

Allités Legyenek (Vi,|| . |I) és (Va,|| . ||2) normadlt terek és A€Lin(V, Va)
linearis leképezés. Ekkor a kévetkezOk ekvivalensek:

(1) Létezik L>0 1igy, hogy minden x€V; esetén
[Az[lo <Lz,

(2) A folytonos,
(3) A folytonos a 0€V; pontban.

BizoNYITAS Az (1) egyenlStlenségbdl minden z, y€V; esetén
[Az—Ayll2 < Lllz—yll1,
azaz A Lipschitz-tulajdonsdgu az egész Vi-en, igy egyenletesen is folytonos, nyil-
vénval$ tehdt, hogy (1)-bdl kovetkezik (2), (2)-bdl pedig (3).
Tegyiik fel, hogy A folytonos a 0€V; pontban. Ekkor 1étezik >0 gy, hogy

A[GI(0)] € GP(0).

Ha x€V;, x#0, akkor

T<
= - 7"
1 2

’
X
||x||1

|+ (e

kovetkezésképpen

2
<1, azaz || Az|2 < =||z|1 ;
, r
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igy minden x€V; esetén

2
[Azl2 < —lz[lx
r

teljesiil.
10.2. Legyen (V4,| . |l1) és (Va,] . |l2) normalt terek. Jeldlje Lin(V;, Va)

a V3—V, folytonos linedris leképezések halmazat. Nyilvanvald, hogy Lin(Vi, Va)
linedris altere az Lin(V7, V) vektortérnek.

A”I’tés Ha V; véges dimenzids, akkor minden V1— Vs linearis leképezés foly-
tonos, azaz Lin(Vy, Vo)=Lin(V7, V3).

BizoNYiTAS Emlékeztetiink, hogy véges dimenzids vektortéren barmely két nor-
ma ekvivalens egymassal, tehdt a folytonossag szempontjabdl tetszoleges normat
tekinthetiink rajta; vélasszuk a || . || normdt a kovetkezéképpen. Legyen {v; |
i=1,..., N} bézis Vi-ben. Ekkor

N
PKNSV, &) &
i=1
linedris bijekcié (paraméterezés), és Vi—R{, a+—|P x| =: ||z|| norma, ahol | |
N N
az euklideszi normat jeloli KV-en. Tehat x = Y &u; esetén ||z = (/Y €2, és ha
i=1 i=1

7=

a A:V1—V5, linedris leképezés, akkor

N

N
<Y Ll Avillz < |3 (1Avill2)* Jlll,
i=1

=1

N
> &Av;

=1

[Azl2 =

2

igy a 10.1. &llitas szerint A folytonos; az utolsé becslés az RY-beli Cauchy-egyen-
16tlenségbdl adodik. m

Végtelen dimenzié esetén léteznek nem folytonos linedris leképezések. Példa-
ul vegyiik a C([—m,n]) vektorteret a maximum-normédval. Ennek linedris altere
CY([-n,7]), a folytonosan differencialhaté [—m, 7] — K fiiggvények Osszessége;
szukitsiik le rd a maximum-normat. A

chl([fﬂaﬂ—])ﬁc([*ﬂ—vﬂ])a f*_>f/

(differencidlds) linedris leképezés, de nem folytonos, hiszen minden n€N esetén
exp™ €CY([-m,7]), | exp™|=1, de

1D exp™ || = [|inexp™ || = n,
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igy nincs olyan K >0, hogy || Df||<K]| f|| teljesiilne minden feC!([—,7]) esetén.

10.3. Definicié Legyenek (V1,|| . ||1) és (Va,|| . ||2) normélt terek. Barmely
AeLin(V;, Vz) esetén legyen

|A|:=inf{L>0 | || Az|2<Ll|z||1, zeV} .

Megjegyzés Az ||A|| mennyiség fligg az || . |1 és a || . |2 norméat6l. Ha més
normékat vélasztunk — persze ugy, hogy A folytonos maradjon, példaul || .||1-nél
finomabbat, || . ||2-nal durvdbbat —, akkor a széban forgé infimum més lesz.

Allitas A

|2
|A]| = sup = sup |[Az|2 = sup |Az|2.

z#0 llz]]1 [|z]1=1 llz|l <1

B1zoNYITAS A mésodik és a harmadik egyenléség nyilvanvalé. Minden yeVy, y#0

esetén
1Ayl _ - [lAzl2

lyllh ~ ero llzll’
igy
Ax
1Ayl < ( sup 12202
r o |
kovetkezésképpen
1A < sup 1Azl
S el

Legyen >0 tetszoleges. Ekkor minden €V esetén

[Az|l2 < ([[All+e) |1, (%)
kovetkezésképpen
Ax
[ Az||2 < Al +e.
z20 |17

Mivel ez minden >0 szdmra teljesiil, az is igaz, hogy

[ Az]l2
< [lAll
a0 |7l

10.4. Az egyszerlibb irasmdéd kedvéért a szokdsnak megfeleléen a tovabbiakban
minden normét ugyanazzal a || . || szimbélummal jeloliink (mint ahogy az dsszea-
dédst is minden vektortéren ugyanigy jeloljiik), kivéve ha félreértésre adhat okot,
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példéul hatarozottan ugyanazon a vektortéren adott két kiillonb6z6 normérdl van
sz6. Ennek megfelel6en a normat el is hagyjuk a normalt tér jel6lésébol.

A||ftés Legyen V; és Vo normalt tér. Ekkor
(1) a 10.3. definiciéban adott

Lin(Vy, Vo)=RE, A=A

leképezés norma;
(2) minden AeLin(Vy,Vs) és €V, esetén

[Az][ <[l Al || ;

(3) ha V3 is normalt tér és AcLin(V1, V), BeLin(Va, V3), akkor BA:=BoA
a Lin(V1,V3) eleme, és
IBA|I<||BI| [[All-

BizoNYiTAs (1) Legyen A, B € Lin(Vy,V3) és a € K. Vildgos, hogy

sup [ladz|| = sup |a|[|Az| = |af sup [[Az],
lell=1 lel=1 lell=1

Sup I(A+ B)z| < Sup (I Az|l + [|Bz|]) < Sup [ Azl + Sup | Bz].
z||=1 z||=1 z||=1 z||=1

(2) Az el6z6 allitds bizonyitdsdnak () Osszefliggése alapjin nyilvdnvald, hiszen
€ > 0 tetszoleges.

(3) A (2) szerint minden z€Vy esetén |BAz| < ||B] |Az| < ||B|| || Al ||=]]. =

10.5. Eredményeink egy sokat hasznalt, egyszeri kovetkezménye:

Allitas Legyen Vi normélt tér, Vs teljes normalt tér. Barmely A:Vy—V, foly-
tonos linedris leképezés egyértelmiien kiterjesztheté A:Dom(A)— V> folytonos
linedris leképezéssé, és || A||=||A||.

BizonyiTAs A 10.1. allitdst alkalmazva (V; helyett Dom(A)-ra) tudjuk, hogy A
egyenletesen folytonos Dom(A)-n, {gy a 8.11. &llitds értelmében egyértelmiien ki-
terjeszthetd egyenletesen folytonos A leképezéssé az értelmezési tartomanyanak a
lezartjara ugy, hogy ha z,€Dom(A) és x:= liTan r,€Dom(A), akkor Ax = lirrln Ax,.

A hatarérték és a linedris miiveletek kapcsolata folytan nyilvdnald, hogy A lineé-
ris. Tovabbd ||A[|<||A||, hiszen A norméjat bévebb halmazra vett szuprémumként
kapjuk meg, mint A normajét, viszont

[Az| = [[tim Az, || =l || Az || < [[A]| Vi [z | = [JA]] |,
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tehat || A||<||A||, és ezzel befejeztiik a bizonyitést.

10.6. A 10.4. allitds (2) pontjabdl egyszertien adédik a kovetkezd két fontos
tény. Legyen (A, )nen sorozat Lin(Vy, Va)-ben.
(i) Ha a sorozat konvergdl a Lin(V;,V3) A eleméhez a || . || norma szerint, akkor

[Anz — Az| < [[Ap = All [l (n €N, z € V1),

tehdt az (A, x)nen sorozat konvergdl Az-hez, vagyis a sorozat pontonként is kon-
vergal A-hoz; s6t a V1 minden korldtos részhalmazan egyenletesen konvergédl A-hoz.
(ii) Ha a sorozat Cauchy-féle a || . || norma szerint, akkor

[Amz — Anz| < [Am — An|l llz]l  (n€N, z € V1),
tehdt az (Apx)nen sorozat is Cauchy-féle.
Az allitds (3) pontjdnak pedig az kovetekezménye, hogy
(iii) ha (A, )nen sorozat Lin(Vi, Va)-ben és (B )nen sorozat Lin(Va, V3)-ban,
amelyek norméban konvergalnak A-hoz illetve B-hez, akkor B, A, normaban kon-

vergdl BA-hoz, hiszen a sorozatok korldtosak, azaz van olyan K > 0, hogy || B, | <
K minden n-re, és igy

HBnAn - BAH < HBnAn - BnA” + HBnA— BA” <K ||An - AH + ”Bn - B” ”AH

10.7. Allftés Legyen Vi és Vo normalt tér. Ha Vs teljes, akkor Lin(Vy, Va)
is teljes (a 10.3. szerinti normdval elldtva).

BizoNYITAS Legyen (A, )nen Cauchy-sorozat Lin(Vi, Va)-ben. Ekkor minden z€V;
esetén (A,x)nen Cauchy-sorozat Vo-ben, ezért Vs teljessége miatt 1étezik

A(z) :=lim A,z € V5.

Nyilvanvald, hogy az igy értelmezett A:V;—V5 leképezés linedris. Megmutatjuk,
hogy folytonos is.
Minden £>0 esetén 1étezik n. €N ugy, hogy minden m, n>n. természetes szamra

HAm_An“ <E.
Tehéat a V] minden z elemére
[Anz—Amz|| < ellz],

igy
[Anz| < |Amz|| +ellz]| < (|Aml+e) 2],
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amibdl rogzitett m>n. és n — oo esetére azt kapjuk, hogy
[Az]| < ([[Aml+e)llzl,

teljesil, azaz A folytonos.
Még azt kell igazolnunk, hogy a széban forgd sorozat A-hoz konvergal normé-
ban. Ime: ha n>n, és x€V;, akkor

[ 4ua— Az = lim|| Ay~ Ana] < <],

kovetkezésképpen ||A,—A|<e.
10.8. Legyen V normdlt tér; hasznéljuk a Lin(V):=Lin(V,V) jelolést. Ha
AeLin(V), akkor
A:=idy, A=A, A%=AA,
és hasonldan értelmezzitk n€N esetén A™-et.
A 10.4. allitas (3) pontja szerint || A™[|<||A]|™, ezért, ha ¢ : Ng—K olyan soro-

o0
zat, hogy a Y] ¢,id}f hatvdnysor R konvergenciasugardra ||A||<R teljesiil, akkor
n=0

o0
a ¥ ¢, A" sor abszolut konvergens. Ha V teljes, akkor az el6zé &llitds szerint
n=0

o0
Lin(V) is teljes, {gy a fenti sor konvergens, jelolje az Osszegét > ¢, A™.

n=0
fgy értelmesek a kovetkezo definicidk:
o0 A”
A . i
e” :=Exp(4) := Z% e
(oo} oo
(_l)nAZn . (_1)nA2n+1
A = B a— A = -_—
Cos(4) 7;) 2n)l Sin(4) nz:% @n+1)!

és hasonléan Ch(A) és Sh(A).
Igen fontos, hogy A, BELin(V) esetén altaldban eAtB+£eAeB | ha viszont A és
B felcserélhetdk, azaz AB=BA, akkor eATP=e4eP. Specidlisan, AcLin(V) és
t, s€K esetén
etAeSA:e(tJrs)A_

10.9. Definicié Legyen V; és Vo normalt tér. Az AcLin(Vi,Vs) inver-
talhato, ha bijekcié és az inverze — amely sziikségképpen linedris bijekcio —
folytonos, azaz A=1eLin(Va, V7).
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Allitas Legyen V teljes normdlt tér és AcLin(V') olyan, hogy ||A||<1. Ekkor

o0
a ¥, A™ sor konvergens, idy —A invertdlhatd, és
n=0

(idy—A)~! = i A,

n=0

o0
B1zoNYITAS Az el6bbi pont szerint ||A||<1 miatt a Y A™ sor abszolit konvergens,
n=0

igy a Lin(V') teljessége miatt konvergens is.
Specidlisan, lim A"=0 Lin(V')-ben, és minden neN esetén
n

(idy— (Z A’“) = idy —A"*,

igy a 10.6. (iii) szerint

(idy—A (ZA”) hm<1dv (ZA’“)) = lim(idy —A""") = idy.
n=0

Hasonléan kaphatjuk, hogy

<2Ak> idy—A) =idy,

amivel be is bizonyitottuk, amit akartunk. |
Megjegyzés Sokszor célszeril az el6z6 allitdst dtfogalmazni: ha CeLin(V) és
lidy —C||<1, akkor C invertdlhaté, és

oo

C™h =) (idy-0)".

n=0

10.10. Allitas Legyen V; és V; teljes normélt tér, AcLin(Vy,Va) invertdl-
haté. Ha BeLin(Vy,Vs) olyan, hogy

1
B-A| <
1B=A1 <

akkor B is invertalhato.
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B1zoNYiTAS Lévén
| A~ B=idy | = A~ (B=A)|| < [A~}[|B-A] < 1,
az el6z6 allitas szerint A~!B invertalhaté, igy
B=A(A"'B)

is invertalhato.
Megjegyzés Az allitas szerint tehat a Vi — V5 invertalhato linedris leképezések
hahnaza nyilt L£in(Vy, Va)-ben, hiszen ha A invertdlhatd, akkor az A kozéppontu,

H A*l i sugard nyilt gomb minden eleme invertalhato.
10.11.  Allités Legyen neN és V; (i=1,...,n) normdlt terek Valamint W
is normalt tér. Legyen R: X Vi—W n-linedris leképezés. Lassuk el a X Vi

vektorteret a szokasos barom szorzatnorma egyikével. Ekkor a kovetkezok
ekvivalensek:

(1) Létezik L>0 ugy, hogy minden (z1,...,z,)€E ')7(1 V; esetén

[B(z1, s zn) | < Lzl flzzll- - e,

(2) R folytonos;
(3) R folytonos a (0,...,0)€ ‘)_(1 Vi pontban.

BizoNYiTAs Nyilvanvald, hogy (1)-b6l kovetkezik (2), (2)-b6l pedig (3).
Tegyiik fel, hogy R folytonos a (0,...,0)€ _)_(1 V; pontban. Ekkor létezik r>0
gy, hogy
R[G>®)(0,...,0)] C G1(0w).

Mivel GI°(0,...,0) = X G17(0), a 10.1. 4llitas bizonyitéséhoz hasonléan kap-
juk, hogy minden xlevl,.. , Tn €V, esetén

2 n
IRl < (2) ol el

Megjegyzések (i) A 10.2. §llitdshoz hasonléan bizonyithatd, hogy véges di-
menzios vektorterek Descartes-szorzatan értelmezett multilinedris leképezés foly-
tonos.
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(ii) Az el6z6 éllitas feltételei mellett jelolje £in"(_2(l Vi, W) az _Z(l Vi—W foly-
tonos n-linearis leképezések halmazat, mely a pontonkénti miiveletekkel vektortér
(K felett). Ekkor az

Lin"( X Vi W)=Ry,

1=

R || R = sup{||R(21,....z)[| | [21]] = -+ = [lza] = 1}
leképezés norma, és

1Rz, mn) | <R[ o] 2]l lznll

n
(iii) A 10.7. &llitdshoz hasonléan bizonyithat6, hogy Einn(.lei; W) teljes a
i=
fenti norméaval, ha W teljes.

10.12. A kovetkezOkben folytonos linearis illetve multilinedris leképezésekre
vonatkozé néhdny azonositast targyalunk, amelyekhez hasonléakkal mar talalkoz-
tunk a vektorterek elméletében (lasd Analizis I1.11.5. és Analizis 11.19.3.).

A||ftés Legyenek Vi, ..., VN és W1, ..., W normalt terek. Ekkor
N M N M
Lin X Vk, X Wi = X X ﬁjn(Vk,Wi),
k=1 = i=1 k=1i=1

A= (A |i=1,...,M; k=1,...,N),
ahol Az = pri(A(0,...,0,24,0,...,0) (xx€Vy). Tovdbba akdrmelyik

szorzatnormara

IA|l = max{|[Ap|| |i=1,....,M, k=1,...,N}.

BizoNYiTAs Vildgos, hogy A;i folytonos linearis leképezés minden i-re és k-ra,
valamint ezekbdl a szokdsos blokkmatrix-formalizmussal megkaphaté A; az A —
(A |i=1,...,M, k=1,...,N) hozzdrendelés linerdis bijekcié.

Tovabba

[ Azl = lpri A0, ..., 0,2,0,...,0)| < [[A]l lz |

akdrmelyik szorzatnormdra (ldsd az 1. feladatot), ezért a > reldcié fenndll az
allitasban szerepl6 normékra.
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Viszont ha az A induldsi halmazén az “egyes” szorzatnormat vessziik, az érke-
zési halmazén a “végtelen” szorzatnormaét, akkor = (z1,...,zy) esetén

N
E Ay
=1

amibdl a 3.3.2. feladat alapjan kovetkezik, hogy minden maés szorzatnorma ese-
tén is teljesiil az egyenlGtlenség, tehat a < reldcid is fennall az allitdsban szerepld
normakra.

N
< max || A > k]| = max || Au| |2,
i,k i,k

|Az|| = max
1<i<M
k=1

10.13. A||ftés Legyen Vi, ...,V, és W normélt tér. Ekkor

n n—1
Lin" ()_(1 Vi, W) = Lin (Vn, Lin" ! ()_(1 Vi, W)) )

R= (zn = R(,...,2y)),
és
IR = [[(z = R(s- o zn))l-

BizonyiTAs Ugyanigy érvelhetiink, mint Analizis 11.19.3-ban, ha tudjuk, hogy
(xp — R(-,...,",xy,)) folytonos. Ezt mutatjuk meg gy, hogy beldtjuk a normsk-
ra allitott egyenlOséget:

sup [[(zn = R(-, ..oy m0))|| =
lzn|l=1
sup ( sup |R(z1, . . .,xn_l,mn)H) = ||R|.
lznll=1 llz1ll=...lzn-1]=1

10.14. Feladatok u
1. Legyen Wi, ..., Wy normélt tér. Mutassuk meg, hogy a pr; : 'X1 W, = W,;
]:

kanonikus projekcié foltytonos linedris leképezés, és mindegyik ismert szorzatnor-
maéra ||pr;|| = 1.
2. Legyen Vi és V5 teljes normalt tér. Mutassuk meg, hogy

Lin(Vi,Vo)—Lin(Va, Vi), ArsA~!

leképezés, melynek értelmezési tartomanya az invertalhato leképezések halmaza,
folytonos.
3. Legyen V teljes normélt tér. Igazoljuk, hogy minden A€Lin(V) esetén e

invertalhaté és (e4) l=e™4 .
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4. Legyen V teljes normalt tér. Igazoljuk, hogy ha AcLin(V), akkor ||e4||<||A]|.
Ezért a
K—Lin(V), tet?

leképezés folytonos.
5. Legyen V teljes normalt tér. Bizonyitsuk be, hogy

et = lim (idv + A) .
n n

(Utmutatas: becsiiljiikk meg a két sorozat n-edik tagjanak a kiilonbségét.)

6. Az el6z6 eredmény alapjan, ha V véges dimenzids, akkor det (eA) = Tr(a),
(Utmutatés: elég belatni KV — KV linearis leképezésekre azaz N x N-es métri-
xokra.)

7. Legyen geC(]a, b)) adott. Mutassuk meg, hogy

(i) My : C(la, b]))—C([a,b]), frrgf folytonos linedris leképezés (a maximum-
norméra vonatkozéan), és || M|l = ||g]|.

(ii) eMo=Mexp og-

8. Legyen V normalt tér és AeLin(V'). Bizonyitsuk be, hogy

Ly :Lin(V)—=Lin(V), B—AB,
R4 :Lin(V)—=Lin(V), B—BA

folytonos linedris leképezések és || Lal|=||Ral=||A]-
9. Legyen V7 és V5 normalt tér és

O :={AeLin(V1,V3) | 1étezik BeLin(Va, V1) ugy, hogy BoA=idy, },

Q= {AeLin(V,V') | létezik BeLin(Va,V;) tgy, hogy AoB=idy,}.

Bizonyitsuk be, hogy ha V; (illetve V3) teljes, akkor Q (illetve ©') nyilt halmaz
Lin(Vi, Va)-ben.

10. Legyen Vi, V5 és V3 normalt tér. Bizonyitsuk be, hogy

(i) Lin(Vy, Vo) xV1—=Va, (A, z)—Ax

(iil) Lin(Va, V3)x Lin(V1, Va)—Lin(V1,Vs), (B,A)—BA
folytonos bilinedris leképezések. Adjuk meg a norméajukat!

11. Legyen U és V normalt tér, g € U, p € V. Ekkor q@p: U xV — K,
(u,v) = (qu)(p|v) folytonos bilinedris leképezés; adjuk meg a norméjét!

12. Vélaszoljuk meg a 8.15.1. feladat kérdését a 10.11. allitas alapjan.



