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|. DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

1. Differencidlhatdsdg, alapvetd tulajdonsagok

1.1. A fiiggvények differencidlasa a matematikaban és alkalmazasaiban lépten-
nyomon el6fordulé fogalom. Sokféleképpen juthatunk el hozzd; emlitsiik meg azo-
kat a klasszikus példakat,amelyekbdl tulajdonképpen a differencidlszamitéas eredt.

Reprezentaljuk fizikai teriinket szamhéarmasokkal, az id6t pedig szamokkal. Ek-
kor egy tomegpont mozgasat, azaz helyzetét mint az idé fiiggvényét egy r : R — R3
fliggvénnyel irjuk le. A mozgds egyik jellemzGje a sebesség, amely megmutatja,
egységnyi id6 alatt milyen az elmozdulds. Ezt igy értelmezziik: az [s,t] id6-inter-

(t) —r(s)

vallumban az atlagsebesség ! ; minél kisebb az intervallum, annal jobban

megkozeliti az atlagsebesség a sebességet, vagyis a sebesség az atlagsebességek
hatarértéke, mikozben az idé-intervallum egy pontra zsugorodik.

A miésik példa geometriai szemléltetést ad. Az f: R — R fiiggvény grafikonja
j6 esetben — példdul, ha f = id3 — egy gorbe R%-ben (mi a j6 eset? mi a gorbe?
e kérdésekre éppen a differencidlszamitds ad vélaszt). Hizzunk érintét a grafikon
egy kijelolt (a, f(a)) pontjdhoz! Ezt a nem is egyszer(i feladatot igy prébaljuk
megoldani, hogy szel6kkel kozelitjilk az érintét. Az (z, f(x)) ponton is dthaladd

f(@) = f(a)

jobban megkédzeliti a szel6 az érintét, vagyis az érinté meredeksége a szelémere-
dekségek hatarértéke.

szel6 meredeksége Minél kozelebb van z az a ponthoz, annél

Vizsgédlatainknal — a bevezet6 példékkal ellentétben — nem szoritkozunk valds
fiiggvényekre; ebben a részben K — KV (N € N) fiiggvények differencidlasarsl
lesz szd.
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1.2. Definicié (i) Az f : K — K" fiiggvény differencidlhaté az a € K
pontban, ha a € Dom(f) és létezik

lim f(iC) - f(a’) —. f/(a).
T—a T —a

f'(a)-t az f fiiggvény a pontbeli derivdltjanak nevezziik.

(ii) Egy fiiggvényt akkor hivunk differencidlhaténak egy halmazon,
ha annak minden pontjaban differencidlhato.

(iii) Egy fiiggvényt akkor neveziink differencidlhaténak, ha differencidl-
hato az értelmezési tartomanyan.

(iv) Az f : K — KV fiiggvény derivaltjanak hivjuk azt a f' :== K — K",
x — f'(z) fiiggvényt, amely az {x € Dom(f) | fdifferencidlhat6 z-ben} hal-
mazon van értelmezve.

Megjegyzések (i) Mint az a definiciébdl is kitiinik, egy fiiggvény csak olyan
halmazon lehet differencidlhatd, melynek minden pontja belsé pontja a fiiggvény
értelmezési tartomanyanak. Ezért egy differencidlhaté fliggvény értelmezési tarto-
maénya sziikkségképpen nyilt.

(ii) A definicié szerint az iires fiiggvény differencidlhaté (az értelmezési tarto-
mény nyilt, és nincs olyan pontja, ahol a fliggvény ne lenne differencidlhatd).

(iii) Az iménti definici6 szerint minden fliggvénynek van derivaltja, viszont el6-
fordulhat, hogy a derivédlt értelmezési tartomdnya iires (pontosan akkor, ha az
adott fiiggvény sehol sem diferencidlhato).

(iv) Sokszor célszert a h := x—a jeldléssel élve a derivéltat ’llirr%)
5

fla+h)—f(a)
h
forméban eloallitani.

(v) Fiiggvények hatédrértékére vonatkozd ismereteinkbdl kozvetleniil adédik,
hogy az f : K — K fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté valamely a
pontban, ha minden komponense differencidlhaté a-ban, azaz minden k =1,..., N
esetén a pryo f : K — KV fiiggvény differencislhaté a-ban, és ekkor minden k-ra
igaz, hogy

pri(f'(a)) = (pry o f)'(a).

(vi) Mivel R — C fiiggvények differencidlhatésdginak értelmezése valds szam-
mal valé osztast tartalmaz, és ebbdl a szempontbél C azonosithaté R2-vel, az eléz6
megjegyzés szerint egy f : R — C fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté
valamely a pontban, ha mind a valés része, mind a képzetes része differencialhaté,
és ekkor

Re(f'(a)) = (Reo f)'(a), Tm(f(a)) = (Imo f) (a).

Figyelem: ez nem igaz C — C fiiggvényekre, hiszen ott a differencialhatésag ér-
telmezésében komplex szdmmal val6 osztds szerepel (14sd az 1.9.9. feladatot is).
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(vii) Olykor a differencidldst a vessz§ helyett a fiiggvény folé tett ponttal jelol-
juk, mint példdul gorbék paraméterezésénél (lasd késébb): p := p'.

1.3. Allitds Ha az f : K — K fiiggvény differencidlhaté az a pontban,
akkor folytonos is a-ban.

BizoNYiTAS Ha z € Dom(f) és = # a, akkor

f(z) = f(a)

f@) - fla) = B2

(x —a).

Az f differencidlhatésdga miatt az egyenléség jobb oldaldnak létezik hatarérté-
ke x — a esetén és nullaval egyenld, ezért az egyenlGség bal oldalanak is 1étezik
hatarértéke, amely szintén nulla, vagyis

lim (f(z) = f(a)) = 0,

ami pontosan azt jelenti, hogy az f fiiggvény folytonos az a pontban.

1.4. Allitas Legyenek az f,g : K — KY és a ¢ : K — K fiiggvények
differencialhatok az a pontban. Ekkor

(i) minden X\ € K esetén \f is differencidlhaté a-ban és

(Af) (@) = Af'(a),

(ii) f + g is differencidlhaté a-ban és

(f+9)(a) = f'(a) + d'(a),

(iii) ¢ f is differencidlhaté a-ban és

(@) (a) = ¢/(a) f(a) + ¢(a) f'(a),

(iv) ha ¢(a) # 0, akkor é is differencialhaté a-ban és

1Y ) d@)f () - da)f(a)
<¢>) (a) () '



10 I. DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

B1zoNYITAS Elészor is meg kell jegyezniink a kovetkezdket:
Dom(Af) = Dom(f), Dom(f +g) = Dom() N Dom(g),

Dorn(é) = Dom(6) " Do ().~ Dom (%) = (Dom(6) n Dom(1)) \ & (o))

és a K barmely F és G részhalmazdra (Analizis IILA.2.13.) FNG = FNG,
tehdt ha a belsé pontja mind az f mind a g értelmezési tartomdnyédnak, akkor
belsé pontja az f + g értelmezési tartomanyédnak is stb.

Ezek utan az (i) és (ii) pontok egyszeriien a hatérérték linearitdsabdl kovetkez-
nek. A (iii) pont bizonyitdsdhoz tekintsiik a kovetkezd dtalakitast:

0(2)f(x) = ¢la)f(a) _ o)/ (x) = ¢(a)f(x)  dla)f(x) = o(a)f(a) _

A jobb oldal mindkét tagjdnak létezik hatdrértéke x — a esetén, mivel f és ¢
differencidlhatok a-ban (ezért folytonosak is), tehédt az egyenléség bal oldaldnak
is létezik hatarértéke, és a két hatarérték megegyezik:

lim d)(z)f(xx) - Zﬁ(a)f(a) ~ lim ¢(12 - f(a) £(a) + 6(a) lim f(il?x) - i:(a) _
=t 2t o) 000 g FE T <
= ¢/(a)f(a) + ¢(a)f'(a),

és ezzel a (iii) pontot be is bizonyitottuk.

A (iv) ponttal kapcsolatban vegyiik észre, hogy ¢ folytonos a-ban (ezt mar
lattuk) és ¢(a) # 0, ezért 1étezik az a € K pontnak egy olyan G(a) C Dom(¢)
kornyezete, ahol ¢ nem veszi fel a nulla értéket. Legyen x € G(a), x # a:

f@)  fla)
o) ola) _ d(a)f(x) — o(x)f(a) _
r—a (@ — a)p(x)d(a)
$(a)f(z) — da)f(a)  d(x)f(a) — dla)f(a)
- #(x)d(a) -
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Az egyenl6ség jobb oldalanak létezik hatarértéke x — a esetén, mivel f és ¢
differencidlhaté (ezért folytonos is) a-ban, tehédt az egyenléség bal oldaldnak is
létezik hatarértéke, és a két hatarérték megegyezik:

lim d(z)  #(a) — lim (a) T —a r—a (e)
e w—a  ave o) b(a)

f(z) _ fla) p ﬂ@—f@%_ﬂ@—¢@”

_ #a)f'(a) - ¢(a)f(a)
#(a) |

és ezzel a (iv) pontot is bebizonyitottuk.

Megjegyzés Ha f differencidlhaté a-ban de g nem, viszont a € Dom(g), akkor
f + g sem lehet differencidlhaté a-ban; ugyanis ha az volna, akkor ¢ O (g + f) — f
is differencialhat6 volna a-ban.

Természetesen két nem differencialhaté fiiggvény Osszege lehet differencialhato.

1.5. (i) Nyilvénvald, hogy egy konstans fliggvény differencidlhaté az értelmezési
tartomanya belsejében, és a derivéltja minden pontban nulla.

(ii) Az idg fiiggvény szintén differencidlhatd, és a deriviltja az azonosan 1 fligg-
vény: idj = 1. Az iménti 4llit4s (iii) pontjabdl teljes indukciéval konnyen 14thatd,
hogy

(idp) =nidg™*  (neN),

és az allitas (iv) pontjabdl pedig ugyancsak teljes indukciéval

1y 1

kovetkezik. Ha akarjuk, e két formuldt és az (i) szerinti (id%)" = 0 Ssszefiiggést
egyesithetjik:
(idR) = nidg™* (n€z).

(iii) Az el6z6 allitas (i) és (ii) pontja alapjan most mar megéllapithatjuk, hogy
minden polinom differencidlhatd, sét (iv) miatt minden raciondlis tortfiiggvény is
az.

(iv) Az sem igényel bévebb magyardzatot, hogy az R — R abszolutérték-fiige-
vény differencidlhat6 az R\ {0} halmazon és ott a derivéltja a sign (eldjel) fiiggvény.

Ezzel szemben a C — C abszolitérték-fiiggvény sehol sem differencialhatd. A
nulldban azért nem, mert e fiiggvény a valds abszolutérték kiterjesztése, és az sem
differencidlhaté a nulldban. Ha viszont a # 0, akkor az |a| sugari kérvonalon levd
2| —la| _ ) ) o,

z pontokra a 0, az a &altal meghatarozott egyenes mentén levé z pontok
2| — lal
z—a

esetén azonban nem tart a nulldhoz, mikézben 2z tart a-hoz.
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(v) Bérmily meglepd, a konjugdlds, a Re és az Im, mint C — C fliggvények
sehol sem differencialhatok.
Legyen a € C tetszbleges és A € R\ {0}. Ekkor

. (a+iN)*—a* . —iA
lim ————— = lim — = -1,
A=0 (a+14X) —a  A50 dA

viszont
im M — lim A =1,
=0 (a+A)—a  A=0 A
* ¥

V4
vagyis nem létezhet a lim hatarérték, ami azt jelenti, hogy a konjugaléds

z—a zZ—a

sehol sem differencialhaté.

* *

és Im(z) = %, a Re

Tekintve, hogy barmilyen z € C esetén Re(z) = itz

és az Im fliggvények fliggvények sem lehetnek differencialhatok egyetlen pontban
sem.

1.6. Az elébbi példdban olyan C — C fliggvények szerepeltek, amelyek min-
denititt folytonosak de sehol sem differencidlhatok. Bar kissé kevésbé egyszeriien,
ilyen R — R fiiggvény is megadhato.

Jelolje d(x) az x valds szdmnak a hozzé legkozelebbi egész szamtdl vald tévol-
sagat, azaz

d(z) :=min{|z — n| | n € Z} = d(z,Z).

1
Tudjuk, hogy d : R — R folytonos (Analizis I11.B.8.13.), és 0 < d <

folytonos neN esetén az

. Ugyancsak

N

R—>R, z+ fo(z):=d(10"z)10™"

figgvény, és 0 < f,, < 107". Ezért

f= anv

neN

mint folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens soranak Gsszege, szintén foly-
tonos.

Megmutatjuk, hogy f sehol sem differencidlhaté. Nyilvan elég ezt a [0, 1] inter-
vallumon megtenni, hiszen a fliggvény 1 szerint periodikus.

Legyen a € [0, 1], és allitsuk el tizedestort alakban:

zz%.

keN
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f1
f2
1. ABRA
Ekkor 10™a tortrésze -
An+k
Z = 1n(a),
po 10
és az
P (a) < .
=rn(a) < =
2
jeloléssel
rn(a)107" = Y ek han € F,
fnla) = k=n41
(1 =rp(a))10—" han ¢ F.

Definidljuk a (A, )men sorozatot igy:
T —-10=—™ ha a,, =4 vagy 9,
"L egyébként.

Nyilvén lim h,,, = 0, és 10™(a + h,,) tortrésze pontosan akkor kisebb 1/2-nél,

amikor 10"a tortrésze. Ezért
fn(a) ha m <n,

fn(a+hm): fn(a)—h ham >n € F,
fal@)+hym  ham>né¢F

m

Tehat
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ahol + itt azt jelenti, hogy valahany +1-et és —1-et — mindegy, hogy melyikbol
mennyit, — kell Osszegezni. Az utolsé Osszegnek nincs hatarértéke m — oo esetén,
ezért nincs hatarértéke m — oo esetén a bal oldalon 4ll6 mennyiségnek sem, azaz
f nem differencialhaté a-ban.

1.7 A||ftés Legyenek f : K — K, g : K — K fiiggvények és a € Dom(gof).
Ha f differencidlhaté a-ban, g pedig differencidlhaté f(a)-ban, akkor g o f
differencialhaté a-ban és

(gof)(a) =d'(f(a))f (a).

[e] [e]
BizoNYiTAS Mindenek el6tt megjegyezziik: ha a € Dom(go f), akkor a € Dom(f),
viszont f(a) nem szitkségképpen belsd pontja Dom(g)-nek; ez utébbit megkdve-
teljiikk azdltal, hogy feltessziik g differencialhatdsagat.
Definialjunk két halmazt:

H :={x € Dom(go f) | f(z) # f(a)}, Q:={z€Dom(gof)|f(x)=f(a)}.

Nyilvédnvald, hogy Q N H = () és Q U H = Dom(g o f). Az a pont vagy csak az
egyik halmaznak, vagy mindkettonek torlédasi pontja.

(i) Ha az a pont csak a @ torlédési pontja, akkor 1étezik olyan G(a) C Q
kornyezete, amelyre lesziikitve az f és a g o f fiiggvények allandék. Eszerint g o f
differencidlhaté az a pontban és (go f)'(a) =0 = f'(a), vagyis az allitds igaz.

(ii) Ha az a pont csak a H torléddsi pontja, akkor létezik olyan G(a) kornye-
zete, hogy G(a) \ {a} C H, és f folytonossidga miatt az f(a) pont torléddsi pontja
lesz az f[H] halmaznak. Legyen x € G(a) \ a és tekintsiik a kovetkezd dtalakitdst:

(9o f)z) —(go f)la) _ 9(f(2)) —g(f(a)) f(z) — fla)

v—a f@ = f@)  w-a
Mivel f differencidlhaté a-ban és g differencidlhaté f(a)-ban; f folytonos is

a-ban, ezért f(x) tart f(a)-hoz, mikézben x tart a-hoz. Igy a jobb oldal mind-
két tényezdjének létezik hatarértéke x — a esetén, és a jobb oldal hatarértéke
g (f(a))f'(a); tehdt a bal oldalnak is van hatérértéke, ami azt jelenti, hogy g o f
differencidlhat6 az a pontban, és a derivaltjara az allitasban kimondott Osszefiig-
gés igaz.

(iii) Legyen az a torléddsi pontja mind a @, mind a H halmaznak. Léte-
(92f)@)=(900)(@) patarérték? A Q menti hatdrérték nyilvanvaléan 16-

r—a

zik-e a lim
r—a
tezik és nulla. Az el6z6 pont alapjan a H menti hatarérték is létezik és egyen-

16 ¢'(f(a))f'(a)-val. Viszont az a torléddsi pontja Q-nak, ezért sziikségszerti-
en f'(a) = 0. Mindezeket Gsszevetve, létezik a hatérérték és nulla, és {gy 0 =

(9o f)(a) = g'(f(a))f'(a).
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Tekintve, hogy az Osszes lehetséges esetet megvizsgaltuk, az allitast bebizonyi-
tottuk.

1.8. Allitds Legyen az f : K ~— K injektiv fiiggvény differencidlhaté az a
pontban. Ha

(i) f'(a) # O,

(ii) f(a) belsé pontja Ran(f)-nek,

(iii) f=! folytonos f(a)-ban, folytonos,

akkor f~! differencidlhaté f(a)-ban és

BizoNYiTAS Vegyiik egy G(f(a)) C Ran(f) kornyezetét f(a)-nak. Legyen y €
G(f(a)) \ {a}. Ekkor létezik egyetlen olyan z € Dom(f) \ {a}, hogy y = f(x).
Tekintsiik a kovetkez6 atalakitast:

Ha y tart f(a)-hoz, akkor f=1 f(a)-beli folytonossdga miatt f~1(y) = = tart
f~Y(f(a)) = a-hoz, amibél az kovetkezik, hogy a jobb oldalnak létezik a hatdrér-
téke, hiszen a nevezének van hatarértéke és nem nulla. Ezek szerint viszont a bal
oldalnak is létezik a hatdrértéke, tehat az f~! fiiggvény differencidlhaté az f(a)
pontban, és derivaltjara az allitott egyenloség teljesiil.

Megjegyzések 1. Az éllitasban lényeges szerepet jatszott mind az (ii), mind az
(iii) kovetelmény, amelyeket adott fiiggvény esetén nem mindig konnyfi ellendrizni,
teljestilnek-e. Valds fiiggvénynél azonban maganak a fliggvénynek a tulajdonsé-
gaibdl tudjuk ezeket kovetkeztetni: ha f : R — R injektiv fiiggvény, és folytonos
az értelmezési tartomdnya egy a belsd pontjdnak egy kornyezetén, akkor f(a)
belsé pontja Ran(f)-nek, és f~1 folytonos f(a)-nak egy kornyezetén (Analizis II-
1.A.30.3.); tehat ekkor f~! differencidlhaté f(a)-ban.

2. Van olyan f : R — R injektiv fiiggvény, amely differencidlhaté az értelmezési
tartomanyanak valamely a belsé pontjaban de az a pont semmilyen kornyezetén
sem folytonos, f(a) nem belsé pontja az f értékkészletének, és £~ nem folytonos
f(a)-ban.
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Ilyen példaul a kovetkezo fliggvény:

(e - k) hazel-zhe k] (neN)

f:]-L,1[-R, 22— < 0 haz =0

n%_l (nz+ 5i+) haze |5, 5] (neEN)

1.9. Feladatok

1. Mi az egészrész-fiiggvény derivaltja?

2. Igazoljuk, hogy (sign id3) =2| - |.

3. Legyen a,b € KN. Miaz R — KV, t — ta + b és

t = t2a + b fiiggvények derivaltja?

4. Legyen f: K — K¥ és ¢ : K — K. Lehet-e ¢f differencialhaté, ha

(i) sem ¢ sem f nem differencidlhat6?

(ii) ¢ és f kozill az egyik differencidlhatd, a mésik nem?

5. Legyen f : K — KV és ¢ : K — K. Tegyiik fel, hogy ¢ folytonos a-ban,
f differencidlhaté a-ban és f(a) = 0. Bizonyitsuk be, hogy ¢f differencidlhaté
a-ban és (¢f)'(a) = ¢(a) f'(a).

6. Legyen f : R — C differencialhaté fliggvény. Mutassuk meg, hogy ekkor f*
is differencidlhaté és (f*) = (f')*.

7. (i) Legyenek f,g : R ~— K¥ differencidlhaté fiiggvények.Igazoljuk, hogy
ekkor < g, f >: R — K is differencidlhato, és

<g. f>=<g f>+<g[f >.

(ii) Hozzunk példat arra, hogy f,g : C — C¥ differencialhaték, de < g, f >
nem az.

8. Mutassuk meg, hogy a XQidi fliggvény csak egy pontban differencialhato!

9. Igazoljuk, hogy ha f : C »— C differencidlhaté és Ran(f) C R, akkor f
konstans fiiggvény.

10. Legyenek f, g : R »— R? differencidlhaté fiiggvények. Mutassuk meg, hogy
a pontonként értelmezett vektorialis szorzatuk, f x g is differencidlhaté és

(fxg)=fxg+fxyg.
11. Igazoljuk, hogy az L : K »—» KM>*N (m4trix értékii fiiggvény) pontosan
akkor differencidlhatd, ha minden u € KM esetén az Lu : K — KV, 2 — L(z)u
fliggvény differencialhato.

12. Legyen L : K »— KM*N &5 f : K »— KM differencidlhaté. Bizonyitsuk be,
hogy Lf : K KV, 2+ L(z)f(z) is differencidlhaté, és (Lf)' = L' f + Lf’.
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2. Monotonitds, szélsoérték

2.1. Ebben a fejezetben végig valds valtozdju és valos értékii fiiggvényekrol lesz
sz6. Emlékeztetiink a kovetkezd mar ismert fogalmakra:

(i) Az f : R — R fiiggvény monoton névekszik (cs6kken), ha barmely
z,y € Dom(f), x < y esetén

f@) < fw) (102 10)).

(ii) Az f : R — R fiiggvény szigortian monoton novekszik (csokken), ha
barmely =,y € Dom(f), z < y esetén

J@) < f(o) (70> 1))

Tovabba azt mondjuk, hogy f (szigorian) monoton novekszik (csokken) az
értelmezési tartomdnydnak egy A részhalmazdn, ha f|4 (szigordan) monoton né-
vekszik (csokken).

(iii) Az f : R — R fliggvénynek maximuma (minimuma) van az a € Dom(f)
pontban, ha barmely € Dom(f) esetén

F@) < (@) (72 5@)

(iv) Az f : R — R fiiggvénynek lokdlis maximuma (minimuma) van az
a € Dom(f) pontban, ha létezik olyan G(a) kornyezete a-nak, hogy barmely
x € G(a) NDom(f) esetén

f(2) < f(@) (702 1(@).

A maximumot és a minimumot kozosen szélséértéknek (extrémumnak) ne-
vezziik. (v) Szigora (lokdlis) széls6értékrol beszéliink, ha a fenti pontokban a
< és > relaciok helyett a szigoribb > illetve < egyenlétlenségek teljesiilnek, persze
T # a esetén.

2.2. A derivalt fiiggvény definiciéjabdl azonnal adédik a kovetkezo fontos ered-
mény.

Allitas Legyen I C R intervallum. Ha az f : I — R fiiggvény differencialha-
to, és

(i) monoton névekszik (csokken), akkor f/ >0 (f' <0);

(ii) konstans, akkor f' = 0.
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2.3. Az el6bbi allitds egy kis moédositassal forditva is igaz. Ertelem szerint
ide kivankozik, de bizonyitdsdhoz felhasznaljuk a Lagrange-féle kozépértéktételt,
amelyet csak a kovetkezd fejezetben bizonyitunk be; kérjik az Olvasét, gy6z6djon
meg késébb arrdl, hogy a kozépértéktétel bizonyitasdhoz a mostani eredménytinket
nem hasznaljuk fel, tehat nem kovetiink el hibat.

Allftés Legyen I C R nyilt intervallum. Ha az f : I — R fiiggvénydifferen-
cialhato és
(i) f'>0 (f' <0), akkor f szigorian monoton névekszik (csékken) ;
(ii) f' =0, akkor f konstans.

B1zoNYITAS Legyen x és y két olyan pontja az adott intervallumnak, hogy x < y.
Az f fiiggvényre alkalmazva a Lagrange-féle kozépértéktételt az [x,y] intervallumon
azt kapjuk, hogy létezik olyan z €]z, y[, amelyre

fy) = f@) = ')y — )

(i) A fenti egyenlSséget tekintve nyilvdnvals, hogy f'(2) > 0 (f'(z) < 0) miatt
fly) > flz) (f(y) < f(x)). Az z és y pontokat tetszdlegesen valaszthattuk I-
bél, ezért az f fliggvény valéban szigortian monoton névekszik (csokken) ezen az
intervallumon.

(ii) f'(2) = 0 miatt f(z) = f(y), tehdt f konstans fiiggvény, hiszen z és y
tetszéleges pontjai voltak I-nek. m

Az Olvaséra bizzuk annak az egyszerii ténynek az ellenérzését, hogy ha az imén-
ti 4llitds (i) pontjdban a > illetve a < reldcié helyett a gyengébb > illetve a <
relaciot tételezziik fel, akkor a szigorii monotonitassal szemben csak a monotonitéds
fog teljesiilni (pl. allandé fliggvény esetében).

— ~ ////
N S N S
Domf Domf
f=0 fr>0

2. ABRA
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Figyeljliink arra, hogy ezek az &llitasok csak akkor igazak minden bizonnyal,
ha I intervallum (azaz Osszefliggd halmaz). Ha f értelmezési tartomdnya nem
intervallum, f’ > 0 illetve f/ = 0 el6fordulhat anélkiil, hogy f szigorian monoton
illetve konstans volna. A 2. dbra rajzai jol szemléltetik ezt.

A fenti tételek némiképp &ltaldnosabb formaban is megfogalmazhaték, mivel
f : I — R differencidlhat6 fliggvényre vonatkoznak, és emiatt az I intervallum
nyilt kell hogy legyen. Kénnyen lathato, hogy ezek az éllitasok igazak maradnak,
ha egy f : R »— R fliggvényt veszlink, amely differencidlhaté egy I C Dom(f)
intervallumon és f|;-re mondjuk ki 8ket. fgy az I intervallum nem csak nyilt lehet
és ezt a tételek alkalmazdsakor a késébbiekben (pl. a 7. fejezetben) ki is fogjuk
hasznalni.

2.4. Allitds Ha az f : R — R fiiggvény differencialhaté az a pontban
és f'(a) >0 (f'(a) <0), akkor létezik a-nak olyan G(a) kdrnyezete, ahol
tetszbleges x,y € G(a) pontokra x < a < y esetén

F(x) < f(a) < () (f(o:) > f(a) > f<y>).

BizoNYiTAS f differencidlhaté a-ban, tehdt a belsé pontja a fiiggvény értel-

xr)— Jjla
mezési tartomanyanak, valamint 1étezik a lim f@) = fla)
T—ra xr—a

(negativ). Ezek szerint van olyan G(a) C Dom(f)koérnyezete a-nak, hogy barmely

f(z) = f(a)

fla >0 (< 0), ami pontosan akkor teljesiil, ha a
r—a

sz&mlalo és a nevezd azonos (kiilonbozd) eldjelli. A bizonyitést ezzel be is fejeztiik.

Megjegyzés Itt, az el6z6tdl eltéréen csak egyetlen pontban van eléirva a deri-
valt 1étezése és annak eldjele, nem egy egész intervallumon. Felhivjuk a figyelmet,
hogy az éllitdsban megfogalmazottak nem jelentik azt, hogy f (szigoriian) monoton
az a egy G(a) kornyezetében, ugyanis az eredmény mindig a-t és egy G(a)-beli
elemet hasonlit Gssze, nem pedig két akdrmilyen G(a)-belit. Majd kés6bb, amikor
tobbet tudunk a differencidlhatésagrol, meggy6zodhetiink arrdl, hogy

{ x4+ 2?2 sin(1/z) ha 0 # z,
T —
0 haz =0

hatarérték és pozitiv

x € G(a), x # a esetén

ellenpéldat szolgaltat a nullaban.

2.5. Allitas Ha az f : R R fiiggvény differencidlhaté a-ban és ott lokélis
szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.

BizonyiTAs Ha f/(a) # 0, tehdt f'(a) > 0 vagy f'(a) < 0, akkor az eléz6 4llités
miatt f-nek semmiképpen sem lehet a-ban lokalis széls6értéke. W
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Vigydzzunk arra, hogy az &llitds forditottja nem igaz: f’(a) = 0 nem jelen-
ti feltétleniil azt, hogy f-nek a-ban lokalis szélsGértéke van. Igen egyszerii az
ellenpélda: id3-nek nincs szélséértéke a nulldban, viszont ott a derivaltja nulla.

2.6. Feladatok

1. Adjunk meg olyan I intervallumot és f : I — R differencidlhaté fiiggvényt,
amely szigorian monoton novekszik, mégis van olyan = € I, hogy f'(z) = 0.

2. Lehet-e lokalis szélsGértéke a kovetkezo fliggvényeknek:

. 19 .
id3 +idg;  2idp + 6idg + 2; %%ﬂﬂ*?

3. Legyen a € R és f,g : [a,00[— R folytonos fiiggvények, amelyek diffe-
rencidlhatok az értelmezési tartomanyuk belsején. Tegyiik 6], hogy f/ < ¢ és
f(a) < g(a). Mutassuk meg, hogy f < g.

4. Nevezzik az f : R — R fliggvényt az értelmezési tartomanyanak a belsd
pontjédban lokélisan monoton noévének (fogyénak), ha létezik a-nak olyan G(a)
kornyezete, amelynek tetszéleges x,y pontjara r<a<y esetén f(z)<f(a)<f(y)
(f(x)<f(a)<f(y)) teljesil; ha < helyett < &ll, akkor szigori lokdlis monotonités-
rél beszéliink (idézziik fel ezzel kapcsolatban a 2.4. megjegyzését). Bizonyitsuk
be, hogy ha f egy intervallum minden pontjiban (szigortan) lokélisan monoton
nové (fogyd), akkor (szigortian) monoton né (fogy) az intervallumon. (Legyen z
és y az intervallum eleme, ¢ < y. Az [z,y] kompakt halmazt lefedik a pontjainak
azok a kornyezetei, amelyekben a lokdlis monotonitas egyenlotlenségei teljestilnek;
ezért véges sok ilyen koryezet is lefedi. Véges sokat “lépegetve” megallapithatjuk,

hogy f(z) < f(y) vagy f(z) < f(y) stb.)

3. Kozépértéktételek

3.1. Allitds (Rolle-tétel) Ha f : [a,b] — R folytonos, differencidlhaté
la,bl-n és f(a) = f(b), akkor létezik olyan c €]a,b[, hogy

f(c)=0.

BizoNYITAS Az f fliggvény a Weierstrass-tétel szerint folveszi az [a, b] intervallu-
mon a maximumat és a minimumét is. Ha mindkettot a végpontokban, akkor f
sziikségszertien konstans fiiggvény és f' = 0 az egész intervallumon.

Ha f a minimumot vagy a maximumot az [a, b] valamely ¢ bels6 pontjaban veszi
fel, akkor a ¢ pontban f-nek lokalis szélséértéke van, kovetkezésképpen f(c) = 0.



3. Kozépértéktételek 21

3.2. Allitas (Cauchy-tétel) Ha f,g : [a,b] — R folytonosak és differenci-
dlhatdak |a, b[-n, akkor létezik olyan c¢ €]a, b], hogy

BIZONYITAS Az

F = (9(b) — g(a)) f = (f(0) = f(a))g
fliggvény eleget tesz az el6z6 allitas feltételeinek [a, b]-n, ezért létezik olyan ¢ pontja
az ]a, b] intervallumnak, hogy

F'(c) = (9(b) = g(a)) f'(c) = (f(b) = f(a))g'(c) = 0.
A kapott egyenlGséget megfeleléen atrendezve pontosan a bizonyitanddt kapjuk.
|
Ha ¢’ sehol sem nulla |a, b[-n, akkor a Rolle-tétel szerint g(b) # g(a), és igy a
Cauchy-tételt

forméban is irhatjuk.

3.3. Allités (Lagrange-tétel) Ha f : [a,b] — R folytonos és differencidl-
haté ]a, bl-n, akkor létezik olyan c €]a, b[, hogy

f) = fa) = f'(e)(b - a).

B1zZONYITAS Ez a tétel az eléz llitas kovetkezménye, ha a g := idj, 5) valasztassal
élink. m

A Lagrange-tételt igy szemléltethetjiik: az adott feltételek mellett van az [a, b]
intervallum belsejében egy pont, ahol az f fiiggvény grafikonjdnak érintGje parhu-
zamos az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokon athaladé szeldvel.

A Lagrange-féle kozépértéktétel igen hasznosnak bizonyul sok alkalmazasban,
azonban leginkabb egy kicsit méas formédban jelenik meg, a kévetkezOképpen.

Legyen f : R — R differencidlhaté az = egy kornyezetében. Ha h olyan valds
szam, hogy x + h benne van ebben a kérnyezetben, akkor 1étezik 6, 5, €]0, 1] ugy,
hogy

Fl@+R) = [(@) = f'(z + 0unh).
Ugyanis, ha h > 0, akkor f|j; .45 eleget tesz a Lagrange-féle kozépértéktétel

kovetelményeinek, amelyek biztositjdk az |x,x + h[ egy ¢ elemét a megfelel§ tu-
—x

lajdonsdgokkal; 6, 5, = ¢ . Ha viszont h < 0, akkor hasonléan érvelhetiink az

[x + h,z] intervallumra.
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Megemlitjiik még, hogy a kozépértéktétel semmit sem mond az (z,h) — 0,
hozzéarendelés tulajdonsdgairdl (pl. folytonossag), tehat elképzelhetd, hogy 6, n
teljesen “kaotikusan” véltozik az x és h fiiggvényében. Erdekes viszont, hogy az
(x,h) = f'(z+ 0, p)h figgvény mar “szép”, hiszen az (z,h) — f(z + h) — f(z)
fliggvénnyel azonos.

3.4. Mindeddig csak R ~— R fiiggvényekrdl volt sz6. N > 1 esetén R »— RV
fiiggvényekre, és akarmilyen N € N esetén C — CN fiiggvényekre nem igaz a
Lagrange-féle kozépértéktétel. MegelGlegezve az elemi fiiggvények derivéltjara vo-
natkozo ismereteket, ime az ellenpéldak:

(i) f:R—R2 x> (cos2ma,sin2rx).

Erre f(1) — f(0) = (0,0), viszont f'(z) = 2n(—sin 27z, cos2mz) # (0,0) minden
z € R esetén.

(ii)) f: C—=C, =z~ Exp(2miz).

Erre f(1) — f(0) = 0, viszont f'(z) = 2wiExp(27iz) # 0 minden z € C esetén. Az
altalanos, K — K fiiggvényekre vonatkozé kozépértéktétel csak egyenlétlenséget
allit, de ez legalabb olyan jé szolgalatokat tesz alkalmazasokban.

Allitas (Altalénos kézépértéktétel) Legyen f : K — KV ész,y € K olyan
hogy f differencidlhaté az [x,y] szakaszon, vagyis az {x +t(y —x) | t € [0, 1]}
halmazon. Ekkor létezik olyan z €|x,y[, hogy

[f () = f@) < 1f' ()] 1y — =l

BizoONYITAS Vegyiik észre, hogy f(z) = f(y) esetben az 4llitds nyilvdnvaléan igaz.
Ha f(x) # f(y), akkor definidljuk a ¢ : [0, 1] — R folytonos fiiggvényt a kovetkezd
moédon:

¢(t) := Re(f(y) — f(2), f(x + t(y — x)) — f(2)).

Nyilvdnvalé, hogy ¢(1) = |f(y) — f(z)|%, #(0) = 0, valamint ¢ differencidlhaté
]0,1[-en és

¢'(t) =Re(f(y) = f(2), f'(z + ty — 2))(y — x))-

A ¢ fiiggvényre alkalmazhatjuk a Lagrange-féle kozépértéktételt, miszerint 1é-
tezik olyan 7 €]0, 1[, hogy

¢(1) = ¢(1) — ¢(0) = ¢'(7)(1 = 0) = ¢'(7).

Legyen z := x + 7(y — x); vildgos, hogy z €]z, yl.
A fentieket, valamint a Cauchy-egyenlétlenséget felhasznalva elvégezhetjiik a
kovetkezd atalakitést:

[f(y) = F@)? = ¢(1) = ¢/ (1) = Re(f(y) = f(2), f'(2)(y — 2)) <
<[{(f) = F@). ')y — )| < 1f @) = F(@)) [F' ()] |y — al,
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amib6l az |f(y) — f(z)| > 0 mennyiséggel osztdssal megkapjuk a kivdnt egyenlét-
lenséget.

3.5. Feladatok

1. Ha R—RY differencidlhaté, minden komponensére igaz a Lagrange-féle ko-
zépértéktétel (egyenléség). Miért nem szarmaztathaté ebbdl egy megfelel egyen-
16ség magéra a figgvényre?

2. Adjunk meg olyan nem konstans R — R? fiiggvényt, amelyre igaz a Lagran-
ge-féle kozépértéktétel (egyenldség).

3. Igazoljuk, hogy a Rolle-féle, a Cauchy-féle és a Lagrange-féle kozépértékté-
telek egyenértékiiek!

4. Differencidlhaté fliggvények sorozata

4.1. Allitds Legyen H C K konvex, korlatos, nyilt halmaz és f, : H — K~
(n € N) differencidlhaté fiiggvények sorozata. Ha van olyan xo € H, hogy
az ( fn(mo))n ¢y Sorozat konvergens, valamint a derivalt fiiggvények (f!)nen
sorozata egyenletesen konvergens, akkor az ( f,,)nen fiiggvénysorozat is egyen-
letesen konvergens, a hatarértéke differencidlhato, és fenndll az

((tim )" = (w1im £,

egyenldség (ahol az (u) szimbdlum az egyenletes konvergencidra utal).

BizoNyiTAS Mivel H nyilt és korldtos, az dtmérdje — amelyet D-vel jeloliink —
nagyobb nullanal és kisebb végtelennél.
Barmilyen € > 0 szdmhoz 1étezik olyan n. € N, hogy minden m,n > n. termé-

szetes szam esetén .

Fulzo) — Fnleo)] < 5.
hiszen az (fn(x0)),, o Sorozat konvergens, tehat Cauchy-féle is.

Az (f])nen sorozat egyenletes konvergencidja miatt 1étezik olyan k. € N, hogy
minden m,n > k. természetes szam és minden z € H esetén

€

12(2) = fn(2)| < 555

Az (fn — fm) fuggvényre az [z, y] szakaszon — ahol =,y € H tetszbleges — alkal-
mazhatjuk a kozépértéktételt, miszerint létezik olyan z €]z, y[, hogy

[fa(@) = (@) = fu () + ()] < [f1(2) = fr(2)] |2 = yl.
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Mivel |z — y| < D, minden m,n > k. esetén

[Fal@) = fon @) = faly) + Fm )] < 5.

A fentieket Osszevetve, ha m és n nagyobbak a max{n,k.} kiiszobindexnél,
akkor a H minden x elemére

<
2+

fm(@) = fa(xo) + fm(2o)| + [fn(z0) = frm(20)] <

7

) —
2

vagyis az (fn)nen sorozat egyenletesen konvergens.
Vezessiik be az f := (u) lim f,, jelolést. Az f fliggvény, mint folytonos fiiggvé-
n
nyek egyenletes hatarértéke, folytonos lesz.
Most rogzitsitkk a H egy = elemét, és definialjuk a kovetkezd fiiggvényeket:

on s H\ {z} = K", yk+1£@l:l£927

y—x
o: H\ {2} - KV, yHW.

Az 14tszik, hogy a (¢, )nen sorozat pontonként konvergél a ¢ fliggvényhez, de
ez nekiink most kevés lenne. Belatjuk, hogy egyenletesen is konvergal. Valasszunk
egy y € H \ {z} pontot; a kovetkez atalakitdsok és a kozépértéktétel szerint

lon(y) — om(z)| =
_ ) = fal@) = (@) + (@) [(Ffn = ) (W) = (fn = fr) (@)
ly — = ly — x|
((fn = f)' A |y~ _ €
Yy— - 2D

<

<

valamely z €]z, y[ pontra, ha m,n > k.. Ez pontosan azt jelenti, hogy a (©n)nen
sorozat egyenletesen konvergdl a ¢ fliggvényhez.

Minden n € N esetén az f,, fiiggvény differencidlhatd, ezért minden n-re 1étezik
?}13; o(y) = f} (z). Emiatt 1étezik (Analizis 111.A.31.1.)

f'(x) = lim (y) = lim (lim g, (y)) = lim(lim ¢, (y)) = lim £} (z).

y—x y—x n n 'y

Az x elemet H-bdl tetszblegesen vélasztottuk, az (f])nen sorozat pedig egyen-
letesen konvergens, tehat

7= (tim £,) = () lim f;,
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igy a bizonyitast befejeztiik.

4.2. Az el6bbi eredményiink legtobbet hasznalt kovetkezményét mondjuk ki
most.

Allitas Legyen H C K nyilt halmaz és f, : H — KY (n € N) differencil-
hato fiiggvények sorozata. Ha az (f,)nen fiiggvénysorozat konvergens H-n,
és a derivalt fiiggvények (f] )nen sorozata lokélisan egyenletesen konvergens
H-n, akkor az (f,)nen sorozat hatdrértéke differencidlhatd, és fenndll a

() s

egyenl6ség.

B1zoNYITAS Legyen g a H tetsz6leges pontja; ekkor az (fn (20))nen sorozat kon-
vergens. A H nyiltsdga miatt 1étezik olyan G(x¢) C H konvex kornyezete xg-nak,
hogy ott az (f! )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, igy ebben a kornye-
zetben nyilvén teljesiilnek az eléz6 allitds feltételei; (fn)nen egyenletesen konver-
gens G(z)-on, és a hatdrértékfiiggvénye differencidlhaté G(xg)-on, a differencidlds
és a limesz felcserélheto.

Tekintve, hogy xo a H tetszbleges eleme, ezzel az allitast bebizonyitottuk.

4.3. Fliggvénysorokra az el6z6 allitast igy lehet megfogalmazni:

Allitas Legyen H C K nyilt halmaz és g, : H — K¥ (n € N) differen-
cialhaté fiiggvények sorozata. Ha a Z gn, fiiggvénysor konvergens H-n, és
neN
a derivalt fiiggvényekbdl képezett Z gy, fiiggvénysor lokélisan egyenletesen

neN

konvergens H-n, akkor a Z gn, fliggvénysor hatarfiiggvénye differencialhato,

neN
valamint fennall a

!
(zgn> oW
neN neN

egyenl6ség.

4.4. A fiiggvénysorokra vonatkozd, el6zd allitds fontos eredményt szolgéltat
hatvanysorokra.
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o0
Allitas Legyen a Z c,(idg — a)™ hatvanysor konvergenciasugara R > 0.
n=0

Ekkor a — Gr(a)-n definidlt — 6sszegfiiggény differencidlhaté és

<Z en(idg — a)”) = Z con(idg — a)" L.
n=0

n=0

BizoNYiTAs Mint tudjuk, egy hatvanysor lokélisan egyenletesen konvergens a kon-
vergenciakorén. Az egyes tagok

(cn(idg — a)")' = cpn(idg —a)" !

derivéltjaibol képezett hatvanysor konvergenciasugara a gyokkritérium alapjan
szintén R, hiszen

limsup ¥/|c,|n = limsup ( Ylenl %) =
= <limsup Y |cn|) lim ({/n) = limsup ( Y/ |cn|) .

Igy a 4.3. 4llités minden feltétele teljesiil a G r(a) nyilt halmazon, amely ponto-
san a szoban forgd osszegfliggvények értelmezési tartomanya. Ezzel a bizonyitast
be is fejeztiik.

4.5. Feladatok

1. Fogadjuk el, hogy cos’ = —sin — ezt kés6bb bebizonyitjuk —, és mutassuk
meg, hogy

1
(i) az fn(z) == 7 cos(nz) (z € R) differencidlhaté fiiggvényekbdl 4116 sorozat
n

egyenletesen konvergens — tehat nem a derivalt fliggvények sorozata egyenletesen
konvergens! —, és nem &ll fenn a (lim f,,)’ = lim f/, egyenldség;
n n

i) az fp(x) := y/ncos(z/n) (z € N) fiiggvénysorozat nem konvergens, azon-
ban (f])nen egyenletesen konvergens (vagyis allitdsunkb6l nem hagyhaté el az
( fn(:vo))n ¢y Sorozat konvergencidja legaldbb egy xo pontra).

2. A differenciélds és a hatérérték felcseréléséhez az (f])nen lokdlis egyenle-
tes kovergencidja mellett nyilvan nem elég, hogy az (f,,)nen figgvénysorozat csak
egyetlen pontban legyen konvergens; lehet-e gyengébb feltételt megkovetelni, mint
ami a 4.2. 4&llitasban szerepel, nevezetesen, hogy a fiiggvénysorozat mindentitt
legyen konvergens?
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5. Elemi fuggvények differencidlhatésaga

5.1. A 4.4. allitas birtokdban megallapithatjuk, hogy az egész komplex szam-
sikon konvergens hatvanysorokkal definialt

. idy
Bxp=) %
0 n:
> , idZ , > o izt
COS = Z(—l) (2n)', Sln = z_%(—l) m,

n=0
= id2 = id2 !
Ch=) -t Sh=)» &t
Yoo =X ai

elemi fiiggvények diferencialhatdk, és

Exp’ = Exp, Cos’ = —Sin, Sin’ = Cos, Ch’=Sh, Sh’= Ch.

Ezeknek a fiiggvényeknek az R-re vald lesziikitése szintén az egész valds egye-
nesen konvergens hatvanysorral all elé, tehat az exp, cos, sin, ch és sh fliggvények
is differencidlhatdk, és

exp’ = exp, cos = —sin, sin’ =cos, ch’=sh, sh’ =ch.

Ezekbol és a fliggvények hanyadosanak derivaltjara vonatkozdé formulabdl kap-

hatjuk, hogy

. ! 2 .2
1
;) <sm> _ cos”+sin” e,

e cos)  cos? cos?
ctg’ = (g)/ = _Sinsm_;%2 = —S# = —(1 + ctg?),
th’ = (i‘h>l = Ch% =1 —th?

th' = (ZE)I— }112 =1 —cth?

5.2. A derivéltakra vonatkozé ismereteink alapjan — a 2.3. és az 1.8. éllitasra
tamaszkodva — az elemi fliggvényeknek, illetve bizonyos lesziikitéseiknek inverzét

és azok differencialhatésagat tudjuk targyalni.
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(i) exp’ = exp és exp > 0, {gy a valds exponenciélis fliggvény szigortian monon-
ton novekszik, tehdt injektiv (ezt egyébként mér kordbbrdl is tudjuk); inverze, a
log :=exp~! : RT — R fiiggvény differencidlhaté és

. 1 1 1

1 ! = - = = = .
og = (exp™) exp’olog expolog  idr+

(i) Ha a € RY, akkor az exp, := expo(log(a)idg) : R — R*, z +— a%, és a
log, := exp, ! : RT — R fiiggvények szintén differencidlhatok:

exp,, = (exp’ O(log(a)idR)) log(a) = log(a) exp,,

11 111
exp/,olog, log(a)exp,olog, log(a)idg+ "

log;, =
(iil) Tetszbleges « € R esetén értelmezziik az
idg, :=expo(alog) : RT — RT
fliggvényt. Ez is differencialhato, és

1 p—
expolog

(idg,)" = (exp’ o(alog)) a = a(expo(alog))

idp+
= a(expo((a— 1)log)) = ozidﬁ{f:l.

(iv) A cos és a sin fiiggvénynek a kovetekez6 pontban tdrgyalt tulajdonsdgai
alapjan a .
|—ma] =S, are® =cosa+isina
leképezés bijekcid. Ezért és az exp fiiggvény tulajdonsigai miatt az Exp fiiggvény
injektiv az R + i] — 7, 7] halmazon; a

Log := (Explasinm)  :C\{0} = R+i] —m,7],
Re(z)

z — log|z| + isign(Im(z)) arccos %
z

komplex logaritmusfiiggvény folytonos C \ Ry -on, és ezért (1évén differencidlhaté
fiiggvény inverze) ott differencidlhaté is, és

1 1
Exp/ oLogle\g;  1deyr- '

Log’ =

5.3. Nézziik meg a valds trigonometrikus fliggvények inverzeit!
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(i) Tudjuk, hogy sin(—m/2) = —1, sin(r/2) = 1 és sin’ z = cos x > 0 ha = benne
van a | — w/2,7/2] intervalumben. Ezért a sin fiiggvény szigorian monoton né,
tehat injektiv a [—m/2,7/2] intervallumon. Inverze,

arcsin := (sin ‘[771—/2’7‘—/2])_1 [=1,1] = [-7/2,7/2]

folytonos (Analizis ITI. A.30.3.), és értelmezési tartomanya belsejében differenciél-

haté:
. 1 1 1
arcsin = = =

cosoarcsin /1 _gin? oarcsin /1 —id?

Teljesen hasonldéan értelmezhetjiik az

arccos = (cos |[O,7r])71 :[-1,1] — [0, 7]

fliggvényt, amelyre

1 1 1

arccos’ = =— =—

— sin o arccos V1 — cos? o arccos V1 —id3

(ii) A tg fuggvény derivaltja pozitiv, ezért 6 is szigorian monoton né, azonban
nem injektiv, hiszen értelmezési tartomanya nem Osszefliggl; viszont értelmezési
tartomanyanak barmely Osszefliggs részén injektiv. Igy értelmezziik az

-1
arctg := (tg|]_,r/2,,r/2[) R =] —7/2,7/2]
fliggvényt, amely differencidlhaté, és

1 1

tg = = :
arets (1+tg?)oarctg 1+id3

Hasonléan )
arcctg := (ctgljo-) : R —]0, 7],

1 1
—(1 +ctg?)oarcctg  1+1id3’

arcctg’ =

5.4. A valés hiperbolikus fliggvények inverzeinek értelmezése és a réjuk vo-
natkozé formuldk hasonldk, mint a valds trigonometrikus fiiggvényekre az el6bb
targyaltak.

(i) sh” = ch > 0, kovetkezésképpen a sh fiiggvény szigordan monoton nd, tehdt
injektiv; inverze

arsh:=sh™ :R > R
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is differencialhato, és

1 1 1
choarsh  /sh® + loarsh \/id]%ﬁ.

Hasonléan érvelhetiink megallapitva, hogy

arsh’ =

arch := <Ch|R§) 2 [1, 00[— R

differencidlhat6 az értelmezési tartoméanya belsejében, és

1 1 1
shoarch  /ch? —loarch /g2 . _1

11,00[

arch’ =

(ii) A th és cth fiiggvények derivéltja pozitiv illetve negativ, ezért injektivek;
inverzeik

arth:=th™':] - 1,1[— R,
arcth := cth™ : R\ [~1,1] — R\ {0}

differencidlhatdk, és

1 1
thl - =
T A earth T Toid
1
arcth’ = ————.
L= idiy oy
Vigyédzzunk: arth’(z) = ==, arcth’(z) = =, vagyis ezen fiiggvények hozzé-

rendelési szabalya azonos alaki, de a fiiggvények mer6ben masok, mert az értel-
mezési tartoményuk kiilonb6z6; méghozza annyira, hogy diszjunkt halmazok.

5.5. Tudjuk, hogy az elemi fiiggvények és inverzeik differencialhatok, ismerjiik
a derivaltjukat. Ezért az ilyen fliggvényekbdl Osszeaddssal, szorzassal, osztassal,
kompozicidval készitett fliggvények differencidléhatésdga nem kérdéses, és a deri-
valtak kiszamitdsara pontos szabélyok allnak a rendelkezésiinkre. Vigyaznunk kell
azonban az ilyenekbdl Osszeillesztett fiiggvényekkel; az illesztési pontokban — ha
vannak ilyenek és nem diszjunkt nyilt intervallumokon értelmezett fiiggvényeket
illesztiink Ossze — kiilon meg kell vizsgalnunk a differencidlhatésagot a definicié
alapjan, amint azt a kovetkezd két példdban bemutatjuk.

(i) Az
2?sin(1/z)  haz #0,

R—R, z~—
0 haz=0
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fiiggvény nyilvanvaléan differencialhaté a nullan kivil. A nulldban az

2?sin(1/z) — 0

pe = zsin(1/z)

hatarértékét kell megvizsgalnunk; mivel a sin fiiggvény korlatos, az identitas pedig
a nulldhoz tart a nulldban, a széban forgé hatarérték létezik és nulla. Ezért az
adott fliggvény differencidlhaté.

(ii) Az
22 ha z > 0,

ffR=>R, z~—
0 haxz <0
ha-

T —
tarértékét kell megvizsgdlnunk. Konnyt latni, hogy ennek a tértnek mind a jobb-
mind a baloldali hatarértéke nulla, igy nulla maga a hatarértéke is: a fiiggvény
differencidlhaté.

5.7. Feladatok
1. Szamitsuk ki a kovetkez6 fiiggvények derivaltjat:

fiiggvény nyilvanvaléan differencidlhaté a nulldn kiviil. A nulldban az

f(x) -0
0

(i) sin® cos, (i) exp® (= z +— exp(ax)), ahol a € R, (i) o8

arccos’

(iv) idg exp, (v) idrlog, (vi) sinocos,

(vii) z — 2% (x € RT), (viil) & — (sinz)* (x €]0, 7[);
(e két utolsénal vegyiik figyelembe, hogy a® = exp(xlog(x)) és (sinz)®=** =
exp(cos xlog(sinx)) ).

2. Differencialhaté-e az

R R, . { exp(—1/x) ha z > 0,

0 ha <0

fliggvény?
3. Van-e olyan a, b, c,d € R, amelyekre az

T ha z <0,
R—SR, z—< axd3+bz2+cx+d ha0 <z <1,
—z? hal<zx

fliggvény differencialhaté?
4. Tgazoljuk, hogy (logo| - |)’ = !
5. Mutassuk meg, hogy

Ve )
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6. A L'Hospital-szabaly

6.1. A differencidlszamitas sok alkalmazasa koziil kiemeliink most egyet, amely
bizonyos hatarértékek meghatarozasara szolgal.

Allitas Legyenek az f,g :]a,b[— R fiiggvények differencidlhatck,és az ]a, b|
intervallum végpontjaban létezzenek a

iy =limo=0 (s = ima o)

féloldali hatdrértékek. Ha ¢'(x) # 0 bdrmely x €]a, b esetén, valamint létezik

/

az f—/ fiiggvénynek a-ban (b-ben) a féloldali hatdrértéke, akkor létezik i—nek
g g
is féloldali hatdrértéke a-ban (b-ben), tovabba

lim i = lim f—/ (lim i = lim f/> .

at0 g  at0 g’ b—-0g b—0g

B1zoNYITAS Szoritkozzunk a jobboldali hatarérték esetére, hiszen a mésik eset
bizonyitdsa nyilvanvaléan teljesen hasonlé médon végezhetd el.

Elészor is terjessziik ki az f és g fiiggvényeket az a pontra f(a) := g(a) :=0
modon, ezaltal azok tovabbra is folytonosak maradnak, hiszen jobboldali hatarér-
tékiik éppen nulla a-ban. Az igy kapott [a,b[— R fliggvényeket az egyszeriiség
kedvéért tovabbra is az f és g betiikkel jeloljiik.

!

Az f—/ hatarértékére vonatkozé feltevésiink alapjan létezik A € R gy, hogy
g

minden e > 0 szdmhoz taldlhatunk olyan §. > 0 szdmot, hogy tetsz6leges = €]a, b,
| — a| < 0. pontra

teljesiil.
Legyen y €la,a + d[. Az [a,y] intervallumon alkalmazhatjuk a Cauchy-féle
kozépértéktételt, miszerint 1étezik olyan x €|a, y[Cla, a + d.[, hogy

mivel f(a) = g(a) = 0.
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f() f

L A‘ < ¢ kovetkezik, hiszen |z — a| < d.. Tehdt —-nek
g

9(y)

létezik a-ban jobboldali hatdrértéke, és az megegyezik az — ottani hatérértékével.

Ebbol azonban

I

Megjegyzések (i) Specidlis esete az iménti allitdsnak, amikor f és g eleve az
[a,b] zért intervallumon van értelmezve, folytonos, és a megfeleld végpontban a
nulla értéket veszik fol; ilyenkor a bizonyitas masodik bekezdését egyszertien el
kell hagyni.

(ii) Az allitds mind jobboldali, mind baloldali hatérértékekre igaz, kovetkezés-
képpen, ha ¢ €]a,b] és f(c) = g(c) = 0, ¢'(x) # 0 barmely x €]a,b] esetén,

!

tovabbd létezik az — fiiggvénynek hatarértéke c-ben, akkor az = fliggvénynek is
van hatarértéke ebben a pontban, és a két hatarérték megegyezik.

(iii) Az &llitds megforditdsa nem igaz: ha létezik hJIrI(lJ =, abbdl nem kévetke-
a
g
!/

zik, hogy létezik liJrr% f—/ Ellenpéldat szolgaltat g := idg és az 5.5.(i)-ben adott
a+l0 g
fliggvény az f szerepére, az a := 0 pontban.
6.2. Allitds Legyenck f, g Ja,b|— R differencidlhaté figgvények, és tegyiik
fel, hogy mindkét fiiggvény jobbrdl (balrdl) végtelenhez tart a-ban (b-ben).
i

Ha ¢'(x) # 0 bdrmely x €]a, b| esetén, valamint létezik az 7 fiiggvénynek a-

ban (b-ben) a féloldali hatdrértéke, akkor létezik i-nek is féloldali hatdrértéke
g
a-ban (b-ben), tovdbbd

A f
lim = = lim — lim = =lim =~ | .
a+0 g  a+0 g b—0g b-0g'

B1zoNYITAS Természetesen most is elegendd a jobboldali hatdrérték esetével fog-
lalkoznunk, hiszen a masik eset szintén hasonlé médon lathaté be.

Létezik A € R gy, hogy minden € > 0 szamhoz létezik olyan d. > 0 szdm, hogy
tetszbleges = €a,b], |r — a| < d. pontra

7o

‘<e

teljesiil.

Tekintve, hogy f és g differencidlhaté — tehét folytonos is — és mindkét fliggvény
jobbrdl végtelenhez tart a-ban, van olyan ¢ €]a,a + [, hogy az ]a, ¢] intervallu-
mon mér egyik fliggvény sem veszi fol a nulla értéket. Olyan d €]a, ¢[ is létezik,
hogy [f(x)| > [f(c)l, lg(x)] > |g(c)| minden z €]a, d] esetén.
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Rogzitstink tetszolegesen egy x €]a, d[ pontot. Az [z, ¢] intervallumon alkalmaz-
hatjuk a Cauchy-féle kozépértéktételt, miszerint van olyan z €]z, ¢, hogy

(f(@) = f()g'(2) = (9(z) — 9(c)) f' (2).

Mivel ¢’ sehol sem nulla ]a, b[-n, valamint = €]a, d[ miatt g(x) # g(c), atirhatjuk
a fenti egyenlGséget

f()
f@) = fle) _f@)l—fm _ [z
g(x) —g(c)  g(x)1-— % g (=
alakba. Bevezetve a
- 18
_ glr
T@) = T—rg
f()

jelolést az
fl@) _ f’(Z)T(x) _ e 1)

= T(x)—1
o) g e e T
egyenlGséghez jutunk. Az f és a g fiiggvény jobbrdl végtelenhez tart a-ban,
!

ezért 1141_1(1)T = 1. Figyelembe véve, hogy az |a,c[ interallumon = korlatos, és
a g

z €la, d[Cla, c[, 1étezik olyan d; €]a,d], hogy minden z €]a, d;[ esetén

f'(z) €
Lo () - 1)‘ <
A fentiek alapjdn minden x €]a, d;[ pontra teljesiil az
(z) f'(2) f'(2) €, €_
0 < Fg -+ Fgew -] <5+ 5=

egyenlotlenség. Ez pontosan azt jelenti, hogy az f fiiggvény jobbrdl A-hoz kon-
g

vergal az a pontban, és ezt akartuk bizonyitani.

0 00
6.3. Az el6z6 két allitasnak megfeleléen — tipusu, illetve — tipusd hatérérté-

00
kekrol szoktunk beszélni. El6fordulhat azonban Oco tipusu hatarérték is: jobbrol
tartva az a ponthoz f nulldhoz, g viszont végtelenhez tart. Ilyen esetekben az
fg figgvény a-beli jobboldali hatarértékének kiszamitdsdra nyudjt lehetOséget a

0
L’Hospital-szabdly, ha az eredeti szorzatot 0 tipust é vagy (ha f nem nulla az a
00 g !
pont egy jobboldali kdrnyezetében) — tipusi 4 formaba frjuk &t.
m —
f
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy f-t6l és g-tél fiiggéen hol az egyik, hol a masik
atiras vezethet célhoz.

6.4. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy

o -1
(i) lim % =1, (i) lim exile =1, (iii) limidg log = 0.
2. Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket:

V1+322 -1

e L
oy 1. tg —sin . ddgp—1
(iii) h(r)n Fp— (iv) h{n og

3. Bizonyitsuk be a fejezetben szerepld két allitast a kovetkezé modositassal:
az ]a, b] intervallum helyett vegyiik a | — oo, b] illetve az |a, co[ intervallumot!

7. Hatdrozatlan integral

Ebben a fejezetben az I és a J betiikkel valds szamok nyilt intervallumait je-
161jiik.

7.1. Definicié Legyen f : I — R fiiggvény. Az [f :={F:1 - R|F = f}
halmazt az f fiiggvény hatarozatlan integraljanak, elemeit pedig az f
primitiv fliggvényeinek nevezziik. Az f f jelolést hasznaljuk arra a pri-

a
mitiv fiiggvényre, amelyik az a € I pontban a nulla értéket veszi fol, vagyis

[ f az [f eleme és (ff) (a) = 0.

a

Egy fiiggvény hatdrozatlan integrélja lehet iires. Példdul [ Xo = 0. Késdbb,
az integralszamitas soran latni fogjuk, hogy folytonos fiiggvénynek mindig létezik
primitiv fliggvénye.

A||ftés Ha F:I—Raz f:I— R fiiggvény egy primitiv fiiggvénye, akkor
Jf={F+C|CEeR}.

B1zoNYiTAS Nyilvdnvald, ha F az f primitiv fliggvénye, akkor tetszbleges C valds
szam esetén F + C is az. FEzek utan mar csak azt kell belatnunk, hogy az f 0sszes
primitiv fliggvénye eldall ilyen alakban.

Legyen G : I — R szintén az f egy primitiv figgvénye, tehat F/ = G' = f.
Ekkor (G — F) =G’ — F' = 0. Mivel G — F intervallumon értelmezett fliggvény,
a 2.3. allitds miatt G—F konstans, amib6l G—F =: C, G = F+C kovetkezik. B

Az iménti allitds kdvetkezménye, hogy amennyiben egy f: I — R fiiggvénynek
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létezik legaldbb egy primitiv fliggvénye, vagyis [ f # (), akkor minden a € I esetén
az [ f primitiv fliggvény is biztosan létezik és egyértelmti. (Ha F’ = f, akkor

[f=F-F(a))

7.2. Allitds Ha az f,g : I — R fiiggvényeknek létezik primitiv fiiggvénye,
akkor f + g-nek és minden \ € R esetén \f-nek is van primitiv fliggvénye, és
minden a € I esetén

Q) J(f+a)=[F+]9
(i) [(A\f) =X [ [ tetszbleges X € R esetén,

vagyis az f ~ [ f hozzédrendelés linedris.
a

B1zoNYiTAS Nyilvdnvalé, hogy

[+ ] /=f+g s |1+ [a]@=0

)\/f =\f és )\/f (a) =0.

a a

valamint

7.3. Allitas (Parcidlis integrdlds) Legyenek f,g : I — R fiiggvények és
a € I. Ha f differencidlhato, a g és az ( [ g) fliggvényeknek pedig léte-

a
zik primitiv fiiggvénye, akkor az fg fiiggvénynek is van primitiv fiiggvénye,

valamint
/(fg)=f/g—/ f’/g :

B1zoNYiTAS Nyilvdnvald, hogy a fenti egyenl8ség jobb odaldn 4ll6 fiiggvény az a
pontban a nulla értéket veszi fel, tovabbd differencidlhaté, és

f/g—/ f’/g /=f’/g+fg—f’/g=fg,

és ezzel befejeztiik a bizonyitast. ®
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Ha bevezetjilk a G := [ g és F := f jeloléseket, akkor a parcidlis integrdlds

a
formulajanak egy szokasosabb alakjat kapjuk:

/(FG’) — FG— /(F’G).

a

7.4. Allitas (Helyettesitéses integralas) Tegyiik fel, hogy az f : [ — R
fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye. Ha S : J — I differencialhatd, akkor az
(f0S)S" : J — R fiiggvénynek is van primitiv fiiggvénye, valamint minden

b € J esetén
/(foS)S': /f oS.

b S(b)

B1zoNyiTAS Csak azt kell tenniink, hogy ellendrizziik: a fenti képlet jobb oldaldn
szerepl6 fliggvany a b pontban nulla értéket vesz fel — ez nyilvanval6 —, differen-
cidlhaté — ez is nyilvanval6 —, és a derivaltja

/ /

/f 05| = /f 0S| S =(fo09)s.

S(b) S(b)

7.5. Hogy a gyakorlatban is hasznalni tudjuk a hatarozatlan integralokrdl ta-
nultakat, nézziik meg a valds elemi fliggvények primitiv fiiggvényeit, amelyeket
alapintegraloknak is szoktak nevezni. Ehhez csak fel kell idézniink az elemi fligg-
vények derivéltjairdl tanultakat és kis modositassal felirni az ottani formuldkat
“jobbrdl balra olvasva”. Elébb azonban emlitést kell tenniink az irodalomban el-
fogadott jelolésekrdl. A 7.1. allitasban lattuk, hogy ha FF': I - Raz f: I - R
egy primitiv fiiggvénye, akkor [f = {F + C | C' € R}. Ehelyett sokszor csak azt
frjuk, hogy [f = F + C, illetve, leginkédbb konkrét gyakorlati szdmoldsok sordn,
haszndlatos az

irdsmod.
Léssuk akkor az alapintegralokat, amelyeket itt csak félsorolunk, bizva abban,
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hogy ezek a formuldak nem okoznak kiilonésebb fejtorést az Olvasonak:

/e‘”dw =e¥ 4+ C;

/sin(m)dm = —cos(z) + C; /cos(x)da; = sin(z) + C;

/sh(az)dw = ch(z) + C; /ch(x)dx = sh(z) + C;

/ coj;c(a:) = tgle) + ¢ / sinCl;Ea:) = ~ctgle) + &

/ chgfx) = th(z) + C; / sh(ifx) = —cth(z) + C;
dx

=log(z) +C (z € R");

1
dr = ——a*T +C (1 R™);
T=_—" + (1#£a€RT);

—
8

dx
——— = arcsin(z) + C; = — arccos(z) + Co;
V1—a?

/ _de = arctg(z) + C1 = —arcctg(x) + Cy;

z2+1
ESE e A
/\/% = arsh(z) + C;
e _ arch(z) + C;

_wr
\/7

A fenti formuléak ellen6rzésének egy egyszeri médja, ha igazoljuk, hogy a jobb
oldalak derivaltjai pontosan az integrandusok. Ajanljuk az Olvasénak, hogy sza-
moljon utana.

Végiil, a gyakorlati integraldsi feladatok megoldasat segitendd, irjuk fel a parcia-
lis és a helyettesitéses integralas formulait az alapintegraloknél is hasznalt szokasos
(integrédldsi valtozds) jeloléssel.

Parcidlis integralas:

log’:z:—l—\/a:Q:I: ‘—&—C’

/u(a:)v’(x)dx = u(z)v(z) — /u'(m)v(m)dm,
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ahol u,v : R — R megfelel6 tulajdonsigu fliggvények.
Helyettesitéses integralas:

/ f(z)dz = / F(S(1)S'(Bdt, = = S(1);

illetve ugyanez “visszafelé”, amit Uj valtozo bevezetésének hivnak:

/ £(5())8 (@)dz = / fw)dy, S) =y

itt f, S : R — R megfelel6 tulajdonsigu fliggvények.

7.6. Feladatok
1. Vezessiik vissza alapintegralokra a kovetkez6 integralokat:
(i) [ —2)(1—22)(1 —3x)dz; (i) [ +/1—sin(2z)dz;
1 2+3
(iii) %dw; (iv) /%dw; (v) [tg?(x)dz; (vi) [(2° + 37)%dz .
2. Megfelel6 1j valtozd bevezetésével végezziik el az aldbbi integraldsokat:
5 : 3

Q) / AR - (i) / sin(z) cos®(x) v

V1 — 22 1+ cos?(x)
log(x) ) dx
iii ———————dx; (iv —_.
(i) x4/1 + log(z) () V1+er

3. Adott a € R esetén az & = asin(t), z = atg(t), * = asin®(t), stb. trigono-

metrikus helyettesitések alkalmazasaval hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

(1) /(1_(?2)3/2 ;o (i) [ Va? — 22dx ; (iii) /,/ Zjidz .

4. Szamoljuk ki a kovetkezd integralokat a parcidlis integralas modszerével:
(i) [log(z)dz ; (ii) [z?e **dx ; (iii) [ 2?sin(2z)dz;

(iv) [ash(z)dz; (v) [log (z+ V14 a?)de; (vi) [sin(z)log(tg(x))dz ;

(vii) [2?arccos(x)dz .
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Il. TOBBSZOR DIFFERENCIALHATO

FUGGVENYEK

8. Magasabb rend(i derivaltak

8.1. Az el6z6 részben targyaltuk K — KV fiiggvények differencidlhatésigat.
Lattuk, hogy az ilyen fiiggvények derivaltjai szintén K — K fiiggvények. Kovet-
kezésképpen értelmes (és természetes) az a gondolat, hogy a derivalt fiiggvények
differencialhatésagét is targyaljuk, tovabba értelmezziik K — KV fiiggvények két-
szeres és tOobbszoros differencidlhatosagat.

1. Definicié Legyen f : K — K fiiggvény. Ertelmezziik rekurziéval az
") n e Ny fiiggvénysorozatot a kovetkezd médon:

i) fO = f,

(i) f™) = ()" (neN).

Az f) fiiggvényt az f n-edik derivalt fiiggvényének (n-edik deri-
valtjanak) hivjuk.

Az iménti fiiggvénysorozat nyilvan jél értelmezett, vagyis barmely K — KV
fiiggvénynek létezik akdrhanyadik derivéltja, viszont az persze el6fordulhat, hogy
egy bizonyos természetes szamra, és akkor mar minden annsl nagyobb n-re is f()
az Ures fuggvény (az értelmezési tartomdnya az tires halmaz). A fenti rekurziéval
tehat egy fliggvény magasabb rendi derivaltjait értelmeztiik, de magasabb ren-
di differencidlhatésagat nem; az n-szer diffrencidlhatdsag lényegében azt jelenti,
hogy az n-ik derivalt nem az iires fliggvény. A pontos megfogalmazést a kovetkezd
meghatdrozasban taldljuk.
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2. Definicié Legyen f : K~ KV fiiggvény, n€EN. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény

(i) n-szer differenciilhaté az a € K pontban, ha a € Dom(f™);

(ii) n-szer differencidlhaté a H C KV halmazon, ha H C Dom(f(™);

(iii) n-szer differencidlhatd, ha az értelmezési tartoméanya nyilt és
Dom(f") = Dom(f);

(iv) végtelenszer differencidlhaté egy pontban (egy halmazon), ha
minden neN esetén n-szer differencidlhaté abban a pontban (azon a halma-
zon);

(v) végtelenszer differencidlhatd, ha az értelmezési tartoménya nyilt,
és minden neN esetén n-szer differencialhato.

Az iménti definiciéval kapcsolatban régton meg kell jegyezniink, hogy az “egy-
szer differencidlhatésag” pontosan az eddig megismert differencidlhatésédggal egye-
zik meg. Emlitettitk mér, hogy az elsé definicié értelmében barmely K — KV
figgvénynek létezik akarhanyadik derivaltja; vildgos azonban, ez nem jelenti azt,
hogy az adott fliggvény akar egyszer is differencidlhaté, hiszen ez a 1étez6 derivalt
a mi értelmezésiink szerint lehet az iires fiiggvény is.

A magasabb rendii derivaltak szintén K »— KV fiiggvények, és a definicié sze-
rint &ltaldban az n-edik derivaltat f(™ jel6li; azonban az els6 egy-két derivaltra
tobbnyire egy-két “vesszével” utalunk:

(f(O) _ f) f(l) — f'/7 f(2) _. //’ f(3) _ f///.

Olykor mas jelolést is alkalmazunk, amely kiilondsen konkrét formulaval mega-
dott fliggvények esetén elényos:

ey =@ iy 2 L@ g

dz?

_d"f(@)

dxn

8.2. A magasabbrendii derivaltaknak, mint K — K% fiiggvényeknek a folyto-
nossaga sok alkalmazédsban jatszik fontos szerepet.

Definicié Azt mondjuk, hogy az f : K — K~ fiiggvény

(i) folytonosan differencidlhatd, ha differenciglhaté és a derivaltja folyto-
nos;

(ii)) neN esetén n-szer folytonosan differencidlhatd, ha n-szer differencidl-
haté és f() folytonos.

Nyilvanvaléan egy n-szer differencidlhaté fiiggvény (n—1)-szer folytonosan diffe-
rencidlhato, tovabba a végtelenszer differencidlhato fliggvények akarhanyszor foly-
tonosan differencialhatok is.
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Ha X c KM, Y c KV, akkor C(X,Y) az X — Y folytonos fiigvények szokésos
jelolése.
Most, ha X C K, neN esetére bevezetjik a

C"(X,Y):={f:X =Y | f n-szer folytonosan differencidlhaté}
jelolést, és
C¥(X,Y):={f: X = Y| f végtelenszer differencidlhatd}.

Tehat példdul C(]a,b[,R) az ]a, b|— R folytonosan differencidlhaté fiiggvények
Osszességét jeloli. Ugyanigy, mint a folytonos fiiggvények esetében, ha az érkezési
halmaz egyértelmi (pl. a szovegkornyezetbél), akkor azt kiilon nem jeloljik. Az
el6z6 példanal maradva, haszndlatos a C1(]a, b]) jelolés C*(Ja,b[, R) helyett, de a
C'(]a, b[, C) helyett is.

8.3. (i) Az elemi fiiggvények végtelenszer differencidlhatdk.

(ii) Végtelenszer differencidlhaté az

e ha x > 0,

n:R—=>R, zr—>{
0 haz <0

fiiggvény is. Ugyanis vilagos, hogy

— végtelenszer differencidlhaté R™-on, ott minden derivaltja 0,

— végtelenszer differencidlhaté Rt -on is, és teljes indukciéval meggyézédhetiink
arrél, hogy minden n esetén létezik egy p,, polinom tgy, hogy

1\ _1
" (x) = pn <x> er  (z>0)
Mivel 0
lim M = lim — =0,
rx——0 x z——0 1
fim 1) i Lot g zer o,
z—+0 X z—+0 Z—00

azt allithatjuk, hogy
-0

lim 1 =0 1)

z—0 x—0 z—=0 T
vagyis a fliggvény differencidlhaté a nulldban is, és ott a derivéltja nulla. Ezutéan
ismét teljes indukciéval belathatjuk, hogy a fliggvény akarhanyszor differencialha-
té a nulldban, és ott minden rendii derivéltja nulla.

(iii) Az 5.5.(1) példédban szerepld fliggvény differencidlhatd, a derivaltja

{ 2z sin(1/x) — cos(1/x) ha x # 0,
T —
0 haz =0
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nem folytonos a nulldban; tehdt a fiiggvény nem differencidlhaté folytonosan (és
igy kétszer sem differencidlhato).
(iv) Az 5.5.(ii) példdban szereplé fiiggvény differencidlhatd, a derivéltja

2x ha z > 0,
T —
0 ha x <0

folytonos, de nem differencidlhaté a nulldban; tehat a fliiggvény folytonosan diffe-
rencidlhatd, de kétszer nem differencidlhato.

(v) Késdbbi tanulményaink sordn megmutatjuk (ldsd Analizis VI.), hogy egy
C — CNV fiiggvény, ha differencidlhaté, akkor mar végtelenszer is differencialhaté.
Ez nem 4ll valés fliggvényekre, amint azt az el6z6 példak mutatjak.

8.4. Megemlitjiikk a folytonosan differencidlhaté fliggvények egy fontos jé tu-
lajdonségat: ha f : K — K folytonosan differencialhaté és f'(a) # 0, akkor
van olyan kornyezete a-nak, hogy abban levé minden z-re f'(x) # 0 (Analizis
IIT1.A.27.7.). Speciélisan, ha f : R — R folytonosan differencidlhaté és f'(a) > 0,
akkor f’ pozitiv az a-nak egy kornyezetén. Ez azt jelenti, hogy f szigortan mo-
noton nd ebben a kdrnyezetben. Ajdnljuk az Olvasénak, lapozza fel a 2.4. allitast
és az utdana mondottakat ezzel kapcsolatban.

8.5. Mar lattuk, hogy egy differencidlhato fiiggvénynek csak akkor lehet szélsé-
értéke egy pontban, ha ott a derivéltja nulla. Ez azonban csak sziikséges feltétel,
és arra vonatkozéan sem ad informéciét, hogy az illeté pontban maximuma vagy
minimuma van (lehet) az adott fiiggvénynek. A kdvetkezd llitdsban a szélséérték
egy elégséges feltételét fogalmazzuk meg és a fenti kérdésre is véalaszt adunk.

1. Allitas Legyen f : R — R differencidlhaté az a pontot tartalmazé
I C Dom(f) nyilt intervallumon. Ha f'(a) =0 és

flx) <0< fl(y) illetve f'(z)>0> f'(y)

mindenz,y € I, z<a<y

esetén, vagyis [’ a fenti mddon elBjelet valt az a pontban, akkor az f
fliggvénynek szigoru lokalis minimuma illetve maximuma van az a pontban.

BizonNYITAs Ha I =|b, ¢[, akkor a 2.3. 4llitds miatt f a ]b, a[ intervallumon szigori-
an monoton csokken (novekszik), az |a, ¢[ intervallumon pedig szigortian monoton
né (csokken). Az f fiiggvény folytonos (mert differencidlhatd) I-n, ezért

lim f(z) = f(a) = lim f(y),

r—a—0 y—a+0

amibdl a bizonyitandé allitas mar nyilvanvalé. m
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Gyakran el6fordul az az eset, hogy a vizsgalt fiiggvénynek l1étezik az adott pont-
ban méasodik derivaltja is. Ilyenkor az iménti allitasnak egy médositott valtozatat
is ki tudjuk mondani.

2. Allitss Legyen f : R — R az a pontban kétszer differencialhaté. Ha
f'(a) =06 f'(a) >0 (f"(a) <0), akkor az f fiiggvénynek az a-ban
szigori lokdlis minimuma (maximuma) van.

BizoNYiTAS Csak a 2.4. 4llitast kell alkalmaznunk f’-re, hogy ldssuk, az f fiigg-
vény eleget tesz az el6zo allitas feltételeinek.

8.6. Megeshet, hogy f’(a) = 0 mellett f”(a) = 0 is fenndll. Tébbszor differen-
cialhaté fliggvényeknél ilyenkor is tudunk valamit mondani a szélséértékekre.

Allitas Legyen n € N\ {1} és f : R — R n-szer differencidlhaté az a
pontban, tovabba

f'@)=f"a) =+ =f""V(@)=0,  f"(a)£0.

Az f fiiggvénynek akkor és csak akkor van szigoru lokdlis minimuma (maxi-
muma) a-ban, ha n paros és f(a) >0 (f™(a) <0).

BizonvyiTAs Tekintsiik az f(")(a) > 0 esetet. Ekkor 2.4. alapjan f*~Y az a
pontban negativbél pozitiv értékiibe megy at, hiszen f(*~Y(a) = 0. Kovetkezés-
képpen f("~2-nek a-ban szigort loklis minimuma van. Mivel f(*=2)(a) = 0, van
olyan G(a) kérnyezete a-nak, hogy G(a) \ {a}-n f*=2(a) > 0. Ez azt jelenti,
hogy G(a) \ {a}-n f("=3) szigortian monoton névekszik, kovetkezésképpen f(7—3)
is negativ értékrdl pozitivra vélt az a pontban, hiszen f(*~=3) = 0.
Ertelemszeriien folytatva a fenti gondolatmenetet azt kapjuk, hogy az f("—1,

fn=3) f(n=5) " fiiggvények az a pontban negativ értékrdl pozitivra valtanak,
az f(, fn=2) =4 fiiggvényeknek pedig szigori lokalis minimumuk van
a-ban.

Innen mar nyilvanvald, hogy paros n esetén f-nek szigoru lokalis minimuma
van a-ban, paratlan n esetén pedig szigorian monoton névekszik ebben a pont-
ban, tehat nem lehet szélsGértéke.

Az (™ < 0 eset teljesen hasonlé médon targyalhatd, az a kiilonbség, hogy ott
lokalis maximumot illetve szigori monoton csokkenést fogunk kapni. m

Erdekességképpen megemlitjik, hogy f lehet az a pontban végtelenszer dif-
ferencidlhaté, és eléfordulhat, hogy f(™(a) = 0 minden n-re, vagyis az Gsszes
derivaltja “eltiinik” ebben a pontban. A szélséérték szempontjabdl ekkor barmi
lehetséges, a differencidlszamitas ilyen esetekben alkalmatlan a széls6érték-vizsga-
latra.
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8.7. Feladatok

1. Vizsgaljuk meg, hdnyszor (folytonosan) differencidlhaté a (sign)id3 fiiggvény!

2. Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények lokdlis széls6értékeit:

o 2/ 9 ]

(i) (idg — 1)*(idg + 2)%; (i) T

(iv) R - R, =z arctg(2z); (v) Rt = RT, z+— 2"

3. Bizonyitsuk be: ha f : R — R az a pontban kétszer differencidlhatd,
f'(a) =0, f"(a) =0, és van az a-nak olyan G(a) kdrnyezete, hogy f”(z) > 0
minden x € G(a) \ {a} esetén, akkor az f fliggvénynek az a-ban szigoru lokalis
minimuma van.

(iil) sin + cos,

9. Taylor-formula

9.1. Allitds (Taylor-formula) Legyen az f : [a,b] — R folytonos fiiggvény
(n+1)-szer differencidlhaté az ]a, b[ intervallumon. Ha az f*) (k=1,...,n)
derivalt fiiggvényeknek létezik az f*(a)-val jelolt jobboldali hatarértéke az a
pontban, akkor van olyan ¢ €la, b], hogy

— /P(a) fot (e) n
f(b)_kz::o A (b—a)’“—km(b—a) i

Bi1zoNYiTAS Definidljuk a kovetkezd [a, b] — R folytonos fiiggvényeket:

n ) (g
Py = 1) - 3 Do

k=0
G(x) = (x —a)".

Az ]a, b] intervallumon az F és a G fliggvény egyarant legaldbb (n+ 1)-szer dif-
ferencidlhaté. A Cauchy-féle kozépértéktétel szerint létezik olyan c¢; €]a, b[, hogy
F(b) ~ Fla) _ F'(er) _ F(b)

G(b) - G(a)  G'(cr)  G()

mivel F(a) = G(a) = 0.
Az F és a G fliggvény derivaltjat konnyen megkaphatjuk:
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és lathatd, hogy F'(a) = G'(a) = 0.
Az [a,c] intervallumon ismét alkalmazhatjuk a Cauchy-féle kozépértéktételt,
miszerint 1étezik olyan ¢y €]a, ¢1[, hogy

Fler) = Fl(a) _ F'(e) _ F'(er)
G,(Cl) — G/(CL) G”(Cz) G/(Cl) '

Nyilvanvalé, hogy F*)(a) = G*)(a) = 0 minden k = 0,...,n esetén, igy még
(n — 1)-szer alkalmazva a Cauchy-féle kozépértéktételt kapjuk, hogy létezik olyan
Cn+1 €]a, b[, hogy

F®) _ Fl(e) _ F'(ca) FO Y (cniy)

G(b) G'(c1) G"(c2) G(n+1)(cn+1).

Vezessiik be a ¢ := ¢, 41 jelolést és irjuk be a kapott egyenl6ségbe az F és a G
figgvény konkrét alakjat:

S f(k) (a) k
f(b) B 1;) k! (b B a) f("+1)(c)
(b — a)ntt  (n+ 1)

EDbbdl egyszerti atrendezéssel megkapjuk azt az egyenloséget, amelyet bizonyi-
tani akartunk. m

Teljesen hasonléan lathatjuk be, hogy ha az f : [a,b] — Rfolytonos fiiggvény
(n 4 1)-szer differencidlhaté az |a, b[ intervallumon és az f*) (k = 1,...,n) deri-
valt fiiggvényeknek létezik az f(F)(b)-vel jelolt baloldali hatarértéke a b pontban,
akkor van olyan ¢ €]a, b, hogy

" gk) (n+1)
fla) = ];) f k!(b) (a—b)* + f(n - 1()!) (a—b)"*1,

Azonban a bizonyitast mégsem kell 1jbdl végigvinni, mert ezt a formulat egysze-
riien Ggy is igazolhatjuk, hogy az iménti allitast alkalmazzuk az f o ¢ fiiggvényre,
ahol ¢ : [a,b] — [a,b], t—a+b—t.

9.2. Gyakran, f6leg alkalmazdsokban a Taylor-formuldnak egy masik alakjaval
talalkozunk.

Legyen az f : R — R fliggvény (n + 1)-szer differencidlhaté az x € Dom(f)
pont egy G kornyezetében. Ha h olyan valds szam, hogy = + h benne van ebben a
kérnyezetben, akkor 1étezik 6, 5, €]0, 1] dgy, hogy

= SW@) SO @+ Oenh)
f(x+h)f’;) o ht 1 hnL
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Hogy ezt az alakot megkapjuk, helyettesitsiik az el6z6 formuldban a-t z-szel,

(b— a)-t h-val, és O, == < - e

9.3. Ha f: R— R (n+ 1)-szer differencidlhaté az értelmezési tartomianya a
pontjanak egy G(a) kornyezetében, akkor a 9.1. allitdsban megjelend b szerepére
vehetjiikk a G(a) kornyezet barmely x pontjét; {gy azt mondhatjuk, hogy minden
x € G(a) esetén létezik ¢, pont a és x kozott Ugy, hogy

P AC) N A )
@)= - + Ty
k=0
A jobb oldal els6 tagjat, mint x fliggvényét, az f fliggvény a-hoz tartozé, n-ed
foku Taylor-polinomjanak nevezziik.
Ha f : R — R végtelenszer differencidlhaté a-ban, akkor képezhetjiik a

io: f(k)(a) (ldR _ a)k

k!
k=0

hatvanysort, amelyet az f fiiggvény a-hoz tartozé (a korili) Taylor-sordnak
hivunk. Ennek n-edik részletosszege az f megfelelé Taylor-polinomja.

Kérdés, hogy

(i) konvergens-e a Taylor-sor az a pont egy korneyzetében (nagyobb-e a kon-
vergencia-sugara nulldndl),

(ii) ha konvergens, mi az Gsszege (egyenlé-e a széban forgé fliggvénnyel)?

Azt remélnénk, hogy konvergens Taylor-sor 0sszege megegyezik a fliggvénnyel.
Ez azonban nem feltétleniil 4ll fenn, amire példat a 8.3.(ii)-beli fliggvény szolgdl-
tat: a nulldban a fliggvény és minden derivéltja nulla, tehat a nulla korili Taylor
sora az azonosan nulla fiiggvényt éllitja elo.

Allitds Legyen az f : R — R fiiggvény végtelenszer differencialhaté az a
pont G C Dom(f) kérnyezetében. Ha létezik a derivalt fiiggvényeknek kozos
korldtja G-n, vagyis van olyan K > 0 szam, hogy |f™(z)] < K minden
neN és x € G esetén, akkor az [ fiiggvényt G-n elballitja az a pont koritili
Taylor-sora:

% 4(k) (g
fo =3 ap weo.

B1zoNYIiTAS Legyen x € G. A kordbban mar emlitettek alapjdn tetszéleges n€N-re
létezik olyan ¢, ; € G, hogy

- f(k)(a> . f(n+1)(cn7w) n+l
f(x)_k-zzo 7l (m—a)k—w@—a) A
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Tudjuk, hogy |f" V) (ch.)| < K, ezért

— f®(a) P e e
_ _ <z
i) kzzo A O
. o (x—a)™t! . L )
Minden x esetén lim W = 0, ezért az egész jobb oldal nulldhoz tart,
n n .

ha n tart a végtelenhez. Ez azt jelenti, hogy a részletosszegek tetszOleges x € G
pontban f(x)-hez konvergdlnak, és ezt akartuk bizonyitani. m

Meg kell jegyezniink, hogy az iménti allitasban szereplo feltétel elégséges, de
nem sziikséges a Taylor-sor konvergenciajahoz.

Vegyiik észre azt is, hogy az allitas pontonkénti konvergenciat biztosit, azonban
a Taylor-sor — 1évén hatvanysor — lokalisan egyenletesen konvergens a G kornye-
zeten.

9.4. Ha f : R — R differencidlhaté a-ban, akkor — éppen a differencialszami-
tés alapgondolatdhoz elvezetd példanak megfeleléen — az (a, f(a)) ponton dtmend,
f'(a) meredekségli egyenest az f fiiggvény a-beli érintéjének nevezziik.

Formuldval: f-nek a-beli érintéje az R — R, z — f(a) + f'(a)(z — a) fliggvény
(vagy ennek a grafikonja). Konnyen felismerhetjiik, hogy ez éppen az f fligg-
vény a-hoz tartozé elséfokd Taylor-polinomja. Az f fiiggvény a-beli [ érintGjét a
kovetkez6 tulajdonsdgok hatarozzak meg:

(i) 1 els6foku polinom,

(i) I(a) = f(a) és U'(a) = f'(a).

Az n-szer differencidlhaté fiiggvénynek a-hoz tartozé n-ed foku Taylor-poli-
momjat pedig az hatarozza meg, hogy

(i) n-ed foku polinom,

(ii) k-adik derivaltja a-ban megegyezik a fliggvény a-beli k-adik derivéltjival,
ahol kK =0,1,...,n.

Szokas ezért az n-ed foku Taylor-polinomot n-ed rendii érint6nek is nevezni.

Sot, altalaban az f,g : R — R fliggvényekrdl azt mondjak, hogy az a €
Dom(f) N Dom(g) pontban n-ed rendben érintkeznek, ha

(i) f és g m-szer differencidlhaté a-ban,

(ii) f*®(a) = g"¥)(a), k=0,1,...,n.

9.5. Bar a Taylor-formula a 9.1. form&jaban csak R — R fliggvényekre igaz —
hiszen n = 1 esetén a Taylor-formula a Lagrange-féle kozépértéktétel —, egy végte-
lenszer differencidlhaté f : K — K fliggvényre is értelmezhetjiik az a pont koriili
Taylor-sort, és felvethetjiik a 9.3.-ban leirt (i) és (ii) kérdést.

Definicié Egy K ~— K fiiggvényt analitikusnak hivunk, ha végtelenszer
differencidlhato, és az értelmezési tartomanyanak minden pontja rendelke-
zik olyan kérnyezettel, hogy a széban forgé pont koriili Taylor-sor Osszege
egyenlé ebben a kornyezetben magaval a fliggvénnyel.
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Korabban mar emlitettiik, hogy egy C — C differencialhato fiiggvény végtelen-
szer differencidlhatd. Kés6bbi tanulményaink sordn (ldsd Analizis VI.) azt is latni
fogjuk, hogy az ilyen fiiggvény sziikségképpen analitikus is; hangsilyozzuk, valds
fiiggvényekre ez nem igaz: a 8.3.(ii)-beli figgvény végtelenszer differencidlhatd, de
nem analitikus.

Az analitikus fliggvények egy alapveto tulajdonsaga a kovetkezd.

Allitas Ha egy Osszefiiggd halmazon értelmezett analitikus fiiggvény egy ne-
miires nyilt halmazon konstans, akkor mindeniitt konstans.

B1zoNYITAS Vegye fel az f : K »— K analitikus fiiggvény a konstans o értéket a
) # H C Dom(f) nyilt halmazon; vehetjiik H-t dsszefiiggének. Ekkor (Analizis
IILA.4.4.)

D :=|_J{N C Dom(f) | N 8sszefoggs, nyflt ,H C N, f|nx = a}

nemiires 0sszefiiggd nyilt halmaz, és f|p = a.

Tegyiik fel, hogy D # Dom(f). Ekkor f, lévén folytonos, az a konstans a érté-
ket veszi fel a D N Dom(f) halmazon is, és ugyanilyen indokok miatt f(™)|5 = 0
minden neN esetén.

A feltételezésiink szerint 1étezik a € (D\ D)NDom(f)D. Az ilyen a-nak létezik
G(a) € Dom(f) kornyezete, amelyben a Taylor-sor a fiiggvény allitja elé; azonban
az elébb mondottak miatt a Taylor-sor minden egyiitthatdja, a nulladikat kivéve,
nulla. Ez azt jelenti, hogy f(z) = f(a) = o minden x € G(a) esetén, azaz f kons-
tans a D-nél b6évebb D U G(a) Osszefliiggd nyilt halmazon, ami lehetetlen. Ezek
szerint Dom(f) = D, tehét f konstans az egész értelmezési tartomanyén.

oo

9.6. (i) Az f := Z di,(idg — b)* hatvénysorral értelmezett K — K fiiggvény
k=0

— ha a konvergencia-sugar nem nulla — analitikus. Ugyanis végtelenszer differenci-

alhato, amint az a 4.4. allitasbol kovetkezik, és ha a a konvergenciakoron beliili

pont, akkor
o n o Z Ck b —a)*n,

amibdl latjuk (Analizis II1.A.24.4.), hogy az a koriili Taylor-sor az adott hat-
vanysornak az atrendezése.

Tehat dgy is atfogalmazhatjuk a definiciét, hogy egy K — K fliggvény ana-
litikus, ha értelmezési tartoményanak minden pontjanak egy kornyezetében egy
hatvanysor Gsszegével egyenlo.

(ii) Az elébbiekbél nyilvdnvald, hogy ha f,g : K — K analitikus fiiggvények,

akkor f + g és fg is analitikus. Mi tobb, i is analitikus.
g
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Ez utébbi a C — C esetben azért igaz, mert differencidlhaté fiiggvény analitikus
(lasd Analizis VI.), és differencidlaté fiigvény reciproka differenciglhaté.

Egy R — R analitikus fliggvény pedig kiterjeszthet6 C ~— C analitikus filigg-
vénnyé: valos hatvanysor — idg helyett idc-vel — komplex hatvanysornak is tekint-
hetd.

(iii) Ha f : K — K végtelenszer differencidlhaté és f’ analitikus, akkor f is
analitikus. Val6ban, ha az a € Dom(f) egy kornyezetében levé z-ekre

"(z) = ch(x —a)"
n=0

akkor

)= 1)+ 3= 22—y
Nyilvanvalé az altalanositis arra az esetre, amikor a fliggvény valahanyadik
derivaltja analitikus.
(iv) A/~ : RT — R fiiggvény analitikus (Analizis II[.A.24.5.2.).
(v) Az el6bb mondottak valamint az 5. pont formuldi alapjan az elemi fuggvé-

nyek és inverzeik analitikus fiiggvények.
(vi) Ha f : K»— K analitikus fiiggvény, és f(a) = 0, akkor

€] h
<_ f ) K— K, z—¢ ¢ arsa
idg —a /, f'(a) haz=a

analitikus fiiggvény, amit az f-nek a korili Taylor-sorabdl azonnal lathatunk.
Kovetkezésképpen, ha f,g : K — K analitikus fiiggvények, f(a) = g(a) = 0,
g'(a) # 0, és minden z # a esetén g(x) # 0, akkor a

% ha = # a,
g/éz) haz=a

N

K— K, x'—>{

fliggvény analitikus, hiszen egyenld az

(o).

fiiggvénnyel.
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9.7. Feladatok
1. Bizonyitsuk be a Taylor-formuldt mds tton: értelmezziik a g : [a,b] — R
fliggvényt az

x — f(b) if —z)k — A (b—z)" !

k=0
formulaval, ahol

n+1)! " R (a)
A::M(ﬂb)—z o (b—a)k>.

k=0

Ekkor g(a) = g(b) = 0, és alkalmazhaté a Rolle-tétel.
2. Adjuk meg a kovetkezd fiiggvényeknek a 0 koriili negyed foku Taylor-poli-
nomjat:
(i) tg, (ii) th, (iii) arctg, (iv) arth.
3. Irjuk fol a kivetkezd fiiggvények a-hoz tartozé n-ed foku Taylor-polinomjat:
(i) sin, a:=1, n:=4;

(i) 1thg, a:=0, n:=4
(111) a:=1, n:=5;
. 1
(lV) m, a = O7 n = 3,
1— ldR
= = 3;
(V) 1 + ldR “ 0’ " ’

(v1) sin? a:=0, n:=4.
4. Ermtkeznek e, és ha igen, hanyad rendben a kovetkezo fliggvények:

(i) : +1d2 és /1 —idg,
. 1 , )
(11)1+id2 és ,/%—1d§+%,

(iii) sin  és  tg,
(iv) cos és /1—id2?

t
5. Igazoljuk, hogy %cg — amely a nulldban nincs értelmezve — kiterjesztheto
i

mindeniitt (tehdt a nulldban is) értelmezett analitikus fliggvénnyé.
6. Bizonyitsuk be, hogy az

cthx—% ha =z #0,

L:R—>R, x+—
0 ha z=0

tugynevezett Langevin-fliggvény analitikus, és
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T T
Liz) = = — =
@ =3-F
L) = —4=+5>0 ha z#0,
% ha x =0,
L/l(x):{Q(si?;_ml?’) ha x7é07
0 ha x=

10. Fuggvénydiszkusszid

10.1. Definicié (i) Egy f : R — R fiiggvényre azt mondjuk, hogy konvex
(konkdv) az I C Dom(f) intervallumon, ha bdrmely két x1,z2 € I pontra
és tetszoleges A1, A2 > 0, A1 + Ay = 1 szamra fenndll az

Fazr + Aaza) < A f(xr) + Ao f(z2)

(f()\1331 + Aoza) > A f(x1) + )\2f($2)>

egyenlStlenség. Ha a < (>) reldcié helyett az erésebb < (>) reldcid tejestil,
akkor szigorian konvex (konkdv) fiiggvényrdl beszéliink.

A hatarozottsig kedvéért a tovadbbiakban mindig azt vessziik, hogy z1 < .
Legyen x €]xq, x2]. Ekkor A\ := ﬁ >0, Ay :i= % >046s A+ Ao = 1.
Ezért a fenti feltétel konvex esetben

T2 — X

£@) € 22 flan) + 2 fw)

alakban is felirhaté, ami ekvivalens az
f@) < Sy + LI (¥
o) < o) - L), (+%)

egyenl6tlenségek barmelyikével. Hasonld ekvivalens feltételeket irhatunk 6l kon-
kév, illetve szigoriian konvex és szigorian konkéav esetekre is, ha a < relaciét a
megfeleld masik reldciéval (>, <, >) helyettesitjik.
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Nyilvdnvald, hogy f pontosan akkor konvex (konkav) az I intervallumon, ha
barmely x1,z2 € I esetén az f grafikonjénak {(z, f(z)) | z € [z1, x2]} része nincs
az (x1, f(x1)) és az (xa, f(x2)) pontokat Osszekotd szakasz felett (alatt); illetve
pontosan akkor szigorian konvex (konkdv), ha a grafikon széban forgé része ezen
szakasz alatt (folott) van.

10.2. Allitds Legyen f : R — R differencidlhaté az I C Dom(f) inter-
vallumon. Az f fiiggvény akkor és csak akkor konvex (konkdv) I-n, ha f'|;
monoton névekszik (csokken), és akkor és csak akkor szigorian konvex (kon-
kdv), ha f'|; szigordan monoton novekszik (csokken).

BizonYITAs (i) Tegyiik fel, hogy f konvex I-n, és legyen z1,25 € I, x1 < z2.
Ekkor a 10.1. (x) és (xx) képletei alapjan minden = €]z, x| esetén
f(@) — fz1) < flag) — fz1) _ f(x) — fla2)

< < .
xr — I X9 — I Xr — To

Ebbadl elészor az  — x1 +0 majd az x — x2 — 0 hataresetet véve azt kapjuk, hogy

fw2) = f(a1)

T2 —T1

f(x1) < < f(x2),

tehdt f’ monoton novekszik az I intervallumon.
(ii) Most azt tegyiik fel, hogy f’|; monoton novekszik. Legyen x1,xo € I,
x1 < xg; vezessik be az r : I — R fiiggvényt az

fw2) = fl21)

T2 — 1

r(z) == f(x) — f(21) — (v —21)

formuldval. Nyilvanvald, hogy r differencidlhatd [z, z2]-n és r(x1) = r(z2) = 0,
igy alkalmazhatjuk ra ezen az intervallumon a Rolle-féle kozépértéktételt: 1étezik
olyan ¢ €]z, 23], hogy

f(z2) — f(x1)

L2 — T1

(&) = f'(&) - =0.

Tekintve, hogy ' csak egy konstansban kiilonbozik f/-t6l és f’ monoton novekszik,
r’ is monoton nové. /(&) = 0 miatt ez azt jelenti, hogy ' nem pozitiv [z1,&]-n és
nem negativ [£, x2]-n. Ezek szerint » monoton csékken [z1, £]-n és monoton novek-
szik [€, zo]-n. Figyelembe véve, hogy r(x1) = r(xz2) = 0, arra kovetkeztethetiink,
hogy r nem pozitiv az egész [x1, z3]-n, amibdl az r értelmezése alapjan

fx2) = f21)

T2 —T1

f(@) < fla) +

(x — 1) (z € [z1,22])



54 I. DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

adédik. Ezzel belattuk, hogy f konvex az I intervallumon.

(iii) Ha f’ szigortian monoton novekszik I-n, akkor az iménti gondolatmenetet
megismételve azt kapjuk, hogy r negativ az egész |x1,xs[-n, vagyis f szigorian
konvex I-n.

(iv) Ha f szigoruan konvex I-n, akkor f’ monoton névekszik, ahogy ezt (i)-
ben lattuk. Viszont f'(z1) = f'(x2), x1 < 3 nem teljesiilhet, ugyanis akkor f’
konstans [z, z9]-n, tehat f elséfokd polinom volna, ami ellentmond annak, hogy
f szigortian konvex. Tehdt f’ nmem csak monoton, hanem szigorian monoton is
I-n.

A konkav fiiggvényekre vonatkozé éllitds teljesen hasonlé médon bizonyithatd,
de érvelhetiink egyszertibben is: elég azt észrevenni, hogy f pontosan akkor kon-
vex, ha —f konkdv (és viszont), {gy a konvex fiiggvényekre igazolt allitds rogton
atvihetd a konkdav fiiggvények esetére. m

Nyilvanvalé kévetkezménye az iménti allitdsnak, hogy ha egy f: R — R fiigg-
vény kétszer differencialhaté az I intervallumon, akkor ott f pontosan akkor kon-
vex (konkav), ha f”|; >0 (f”|; <0). Ha f”|; >0 f"”|; <0, akkor f szigorian
konvex (konkdv) I-n; forditva azonban nem igaz. Ugyanis ha f szigortan kon-
kav I-n, vagyis f’ szigorian monoton novekszik I-n, attél még eléfordulhat olyan
x € I, amlyere f"'(z) = 0.

10.3. Az (intervallumra vonatkozd) konvexitds fogalma mellett differencidlha-
t6 fiiggvények esetében be szoktdk vezetni az ugynevezett lokélis (vagy pontbeli)
konvexitas fogalmat is.

Definicié Lokélisan konvexnek (konkdvnak) hivjuk az f : R — R fiiggvényt
az a € Dom(f) pontban, ha f differencidlhaté a-ban, és létezik a-nak olyan
G(a) C Dom(f) kérnyezete, hogy bdarmely x € G(a) \ {a} pontra fenndll az

f(@) > (@) + f(a)(e —a) (f<x> < f(@) + f'(@)(a - a>>

egyenlétlenség. Szigoridan lokdlisan konvex (konkdv) fiiggvényrdl be-
széliink, ha a > (<) reldcié helyett az erésebb > (<) reldcié teljesiil.

Ez az értelmezés példaul lokalisan konvex esetben geometriailag azt jelenti,
hogy az f|g(q) grafikonja nincs az f a-beli érintéje alatt.

A||ftés Ha az f : R — R fiiggvény az I intervallumon differencidlhato és
(szigorian) konvex (konkdv), akkor f az I minden pontjiban (szigoriian)
lokdlisan konvex (konkdv).

Bi1zoNYIiTAS Ha f konvex I-n, akkor az eldz6 allitds szerint f’ monoton novek-
szik I-n. Legyen a az I intervallum belsejében, és alkalmazzuk a Lagrange-féle
kozépértéktételt az a egy kornyezetében levd x-re; van olyan ¢, az a és az =
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kozott, hogy

f(@) = fla) + f'(ca)(z — a).
A mondottak szerint, ha x < a és ezzel egylitt ¢, < a, akkor f'(c;) < f'(a); ha
x > a és ezzel egyiitt ¢, > a, akkor f'(cy) > f'(a); ezért mindkét esetben azt
kapjuk, hogy

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a),

vagyis f lokalisan konvex a-ban.
Az olvasora bizzuk, hogy a fentiek mintjara végezze el a bizonyitast a szigoruan
konvex esetre is.

10.4. Definicié Az f : R ~— R differencidlhaté fiiggvénynek az a € Dom(f)
inflexiés pontja (a-ban az f-nek inflexiGja van), ha létezik olyan § > 0,
hogy az]a — 0, a| intervallumon f szigoriian konkdv vagy konvex, az ]a,a+ J[
intervallumon pedig szigoriian konvex illetve konkav.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az inflexiés pontot csak differencidlhaté fiiggvényre
értelmeztiik, vagyis az inflexiés pontban a fliggvény “torés nélkiil (differencidlha-
téan) megy at” konvexbdl konkavba vagy viszont.

Geometriailag az inflexiot a kévetkez6képpen lehet szemléltetni. Tegyiik fel,
hogy az f fiiggvény differencidlhaté egy nyilt intervallumon, és az intervallum
egy a pontjaban inflexiéja van. Ekkor az eléz6 &llitas szerint az a ponton
“athaladva” az f fliggvény grafikonja “dtmegy” az a-beli érintOegyenes “egyik
oldalarél” a “masik oldalara”, vagyis az a pontnak van egy olyan kornyeze-
te, amelyben a ponttdl balra a fiiggvény grafikonja az a-beli érinté felett (alatt),
a ponttdl jobbra pedig ezen érinté alatt (felett) helyezkedik el, mds széval az
z— f(z) — (f(a) = f'(a)(x — a)) figgvény eldjelet valt az a pontban.

Allitds Legyen f : R — R differencidlhaté fiiggvény.

(i) Ha f kétszer differencidlhaté az a pontban és ott inflexidja van, akkor
f"(a) = 0.

(ii) Ha f hdromszor differencidlhaté az a pontban, f"”(a) =0 és f"'(a) #
0, akkor a az f-nek inflexiés pontja.

BizonNYiTAs (i) Ha a inflexiés pontja az f fiiggvénynek, akkor létezik olyan
d > 0, hogy f szigorian konvex (konkdv) Ja — d, a[-n és szigorian konkédv (konvex)
Ja,a+d[-n. Ez azt jelenti, hogy f’ szigorian névekedik (csokken) Ja— 6, al-n és szi-
gordan csokken (nd) Ja, a+d[-n. Mivel f kétszer differencidlhaté az a pontban, f’
ott folytonos. Mindebbdl kovetkezik, hogy f’-nek lokélis maximuma (minimuma)
van a-ban, ezért a 2.5. &llitds szerint f”(a) = 0.

(ii) Az f fiiggvény hdromszor differencidlhaté a-ban, ezért a belsd pontja f”
értelmezési tartoményédnak. Tekintve, hogy f”'(a) # 0, a 2.4. allitds miatt 1éte-
zik olyan G(a) C Dom(f”) kornyezete a-nak, amelyben tetszéleges z,y € G(a)
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pontokra z < a < y esetén

f@) < f'(a) < f'(y) vagy ["(x)> f"a) > f"(y).

Mivel f”(a) = 0, ez azt jelenti, hogy G(a)-n beliill a-tdl balra az f fliggvény szi-
gorian konkav illetve konvex, a-tél jobbra pedig szigoriian konvex illetve konkav.
Ezek szerint a inflexiés pontja az f fliggvénynek. m

Célszer itt visszautalnunk a 8.6. allitasra. Ott az f : R — R fiiggvény n-szer
differencidlhato6 volt az a pontban, és fennalltak az

F(@ = f"a) =+ = f" (@) =0, [™(a) £0

egyenldségek. Azt dllitottuk, hogy ha n paros, akkor (és csak akkor) a-ban az f-
nek szélséértéke van. Osszevetve az ottani bizonyitést az iménti &llitassal konnyen
lathatjuk, hogy ha n pératlan, akkor (és csak akkor) a-ban az f-nek inflexidja
van.

10.5. Az elézbekben sz6 esett fliggvények érintSirdl. Most a végérintdket értel-

mezzik, olyan egyeneseket, amelyek a “végtelenben” érintik a fliggvényt.

Definicié Azt mondjuk, hogy az f :Ja,+oo[— R (f :] — co,a[— R) diffe-
rencidlhaté fiiggvénynek +oo-ben (—oo-ben) aszimptotdja (végérintdje)
van, ha létezik olyan | : R — R elséfoku polinom (azaz |l = cidg + b valamely
¢ és b valds szdmokkal), hogy

lim (f(z)—1(z)) =0 < lim (f(z)—(z)) —O),

T—r+00

lim(f'(x) ~ U'(x)) =0 ( lim (f’(:v)—l’(w))=0>~

Tr—+0o0

Ezt az | fiiggvényt hivjuk az f aszimptotdjanak (végérintéjének).

Megjegyezziik, hogy az aszimptota definiciéjabdl a masodik feltételt olykor el-
hagyjék.

Az alabbi &llitas bizonyitasa rendkiviil egyszerti.
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Allitds Az f Ja,+oo[— R (f ] — co,a[— R) differencidlhaté fiiggvény-
nek a cidg + b els6foku polinom akkor és csak akkor aszimptotdja +oo-ben
(—oo-ben), ha

lim (f(z)—ex) = b ( lim (f(x)—cx)zb),

T—+00 Tr——00
és

r—r—00

lim f(z) = c <lim f’(x)c).

Vegyiik észre azt is, hogy a

lim (f(z)—cx) =b

r——+o0
egyenléséghdl
f@) _f@)-er
X T
miatt
lim 7(30) =c

r—+o00 I

kovetkezik, tehdt a fenti egyenlség sziikséges az aszimptota létezéséhez (persze
ugyanez a helyzet —oo esetében is). Ez azonban nem elégséges, amire jé példa a

/~ fiiggvény: ]iIJ'I_l % = 0, viszont (y/z — 0z)-nak nincs hatdrértéke, mikozben
r—+00

x tart a 4+oo-hez.

10.6. Egy R — R fliggvény “megismeréséhez” nagyban hozzajarul az, ha el
tudjuk képzelni (fel tudjuk vézolni) a grafikonjit. Ehhez célszeri tisztdzni a ko-
vetkezoket:

a) mi a fliggvény értelmezési tartomdnya, hol folytonos, hol differencidlhatd,
van-e jobb- vagy baloldali hatdrértéke a szakaddsi pontokban (ott, ahol nem foly-
tonos) illetve az értelmezési tartomdnydnak torlédasi pontjaiban,

b) metszi-e és hol a fiiggvény grafikonja a koordindtatengelyeket;

¢) vannak-e a fliggvénynek lokélis illetve globélis szélséértékei d) vannak-e olyan
intervallumok a fiiggvény értelmezési tartomanyaban, ahol a fliggvény monoton,
illetve konvex vagy konkav;

e) mik a fliggvény inflexiés pontjai (ha léteznek);

f) hogyan viselkedik a fliggvény a végtelenben (ha nem korldtos az értelmezési
tartomdanya), van-e aszimptotaja.

Egy R — R fiiggvény diszkussziéja alatt tulajdonképpen a fenti kérdések meg-
véalaszolasat értjiikk. A differencidlszamitas megismert eszkozei segitséget nyijhat-
nak a c)-f) kérdések vizsgélatdban.
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10.7. Feladatok

1. Fejezziik be a 10.3. allitds bizonyitasat.

2. Van-e az f :la,+oo[— R differencidlhaté fiiggvénynek aszimptotdja +oo-
ben, ha létezik TEIJIrlOO f/(x)? (Vizsgaljuk meg az f(z) := cx +sin(logz) (x € RT)
fiiggvényt.)

3. Diszkutaljuk a kovetkezo fliggvényeket:

(i) idg — log, (ii) sin® +cos®,  (iii) ch + cos,

(iv) 6log —idg — 10arctg.

4. Mutassuk meg, hogy az L Langevin-fiiggvény (14sd 9.7.6.) pératlan, azaz
L(—z) = —L(x), tovabbd L' > 0, és L"(x) <0 hax >0, L"(z) > 0, ha x < 0; te-
hat L szigorian monoton né, a pozitiv félegyenesen konkav, a negativ félegyenesen
konvex; ezért L(x) < § ha (x > 0).

Végiil lassuk be, hogy Zli)rrgo L(z)=1.
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I1l. GORBEK

11. Féloldali derivaltak

11.1 Definicié Az f : R — K fiiggvényt jobbrdl (balrél) differencidl-
haténak hivjuk az a pontban, ha van olyan § > 0, hogy [a,a+ 6] C Dom(f)
([a — 8,a] C Dom(f)), és létezik a

fla+0) = lim 1=

z—a+0 xr—a z—a—0 xr—a

hatdrérték, amelyet az f fiiggvény a pontbeli jobb oldali (bal oldali)
derivaltjanak neveziink.

A jobb és bal oldali derivaltakat kozosen féloldaliderivaltaknak szoktak
nevezni.

Ugyanigy, mint 1.3-ban, megmutathatjuk, hogy ha egy fliggvény balrdl (jobb-
r6l) differencidlhaté egy pontban, akkor ott balrdl (jobbrdl) folytonos is.

Visszaemlékezve a fiiggvények pontbeli hatarértékének tulajdonsigaira, nem
szorul kiilon6sebb magyarazatra a kovetkezd

A||ftés Egy f : R — KV fiiggvény pontosan akkor differencialhaté az értel-
mezési tartomanyanak egy a belsé pontjaban, ha mindkét oldalrdl differen-
cidlhaté ebben a pontban és f'(a +0) = f'(a — 0).

11.2. Emlékeztetiink arra, hogy eddigi értelmezésiink szerint egy R — KV
differencidlhaté fiiggvény értelmezési tartomanya nyilt kell hogy legyen. Ezért
most kiilon bevezetjitk a zart intervallumon értelmezett differencialhaté fiiggvény
fogalmat.
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Definicidé Az f : [a,b] — K" fiiggvényt differencidlhaténak nevezziik, ha
f differencidlhatd |a, b[-n és léteznek az f'(a+0), f'(b—0) féloldali derivéltak,
amelyeket az egységes frdsmdd kedvéért f(a)-val illetve f'(b)-vel jeloliink.

A fiiggvény folytonosan differencialhatd, ha differencialhato, és az
el6bb meghatdrozott f' : [a,b] — K~ derivéltfiiggvény folytonos.

Ezek utan viligos, nem részletezziik, mit értiink azon, hogy egy [a,b[— KV
illetve Ja, b] — K" fiiggvény differencislhaté, ahol az elsé esetben b = oo, a masik
esetben a = —oo is lehetséges.

A mondottakbdl az is egyszeriien kovetkezik, hogy egy (nem sziikségképpen
nyilt) intervallumon differencidlhaté fiiggvény folytonos.

11.3. Definicié Az f : R — K" fiiggvényt szakaszosan (folytonosan)
differencialhaténak hivjuk, ha

(i) intervallumon van értelmezve,

(ii) létezik véges sok olyan a3 < as < - - < a, pontja az értelmezési
tartomanyédnak, hogy f (folytonosan) differencidlhaté a Dom(f)N] — oo, a1],
[a1,as2], ..., Dom(f) N [an,oo[ intervallumokon.

Felhivjuk a figyelmet, hogy egy szakaszosan differencialhaté fiiggvény folytonos,
mert végpontjaikban érintkez6 intervallumokon folytonos.

Viszont egy szakaszosan akar folytonosan differencidlhaté fiiggvény nem sziik-
ségképpen differencidlhat6, hiszen altaldban f'(a; — 0) # f’(a; + 0), ahol a; a
definiciéban szereplo “téréspontok” valamelyike.

Példdul az R — R abszolutérték-fiiggvény szakaszosan differencidlhatd, de nem
differencidlhaté.

11.4. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy az alabbi fiiggvények szakaszosan differencialhaték:
T ha 0 <z <1/2,

11—z hal/2<az<I;

—x ha z <0,

x2 ha 0 <z <1.

2. Igaz-e, hogy a kovetkezd fiiggvények szakaszosan differencidlhatok:
1— 22 ha — 1<z <0,

Cos x, ha0<z <1,

sinx ha —3 <z <0,

z+1 halO<uzx.

(i) [0,1] = R, x»—>{

(i) ] — 00, 1] — R, x»—){

Q) -L1]—-R, z~— {

(i) |3, 00[—= R, =+ {
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12. Gorbék paraméterezése és iranyitasa

12.1 Definiciéd AKY egy L részhalmazat gérbének hivjuk, ha létezik olyan
I nyilt intervallum és olyan p : I — K fiiggvény, hogy

(i) Ran(p) = L,

(ii) p folytonosan differencidlhatd,

(iii) barmely t € I esetén p(t) # 0,

(iv) p injektiv, és az inverze folytonos.

A p fiiggvényt az L gorbe paraméterezésének nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a p paraméterezés is folytonos (nem csak az inverze), mert
differencidlhaté. Azt szokds mondani, hogy p homeomorfizmus (“oda-vissza foly-
tonos”) I és L kozott.

Itt rogton meg kell jegyezniink, hogy egy adott gorbe paraméterezése egydl-
taldn nem egyértelmii. Vegyiik példaul a definiciéban szerepld p paraméterezést,
valamint egy J nyilt intervallumot, és egy olyan ¢ : J — I folytonosan differenci-
alhat6 bijekciét, hogy ¢~ is folytonosan differencidlhaté legyen (persze sok ilyen
¢ 1étezik). A definici6 alapjan konnyen lathatd, hogy a po ¢ : J — KV leképezés
szintén paraméterezése lesz az L gorbének.

12.2. Allitas Legyen L gorbe. Hap: 1 — L ésq:J — L az L paraméte-
rezései, akkor az S :=p~togq:J — I fiiggvény folytonosan differencidlhatd,
és (109" = d.

B1zoNYITAS Az nyilvdnvald, hogy S folytonos, injektiv és ¢ = p o S. Ha tehat
tudjuk, hogy S differencialhatd, akkor fennall az éllitott egyenl6ség.
Legyen t,s € J és t # s. Tekintsiik a kovetkez6 dtalakitast:

q(t) —a(s) _ p(S()) —p(S(s)) _ p(S(t)) —p(S(s)) S(t) — S(s)
t

t—s t—s S(t) - S(s) t—s
Nem kovettiink el semmi rosszat, hiszen S(t) — S(s) # 0, mivel S injektiv. Az
elébbi egyenloségbdl kis atrendezéssel kapjuk, hogy
a(t)—q(s)
t—s

‘ p(S(1)=p(S(s))

t—s ’

’S(t) — S(s)

S(t)—5(s)

ahol | - | a bal oldalon az abszoliitértéket, a jobb oldalon pedig a K¥-beli euklideszi
normat jelenti.



62 12. Goérbék paraméterezése és irdanyitdsa

Tudjuk, hogy S folytonos, p és q pedig folytonosan differencidlhato, kovetkezés-
képpen léteznek a

tim 1020 gy 20, i S(tg_s(s)( — 5(S(s)) £0

hatarértékek, tehat létezik a

S(t) — S(s)

t—s

[4(5)]
B(S(s))]

lim =
t—s

hatarérték is. S folytonos bijekcié két intervallum kozott, ezért szigorian mo-

S(t) — S(s)
t

noton, tehat nem valt eléjelet, igy abszolutérték nélkiil is 1étezik a

hatérértéke. Ez azt jelenti, hogy az S fliggvény differencialhaté a J intervallum
tetsz6leges s pontjdban. A monotonitids miatt S’ sem valt eléjelet, tehat

oo O g i)
SO = 5EE) P 5= TREm)

ami mutatja, hogy S’ folytonos.

12.3. Egy gorbe tetszéleges p és ¢ paraméterezésére S := p~ " o q a két
paraméterezés kapcsolatat tiikrozi, hiszen az egyiket a maésikba viszi 4t ¢ = po S
és p = qo S™! értelemben. Az iménti bizonyitas sordn lattuk, hogy S szigorian
monoton, és S’ sehol sem vélt elbjelet és a nulla értéket sem veszi 6. Ertelmes
tehat a kovetkez6 meghatédrozas.

1

1. Definicié Egy gérbe p paraméterezését a q paraméterezéssel azo-
nos (ellentétes) irdnyitasitinak nevezziik, ha a p~! o q fiiggvény derivéltja
pozitiv (negativ).

A e .z sy 2 2 . . . s s . ,
Allitas Az azonos irdnyitdsinak lenni ekvivalencia-reldcié a gérbe paramé-
terezéseinek halmazan, és két ekvivalencia-osztaly van.

BIZONYITAS A reldci6

(i) reflexiv: minden paraméterezés azonosan irdnyitott dnmagaval;

(ii) szimmetrikus: ha p azonos irdnyitasu g-val, akkor ¢ is azonos irdnyitdsi p-
vel, hiszen ¢~'op a p~! oq inverze, igy a derivaltak lényegében egymas reciprokai;

(iil) tranzitiv: ha p azonos irdnyitdsi g-val és ¢ azonos irdnyitasi r-rel, akkor p
azonos irdnyitast r-rel, hiszen p~tor = (p7toq) o (¢ or).

Bérmely két paraméterezés azonosan vagy ellentétesen irdnyitott (és létezik
ilyen is, olyan is), ezért két ekvivalencia-osztdly van. m
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2. Definicié Irdnyitott gérbének neveziink egy (L,o0) part, ahol L gér-
be, o pedig, az iranyitas, az L paraméterezéseinek két ekvivalencia-osztalya
koziil az egyik. Egy irdnyitott gorbe valamely paraméterezését pozitiv (ne-
gativ) irdnyitastinak mondjuk, ha ebbe (nem ebbe) a kijelolt ekvivalencia-
osztalyba tartozik.

Szokéasosan a jel6lésbil elhagyjuk az irdnyitdst; ha azt mondjuk, L irdanyitott
gorbe, odaértjiik mellé az irdanyitdsat is.

12.4. A 12.1. definicié kisebb-nagyobb moddositasdval més gorbefajtakat is
értelmezhetiink (és kell is értelmezniink a gyakorlati alkalmazdsok miatt).

1. Definicié Egy L ¢ KV halmazt peremes gérbének hivunk, ha létezik
olyan I kompakt intervallum és olyan p : I — K fiiggvény, hogy

(i) Ran(p) = L,

(ii) p folytonosan differencidlhatd,

(iii) barmely t € T esetén p(t) # 0;

(iv) p injektiv, és az inverze folytonos.

A p fiiggvényt az L peremes grbe paraméterezésének nevezziik. Az I
intervallum végpontjainak p altali képét a gorbe perempontjainak hivjuk.

2. Definicié Az L ¢ KN halmazt zart gérbének nevezziik, ha van olyan
[a,b] intervallum és p : [a,b] — KV leképezés, hogy

(i) Ran(p) = L,

(ii) p folytonosan differencidlhatd,

(iii) barmely t € [a, ] esetén p(t) # 0,

(iv) plia,p[ injektiv, és az inverze folytonos,

(v) pla) = p(b) és p(a) = p(b).

3. Definicié Az L ¢ KV halmazt szakaszos gérbének hivjuk, ha van
olyan I intervallum és p : I — K leképezés, hogy

(i) Ran(p) = L,

(ii) p szakaszosan folytonosan differencidlhatd,

(iii) p(t) # 0 minden olyan t € [a,b] esetén, ahol p differencidlhato,

(iv) p injektiv, és az inverze folytonos.

Be lehet még vezetni a szakaszos peremes gorbét és a szakaszos zart gor-
bét; kérjiik az olvasét, adja meg ezeket a definiciékat az eddigiek alapjan.

Felmeriil a kérdés: egyértelmiiek-e a peremes gérbe perempontjai, hiszen azo-
kat egy paraméterezzésel hataroztuk meg, és természetesen tobb paraméterezés
lehetséges.
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Allitds A peremes girbe perempontjai fiiggetlenek a paraméterezéstél.

BizoNYITAS Legyen p : [a,b] — L és q : [¢,d] — L az L peremes gorbe két para-
méterezése. A p~ltogq: [c,d] — [a,b] fiiggvény folytonos bijekcié, és mint ilyen,
hatérpontot hatarpontba képez (Analizis I11.A.30.2.), vagyis két eset lehetséges:

— vagy (p_1 o q) (¢c)=aés (p_1 o q) (d) = b, tehdt q(c) = p(a) és q(d) = p(b),

— vagy (p_l o q) (c) =bés (p_1 o q) (d) = a, tehdt q(c) = p(b) és q(d) = p(a).

12.5. Lassunk néhany péld&t!

(i) Ha I nyilt intervallum és f : I — K" folytonosan differencialhatd, akkor az f
grafikonja gérbe KtV -ben, amelynek természetes paraméterezése ap : I — KTV,
t— (t, f(t)) leképezés; erre p(t) = (1, f'(t)).

(ii) Ha I kompakt intervallum és f : I — K folytonosan differencidlhaté,
akkor Graph(f) c KV peremes gorbe.

(iii) Az {(x,y) ER? |22 +y? = 1} halmaz zart gbrbe, egy lehetséges paramé-
terezése : [—m, 7] — R2, t — (cost,sint).

(iv) Az {(z,y) € R?||z|+|y| =1,y > 0} halmaz szakaszos gorbe, amelynek
egy paraméterezése a

~1,1]  R?, t|—>{(t’1+t) ha —1<t<0,
(t,1—t) ha0<t<l1
fiiggvény.

(v) Sok esetben egy gorbe lezértja peremes gorbe, de nem mindig. Tekint-
siikk ugyanis az L := {(z,sin(1/z)) | € Rt} gorbét R%-ben. Ennek lezartja az
LU ({0} x [-1,1]) halmaz, amely se nem gorbe, se nem peremes goérbe.

(vi) Tekintsiik a kovetkez6 p : R »— R? leképezést:

1+ 1—¢
p(t) := (t1+t4, t1+t4)
Ajanljuk az Olvasénak: ellendrizze, hogy a gorbe definicidjdban szerepld (i), (ii)
és (iii) feltételek teljesiilnek az L := Ran(p) halmazra és p-re mint paraméterezés-
re, (iv) azonban nem. Ezdltal a szébanforgé halmaz, amely Bernoulli-lemniszkata
néven ismert, nem lesz gorbe a mi értelmezésiink szerint. Gondoljuk végig, mi a
probléma a (0,0) € L ponttall

12.6. Feladatok

1. Adjunk meg egy szakaszos peremes gorbét és egy szakaszos zart gorbét!

2. Gorbék-e valamilyen értelemben (zért, szakaszos, stb) az aldbbi halmazok:
() {(z,y) € B2 |22+ 92 = o]}, (i) {(2,1) € R? | o] + |y| = 1},

(iii) {(z,y) € R? \ac +y? = 3azy,z >0,y > 0} (a € R adott),

(iv) {(z,y) € R? | y?*(a — z) = 23} (a € R adott),

() {(z,y) e R? | (22 +4?)2 = a®>(2®> —y?)}, (a € R adott).
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Van-e ezeknek olyan részhalmaza, amely gorbe, peremes gorbe, zart gorbe, sza-
kaszos gorbe? Ha igen, adjuk meg egy paraméterezésiiket!

3. Szemléltessiik a (cost,sint,t) | t € [0,27]} C R3 peremes gorbét!

4. Adjunk meg a 12.5. (i) és (iii) példdjaban szerepld paraméterezésekkel azo-
nos irdnyitasd mas paraméterezést, és veliik ellentétes irdnyitasi paraméterezést
is!

13. Gorbék érintoi

13.1. Definicié Az L ¢ KV gérbe = pontjaban a p paraméterezéshez
tartozé érintévektordnak a p (p~'(z)) € KV elemet nevezziik.

Egy adott pontban kiilonb6z6 paraméterezésekhez mas és mas érintovektorok
tartoznak, azonban ezek az érintévektorok ‘nem nagyon kiillonboznek” egymads-
tél. Pontosabban arrél van szé, hogy egy gorbe barmely x pontjaban tetszéle-
ges p és q paraméterezéshez tartozé érintovektora parhuzamos egymassal. Hogy
ezt belassuk, csak vissza kell emlékezniink a 12.2. allitds képletére, amelybdl a
0#X:=5(¢g7(x)) € R jeldléssel

q(a @) =M (p ' (2))
adédik.

13.2. Az el6z6 fejezetben beszéltiink gorbék paraméterezéseinek azonos irdnyi-
tasarol; ez a mondottak szerint az érintévektorokon a szokasos azonos iranyitéssal
egyenértéki.

Allitas Egy gorbe p és q paraméterezése pontosan akkor azonos iranyitdst,
ha barmely pontjaban a két paraméterezéshez tartozo érintévektorok azonos
irdnyitasiak (azaz egymésnak pozitiv szamszorosai).

Ennek megfelelen iranyitott gérbék esetében értelemszeriien beszélhetiink egy
pontban pozitiv illetve negativ irdnyitasu érintévektorokrol.

13.3. Definicié Egy gérbe x pontbeli érintSegyenesének az

Rp (p~'(2)) == {ap (p~'(2)) | a € R}
halmazt nevezziik, ahol p a gorbe egy paraméterezése.

A kordbban mondottakbdl kovetkezik, hogy egy pontbeli érintéegyenes nem
fiigg a paraméterezéstSl. Specidlisan azt a kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy egy
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pontbeli érintéegyenes nem fiigg a definicidjaban szereplé paraméterezés iranyitéa-
satdl sem. Viszont a gorbe egy iranyitdsa kijeloli az érintOegyenes egy iranyitasat.

Az igy értelmezett érintéegyenes valéjaban egy KN-beli, mégpedig az origén
keresztil halad6 egyenes lesz. Hogy megkapjuk a “geometriai értelemben” vett
érintojét egy gorbének egy adott pontban, ahhoz el kell tolnunk az iménti egye-
nest az adott pontba, vagyis a definicié jeloléseit hasznalva az

z+Rp (p'(z))

egyenest kell venniink. Az irodalomban azonban (f6leg a késébbiekben targyaldsra
keriil§ sokasdgokndl, melyeknek a gorbék specidlis esetei) az dltalunk is bevezetett
definicié a megszokott. Ennek példaul az is az oka, hogy igy az érintOegyenes
KN-nek 1 dimenziés valés altere, mig ha eltoljuk a megfelelé pontba (és az nem
az origd), akkor mar nem lesz vektortér.

13.4. Feladatok
1. Két egymast metsz6 gorbe metszési szogét a metszéspontbeli érintovektoraik
szogeként értelmezziik. Bizonyitsuk be, hogy barmely 0 # a € R esetén az
(i) z = asin(z/a), (i) z — atg(z/a), (iii) z — alog(z/a)
fiiggvények grafikonjai (mint gorbék) ugyanakkora szogben metszik a vizsintes
tengelyt, fliggetlenill a értékétol!
3+ azx

2 fliggvény

2. Az a és b # 0 paraméter milyen értékénél metszi az x —
grafikonja a vizsintes tengelyt 45°-s szogben?

3. Az origébdl kiindulé egyenesek koziil melyik metszi az {(z,y) | zy = a®}
(a # 0) hiperbolat derékszogben?

4. Bizonyitsuk be, hogy adott a > 0 esetén a ¢ — (aycosp, apsin ) para-
méterezéssel megadhaté Archimedész-féle spiralishoz a ¢ paraméterrel jellemzett
ponthoz htzott érint6 és az origdbdl az érintési pontba huzott radiuszvektor ko-
zOtti szog 90°-hoz tart, ha ¢ — oco.
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B. DIFFERENCIALAS NORMALT TEREKBEN
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|. DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

Ebben a részben az U, V, W nagybetiikkel — néha esetleg indexekkel is elldtva
— K test feletti normadlt vektortereket jeloliink. Az ettdl eltérd esetekben arra a
figyelmet kiilon felhivjuk.

1. Differenciadlhatésag, alapvet6 tulajdonsiagok

1.1. Definicié Egy O : V ~— W fiiggvényt nagy ordé fiiggvénynek
hivunk, ha

(i) létezik olyan G(0) kérnyezete a 0 € V pontnak, hogy G(0) \ {0} C
Dom(0),

(i) az z — 9% 2 € G(0) \ {0} fiiggvény korlitos.

[l]]
Egy o:V — W fiiggvényt kis ordo fiiggvénynek neveziink, ha
(i) létezik olyan G(0) kornyezete a 0 € V pontnak, hogy G(0) \ {0} C
Dom(o),

(ii) lim M=o

Egyszert tények a kovetkezok:

(i) Egy O : V — W fliggvény pontosan akkor nagy ordé fiiggvény, ha van olyan
C > 0, hogy ||O(x)|| < C||z|| a 0 € V valamely kérnyezetébdl vett = pontokban;
kovetkezésképpen }g% O(z) = 0.

(ii) Ha O : V — W nagy ordé fiiggvény, akkor az x — ||z||O(z) hozzadrendeléssel
értelmezett fiiggvény kis ordé fiiggvény. Viszont, ha o: V — W kis ordé fiiggvény,

akkor = +— T‘(f”) nem feltétleniil nagy ordé fiiggvény, mert ugyan a hatarértéke a
et
x
C > 0 szdmra. Tehdt nem minden kis ordé figgvény = — ||z||O(z) alakd, ahol O
4/3
nagy ordé figgvény. Példdul R — R, = — z*/3 kis ordé fiiggvény, de = — ﬁ—'
x

nem nagy ordé fliggvény. Viszont nyilvanvals, hogy egy kis ordé figgvény || - ||n

nulldban nulla, de nem biztos, hogy kozben < C||=|| is teljesiil valamilyen
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alakd, ahol il_}IIlO n(x) = 0.

(iii) Egy kis ord6 fliggvény egyben nagy ordé fliggvény is.

(iv) Nagy (kis) ordé fiiggvények linedris kombindcidja nyilvdnvaléan szintén
nagy (kis) ordé fuggvény.

(v) Hogy egy V — W fliggvény kis illetve nagy ordé fiiggvény-e, fiigg attol,
milyen norma van megadva V-n és W-n. Ha valamely normékra vonatkozéan
adott egy V »— W ordé fiiggvény, és V-n finomabb, W-n pedig durvdbb normat
vesziink, akkor a fiiggvény megmarad ugyanolyan ordé fliggvénynek. Természe-
tesen ekvivalens normékra nézve ugyanazok az ordé fliggvények. Specialisan, ha
V és W véges dimenziés vektorterek, akkor a normatdl fiiggetleniil beszélhetiink
V — W ordé fiiggvényekrél, hiszen véges dimenzids vektortereken barmely két
norma ekvivalens.

(vi) Nulla dimenziés vektortéren az ordé fliggvények iiresek.

1.2. Definicié Egy F : V ~— W fiiggvényt differencidlhaténak hivunk az

a € V pontban, ha a € Dom(F), és létezik olyan DF (a) : V' — W folytonos,
linearis leképezés valamint olyan o : V — W kis ordé fiiggvény, hogy

F(z) — F(a) = DF(a)(z —a) + o(z — a),

ahol © € Dom(F).
DF(a)-t az F fiiggvény a pontbeli derivaltjanak nevezziik.

A fenti egyenléséget atirhatjuk
F(a+h) — F(a) =DF(a)h + o(h)

forméba, ahol h a 0 € V' egy kornyezetének tetszoleges eleme.

Még masképpen igy fogalmazhatunk: egy F' : V — W filiggvény differencidlha-
t6 az a € V pontban, ha a € Dom(F'), és létezik olyan DF'(a) : V. — W folytonos,
linearis leképezés, hogy

|F(z) — F(a) — DF(a)(z —a)]|

lim =0,
z—a [z —all

vagy
o IF(a+ 1) = F(a) = DF(@)hl] _
h—0 I2|l

0. (%)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a definiciéban szerepld kis ordé fiiggvény fligg
az a ponttdl, azaz ha egy masik, b pontban is differencidlhaté a fiiggvény, akkor
ott is létezik egy megfeleld kis ordé fliiggvény, de az mas lehet, mint ami az a-hoz
tartozik.
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1.3. (i) A differencidlhatésag fiigg attdl, milyen normét adunk meg V-n és W-
n, hiszen mind az V' — W folytonos linearis leképezések, mind az V — W ordé
fiiggvények fliggenek a normatol. Ha egy fliggvény differencialhaté egy pontban
valamely normékra vonatkozéan, és V-n finomabb, W-n pedig durvdbb normat
vesziink, akkor a fiiggvény differencialhaté marad ezekre nézve is.

Természetesen ekvivalens normékra nézve ugyanazok a differencidlhato fiiggvé-
nyek. Specidlisan, ha V' és W véges dimenzids vektorterek, akkor fliggetleniil attdl,
hogy megadunk-e rajtuk normat vagy sem, beszélhetiink V — W fiiggvények dif-
ferencialhatésagarol.

E megjegyzésiinknek a gyakorlatban is j6 hasznat vehetjiik. Meg akarjuk mu-
tatni egy V — W fiiggvényrdl, hogy adott norméra vonatkozoan differencialhato
egy pontban. Ha sikeriil belatnunk a differencidlhatésagot V-n durvabb, W-n
finomabb norméaban, akkor az igaz lesz az eredeti normakra nézve is.

(ii) Nulla dimenziés vektortéren értelmezett minden fiiggvény differencidlhatéd
az egyetlen 0 pontban.

1.4. Az elébbi definicioban csak a létezését koveteltiik meg a fliiggvény deri-
valtjanak, azaz egy bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkez6 folytonos, linearis leké-
pezésnek. Felmertl a kérdés, hany ilyen lehetséges.

Allitds Ha az F : V — W fiiggvény differencidlhaté az a € V pontban, akkor
az a-beli derivéltja egyértelmiien meghatarozott folytonos, linearis leképezés.

BizoNYiTAs Tegyiik 61, hogy A, B : V — W két olyan folytonos, linedris leképe-
zés, hogy van olyan G, (0) kérnyezete az V nulla elemének, és vannak olyan og4,
op : G.(0) = W kis ord6 fliggvények, hogy

F(a+h)— F(a) = Ah 4+ 04(h) = Bh+ op(h) (h € G,(0)).
Atrendezve az egyenldséget azt kapjuk, hogy
(A—B)h=o0p(h) —oa(h) =: o(h),

ahol o0 : G,.(0) — W szintén kis ordé fiiggvény.
Legyen e € V, |le|]| = 1. Ekkor minden ¢ €] — r, r[ esetén te € G,-(0), {gy

(A — B)(te) = o(te),
és ha t > 0, akkor

o(te) _ o(te)
t [Ite]l

(A—B)e=
A jobb oldal nulldhoz tart, mikézben ¢ nulldhoz tart, ezért

(A—B)e=0.
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Mivel e tetszbleges egységvektor, és minden vektor valamely egységvektor
szamszorosa, tovabba A és B linedrisak, ez azt jelenti, hogy

A—-—B=0, vagyis A=B,

és pontosan ezt akartuk bizonyitani. m

Ha nem kovetelnénk meg, hogy belsé pont legyen, ahol a differencidlhatosagot
értelmezziik, akkor altaldban nem tudnank bizonyitani a derivélt egyértelmiiségét.
Ugyanis, visszautalva az iménti bizonyitasra, ha A és B nem az egész egységgdm-
bon egyezik meg, hanem csak annak egy részén, akkor A és B nem feltétleniil
egyenléek.

1.5. Mivel K és KV normalt terek, egy f : K — K fiiggvény differencisl-

hatosagardl beszélhetiink a “régi” és az “0j” értelemben is. fgy egy a € Dom(f)
pontban f’(a) € K¥, viszont Df(a) € Lin(K,KY). Folmeriil a kérdés, hogy
ugyanakkor differencidlhato-e az “4j” és a “régi” értelemben az f fiiggvény, vala-
mint mi a kapcsolat f/(a) és D f(a) kozott. Nos, a definiciék alapjan vildgos, hogy
D f(a) pontosan akkor létezik, ha f'(a) is 1étezik, tovdbbd tetszbleges h € K esetén

Df(a)h = hf'(a),

ahol a bal oldalon a linearis leképezés hat a h-ra, a jobb oldalon a h szammal szo-
rozzuk a vektort. Mas széval, a h + hf’(a) hozzarendeléssel értelmezett K — KV
linedris leképezés pontosan a Df(a) leképezést adja meg. Tulajdonképpen ez a
szokdsos médja a KV = Lin(K, KV) azonositdsnak.

Tekintstink most egy F' : K — W fliggvényt. Ugy tlinik, hogy ilyen figgvény
differencialhatosagarol csak az “0j” értelemben beszélhetiink, hiszen W tetszoleges
normalt tér lehet. Vegyiik azonban észre, hogy a “régi”, K — K esetre vonatko-
z6 definici6 ebben az esetben is elmondhat6 és értelmes marad. Ezek szerint mind
DF(a) € Lin(K, W), mind

F'(a) := lim Flath) - Fla)

h—0 h ew

értelmezhetd, ha a fliggvény differencidlhaté a-ban. A kett6é kozott a kapcsolat
hasonld, mint ez elébb, vagyis mindketté ugyanakkor létezik, és barmilyen h € K
esetén

DF(a)h = hF'(a).

Ez szintén a szokdsos W = Lin(K, W) azonositasnak felel meg. Ilyen fiiggvények-
nél a tovabbiakban mind a “két” derivaltat fogjuk haszndlni, szem el6tt tartva,
hogy a fentiek alapjan ezek lényegében megegyeznek.

1.6. Alll'tés Ha F : V — W differencidlhaté az a € V pontban, akkor
folytonos is a-ban.
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BizoNYITAS Mivel egy kis ord6 fiiggvény egyben nagy ordé fliiggvény is, és DF(a)
folytonos leképezés, az

F(z) — F(a) =DF(a)(x —a) + o(z — a)

kifejezés jobb oldaldnak hatarértéke nulla, mikozben x tart a-hoz; ezért lim F(z) =
r—a

F(a), amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzés Itt latjuk, milyen fontos a differencialhatésag definicidjaban, hogy
a derivalt folytonos linearis leképezés legyen. Ha ezt nem kovetelnénk meg, a dif-
ferencialhatosaghdl nem koévetkezne a folytonosség.

1.7. Definicié Egy F : V — W fiiggvény

(i) differencidlhaté egy H C V halmazon, ha F differencidlhaté H
minden pontjaban,

(ii) differencidlhatd, ha differencidlhaté az értelmezési tartoménydn,

(iii) derivalt fiiggvénye (derivéltja) az x — DF(x) hozzdrendelési
utasitdssal az {x € Dom(F) | F differencidlhaté xz-ben} halmazon értelme-
zett V »— Lin(V, W) fiiggvény,

(iv) folytonosan differencidlhaté egy HCV halmazon, ha HCDom(DF)
és a DI derivaltfiiggvény folytonos H-n,

(v) folytonosan differencidlhatd, ha folytonosan differencidlhaté az ér-
telmezési tartomanyan.

Megjegyzések (i) Nyilvanvald, ha egy fiiggvény differencialhaté egy halmazon,
akkor annak a halmaznak minden pontja sziikségszeriien belsé pontja az adott
fliggvény értelmezési tartomanyanak. Ha tehat a fiiggvény differencialhato, akkor
az értelmezési tartomdanya nyilt. (ii) A definicié szerint az tires V — W fiiggvény
differencidlhaté (ha nem az volna, lenne olyan pont az értelmezési tartoményédban,
amelyben nem differencidlhaté), s6t folytonosan differencidlhaté.

(iii) A definicié értelmében minden V — W fiiggvénynek van derivéltja, azon-
ban az el6fordulhat, hogy tires halmazon van értelmezve; pontosan akkor, ha az
illeto fliggvény sehol sem differencialhaté.

(iv) Emlékeztetiink arra, hogy Lin(V,W), a V normaélt térbél a W normalt
térbe hato folytonos, linearis leképezések Gsszessége maga is normélt tér. Tehat az
F figgvény DF : V »— Lin(V,W), x — DF(z) derivéalt fliggvénye szintén normalt
térbol normalt térbe haté fiiggvény, igy beszélhetiink annak folytonossagardl.

(v) Vigydzzunk, hogy ne tévessziik &ssze a DF(x) pontbeli derivaltat a DF
derivalt fiiggvénnyel. Definicié szerint ugyanis DF(x) : V' — W mindig folytonos
(és linedris), de DF : V »— Lin(V, W), 2 — DF(z) nem feltétleniil az.

1.8. (i) Egy normdlt terek kozotti konstans leképezés differencidlhaté az ér-
telmezési tartoménya belsejében, és a derivdltja minden pontban nulla (a nulla
folytonos, linedris leképezés).
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(ii) Egy A : V — W folytonos, linedris leképezés differencidlhatd, és DA(z) = A
minden = € V pontban. Specidlisan az idy derivédltja minden pontban maga az
idy fliggvény (folytonos linedris leképezés).

(iii) Lattuk a konyviink elsd részében, hogy a C — R abszolutérték-fiiggvény
seholsem differencidlhatd, az R — R abszolut-értékfliggvény pedig a nulldban nem
differencidlhaté. Most egységesen annyit tudunk &llitani, hogy a .|| : V — R
norma a nulldban nem differencidlhaté, ha V nem a nulla vektortér. Tegyiik fel
ugyanis, hogy van olyan A : V — R folytonos linearis leképezés, hogy

|0+ k|| = AR + o(h)

minden h € V estén. Vegylink tetszbleges e vektort V-bol, amelyre |e]| = 1
teljesiil. Ekkor minden 0 # «a € K esetén
|a] = ade + o(ae), 1- olae) = % Ae.
laf  af

A bal oldalnak van hatarértéke, mikozben « tart a nulldhoz, a jobb oldalnak nincs;
ez az ellentmondaés céfolja a norma differencialhatésagat a nulldban.

(iv) Ha V valés vektortér és a norma skaldris szorzatbdl szarmazik, akkor a
skaldris szorzat — mint V x V — R fliggvény — differencidlhaté, és (a,b)-beli de-
rivdltja az V x V = R, (h, k) —»< h,b > + < a,k > folytonos linedris leképezés.
Kovetkezésképpen, ha most r jeloli a normét — azaz r(x) = /(z, x) —, akkor

D(TQ)(a) = 2(a,.),

Dr(a) = {a, ) (a #0).

(v) Legyen V teljes normélt tér (Banach-tér). Tudjuk, hogy {X € Lin(V) |
X bijekcié, X~1 € Lin(V)} (az invertalhaté folytonos linearis leképezések 0sz-
szessége) nyilt halmaz (Analizis I11.B.10.10.). Az ezen a halmazon értelmezett
X — X! leképezés differencialhaté, és derivaltja az A pontban a

Lin(V) — Lin(V), Hr —ATHA™!
folytonos linedris leképezés.

Ugyanis a Neumann-formula szerint, ha ||H|| < akkor (A + H)~!is

1
N
invertalhatd, és (A+H)™! = (A(idv +A_1H)) = (idy + A7TH)71A7L, ezért

(A+H)'—At = ((idv + AT H) T idv> A7 =

=—ATTHAT ) (- (AT H)m AT

n=2
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Konnyti latni, hogy az utolsé tag H-ban kis ordé fiiggvény, és ezzel igazoltuk is,
amit akartunk.

(vi) Legyen V teljes normalt tér (Banach-tér) és A € Lin(V'). Ekkor értelmes
az R — Lin(V), t +— et leképezés (Analizis 111.B.10.8.), amely differencialhato,
és a derivéltja az R — Lin(V), t = Aet4 = et4 A leképezés.

Ugyanis
(A _ A _ (ehA . idv) olA — oA (ehA _ idv) ’
€s
—idy = hA + Z hA)
tehat ehAidnz
=4

1.9. Most kovetkezzen egy allitds, amelynek bizonyitasa a definiciékra tdmasz-
kodva teljesen hasonlé médon térténik, mint ahogyan azt a K — KY esetben
csinaltuk, ezért felkérjiik az Olvasét, hogy azt onalldéan végezze el.

Allitas Legyenek az F,G : V »» W és ¢ : V — K fiiggvények differencidlha-
tok az a € V' pontban. Ekkor

(i) minden X\ € K esetén \F is differencidlhaté a-ban és

D(\F)(a) = ADF(a),

(ii) F + G is differencidlhaté a-ban és

D(F + G)(a) = DF(a) + DG(a),

(iii) ¢F is differencidlhaté a-ban és

D(¢F)(a) = F(a) ©® Dé(a) + ¢(a)DF(a),

F
(iv) ha ¢(a) # 0, akkor 3 is differencidlhaté a-ban és

5 <F> (@) DF(@) _ F(2) © Dg(a)

P é(a)  ¢(a)

ahol F(a) @ Dg(a) : V — W, h — (D¢(a)h)F(a).
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1.10. Allitas Legyen F : V — W, G : W ~ U és a € Dom(G o F). Ha
F differencidlhaté az a pontban, G pedig differencidlhaté az F'(a) pontban,
akkor G o F differencidlhaté a-ban, és

D(G o F)(a) = DG(F(a)) o DF(a).

BizoNY{TAS Ha x € Dom(G o F) \ {a}, akkor

(GoF)(z) = (GoF)(a) = G(F(z)) - G(F(a)) =
= DG(F(a))(F(x) = F(a)) + og(F(z) = F(a)) =

=DG(F(a)) (DF(a)(m —a)+op(x — a)) +og(F(z) — F(a)) =
= (DG(F(a)) o DF(a)) (x —a) + DG(F(a))op(z — a) + og(F(z) — F(a)), (*)

ahol og : W »— U és op : V — W Kkis ord¢ fiiggvények.
Ha a maésodik és a harmadik tagot egy-egy (z — a)-ban kis ordé fiiggvénnyel
tudnank helyettesiteni, akkor készen is volnank. Vizsgdljuk meg Oket:

lim 2EE(@orl@=a) _ . (DG(F(a))OF(m_a)> =0, (1)

—a [l —af T—a [l —af

mivel lim 22@=%) — 0 ¢s DG(F(a)) folytonos.

z—a lz—all

Amint azt az 1.1. pontban lattuk, az og : W — U kis ordé fliggvény el6all
oc = || . ||n alakban, ahol n : W — U, Dom(n) = Dom(og), és }llirrbn(h) = 0.
—

Emiatt z # a esetén

log(F(x) = F(a))|| = [|F(z) = F(a)|| [n(F(z) - F(a))ll =
= [[DF(a)(z = a) + or(z — a)| [In(F(z) = F(a))]| <

sux—an(Dme+W”“x‘“”)HMFu»—Fm»«

[ —af

op(x —a
A jobb oldal kézéps6 tényezdje korlatos, hiszen lim M
voa |z —a
tényezoje pedig nullahoz tart, mikozben x tart a-hoz, hiszen n hatarértéke nulla a
nulldban, és F folytonos az a pontban, ezért lim (F(x) — F(a)) = 0.
r—a

=0, a harmadik

A fentiek alapjan
- 06(F(z) ~ F(a)

zma [z —al

= 0. 2)



1. Differencidalhatésag, alapvetd tulajdonsagok s

Az (1) és (2) egyenl8ségek a (x) Osszefiiggéssel egylitt pontosan azt bizonyitjak,
hogy G o F valéban differencidlhaté az a pontban, és a derivéltjara érvényes az
allitott egyenlOség. m

Eredményiink kozvetlen kovetkezménye, hogy ha F : V — W injektiv, diffe-
rencidlhaté a-ban, és az inverze differencidlhaté F'(a)-ban, akkor

DF~Y(F(a)) o DF(a) = idy = DF(a) o DF~(F(a)),

azaz

DF~(F(a)) = (DF(a))"".

Ez jéval kevesebbet mond, mint az A.1.8. allitas, ahol a fiiggvény inverzének a
differencidlhatosaganal kevesebbet kellett feltenniink. Tobbet, bévebbet majd az
ugynevezett inverzfliggvény-tétel ad.

1.11. Feladatok
1. Legyen u : [0,1] — R adott integrélhaté fliggvény. Differencidlhaté-e a

1
C0,1] = R, fn—)/uf
0

leképezés, ha C[0,1]-en a ||.||oo, az ||.||1 illetve a ||.||2 normdt vessziik?
2. Differencialhaté-e a

1
C[0,1] — R, fH/ﬁ
0

leképezés az elébbi feladatban szereplé harom norma valamelyikében?
3. Differencidlhaté-e valamely szorzat normara vonatkozoan a

Clo,1] x C[0,1] — C[0,1], (f,9)— fg

leképezés?

4. Legyen L : V — Lin(U,W) differencidlhaté az a pontban. Igazoljuk,
hogy minden u € U esetén L, : V — W, x +— L(z)u differencidlhaté a-ban és
DL, (a)v = (DL(a)v)u minden v € V esetén..

5. Legyen L : V »— Lin(U,W) és g : V — U differencidlhaté az a pontban.
Bizonyitsuk be, hogy V — W, z — L(x)g(x) differencidlhaté a-ban, és adjuk
meg az a-beli derivaltjat.

6. Mutassuk meg, hogy az R3 x R3 — R3 vektoridlis szorzés differencidlhaté,
és adjuk meg a derivaltjat.

7. Mutassuk meg, hogy

Lin(V)xV =V, (Azx)w— Az,
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Lin(V) x Lin(V) — Lin(V), (A, B) — Ao B

differencidlhaté leképezések. Adjuk meg derivaltjaikat!
8. Igazoljuk, hogy egy B : U x V — W folytonos bilinearis leképezés mindeniitt
differencidlhaté, és derivéltja az (a,b) pontban az

UxV =W, (hk)— B(hb) + Ba,k)

folytonos linedris leképezés.

9. Legyen V és W valds normalt tér, és szarmazzon a norma W-n skalar-
szorzatbol. Ha F,G : V — W differencialhaté fiiggvények, akkor a pontonként
értelmezett < F,G >: V — R fliggvény differencialhaté és a-beli derivaltja a

VR, h+s<DF(a)h,G(a)> + < F(a),DG(a)h >

folytonos linearis leképezés.

10. Mutassuk meg, hogy komplex skalaris szorzatos téren a skalaris szorzat
sehol sem differencialhato.

11. Hol differencidlhaté a KV-en szokdsosan megadott “egyes”, “kettes” és
“végtelen” norma? Vizsgaljuk kiilon a valds és a komplex esetet.

12. Legyen V véges dimenzids vektortér. Mutassuk meg az Analizis 11.21.3 és
25.4. formulai alapjan, hogy a det : Lin(V) — K leképezés differencidlhaté az in-
jektiv (tehdt invertalhatd) linedris leképezések nyilt halmazdn, és A-beli derivéltja
a

Lin(V) = K, H > (det A)Tr(HA™!)

lineéris leképezés.
13. Emlékeztetiink arra, hogy A € Lin(V) esetén az A-val valé balrdl illetve
jobbrdl szorzas a

Ls:Lin(V)— Lin(V), Xw— AX, Ra: Lin(V)— Lin(V), X+— XA

folytonos lineéris leképezés.
Ertelmezziik n € Ny esetén a

Jn(A) =Y IKRLF: Lin(V) = Lin(V)
k=1

folytonos linedris leképezést.
Mutassuk meg, hogy n€N esetén a Lin(V) — Lin(V), X — X™ fuggvény diffe-
rencidlhatd, és derivaltja A-ban J,,_1(A). Mi ez A :=idy illetve A := 0 esetén?
14. Legyen V teljes normalt tér (Banach-tér). Az 1.8. (v), a kompizicié-fuggvé-

nyek derivaltjara vonatkozé formula és az el6z6 feladat eredménye alapjan mutas-
n—1

suk meg, hogy X — X" differencidlhatd, és derivéltja A-ban — Z L]j‘tll RZﬁ’f .
k=0
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15. Legyen V teljes normdlt tér (Banach-tér). Mutassuk meg, hogy a Lin(V) —
Jn(A
(4) : Lin(V) —

n!

Lin(V), X — X differencidlhat6, és A-beli derivéltja a Z
n=0
Lin(V) folytonos linedris leképezés. Mi ez A := idy illetve A := 0 esetén?

16. Legyen F' : V »— W és L linedris altere V-nek. Ekkor L szintén normdlt
tér, és F|r : L — W normdlt terek kozotti leképezés, tehat értelmes a diffe-

rencidlhatdsdgarol beszélni. Ha a € L és a € Dom(F), akkor a € Dom(F|L);
igazoljuk, hogy ha F' differencidlhaté a-ban, akkor F'|;, is differencidlhaté a-ban,
és D(F|L)(a) = (DF(a))|z-

2. Kozépértéktételek

2.1. Allitas (Koézépérték-tétel, valés) Legyen V' valés normdlt tér, f :
V »— R fiiggvény, és x,y € V. Ha f differencidlhaté az [x,y] C V szakaszon,
akkor létezik olyan z €]z, y[, hogy

f(y) = f(x) =Df(2)(y — 2).

B1zoNY{TAS Definidljuk az « : [0,1] — V leképezést a t — = + t(y — z) =:
a(t) hozzérendeléssel. Nyilvanvald, hogy a folytonos fiiggvény, és differencidlhaté
10, 1[-en, valamint o/(t) = y — « minden ¢t €]0, 1] esetén. Kovetkezésképpen az
foa:[0,1] — R fiiggvény is folytonos, és differencidlhaté a ]0, 1] intervallumon.
Az f o «a fiiggvényre alkalmazhatjuk a Lagrange-féle kozépértéktételt, miszerint
létezik olyan s €]0, 1], hogy

fly) = f@) = (foa)l) = (foa)(0)=(foa)(s)(1—-0)=(foa)(s)
Vezessiik be a z := «a(s) jelolést. Figyelembe véve az (f o o)’ és D(f o ) illetve

az o' és Da kozotti azonositdsokat, valamint a kompoziciéfiiggvény derivéldsdra
vonatkozo tételt azt kapjuk, hogy

I
—~
)
=
2
\Cf/
)
£
VA
=
—
I

f(y) = f(z) =D(f o a)(s)1 o
=Df(z)(Da(s)1) =Df(z)a/(s) =
=Df(2)(y — =)

és pontosan ezt akartuk bizonyitani.
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2.2. Allitas (Kézépérték-tétel, dltalanos) Legyen F' : V — W fiiggvény
és x,y € V. Ha F differencidlhaté az [x,y] C V szakaszon, akkor létezik
olyan z €]z, y[, hogy

1F(y) = F(2)[| < IDEE) [ly — .

B1zoNY{TAS Definidljuk ismét az « : [0, 1] — V leképezést at — z+t(y—z) =: a(t)
hozzarendeléssel, igy a rendelkezik mindazokkal a tulajdonsdgokkal, mint az el6zé
allitasban.

El6legezzik meg (késébbi tanulményaink sordn latni fogjuk, a Hahn-Banach-
tételbdl kovetkezik, ldsd Analizis VIIL.7.5.), hogy van olyan p : W — K folytonos,
linearis leképezés, hogy

P(F(y) — F(2))| = F(y) = F(2)| és |pll =1.

ApoFoa:|0,1] — K fiiggvény folytonos, és differencidlhaté a |0, 1] intervallu-
mon, igy alkalmazhatjuk rd az A.3.4. dltaldnos kézépértéktételt, miszerint 1étezik
olyan s €]0, 1], hogy

[(poFoa)(l) = (poFoa)0)| <|(poFoa)(s)|L—0
Ezt atalakitva, a derivaltak kozotti azonositasok figyelembevételével, a
[(po F)(y) — (po F)(x)| < Dp((F o a)(s))DF(a(s))Da(s)|

egyenlotlenséghez jutunk.

Mivel p folytonos linearis leképezés, minden pontban a derivaltja énmaga, azaz
Dp[(F o a)(s)] = p, valamint « konkrét alakjabdl Da(s) =y — z.

Ezek alapjdn, bevezetve a z := «a(s) jelolést arra jutunk, hogy

1 (y) = ()|l = [p(F(y) — F(2))| < [pDF(2)(y — 2)| <
<l IDE) ly — ],

amit bizonyitani akartunk, hiszen ||p| = 1.

2.3. Eredményiink egyszerii, de fontos kovetkezménye:

Allitds Ha F : V »— W differencidlhatd, az értelmezési tartomanya csillag-
szeri, és DF = 0, akkor F' konstans.

Egy kicsit dltaldnosabban: ha F differencidlhaté, DF = 0, és Dom(F') barmely
két pontja sszekothetd a Dom(F)-ben levé torott vonallal, akkor F' konstans.
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3. Fuggvények egyuttesének és Descartes-szorzatdnak
differencidlhatésaga

3.1. Legyenek V; (i = 1,..., N) normalt terek. Emlékeztetiink arra, hogy Des-

N
cartes-szorzatukon, a X V; vektortéren haromféleképpen vezettiink be norméat; az
i=1

5

“egyes”, a “kettes” és a “végtelen” normat:

N
(@1, an)l = i,
=1
N
(@1, an)llz = 4| D %,
i=1
(x1, ... 2N)||oo := max{||z;|| | i=1,...,N}.

E harom norma ekvivalens egymassal. Amikor tehdt normalt terek Descartes-
szorzatardl beszélink, dgy tekintjiik, hogy az is normaélt tér, e normék valamelyi-
kével ellatva. Gyakran az “egyes” és a “végtelen” normak kezelhetdk jol, viszont
szinte mindig a “kettes” normat haszndljak, ha minden V;-n a norma skaldrszor-
zatbdl szarmaztathaté (gondoljuk meg, miért!).

3.2. Allitds Az F,:V —W,; (i =1,...,N) fiiggvények akkor és csak

N
akkor differencidlhaték az a € V pontban, ha az (Fy,...,Fy):V — 4)7(1 W;
egylittes fiiggvény differencialhaté a-ban.

A derivaltakra fennall a
(D(F,..., Fx))(a) = (DFy(a), ..., DFx(a))
Osszefiiggés.

BIiZONYITAS Vezessiik be az F := (Fy,..., Fy) jelolést.

Nyilvanvalé, hogy a pontosan akkor belsé pontja az Osszes F; értelmezési
tartomanyanak, ha belsé pontja ezek metszetének is, vagyis az F értelmezési tar-
tomanyanak.

(i) Legyenek az F; : V — W, (i =1,...,N) fiiggvények differencidlhaték az a
pontban.
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Ha h € V és a+ h € Dom(F'), akkor

F(a+h)— Fi(a+h) — Fi(a),...,Fn(a+h) — Fy(a)) =
DFi(a h+01(h) .,DFn(a)h+on(h)) =
DF(a DFN( )h) + (o1(h), ..., on(h)) =
DFi(a DFN( )b+ (01,-..,0n)(h).

=
=
=
=

N
Az utolsé sor elsd tagjaban V' — X W; folytonos linedris leképezés szerepel, a

masodik tag pedig kis ordd fuggveny, h1szen

I =
B0 Il B0

(01,...,0N)(h)_ . o1(h) on(h)\ _
1 (nhn TR )‘0’

mivel mindegyik komponens nulldhoz tart.

Ezek alapjan I differencidlhaté az a pontban, és derivaltjara fennall az allitott
egyenlGség.

(ii) Most azt tegyiik fel, hogy F : V — X1 W; differencidlhaté az a pontban.

Mivel a pr; kanonikus projekcié folytonos linedris leképezés, tehat differencidlhato,
és a derivaltja mindeniitt 6nmaga, a kompoziciéfiiggvények derivaltjara vonatkozd
ismereteink alapjan F; = pr;oF is differencidlhaté a-ban, és DF;(a) = pr;oDF(a).
Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

3.3. Allftés Az F; . V; — W, fiiggvények akkor és csak akkor differencidl-
N N N

haték az a; € V; (i =1,...,N) pontokban, ha az Xl F;: lei — Xl w;
1= 1= 1=

Descartes-szorzatfiiggvény differencidlhaté az a := (a1, ...,an) pontban.

A derivaltakra fennall a

Osszefiiggés.

B1zoNYITAS Vezessiik be az F := ‘Xl F; jelolést.
i

Nyilvanvalé, hogy a pontosan akkor belsé pontja F' értelmezési tartomanya-
nak, ha minden i-re a; belsé pontja F; értelmezési tartomanyanak.
(i) Legyenek az F; : V; — W, fliggvények differencidlhaték az a; pontokban.
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N
Ha h:= (h1,...,hn) € _2(1% és a + h € Dom(F'), akkor

F(a—|— h) - F(a) = (Fl(al + hl) - Fl(a1)7. .. ,FN(G,N + hN) - FN(CI,N)> =
= (DFi(a1)hy + 01(h1),...,.DFy(an)hn + on(hy)) =

N N
(g (3]

N N
Az utols6 sor els6 tagjaban X Vi— X W; folytonos linedris leképezés szerepel,

a masodik tag pedig kis ordé fuggveny, hlszen

N

H ( X ) S losha)l
.= loi(ha)]
X <2 Tl
> I

és a jobb oldal a nulldhoz tart, mik6zben h — és ezzel egyiitt minden h; — a nulldhoz
tart.

Ezek alapjan F' differencialhaté a-ban, és a derivaltjara fenndall az allitott egyen-
16ség.

(ii) Most azt tegyiik fel, hogy F' differencidlhaté az a pontban. Az egyszeri-
ség kedvéért tekintsiik az ¢ = 1 indexet, teljesen hasonléan érvelhetiink barmelyik
mésikra. Legyen h; € Vi olyan, hogy a; + hy € Dom(F}), és h := (h,0,...,0).
Ekkor

(Fi(ay + hy) — Fi(a1),0,...,0) = F(a+ h) — F(a) =DF(a)h + o(h) =
=DF(a)(h1,0,...,0) + o(h1,0,...,0).
N
DF(a) folytonos és linedris X Vi-n, ezért a Vi x {0} x ... x {0} altéren is

folytonos és linedris. A masodlk tag viszont V1 — W kis ordé fiiggvény, hiszen

lim o(h1,0,...,0) — lim o(h)

=0.
h1—0 [I71]] h—0 ||h||1

Tehdt Fy differencidlhaté az ay pontban és DFy(ay)hi=DF(a)(hy,0,...,0),
amivel a bizonyitdst befejeztiik.
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4. lranymenti és parcialis differencialhatésag

4.1. Definicié Az F : V — W fiiggvényt differencidlhaténak mond-

juk az a € Dom(F') pontban a 0 # v € V irdny mentén, ha a K — W,
t — F(a+tv) fiiggvény differencidlhaté a 0 € K pontban. Az F fiiggvénynek
a v irdnymenti derivaltjit az a pontban D, F(a)-val jel6ljiik:

ew.

D, F(a) := lim Fla+tv) = Fla)

t—0 t

4.2. Allitds Ha az F : V ~— W fiiggvény differencidlhaté az a pontban,
akkor ebben a pontban minden 0 # v irany mentén is differencidlhato, és

D, F(a) = DF(a)v.

B1zoNYITAS Viélasszunk tetszélegesen egy 0 # v vektort V-bél. Mivel a belsd
pontja az F értelmezési tartomdanydnak, 1étezik olyan G(0) kornyezete a 0 € K
pontnak, hogy a + tv € Dom(F') minden ¢ € G(0) esetén. Az sszes ilyen t-re

F(a+tv) — F(a) = DF(a)(tv) 4+ o(tv) = tDF (a)v + o(tv),

ahol o : V »— W kis ordé fiiggvény.
Az iménti egyenléségbél mar kdnnyen lathatd, hogy létezik

im 2@ = F@) ey 4 tim @ —DF(a)v

t—0 t t—0

o(tv)  o(tv)
) = 2 .
ol =5
Ez pontosan az, amit bizonyitani akartunk.
Megjegyzés Abbodl, hogy egy fliggvény egy pontban minden irdnyban diffe-
rencidlhatd, nem kovetkezik, hogy differencialhaté is ebben a pontban, s6t még az
sem, hogy ott folytonos. Ime erre egy példa: az

hiszen

1 ha O<y<a?,

R* =R, (z,9)— .y
0 egyébként

fliggvény nem folytonos a nulldban, azonban ott minden irdnyud derivaltja 1étezik
és nulla.
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N
4.3. Definicié Legyen k=1,...,N. Egy F : ')7(1 V; — W fiiggvény

N
(i) parcidlisan differencidlhaté az (ai,...,an) € _X1 Vi pontban a k-
=

adik védltozdja szerint, ha a Vi, — W, xp — F(a1,...,05—1, Tk, Qft1,-- - AN)
fliggvény differencidlhaté az ay pontban; ennek derivaltja az ay pontban az F
fiiggvénynek a k-adik vdltozé szerinti parcidlis derivdltja az (aq,...,an)
pontban, amelyet Dy F(aq,...,an)-nel jelolink;

(ii) parcidlisan differencidlhaté a k-adik véltozdja szerint egy hal-
mazon, ha a halmaz minden pontjaban parcialisan differencialhaté e szerint
a valtozdja szerint;

(iii) parcidlisan differencidlhaté a k-adik valtozéja szerint ha par-
cialisan differencialhaté e szerint a valtozdja szerint az értelmezési tartoma-
nyan;

N
(iv) k-adik parcidlis derivalt fiiggvénye (derivaltja) aDyF : 'Xl Vi —
i=
Lin(Vi, W), (x1,...,2n) = DiF(x1,...,xN) hozzdrendeléssel megadott fiigg-
vény, amelynek értelmezési tartomanya mindazon pontok Osszessége, ahol F
a k-adik valtozdja szerint parcialisan differencialhato;

(v) folytonosan parcidlisan differencidlhaté a k-adik valtozéja sze-
rint egy halmazon, ha a k-ik parcialis derivaltja értelmezett és folytonos
ezen a halmazon;

(vi) folytonosan parcidlisan differencidlhaté a k-adik viéltozdja
szerint, ha ilyen az értelmezési tartomanyan.

Ertelmezésiink szerint tehat Dy F(ay,. .., an) € Lin(Vi, W).

N
A tovabbiakban tetszdleges véges szamu normalt tér _X1 V; Descartes-szorzata
i

helyett, az egyszeriibb jelolés és a konnyebb érthetéség érdekében, csak két normalt
tér Vi x V5 Descartes-szorzatat fogjuk tekinteni. Természetesen azok az eredmé-
nyek melyekhez igy jutunk, minden kiilonésebb nehézség nélkiil atfogalmazhatok
akarhany véges szamu normalt tér Descartes-szorzatara.

4.4. Allitds Ha az F : Vi x Va — W fiiggvény differencialhaté az (ay,as) €
V1 x Vo pontban, akkor mindkét valtozéjaban parcialisan is differencidalhato
ebben a pontban, és

DiF(a1,a2) = DF (a1, a2)|v, x 0} (1)

Do (a1, az) = DF (a1, a2)|{oyxv,- (2)
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B1zoNYITAS Szoritkozzunk az elsd egyenlSségre, hiszen nyilvdnvalé, hogy a méso-
dik teljesen hasonléan lathaté be.

Tekintsiik az F (-, as) : Vi — W fliggvényt. Az a; pont bels§ pontja e fliggvény
értelmezési tartomdnydnak, hiszen (a1,as) belsé pontja az F értelmezési tarto-
manyédnak, mivel F' ott differencidlhaté. Legyen hy € Vi olyan, hogy ai + hy €
DomF (-, as); ekkor

F(a1 + hl,ag) — F(al,ag) = DF(al,ag)(hl,O) + O(hl,O),

ahol o : V7 x V4 — W kis ord6 fiiggvény.
Mivel ||h1|| = ||h1|| + 1|0]| = [|(h1,0)]|1, ahol az l-es index a szoksdsos “egyes”
szorzatnormara utal,

O(hl,O) _ 1m O(hl,O) _ 07
m=0 bl (11,0~0,0) [[(R1, 0)

vagyis o(+,0) : V1 — W szintén kis ordé fliggvény.

Tehdt F(-,az2) differencidlhaté a;-ben és a derivéaltja a hy — DF (a1, a2)(h1,0)
folytonos linedris leképezés. Ezzel a bizonyitast elvégeztiik.

Megjegyzés Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az iménti allitds, megforditva
mar nem igaz, vagyis az F' Osszes parcidlis derivaltjanak a létezésébdl még nem
feltétleniil kovetkezik F' differencidlhatésédga. Ellenpéldanak az el6z6 pont végén
szereplé fiiggvényt hozhatjuk fol, ha R?-t R x R-nek irjuk. A parcidlis derivél-
tak lényegében a “tengelyek”, vagyis a standard bazisvektorok irdnya mentén vett
derivaltakkal egyeznek meg.

4.5. Az Olvaso bizonyéra észrevette, hogy egy kis “csusztatast” kovettiink el,
amikor a 4.4-beli (1) és (2) egyenl8ségeket felirtuk, ugyanis D1 F(ay,a2) : Vi = W
linedris leképezés, viszont DF' (a1, az)|v, x oy : Vi x {0} — W linearis leképezés; és
hasonlé a helyzet a masodik véltozdban is.

Amit tettlink, azt a szokasos

Lin(Vy, W) x Lin(Va, W) = Lin(Vy x Vo, W),

(A1 AQ) = ((hl, hg) — A1h1 + Azhg)

azonositds (Analizis ITI. B.10.12.) indokolja. Itt a szokdsnak megfeleléen A; és
Ay kozé nem tettiink vesszét, hogy a jelolés ne essen egybe a fiiggvények egyiit-
tesére mar haszndlt jeloléssel. Egyébként (A; Aso) a linedris algebrabdl ismert
sormatrixnak felel meg, és a fenti azonositast

h
(Al A2) (h;) = A1h1 + A2h2

alakban is irhatnank.
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Ezzel a jeloléssel a 4.4-beli (1) és (2) egyenléségeket az dttekinthetEbb
DF(al, ag) = (DlF(al, Clg) DQF(U,l, C(,Q))

formara hozhatjuk.
Azt is tudjuk, hogy akarmelyik szorzatnormat vessziik is V7 x Va-n,

1(Ar A2) [l < [[Axll + [[Azll,
[AL < 1A Ag)[l, ([ A2fl < [[(Ar A2)]l-

4.6. Az el6zéekben lattuk, hogy a parcialis derivaltak 1étezése csak sziikséges,
de nem elégséges feltétele a differencidlhatésdgnak. Folytonos differencidlhatésdg
esetén ennél tobbet mondhatunk.

Allitds Az F : Vi x V, — W fiiggvény akkor és csak akkor differencidlha-
t6 folytonosan, ha folytonosan parcialisan differencidlhaté mindkét valtozdja
szerint.

BizoNYITAS (i) Tegyiik fel, hogy F folytonosan differencidlhaté. Ekkor parcidlisan
is differencialhaté, és a parcidlis derivalt fiiggvények folytonossidga az elézd pont
végén idézett formuldk kovetkezménye, mivel barmely z,y € Dom(F') esetén

ID1F(y) = DiF(z)|| < [[(DiF(y) = DiF(z) DaF(y) - DaF(2))| =
= ||(D1F(y) D2F(y)) — (D1 F(z) D2F(2))|| =
= |[DF(y) = DF(z)[,

és hasonlo6 egyenl6tlenség igaz a masodik parcialis derivaltra is.

(ii) Ha a parcidlis derivaltak folytonosak és F' differencidlhatd, akkor DF is
folytonos, mert

IDF(y) = DF(z)[| < [[D1F(y) — D1 F ()] + [|D2F(y) — D2 F()]].

Azt kell tehat csak megmutatnunk, hogy ha F' mindkét véaltozdjdban folytono-
san parcialisan differencidlhaté, akkor differencidlhato is.
Legyen (a1,a2) € Dom(F). A 0 € V7 egy kdrnyezetében értelmezett

Vi—=W, h »—>F(a1 +h1,a2) —DlF(al,ag)hl
fiiggvény differencialhato, ezért alkalmazhatjuk ra a kozépértéktételt:

| F(a1 + hi,a2) — F(ai,az) — D1F(ai,az)h|| <
< sup HDlF(al + Ohl,ag) — DlF(al,ag)H ||h1||
0

s
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Teljesen hasonléan, régzitett h; mellett

||F(CL1 + hi,a0 + hz) — F(a1 + hy, CLQ) — DgF(al, Clg)hg” <
< sup ||D2F(a1 + hi,as + 9h2) — DgF(al, a2)|| ||h2||

0€[0,1]

A parcialis derivéltak folytonossidga miatt minden € > 0 szdmhoz létezik § > 0
ugy, hogy minden (hi, ha) € G5(0,0) esetén

ID1F (a1 + h1,a2 + ho) — D1F (a1, az)|| <,

|D2F (a1 + hi, a2 + ha) — D2F (a1, a2)|| < e
Tehat ilyen (hq, ho)-re

|F(ar + hi,as + ha) — F(ay,az) ( F(ayi,a2)hy +DoF(aq, ag)h2) | <
= ||F(ay + h1,a2,hs) — F(a1 + h1,a2) — DaF (a1, az)ha||+
+ ||F (a1 + h1,a2) — F(a1,a2) — D1F(a1,a2)h|| <
< e(lhall + l[h2ll) = ell(h1, ha)]-

Ez pedig az 1.2. () Osszefliggése szerint azt jelenti, hogy F differencidlhatd
(a1,az2)-ben. =

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az allitdsban a folytonos (parcidlis) differenci-
alhatdsag — definicidja szerint — a (parcidlis) derivéltak nyilt halmazon valé foly-
tonossagat jelenti.

Nem elég, ha csak egy pontbeli folytonossagot kéveteliink meg: abbdl, hogy egy
pontban folytonosak a parcidlis derivaltak, még az sem kovetkezik altaldban, hogy
a fiiggvény az adott pontban differencidlhatd, nemhogy a derivalt folytonos lenne.

Viszont az sem elég, ha egy nyilt halmazon léteznek a parcidlis derivaltak; ha
nem folytonosak, akkor a fliggvény nem sziikségképpen differencidlhaté az adott
halmaz akar egy pontjaban is.

4.7. Vegyiink egy f : KV ~— KM fiiggvényt. Legyen e, € KV a k-adik standard
bézisvektor és tegyiik fel, hogy f differencidlhaté a-ban az ey irdny mentén:

. flatter) — f(a)
Dey f(a) = t—lg(IJIéK t ’

Ugyanakkor, 1évén KV a K-nak énmagaval vett N-szeres Descartes-szorzata,
tekinthetjiik f-nek a k-adik parcialis derivaltjat, amelyet

fla+tex) — f(a) = Dif(a)t + o(tex) (t € K,a+ ter, € Dom(F))

jellemez.
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Ertelmezésiink szerint tehat D., f(a) € KM Dy f(a) € Lin(K,KM). Viszont
KM_et és a K — KM linedris leképezéseket a szokdsos médon azonositjuk (¢ € KM
az a linedris leképezés, amely az «a szdmhoz aé-t rendeli). Ebben az azonositdsban,
ezt jol latjuk, a standard bazisvektorok menti derivaltak és a parcialis derivaltak
megegyeznek egymassal; szokas rajuk a

Ok f(a) :== D, f(a) = Dif(a) (k=1,...,N)

jelolést hasznalni.

Mint tudjuk, az f : KV — KM fiiggvény a KV ~— K komponenseinek az egyiit-
tese: f = (f1,...,fm). Ha f differencidlhaté a-ban, akkor minden komponens-
fliggvény parcidlisan differencidlhaté az Osszes valtozdja szerint, azaz képezhetd
a

(Ofila)|i=1,....,M,k=1,...,N) e KM*N

ugynevezett Jacobi-matrix. Vigyazzunk, sajnos a jelolés itt egy kicsit “felfordit-
ja” arendet: Ok fi(a) az imént definidlt métrix ik-adik tagja és nem ki-edik tagja!
Jél jegyezziik meg: a fiiggvény-komponensek adjak a matrix sorait, a valtozok
szerinti parcidlis derivaltak az oszlopait:

81 f1 (CL) 82f1 (a) . 8Nf1 (a)
O1fa(a)  Oafa(a) ... Onfa(a)
Ofuila) Bafula) .. Onfula)

Az f: KN — KM differencidlhaté fiiggvény a-beli derivaltja Df(a) : KN —
KM linedris leképezés, vagyis egy M x N-es matrix. Konnyti meggy6zédni arrdl,
hogy ez éppen a Jacobi-métrix. Valoban, a derivalt ik-adik métrixtagja, a lineéris
leképezések matrixdnak definicidja szerint

f(a+t€k)—f(a)>
t

= lim
t—0

flatte) 1) _ g, 1w,

pri (Df(a)ek) = pr; (th_{%

Itt wjra felhivjuk a figyelmet arra, hogy egy fliggvény minden valtozdja szerinti
parcialis differencialhatésagabdl nem kovetkezik a fiiggvény differencidlhatosaga.
Eléfordulhat tehét, hogy minden i és k esetén 1étezik Oy f;(a), a fliggvény mégsem
differencidlhaté; vagyis képezhet6 a Jacobi-matrix, de az nem a fliggvény derivalt-
ja.

Mindazonaltal a parcialis derivaltak 1étezése jé szolgalatot tehet annak eldon-
tésében, differencidlhaté-e a fiiggvény. Ugyanis a parcidlis derivaltakat altalaban
konnyt kiszamolni a K — K fiiggvényekre megismert differencialdsi szabalyok
alapjan. Ha valamelyik parcialis derivalt nem létezik, a fliggvény nem differen-
cidlhaté. Ha minden parcidlis derivélt 1étezik, akkor a fiiggvény derivaltja — ha
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differencidlhaté — csak a Jacobi-métrix lehet. Ha most Jf(a) jeldli az f fiiggvény
a-beli Jacobi-matrixat, az a-beli differencidlhatosag eldontéséhez csak azt kell
megvizsgalnunk, hogy a

h— f(a+h)— f(a) = Jf(a)h

fliggvény kis ordé-e vagy sem.

Természetesen igen jo hasznéat vehetjiik vizsgalatunknal annak a ténynek, hogy
ha a parcidlis derivéltak léteznek és folytonosak egy nyilt halmazon, akkor ott a
fiiggvény differencidlhaté (sét folytonosan differencidlhatd).

Megemlitjiik, hogy alkalmazasokban hasznélatos és igen jé szolgalatot tesz konk-
rét formulaval adott fliggvények esetén a

of(x1,x2,...,2N)

6$k ::akf(m17$27"'axN) (kzlavN)

jelolés.

4.8. Feladatok

1. Vizsgaljuk meg a kovetkezd fiiggvényeket parcidlis differencidlhatéség és
folytonos parcidlis differencidlhatésag szempontjabol:

(i) €[0,1] x C[0,1] = C[0,1],  (f,9) = fg,
(ldssuk el C]0, 1]-et sorban mindhdrom ismert normaval);

(ii) Lin(V) x Cin(V) — Lin(V), (A,B)— AB.
2. Legyen R : X Vi — W folytonos n-linedris leképezés. Mutassuk meg, hogy

minden ValtOZOJa szermt folytonosan parcialisan differencialhato, és
D;R(a): Vi = W, hi+ R(ay,...,ai—1,hi,aip1,. .., an).

Adjuk meg ennek alapjan R derivéltjat.

3. Legyen R : V™ — W folytonos n-linearis leképezés. Mivel V. — V" x +—
(z,z,... z) folytonos linedris leképezés, mutassuk meg az el6z8 feladat alapjdn,
hogy aV.— W,z — R(z,x,...,z) leképezés differencidlhaté, és derivéltja a-ban
a

h+— R(h,a,...,a)+ R(a,h,a,...,a)+...R(a,...,a,h,a,...;a)+ ...

folytonos linearis leképezés.

Ha tehédt R szimmetrikus, akkor a derivéltja a-ban az nR(-,a,...,a) folytonos
lineéris leképezés.

4. Vessiik Ossze az el6z6 feladatot az 1.11.13. feladattal!

5. Igazoljuk (az 1.11.12. feladattdl fiiggetleniil) parciélis derivaltakkal, hogy a
KVNXN 5 K, X > detX leképezés differencidlhaté az idg~-ben, és ott a derivaltja
a KN*N o K, H — Tr(H) lineéris leképezés.
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6. Adjuk meg a kovetkez6 fliggvények derivalt fliggvényeit:

(i) R? =R, (x,y9)+ (2% +y?)sinxcosy;

(i) R3 — R, (z,y,2)+— (logz)e?™* + siny arctg(z/x).

7. Mi az R® — R, (z,y,2) — 2yz fiiggvény derivaltja az (1,2,3) pontban az
(1,0,1) irdny mentén?

8. Mely egységvektor irdnyédban a legnagyobb a derivéltja az R? — R, (z,y) —
x? — xy + y? fiiggvénynek az (1,1) pontban?

9. Diﬁerenciélhaték e az alabbi R? — R fiiggvények:

(i) Ixyl (i) (z,y) = Yy, (i) (z,y) = V2 + 3,

2 _ ha a? 4 b? #£ 0,
(iv) Y ¢ Ve “’ ,
0 ha a® + b = 0.

H{ (u? + smﬁ ha u? + 02 # 0,

ha u?+v2=0.

5. A komplex és valds differencidlhatdsag osszevetése

5.1. Ertelmeztiik a K test folotti normalt terek kozotti fiiggvények differenci-
alhatosagat.

Komplex vektorterek egyben valds vektorterek is, és egy C-linedris leképezés
egyben R-linedris is.

Ha viszont V' és W komplex vektortér, az A : V — W R-linedris leképezés nem
feltétlentil C-linedris; ismeretes, hogy pontosan akkor C-lineéris, ha A(ix) = iAx
minden x € V esetén, vagyis ha az ¢ imagindrius egység “kiemelhet&” A aldl.

Legyen V és W komplex (igy egyben valés) normélt tér, F': V »— W fiiggvény

és a € Dom(F'). Az 1.2. definicié értelmében o F' C-differencidlhaté a-ban, ha
létezik olyan A : V. — W folytonos, C-linearis leképezés, hogy

F(a+h)— F(a) = Ah +0a(h), (a + h € Dom(F)),

ahol 04 : V — W kis ord6 fliggvény;
e ' R-differencialhaté a-ban, ha létezik olyan B : V' — W folytonos, R-lineéris
leképezés, hogy

F(a+h) — F(a) = Bh+ op(h), (a + h € Dom(F)),

ahol op : V — W kis ordé fiiggvény.

A fentiek alapjan lathat6, hogy ha F' C-differencidlhaté a-ban, akkor egyben
R-differencialhat6 is. Forditva ez nem igaz.

Ha F R-differencidlhaté a-ban, akkor és csak akkor C-differencialhaté is, ha
B(iz) = iBx minden x € V esetén.
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5.2. Talan a legjobban lathaté a kiilonbség a valds és a komplex differencidlha-
tosag kozott, ha a V. = W = C esetet vessziik; ekkor az ezeknek megfelel6 valds
vektortér R2.

Ha B : C — C R-linedris, vagyis B : R? — R? linearis, akkor 2 x 2-es valds

matrixként irhatd ol
b1 b12
B = .
( ba1 oo >

Az i imaginarius egységgel vald szorzds matrixa

0 -1

1 0 )’
hiszen i(z + iy) = (—y + iz), azaz R? — R? leképezésként az i-vel valé szorzds
(z,y) — (—y, ) mddon frhatd.

Az, hogy i kiemelhet$ a B aldl, azt jelenti, hogy a fenti két méatrix felcserélhetd,
ami pontosan akkor teljesiil, ha

b1 = bz, b1z = —ba1.

Legyen f : C — C mint f = (f1, f2) : R? — R? fiiggvény R-differencislhaté
az a pontban, ahol az azonositasnak megfeleléen f; és fo a valds illetve képzetes
része f-nek. A Df(a) : R? — R? valds linedris leképezés matrixa:

(31f1(a) 82f1(a))
O1f2(a)  O2fa(a).

f akkor és csak akkor C-differencidlhaté is a-ban, ha D f(a) C-linedris is, azaz

O1f1(a) = Oz2fa(a), 0O1f2(a) = —02fi(a).

Ezeket az Osszefiiggéseket Cauchy—Riemann-egyenleteknek szoktdk nevez-
ni.

Osszefoglalva: a komplex differencidlhatosag sokkal erésebb kovetelmény, mint
a valds differencidlhatdsag, hiszen az utébbi mellett a derivaltnak még plusz fel-
tételeket kell kielégitenie, hogy az el6bbi igaz legyen; példaul a C — C esetben
konkrétan a Cauchy—Riemann-egyenleteket.

5.3. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a C — C komplex konjugalds, valamint a Re és Im
fiiggvény R-differencidlhatdk (viszont nem C-differencidlhatdk, lasd A.1.5.(v)).

2. Adjunk meg az el6z6 példaban szerepl6ktol kiilonbozé olyan C — C fiiggvé-
nyeket, amelyek R-differencidlhatok, de nem C-differencialhatdk.

6. Az inverzfliggvény-tétel
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6.1. Allitds Legyenek V és W Banach-terek (azaz teljes normélt terek),
F:V — W folytonosan differencidlhaté, a € Dom(F), és DF(a) invertdlha-
t6 (azaz bijektiv és az inverze is folytonos). Ekkor létezik olyan N C V nyilt
halmaz, hogy a € N C Dom(F'), DF(z) invertalaté minden x € N esetén,
F|y injektiv, F|N] nyilt, (F|y)~" folytonosan differenciglhaté, és

D (F|n)™" (F(x)) = (DF ()" (1)

BIZONYITAS Az egyszeriiség kedvéért célszerii bevezetni az A := DF(a) jelolést.
TetszOleges y € W esetén definidljuk a

by : V=V, za+ ANy — F(2)) (x € Dom(F))

leképezést. Mivel A bijekcid, ¢, (x) = « pontosan akkor teljesiil — més széval, = a
¢y fix pontja —, amikor y = F(x). Tehat ¢,-nak csak y € Ran(F) esetén lehet fix
pontja. Tovabbé ¢, differencidlhatd, és minden x € Dom(F') esetén

D¢, (z) = idy — A'DF(x) = A~'(A - DF(z)).

(i) F folytonosan differencidlhatd, ezért létezik olyan N C Dom(F') konvex,
nyilt halmaz, a € N, hogy

1

DF(z) — Al <
IDF() Al < gy

(x € N).

Ismereteink alapjan barmely x € N pontban DF(z) invertdlhaté (Analizis II-
1.B.10.10.); ha tehat F'|y injektiv és az inverze differencidlhaté, akkor 1.10 szerint
fenndll az (1) egyenléség.

(ii) Megmutatjuk, hogy F|y injektiv. Ugyanis az el6bbi két egyenléségbél

- 1
IDgy ()| < A [A=DF()| <5 (z€N),
igy az altalanos kozépértéktétel miatt
1
16y (21) = @y(z2)|| < Sllwr —z2ll - (21,22 € N). (2)

Ezek szerint ¢, kontrakcié N-en, tehat ott csak egy fix pontja lehet, vagyis
barmely y € F[N] esetén egyetlen olyan x € N létezhet (és létezik is, hiszen
y € F[N]), hogy y = F(z); ez pontosan azt jelenti, hogy F|y injektiv.
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(iii) Megmutatjuk, hogy F[N] C W nyilt halmaz. Ha yg € F[N], akkor létezik
egyetlen olyan xg € N, hogy yo = F'(z¢). Mivel N nyilt, van olyan r > 0, hogy az
xo koriili r sugard zart gomb is része N-nek: B,.(xz9) C N. Ha « € B,.(x¢) és

ly — yoll < 57+

Y —%o an A1y - S
2[| A1

akkor

[0y(z) — 2ol < 6,@) — by (z)ll + 6 (xo) a0l <
Hlle — ol + llzo + A~y — Flao)) — o] <

IA

N

r _
7 +lil4 Iy = yoll <7y

vagyis ¢y[Br(x0)] C By(zo) ha |y — yol| < s. Tekintve, hogy B, (xo) zért része
egy teljes normalt térnek, & is teljes; ¢, pedig kontrakeié rajta, ha y € Gg(yo).
Kovetkezésképpen ¢,-nak létezik egyetlen fix pontja, azaz (egyértelmiien) létezik
x € By(xg) C N, hogy y = F(x). Tehat ha y € G5(yo), akkor y € F(N); ez azt
jelenti, hogy F[N] nyilt.

Vegyiik észre, a gondolatmenetiinkkel azt is beldttuk, hogy F|y nyilt leképe-
7és — és igy (F| N)71 folytonos fiiggvény —, ugyanis a fentiek elmondhaték az N
barmely nyilt részhalmazara, vagyis az N nyilt részhalmazainak F' dltali képe is
nyilt.

(iv) Ebben a lépésben azt igazoljuk, hogy a G := (F|N)71 fliggvény differen-
cidlhaté. Ehhez el6szor belatjuk, hogy eleget tesz a Lipschitz-feltételnek (tehét
folytonos is) az F[N] halmazon .

Legyen y,y + k € F[N], és tekintsiik a kovetkezd dtalakitdst:

Gy + k)~ Gl < Gy + k)~ Gly) — Akl + | Ak =
= [94(Gly + 1)) — 6, GO + |47 K] <
< 2160+ k) ~ G+ A7 &),

ahol felhasznéltuk a (2) Osszefliggést. Egyszer(i dtrendezéssel
Gy + k) =Gl <2[ATY |kl (y,y+k € FIN]) (3)

adédik.
F folytonosan differencidlhatd, ezért van olyan op : V — W kis ord6 fiiggvény,
hogy
k=+k) —y=FGy+k)-F(G)=
=DF(G(y))(Gly +k) — G(y)) +or(G(y + k) - G(y)),
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azaz

DF(G(y))(G(y + k) — G(y)) — k = —or(G(y + k) — G(y)). (4)
Mivel op = ||.||n, ahol n : V — W, li(r)nn =0, a (3) Osszefiiggés miatt

lorG(y +k) = G(y)ll = Gy + k) = G| In(Gy + k) = Gy)ll <
< 2| ATH 1K In(Gy + k) = G, (5)

tehat

L llorGy + k) ~ )|
k—0 [1%]|

< lim 2| A7 [In(G(y + k) = G(y)] = 0.
—0

Az (i)-ben mondottak szerint G differencidlhatésdgdhoz azt kell megmutatnunk,
hogy minden y € F[N] esetén létezik olyan og : W »— V kis ordé fiiggvény, hogy
Gly+k) —Gy) = (DF(G(y) " k+oc(k) (y+k e F[N)).

Ime: a (4) osszefiiggés alapjan
Gy +k) - Gly) - (DF(G(y)) "k =

— OF(G) ™ (DFGW)(Gl+ ) - Gw) ~ ) =
~ — OF(G) ™ (or(Gly+1) - )
Mivel DF(G(y))~" folytonos linearis leképezés, az (5) dsszefiiggés miatt a
WV ks~ (DF(G) 7 (or(Glu-+K) - 60) ) = oa(h

lekpezés fliggvény kis ordé fliggvény, és ezzel belattuk, hogy G differencialhato.
(v) Mér csak azt kell megnézniink, hogy az y — DG(y) hozzarendelés folyto-
nos-e. Konnyen lathaté, hogy igen, hiszen

y = G(y) = DF(G(y)) = (DF(G(y))"" = DG(y)

médon {rhaté 6l folytonos fliggvények kompozicidjaként (az invertdlds differenci-
alhatd, tehat folytonos leképezés).

6.2. (i) A bizonyitds sordn is utaltunk arra, hogy ha F : V — W folytonosan
differencidlhaté és DF(a) invertdlhatd, akkor F' nyilt leképezés az a egy kornye-
zetében; ha tehdt minden x € Dom(F) esetén DF(x) invertdlatd, akkor F nyilt
leképezés.



96 I. DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

(ii) Ha DF'(z) invertalhat6é minden x € Dom(F') esetén, akkor F' lokalisan injek-
tiv, vagyis minden pontnak egy koérnyezetén injektiv; ez azonban nem jelenti azt,
hogy F' injektiv. Példaul ha a cos fliggvény értelmezési tartomanyabol kivessziik
a Zm halmazt, lokélisan injektiv de nem injektiv fiiggvényt kapunk.

(iii) DF'(a) invertélhatésdga nem sziikséges ahhoz, hogy F injektiv legyen az a
egy kornyezetében, de ahhoz igen, hogy az inverz fliggvény differencidlhaté legyen.
Péld4ul az id} fliggvény injektiv, de a derivaltja a nulldban nulla.

(iv) Ha V és W véges dimenzids vektorterek, akkor a DF(a) : V' — W lineéris
leképezés csak tgy lehet bijekcié (az inverze eleve folytonos), ha dimV = dim W,
tehat az inverzfiiggvény-tétel feltételei csak ebben az esetben teljesiilhetnek. fgy
példaul V = RM és W = RY esetben M = N sziikséges, és az inverzfiiggvény
létezése azon fog milni, hogy az adott pontban a Jacobi-matrix determindnsa (a
Jacobi-determindns) nulla-e vagy sem. Ugyanis a Jacobi-méatrix (amely tulajdon-
képpen a pontbeli derivalt) pontosan akkor injektiv, ha a determindnsa nem nulla.

6.3. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy egy R — R folytonos fiiggvény, amely Osszefiiggé halmazon
(tehét intervallumon) lokdlisan injektiv, az injektiv.

2. Mutassuk meg, hogy az {(z,y) € R? | xy > 2} Osszefiiggd halmazon ér-

1
telmezett R? ~— R2, (z,y) — |, r_ — | filggvény lokélisan injektiv de nem
y oy
injektiv.
3. Mely pontok kornyezetében van az alabbi fiiggvényeknek folytonosan diffe-
rencidlaté inverze:

() R? - R? (2,y) = (z —y*, 2% — y?),
ii) R2 = R?, (u,v) — (e*, usinv),
(i)

(iii) R® — R3,  (z,y,2) — (\/y2 + 22, i
z+z

onte- ).

7. Az implicitfuggvény-tétel

7.1. Idézziik fel, hogy a fliggvény fogalmanak meghatarozasdban a leglényege-
sebb szerepet a fliggvényszerli relacio jatszotta: ennek segitségével vezettilk be a
hozzarendelés fogalmat. A gyakorlatban a fiiggvényeket altalaban hozzarendelési
utasitassal adjuk meg. El6fordul azonban, hogy egy relacié all rendelkezésiinkre,
és arrol kell eldonteniink, meghataroz-e egy fliggvényt, azaz fliggvényszerti-e.

A szokdsos szohasznalattal élve gyakran ugy vetik fel a kérdést, hogy adott
feltételekbdl bizonyos szadmu véltozé (“mennyiség”) fliggvényeként kifejezhets-e a
tobbi. Ime egy példa:

“Kifejezhet6-e, illetve mely pont kornyezetében fejezhetd ki w és v az x és y
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fliggvényében az
u2+x2:vy, ur =v+y

Osszefiiggésekbdl 77
Az ilyen kérdések megvalaszolasira egy specidlis, de széles kérben alkalmazhaté
esetre a differencidlszamitéds jol hasznalhaté mddszert nyujt.

7.2.  Allitds Legyenek V;,Vo, W Banach-terek, F : Vi x Vo — W foly-
tonosan differencidlhaté fiiggvény, (a1,as) € Dom(F), ¢ := F(aj,as). Ha
a DaF(a1,a2) € Lin(Va, W) folytonos linedris leképezés invertalhato, akkor
van olyan Ny C Vi és Ny C V, nyilt halmaz, hogy (ai,a2) € N1 X Na,

-1
és az (N1 x No) N F'{c} C Vi x V5 halmaz egy egyértelmiien meghatdrozott
folytonosan differencidalhaté filiggvény grafikonja; kézelebbrél, létezik egyetlen
olyan G : Ny — Ns folytonosan differencialhaté fiiggvény, hogy

F(l‘l,G(l‘l)) =c, ahol xq € Ny,
tovabba

DG(z1) = — (DyF (21, G(x1))) "' D1 F (31, G(21)).

B1zONYITAS A bizonyitds sorén az el8zé pontban targyalt inverzfiiggvény-tételt
fogjuk kihasznélni.
Vezessiik be az F := (pry, F') fiiggvényt, tehdt

F:Vix Voo Vix W, (x1,29) — (21, F(z1,22)).

Mint folytonosan differenciglhaté fiiggvények egyiittese, F' is folytonosan diffe-
rencidlhato, és

A~

DF(z1,22) = (pr1, DF(z1, z2)).

Megmutatjuk, hogy DF(z1,z5) pontosan akkor invertalhats, ha DoF (z1,22)
invertalhato.
Minden (hy, he) € Vi X V, esetén
(DF(l‘l, J)g))(hl, hg) = (h1, DlF(Z‘l, .132)]11 + D2F(l‘1, xg)hz).

Ebbdl 1atszik, hogy ha Do F'(z1, z2) invertdlhatd, akkor DF(xl,xg) bijekcid, és
inverze a

VixW — Vi, xVa,  (h1,k) + (h1,DoF (1, 22) Y k=DoF(x1,29) "Dy F (21, 22)h1)

leképezés, amely folytonos.
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Ha DF(xy,2;) invertalhatd, akkor DoF(x1,z5) = DF(xl,x2)|{0}XV2 szintén
invertalhato.

fgy az inverzfiiggvény-tétel alapjan létezik olyan N := Nix Ny C Vi x Vs nyilt
halmaz, hogy (a1,as) € N, F\N injektiv, a derivaltja minden (z1,z5) € N esetén
invertalhat6, F[N] nyilt halmaz, tovAbba

G = (F|N>71:V1><W>—>V1><V2

folytonosan differencifilhaté; R )
Vizsgaljuk meg a G =: (G1, G2) komponenseit: ha (z1,y) € Dom(G), akkor

(z1,y) = F(é(l‘h y)) = F(Gl(fﬁl,

Gl
< 210 PG Gator) )

kévetkezésképpen minden (z1,y) € Dom(G) esetén

1 = G1(z1,y), yZF(961,G2(3317y))~ (*)

Mivel F(a1,a2) = ¢, nyilvdnvalé, hogy (a1,c) € Dom(G) = F[N]. Az 21 —
(1, ¢) leképezés folytonossaga és F' [ V] nyiltsaga kovetkeztében van olyan Ny € Ny
nyilt halmaz, hogy N1 x {¢} C F[N].

Legyen Ns := N», és definidljuk a

G:N1—>N2, 1‘1'—)@2($1,C)
fiiggvényt. Erre a (x) Osszefliggés szerint

F(scl,G(xl)) :F(scl,ég(ajl,c)) =c (x1 € Ny)

teljestil, tehéut (N1 X Ng) N Fl{c} aG graﬁkonja
Ny — N, fiiggvény, amelyre F(xy, H(x1)) = ¢ azaz F(xy, H(:z:l)) = (z1,¢) =
F(z1,G(z1)) teljesiil, akkor H(z1) = G(x1).

G folytononosan differencialhatd, hiszen G folytonosan differencidlhaté és emi-
att ég, tovabba G is az. Az x1 — F(a:l, G(xl)) = ¢ hozzérendeléssel értelmezett
N; — W azonosan nulla fiiggvény derivaltja minden pontban a nulla linearis leké-
pezés. A kozvetett fiiggvények differencidlasara vonatkozé szabalyokat alkalmazva
ezt a kovetkez6 formédban irhatjuk fol:

DlF(Il, G(.Z‘l)) + DQF(Z‘l, G(xl))DG(wl) =0.
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Mivel (21, G(x1)) € Ny x Ny, az F masodik parcidlis derivaltja a fenti egyenl6ség-
ben invertalhato, ezért azonnal adédik a G derivéltjara allitott formula.

7.3. (i) Ha az F fiiggvény eleget tesz az el6bbi allités feltételeinek, akkor 1étezik
olyan N kornyezete az (a1, as) pontnak, hogy F|y nyilt leképezés.

Errél konnyen meggy6zodhetiink, csak arra kell visszaemlékezniink, hogy — az
N := N jelsléssel — F|y =prwo F|N, tehat nyilt leképezések kompozicidjardl van
sz6; ugyanis pryy : Vi x W — W nyilt, F |n pedig az inverzfiiggvény-tétel utdn
mondottak alapjdn szintén az.

(ii) Az inverzfiiggvény-tétellel kapcsolatban tett megjegyzésiinkhéz hasonléan
itt is megemlitjiik, hogy ha a széban forgé vektorterek véges dimenzidsak, az imp-
licitfiiggvény-tétel feltételei csak akkor teljesiilhetnek, ha dim Vo = dim W, hiszen
a DoF(a1,a9) : Vo — W linedris leképezés csak ekkor lehet bijektiv.

(iii) Ha V véges dimenziés vektortér, F': V — W folytonosan differencidlhatd,
és DF(a) : V — W rdképezés (eszerint W is véges dimenzids), akkor létezik olyan
N kornyezete az a pontnak, hogy F|n nyilt leképezés.

Ezt az allitdst visszavezethetjiik az el6z6 esetre. A fenti feltételek mellett
ugyanis a V; = Ker(DF(a)) linedris altérnek egy tetszOleges Vo kiegészit6 al-
terére DF(a)|y, : Vo — W bijekcié. Ez utébbi feltétel az ismert V = Vi x V;
azonositassal éppen azt jelenti, hogy F' masodik parcialis derivaltja invertalhaté
az a pontban. Véges dimenzids — tehat teljes — normélt terekrél 1évén szo, az
implicitfiggvény-tétel feltételei teljesiilnek.

Ha V végtelen dimenziés Banach-tér, akkor a V; := Ker(DF(a)) zart linedris al-
térnek nem feltétleniil 1étezik zdrt kiegészité altere, ezért nincs olyan V = Vi x Vo
azonositas, hogy mind V7, mind V5 teljes, ezért altaldnosan itt nem &llithatunk
semmit.

(iv) Az inverzfiiggvény-tételbél vezettiik le az implicitfiggvény-tételt, de ez
utébbibdl is kovetekezik az elébbi, tehat egyenertékiiek.

Ha ugyanis F' : V' — W folytonosan differencidlhaté, DF(a) invertalhat6, akkor
az F W xV — W, (y,x) — y — F(z) fiiggvénynek a masodik valtoz6 szerinti
derivéltja az (F(a),a) pontban éppen DF(a), tehdt alkalmazhatjuk az implicit-
figgvény-tételt: létezik az a-nak N, az F(a)-nak R kornyezete, G : R — N
folytonosan differencidlhaté fiiggvény tgy, hogy F(y,G(y)) = F(F(a),a), azaz
y— F(G(y)) =0, vagyis y = F(G(y)) minden y € R esetn. Ez azt jelenti, hogy F
alkalmas lesziikitése a G inverze, tehat G az F' alkalmas lesziikitésének az inverze.

7.4. (i) Formalisan az implicit fliggvénykapcsolatot igy szokds megfogalmazni:
az F(x1,x2) = c egyenletbdl kell xo-t meghatdrozni az x; fiiggvényében. Jegyez-
zitk meg: mindig azon valtozd szerinti parcidlis derivaltnak kell invertalhatonak
lennie, amelyet ki akarunk fejezni a mésik valtozé fiiggvényében.

(if) Térjlink vissza a 7.1. pontban emlitett kérdéshez, amelyet igy fogalmazha-
tunk at: adott az

F:R? x R? - R?, ((z,y),(u,v)) — (u2+x27vy,ux7vfy)
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-1
fiiggvény, és keresendd olyan része az F {0} halmaznak, amely egy (u,v) : R? »—
R? fiiggvény grafikonja, azaz amelyre

w(z,y) +a? =v(zy)y,  u(zy)z=vizy) +y.
Az implicitfiiggvény-tétel szerint a
OF (z,y,u, OF (z,y,u,
1(:231411) 1(%11;/11,1)) B 2 —y
OFs(x,y,u,v)  OFs(z,y,u,v) - r =1
ou ov

matrixnak kell bijektivnek, azaz a determindansdnak nem nulldnak lennie, vagyis
az xy # 2u feltételnek kell teljesiilnie. Egészen pontosan tehat az

{((z,y), (u,0)) ER* xR?* | u® + 2® —vy =uz —v —y = 0,2y # 2u}

halmaz minden pontjdnak egy kornyezete, elmetszve ezzel a halmazzal, egy R? —
R? folytonosan differencialhaté fiiggvény grafikonja.

(iil) Erdemes megemliteni: ha M < N akkor KV-et tobbféleképpen — az eleme-
inek koordinatait kiilonféleképpen csoportositva — azonosithatjuk KVN—M x KM-
mel, tehat adott F : KV »— KM folytonosan differencidlhaté fiiggvény esetén az
F(zy1,...,zN) = c egyenléséghdl tobbféleképpen vélasztott M valtozoé fejezhetd ki
N — M valtozé fliggvényében; a feltétel az, hogy a vélasztott M valtozé szerinti
parcialis derivaltakbdl készitett matrix determinansa nem nulla.

Példaul az el6bb vizsgélt esetben azt is kérdezhetjiik, hogy kifejezheté-e u és y
a v és x fiiggvényében, stb.

(iv) Igen gyakran taldkozunk F' : R? »— R fiiggvénnyel megadott F(z,y) = c
implicit kapcsolattal; ebbél y az z fliggvényében olyan pontokban fejezhetd ki,

oF
ahol # # 0. Az y-nak mint az x fliggvényének a derivaltjdra a
Y
oF
W _ oz
oOF
dx Sy

jelolést szokas haszndlni, amely egyszeri, kifejezo, de félrevezetd is lehet; ponto-
san azt {rhatjuk, hogy ha y jeloli azt a fliggvényt, amelyre F(z,y(z)) = ¢ teljesiil,

akkor OF(e)
z,y
dy (z) __ 0= |y:y($)

dm_

OF(z,y) ’ )
oy ly=y(=x)
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7.5. Feladatok

1. Legyen adott o € R esetén y € R az = € R fiiggvénye az 22 + 3> — 3azy =0
implicit kapcsolattal megadva. Hatdrozzuk meg 3’-t abban az a pontban, amelyre
y(a) = a.

Masképp fogalmazva: legyen adott o € R esetén

F:R? >R, 2%+ - 3axy.

Adjuk meg az (a,a) € F}{O} kornyezetében 1étezé y : R — R, F(z,y(z)) = 0
fliggvénynek a derivaltjat az a pontban.

2. Legyen adott a@ € R esetén y € R az x € R fiiggvénye az © = y — asin(y)
implicit kapcsolattal megadva. Irjuk fel y/-t és y”-t!

3. Legyen adott o, B € R esetén y € R az = € R fiiggvénye az (22 +y2 — Bz)? =
a?(x? + y?) implicit kapcsolattal megadva. Hatarozzuk meg a nulldban annak a
fiiggvénynek a derivéltjat, amelyre y(0) = 0 teljesiil.

4. Az

-1
F:R® = R?  (z,y,2)— (2% +y* — 222,22 + 2y* + 27), F{(0,4)}

d
formula impliciten megadja z-et és y-t a z fliggvényeként. Hatdrozzuk meg d—x—t
z
Py
és @—et az (1,—1,1) pontban.

5. Definidlja adott o € R esetén az

r4+y+z=0a, o>+19°+2°=3zyz,

implicit kapcsolat y-t és z-t az x fiiggvényében. Hatarozzuk meg ezeknek az R — R
fiiggvényeknek a derivaltjat.
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Il. TOBBSZOR DIFFERENCIALHATO
FUGGVENYEK

8. Magasabb rendii derivaltak, Young-tétel

8.1. Az el6z6 részben targyaltuk normélt terek kozotti F: V—W fiiggvények
differencidlhatosagat. Lattuk, hogy az ilyen fiiggvények derivaltjai minden pont-
ban V—W folytonos linedris leképezések, a derivalt leképezés DF:V—Lin(V, W)
fiiggvény. Kordbbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy normalt terek kozotti, min-
denhol értelmezett, folytonos linedris leképezések, ha ellatjuk 6ket a szokasos nor-
méval, szintén normalt teret alkotnak, azaz Lin(V,W) is normalt tér (Analizis
111.B.10.3.). Ezért beszélhettiink arrdl az el6zéekben, hogy egy fiiggvény foly-
tonosan differencidlhatd, azaz a derivaltja folytonos. Viszont értelmes a derivalt
fliggvények differencidlhatosdganak fogalma is, aminek segitségével értelmezhetjiik
a normalt terek kozotti fiiggvények kétszeres és tobbszoros differencialhatdsagét.

Definicié Egy F : V — W fiiggvény

(i) kétszer differencidlhaté egy a € V pontban, ha a € Dom(DF),
és a DF : V — Lin(V,W) fiiggvény differencidlhaté a-ban, és ekkor a
D2F(a) := D(DF)(a) € Lin(V, Lin(V,W)) deriviltja az F mdsodik deri-
valtja az a pontban,

(ii) kétszer differencidlhaté egy halmazon, ha DF differencidlhaté ezen
a halmazon,

(iii) kétszer differencidlhatd, ha kétszer differencidlhaté az értelmezési
tartomanyan.

(iv) mdsodik derivédltja az v — D?F(x) hozzdrendelési utasitdssal az
{z € Dom(F) | F kétszer differencidlhaté x-ben} halmazon értelmezett V —
Lin(V, Lin(V,W)) fiiggvény.

8.2. Az el6z6 definiciébdl kideriil, hogy egy F' : V — W kétszer differencidlhaté
figgvény mdasodik derivéltja egy a pontban a Lin(V, Lin(V,W)) eleme, vagyis
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olyan folytonos linearis leképezés, amely minden V-beli elemhez egy V. — W
folytonos linedris leképezést rendel. Lin(V, Lin(V,W)) szintén normélt tér, igy
D2F : V — Lin(V, Lin(V,W)) differencidlhatésagat is vizsgalhatjuk és nyilvan-
valé, hogy a derivaltja egy adott pontban Lin(V, Lin(V, Lin(V,W))) eleme lesz.
Létszik, hogy egyre bonyolultabb (legaldbbis annak tiing) linedris leképezésekhez
jutunk, ahogy egyre tobbszor differencidlhaté fliggvényeket akarunk értelmezni.

Konnyen athidalhatjuk ezt a nehézséget korabbi tanulmanyainkban megismert
azonositdsokkal (Analizis I11.B.10.12.). Ha n € N, akkor Lin™(V", W) jeldli a
V™ — W folytonos n-linedris leképezések normalt terét, és van egy

Lin™ (V" W) = Lin (V, Lin" " (V"L W),

R= (zn'—>R(-,-~-,',$n))

azonositds (linedris izometrikus bijekcio).

Specidlisan Lin?(V2, W) = Lin(V, Lin(V,W)), tehét egy F : V »— W fiiggvény
masodik derivaltjat egy pontban tekinthetjik tgy, mint egy V x V' — W folytonos
bilinearis leképezést. Kozelebbrol,

D%F(a)(h,v) = (D*F(a)v)h,

ahol a jobb oldalon az eredeti értelmezés szerinti Lin(V, Lin(V, W)) leképezés 4ll.
Ha F kétszer diferencidlhaté a-ban, azaz DF : V »— Lin(V, W) differencidlhaté
a-ban, akkor az 1.11.4. feladat szerint minden v € V esetén V »— W, x +— DF(z)v
differencidlhaté a-ban, és deriviltja a V.— W, h +— (D2F(a)v)h = D2F(a)(h,v)
lineéris leképezés. Tehat

DF(a + h)v — DF(a)v = D*F(a)(h,v) + o,(h). (%)

Az F harmadik derivéltja egy pontban (ha létezik) Lin(V, Lin?(VZ, W)) eleme,
amelyet tekinthetiink V' x V x V' — W folytonos trilineéris leképezésnek. Ennek
megfeleléen az n-ik derivalt egy pontban V™ — W folytonos n-lineéris leképezés
lesz.

8.3. Most mar konnyen értelmezhetjiik (szokds szerint rekurziéval) a normalt
terek kozotti, ketténél tobbszor differencidlhaté fiiggvényeket is.

1. Definicié Legyen F : V — W fiiggvény. Minden n € Ny esetén értel-
mezziikk a D"F : V — Lin™(V™, W) fiiggvényt a kévetkez8 médon:

(i) D°F := F,

(ii) D"F :== D(D"'F) : V — Lin(V, Lin"~ Y (V"L W) = Lin" (V"W).

A D"F fiiggvényt az F n-edik derivdlt fiiggvényének (n-edik deri-
valtjanak) hivjuk.
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Az iménti fliggvénysorozat nyilvan jol értelmezett, vagyis barmely V — W
fliggvénynek létezik akarhdnyadik derivaltja, viszont az persze el6fordulhat, hogy
egy bizonyos természetes szamra, és akkor mar minden annal nagyobb n-re is D" F’
az lires fliggvény (értelmezési tartomdnya az tires halmaz).

2. Definicié Legyen F : V ~— W fiiggvény, n€N. Azt mondjuk, hogy az F
fliggvény

(i) n-szer differencidlhaté az a € V pontban, ha a € Dom(D"F);

(ii) n-szer differencidlhaté a H C V halmazon, ha H C Dom(D"F);

(iii) n-szer differencidlhatd, ha F értelmezési tartomédnya nyilt és
Dom(D"F) = Dom(F);

(iv) n-szer folytonosan differencidlhaté a H halmazon, ha H C
Dom(D"F) és D"F folytonos H-n;

(v) n-szer folytonosan differencidlhaté, ha n-szer folytonosan diffe-
rencialhaté az értelmezési tartomanyan;

(vi) végtelenszer differencidlhaté egy pontban (egy halmazon), ha
minden neN esetén n-szer differencidlhaté ebben a pontban (ezen a halma-
zon);

(vii) végtelenszer differencidlhatd, ha az értelmezési tartoménya nyilt,
és minden ne€N esetén n-szer differencialhatd.

Ro6gton megjegyezziik, hogy az iménti definicio szerinti “egyszer” illetve “kétszer
differencidlhatésag” pontosan a kordabban bevezetett differencidlhatésaggal illetve
kétszer differencidlhatésiaggal egyezik meg. Az els6 definicié kapcsdn mér emlitet-
tiik, hogy (abban az értelemben) barmely V — W fiiggvénynek van akarhdnyadik
derivaltja, vildgos azonban, hogy ez nem jelenti azt, hogy az adott fiiggvény akar
egyszer is differencidlhato, hiszen ez a 1étez6 derivalt az értelmezésiink szerint lehet
iires fliggvény is.

8.4. (i) Egy B : U x V. — W folytonos bilinedris leképezés differencidlhatd,
derivéltja az

UxV = Lin(UxV,W), (z,y)— B(prv,y)+ B(z,pry)
leképezés (lasd 1.11.6. feladat). Mivel (h,k) € U X V és (u,v) € U x V esetén
B(h,y +v) + Bz + u, k) — (B(h,y) + B(x,k) = B(h,v) + B(u, k),

megallapithatjuk, hogy B kétszer differencialhato, és a derivaltja minden pontban
az (UxV)x (UxV)—= W, ((h,k)(u,v)) = B(h,v) + B(u, k) bilinedris leképezés
(vagyis a mdsodik derivéltja konstans).

Tehat B végtelenszer differencialhaté, és a 2-nél magasabb rendii derivaltjai nul-
ldk. Ezt ugy is beldthattuk volna, hogy megmutatjuk, az elsé derivaltfiiggtvénye
linearis és folytonos.
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(ii) Egy R : ‘)_(1 Vi — W folytonos n-linearis leképezés derivaltja a 4.8.2-beli
formula alapjan a

n

n n
i2<1 ‘/; — ﬁln(le ‘/iv W)a (xlv R 71'71) — Z R(l’l, ey Li—1, PTG, Tig1y - - - 7xn)
N N i=1
leképezés. Ezért R kétszer differencidlhatd, masodik derivéltja az a = (aq,...,a,)

pontban a

(55) - (5)

((hl,...,hn),(vl,. ..,Un)> —

g E R(ay, .. a1,y Qi1 oo Qp—1, Uk, Qg1 - - - G )+
i=1 k—it1

n n
+ E E R(alw"vaifl»vivai#»lv"'7a'k717hk7ak+17“~7an)
i=1 k=i+1

bilinedris leképezés.

Ennek alapjan latjuk, hogy R végtelenszer differencidlhaté, és n-nél magasabb
rendd derivaltjai nullak.

(iii) Legyen R : V™ — W szimmetrikus, folytonos n-linedris leképezés és te-
kintsitk a V- — W, z — R(x,x,...,x) leképezést (lasd 4.8.3.). Ez is végtelenszer
differencidlhato, mésodik derivaltja az a pontban a

V2 W, (h1,he) = n(n—1)R(h1, ha,a,...,a)
bilinedris leképezés, a k-adik derivéltja (1 < k <n) a-ban a
VE W, (hy,....hi)—=nn—1)...(n—k+1)R(hi,..., h,a,...,aq)

k-linedris leképezés, és n-nél magasabb rendii derivaltjai nullak.

8.5. Az elébbi példdkban szereplé fiiggvények méasodik derivdltja minden pont-
ban szimmetrikus bilinearis leképezés. Azt vizsgaljuk, dltaldban is érvényes-e ez.

Legyen az F : V — W fiiggvény kétszer differencialhaté az a pontban. Ekkor
van olyan r > 0, hogy G,(a) C Dom(F) és F differencidlhaté G, (a)-n

Hav,h e V\{0}ést e ]0 TS [ akkor F differencidlhatésdgénak és DF
a-beli differencidlhatésdgdnak definicidja és a 8.2. (x) Oszefliggés szerint

DZF(Q)(I’L’ ’U) _ DF(Q + th)tv — DF(G)’U - ODF(CtL’th)U7
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Fa+th+tv) — Fla+th) op(a+th,tv)

DF(a+th)v = ; ; ,
DF(a)y F(a—i—tvt) —F(a) OF((z,tv)’

ahol opr(a,-) : V — Lin(V,W) és op(a,-),or(a + th,-) : V — W kis ordé fiige-
vények.
A két utébbi egyenléséget az elsdbe behelyettesitve

or(a,tv) OF (CL + th7 tU)

D*F(a)(h,v) = Ay, (t) + ¢ . t B ODF(CtL,th)v )

addodik, ahol

r

B 0
AT+ el

[ LW, te t12<F(a+t(h+v))F(a+th)F(a+tv)+F(a)>.

A (%) egyenldség jobb oldaldn a harmadik tag nulldhoz tart ¢ — 0 esetén, és
a masodik tag szamldléjanak els6 tagja tgyszintén. Azonban nem latszik, hogy
ugyanekkor a széban forgd szamlalé mésodik tagja nulldéhoz tartana; az pedig vég-
képp nem nyilvanvald, hogy az egész masodik tag nulldhoz tartana ¢ — 0 esetén.
Ha viszont ez igaz lenne, tehat

. e
}gr(l) Ay (t) =D?F(a)(h,v) (%)
teljesiilne, akkor Ap, , = A, , miatt D?F(a) szimmetrikus lenne.

Allitas (Young-tétel). Ha F : V — W az a pontban kétszer differencidl-
hatd, akkor D*F(a) € Lin*(V?2, W) szimmetrikus.

BizoNYITAS Haszndljuk az el6z8 jeloléseket.
Régmtsﬁk tetsz6legesen az h,v € V \ {0} vektorokat, és minden 0 < t <

H S esetén legyen g; : V — W az a fliggvény, amely az

{:v €V |a+ts€Dom(F), a+t(h+z)e Dém(F)}

halmazon van értelmezve az
z+— Fla+t(h+ 1)) — F(a+tz) — t*D*F(a)(h, z)

utasitassal.
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Minden t-re g; differencidlhaté fliggvény és az is konnyen lathatd, hogy a [0, v]
szakasz része g; értelmezési tartomanyanak, valamint

Apolt) = DAF(a)(h,0) = 5 (0n(v) ~ 91(0)) 1)

Alkalmazhatjuk a g; fliggvényre a [0, v] szakaszon az dltaldnos kozépértéktételt,
miszerint létezik olyan z; €]0,v|[, hogy

llg¢(v) = g (O[] < [IDge(zo)]| [loll =
[tDF(a+t(h+ 2)) — tDF(a +tz;) — t*D*F(a)(h, )| [Jv]l. (2)

Mivel DF' az a pontban differencidlhaté, van olyan n : V — Lin(V, W) fiigg-
vény, amely a 0 € V egy kornyezetén értelmezett, folytonos a 0-ban, n(0) = 0, és
minden = € Dom(n) vektorra a + 2 € Dom(DF'), valamint

DF(a + x) = DF(a) + D*F(a)(x,-) + ||=||n(x) (3)

teljesiil.
Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor 1 tulajdonsdgai szerint van olyan 0 < 0. < r,
hogy ||z|| < d esetén x € Dom(n) és

) < ST o

Ekkor 0 < t < esetén (3)-ba x helyére t(h + z;)-t, illetve ¢z;-t behelyet-

de
121l + ]|
tesitve és a kapottakat (2)-be beirva kapjuk, hogy

lge(v) = g:(0)]] <
< |lvll [tDF(a) + *D*F(a)(h+ 20, ) + tt] b+ zeln(t(h + z1))—
—tDF(a) — t*D*F(a) (21, ) — tlt] ||zelln(tze) — t*D?F(a)(h,)|| =
= [llE|| 15+ zelin(t(h + 20)) = llzelIn(tz:) || <

< ||vt2((h|| ) e+ 2+ ] ||n<tzt>||) <

€ €
< o]l ((hn T S ||v> <
R R LD
< t%e,
mert |[t(h42¢)|| < e és ||tz¢]] < 0. Ez azt jelenti, hogy minden 0 < ¢t < m
v

esetén (1) miatt

1A (t) = D*F(a)(h, v)|| < t%\lgt(v) —9:(0)] <
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tehét lgr(l) Ap ,(t) = D2F(a)(h,v), és éppen ezt akartuk beldtni.

Megjegyzés Igaz az is, hogy ha F : V »— W n-szer differencidlhaté az a
pontban, akkor a D" F(a) € Lin™(V™, W) n-lineéris leképezés szimmetrikus (azaz
szimmetrikus barmely két véltozdjdban, ha a tobbit rogzitjiik). Ennek bizonyi-
tasat itt nem kozoljilk, csak utalunk arra, hogy mn szerinti teljes indukcidval
végezhetd el.

8.6. Nézziik meg mit jelent az iménti allitds egy f : KV — K kétszer diffe-
rencidlhatd fiiggvényre nézve. A 4.7-ben lattuk, hogy a standard bazisvektorok
menti derivaltak gyakorlatilag azonosak a megfelel6 parcidlis derivaltakkal. A
D?f(a) € Lin?(KY,K) bilinedris leképezés matrixa

(6¢8jf(a) | i7j = 17 PN ,N)
D2 f(a) szimmetrikussdga azt jelenti, hogy ez a matrix szimmetrikus, azaz
0,0;f = 0;0; f (t,j=1,...,N).

Ezt ugy szoktuk kifejezni, hogy az “egyes valtozok szerinti parcialis differencialas
sorrendje folcserélhet6”, ha a fiiggvény kétszer differencialhato.

Felhivjuk a figyelmet, hogy el6fordulhat, a fiiggvény mésodik parcialis deri-
valtjai 1éteznek anélkiil, hogy a fliggvény kétszer differencialhaté volna; ekkor a
kiilénb6z6 sorrendli parcidlis derivaltak kiilonbozhetnek egymastol.

Péladul az

2 my% ha z? +y2 7& 0,
f:RE=>R, (z,y)— Ty
0

ha 22 + 42 =0
fliggvényre e
Ofwy) _ [ it hae+y? 0,
dx 0 ha 22 +y? =0,
ezért )
Ff(z,y) _
ay&v x=0,y=0 ’

és mivel x és y azonos szerepet jatszik egy elgjeltol eltekintve,

O f(z,y)

=1
0zxdy

z=0,y=0

8.7. Tobbszor differencidlhaté fliggvényekre az inverzfiiggvény-tétel és az impli-
citfliggvény-tétel er6sebb formédban is igaz. Nevezetesen, ha az inverzfiiggvény-té-
tel (implicitfiiggvény-tétel) feltételei teljesiilnek, és a széban forgé fiiggvény n-szer
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folytonosan differencidlhaté, akkor az inverz fiiggvény (implicit fiiggvény) is n-
szer folytonosan differencidlhaté. Ezt az inverz fiiggvényre mutatjuk meg, abbdl
konnyen szarmaztathaté a masik eset.

Hasznaljuk a 6.1. jeloléseit, és legyen F' n-szer folytonosan differencialhaté. Ek-
kor G := (F|y)~" folytonosan differencidlhato, és derivéltja az y — DF(G(y)) ™!
fliggvény, amely folytonosan differencidlhaté fiiggvények kompozicidjaként irhatéd
fel,

y+ Gly) — DF(G(y)) — (DF(G(y)) ™ = DG(y),

ezért folytonosan differencialhaté. Ennek derivéltja — azaz G mésodik derivaltja
(ldsd 1.8. (v)) — az

y s ~D(F(G(y))"* (D2F<G<y>><DG<y>-, ->)DF<G<y)>1

fiiggvény, amely ismét csak folytonosan differencidlhaté fliggvények kompozicidja.
Latjuk, hogy G maésodik derivaltjdban F' els6 és masodik derivéltja, valamint G
els6 dervidltja jelenik meg; vildgos a formuldbdl, hogy G harmadik derivaltjaban
F' els6, mésodik és harmadik derivaltja, valamint G elsé és mésodik derivaltja
jelenik meg. Ebbdl indukciéval konnyen belathatjuk, hogy G n-szer folytonosan
differencidlhato.

8.8. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy Lin(V) — Lin(V), X — X™ végtelenszer differencial-
haté, és adjuk meg a derivaltjait.

2. Legyen V teljes normélt tér (Banach-tér). Igazoljuk, hogy Lin(V) — Lin(V),
X — X! végtelenszer differencidlhaté, és adjuk meg a derivéltjait.

3. Legyen V teljes normdlt tér és A € Lin(V). Mutassuk meg, hogy R —
Lin(V), t = !4 végtelenszer differencidlhaté, és adjuk meg a derivaltjait.

4. Hatarozzuk meg a kovetkezé R? — R illetve R? — R fiiggvények megjelolt
magasabb rendi derivaltjait:

(i) (z,y) — sin(z? +9?)  (harmad rendii),

(ii) (z,y) — cos(z)sin(y)  (harmad rendil),

(iii) (z,y,2) — zyz  (negyed rendii),

5. Legyen f, g : R »— R végtelenszer differencidlhatd. Hatarozzuk meg az aldbbi
R? - R illetve R3 — R fiiggvények n-ik (n€N) derivaltjit:

() (29) > f@)gly), (D) (@9) = f (Va2 +07),

(iii) (z,y,2) = flz+y+2), (V) (z,y,2) = f(zy2).
6. Legyen F' : V — W kétszer differencidlhaté a-ban. Mutassuk meg, hogy
Ran(D?F(a)) € RanDF(a). (Utmutatés: vegyiink irdnymenti derivaltakat:

D2F(a)(h, v) = lim DF(a+ th)v — DF(a)v
t—0 t

)
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9. Taylor-formula

9.1. Allitas (Taylor-formula, valds) Legyen V valés normélt tér és F :
V »— R (n+1)-szer differencidlhaté fiiggvény, a,h € V. Ha az [a,a + h| sza-
kasz benne van az F értelmezési tartomdnyédban, akkor létezik olyan 6 € [0, 1],
hogy

F(a+h)= F(a)+DF(a)h+ %DQF(a)(h, h)+--+ %D"F(a)(h, o h)+
1

n+1
i et Oh)(h. o).

+

BizoNYITAS A
¢:0,1] >R, ¢+ F(a+th)

figgvényre alkalmazhatjuk az A.9.1. Taylor-formulat a [0, 1] intervallumon: létezik
olyan 6 €]0, 1, hogy

(1) = $(0) + ¢/(0) + %M(O) +. L

Nyilvanvalé, hogy
¢(1)=F(a+h),  ¢(0)=F(a),

valamint kozvetett fliggvényként egyre tobbszor differencidlva ¢-t, megkaphatjuk
a derivaltjaira a kovetkez6 Osszefliggéseket:

¢'(0) = DF(a)h,
¢"(0) = D*F(a)(h, ),

¢™(0) = D"F(a)(h,..., h),
ot (0) = D" F(a + 0h)(h, ..., h,h).

Mindezeket behelyettesitve a (x) Osszefiiggésbe, pontosan a bizonyitandé for-
mulét kapjuk. m

Megjegyezziik, hogy a Taylor formulaban a jobb oldal utolsé tagjat maradék-
tagnak szokdas hivni.



9. Taylor-formula 111

9.2. Egy f : R” — R (n+ 1)-szer differencidlhaté fiiggvény esetén a Taylor-
formulat a parcialis derivaltakkal

fla+h)= +Zaf + 5 Zaaf Yhih; 4.
3,7=1
+7 Z 0;0; ...0kf(a)h;hj ... hy + maradéktag

(258

formaba irhatjuk, ahol az utolsé 6sszeg a jobb oldalon n darab index szerinti 0sz-
szegzést jelent, és természetesen h; stb. a h € R" elem ¢-edik komponensét jeloli.

A jobb oldal, a maradéktagot leszamitva, h-ban egy legfeljebb n-ed foki mul-
tipolinom, vagyis egy olyan R” — R filiggvény, amely a valtozékomponensek
hatvanyainak szorzatabdl képzett linearis kombindcid.

Ezt a figgvény a korili n-ed fokd Taylor-multipolinomjanak nevezziik.
Ha bevezetjik az x := a + h jelolést, akkor h = x — a, és az R — R fiiggvényekre
megismert A.9.2. alakhoz hasonlét kapunk.

9.3. A Taylor-formulat egy kicsit mas formaban felirhatjuk nem csak valds,
hanem tetszéleges normalt tér értéki fiiggvényekre is. Itt a maradéktag konkrét
alakja helyett csak egy becslés jelenik meg.

Allitss (Taylor formula, dltaldnos) Legyen F : V ~— W n-szer differen-
cidlhat6 az a pontban. Ekkor h € V, a4+ h € Dom(F') esetén

F(a+h):F(a)+DF(a)h+%D2 (a)(h, h)4+-- + D"F( )R, ..., h)+o(||h]™),

ahol o : R — W kis ordé fiiggvény.
BI1ZONYITAS Az egyszer(ibb irdsméd kedvéért bevezetjiik a
"= (h,...,h)eV™ (m=1,...,n)

jelolést.
A bizonyitdst n szerinti teljes indukciéval végezziik. n = 1 esetben azt allitjuk,
hogy
F(a+h) = F(a) + DF(a)h + o(||h]),
ez pedig éppen az F fiiggvény a pontbeli differencialhatésaganak a definicidja.
Tegyiik fel, hogy az allitds 1 < n — 1 esetén teljesiil, és igazoljuk n-re.
Legyen tehat F' n-szer differencidlhaté a-ban; azt kell megmutatnunk, hogy a

"1
G:V—W, hw Fla+h)-Fla)— Y — D" F(a)h™

m=1
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fiiggvény elosztva ||h||™-nel a nulldhoz tart, mik6zben h tart a nulldhoz.

Nyilvénvald, hogy Dom(G) = Dom(F') —a, tehat 0 € V a Dom(G) belsé pontja.
F' n-szer differencidlhaté a-ban, ezért G n-szer differencidlhaté a 0-ban, és igy
G (n — 1)-szer differencidlhaté a 0 egy kornyezetében. A h — D™F(a)h™ szim-
metrikus m-linedris leképezés k-ik derivaltjara vonatkozé 8.4.(iii) képlet alapjén
h € Dom(G) és 0 < k < n — 1 esetén azt kapjuk, hogy G-nek a k-adik derivéltja
h-ban egy v* € V* elemre hatva

n

DFG(h)o* = DFF(a+ )t — 3 %m(m C1). s (m— k4 DD E(a) (A, o),

m=k

ahol (h™=F vk) € Vm=F x VF = V™, Ezt tovabb alakitva, az i :== m — k jeloléssel
azt kapjuk, hogy
”i:k (i + k)( z—l—k:—l) (i+1)
(t+k)!

D*G(h)v* = D*F(a + h)v D*F(a)(h',v*) =

=0
n—k

=DFF(a+ h)v* — DFF(a)o* - ) ;D’”“F( )(h, 0",
=1

azaz

D*G(h) = D*F(a+ h) — Z DH’“F i,

ahol az utolsé szimbélum azt a V¥ — W szimmetrikus k-linedris leképezést jelenti,
amelyet 1igy kapunk, hogy D'**F(a) els6 i valtozéja helyébe befrjuk hi-t
Ebbél 14tszik, hogy 0 < k < n — 1 esetén D*G(0) = 0. Tovabba

D™1G(h) = D""LG(h) — D""'G(0) = D"~ F(a+ h) — D""\F(a) — D" F(a)(h, )
= On(h)7

ahol o, : V »— W kis ordé fiiggvény, amely F-nek az a-beli n-szer differencidlha-

tosdga miatt 1étezik. Ez viszont azt jelenti, hogy D™G(0) = 0 is teljesiil.

Az indukciés feltevés DG-re, mint a nulldban (n — 1)-szer differencidlhaté fiigg-
vényre azt adja, hogy

DG(h) =DG(0) + Z %(Df(DG)(O))hﬂ‘ +o([|Al|" ") =
= o(|[AI" =) =lIR)" (IR ),

ahol 7 : R — Lin(V, W) olyan fiiggvény, amelyre tlin(l) n(t) =0.
—
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Ezért a kozépértéktétel szerint, ha h € V olyan, hogy a [0,h] szakaszon G
differencidlhaté, akkor — 1évén a G definicidja szerint G(0) =0 —

Fla+h)—F(a) =Y %DmF(a)hm

m=1

= [1G(h) = G(O)]| <

< |Irll sup DG = [l sup [ln(lig]"~")]]-
£€[0,h] £€[0,h]

Mivel lim sup ||n([|¢]|"~*)| =0, az eléz8ck alapjan
h—0 §€[O,h]

1 —~ 1 . m _
%%W (F(a—i—h) — Fl(a) —;mD F(a)h ) =0,

és ezt akartuk bizonyitani.

9.4. Feladatok

1. frjuk fel a kovetkezd R? — R fiiggvények harmadrendd Taylor-multipoli-
nomjat az adott pont koriil:

(i) (z,y) = V22 4+ 92, (1,0), (i) (x,y) — sinzcosy, (0,0),

zty? . -y

(iii) (z,y) — "™, (0,1), (iv) (z,y) — Ty (1,1).

1. frjuk fel a kovetkezd R® — R fiiggvények harmadrendii Taylor-multipoli-
nomjat az adott pont koriil:

(i) (z,y,2) — e*y/22 + 92, (1,1,0), (i) (x,y) — sin(z + 2zy), (0,0,0).

10. SzéIsoérték, feltételes szélsdérték

Ebben a fejezetben V' valds normalt teret jelol. Emlékeztetiink, hogy minden
komplex vektortér egyben valds vektortér is, de egy fiiggvény valés differencialha-
tésdga gyengébb tulajdonsdg, mint a komplex differencialhatésaga.

10.1. Ahhoz hasonléan, mint A.2.1-ben, azt mondjuk, hogy az F' : V — R
fliggvénynek

(i) maximuma (minimuma) van az a € Dom(F') pontban, ha barmely z €
Dom(F) esetén

F(z) < Fla)  (P(@) = Fla)).

(ii) lok4lis maximuma (minimuma) van az a € Dom(F') pontban, ha létezik
olyan G(a) kérnyezete a-nak, hogy bérmely x € G(a) N Dom(F') esetén

F(z) < F(a) (F@ 2 F@).
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Szigoru (lokalis) széls6értékrdl (mas széval extrémumrol) beszéliink, ha a
fenti pontokban a < és > reldcidk helyett a szigoribb > illetve < egyenl6tlenségek
teljesiilnek, persze x # a esetén.

A jegyzet els6 felében mar lattuk, hogy egy differencidlhaté valés-valds fiigg-
vénynek csak akkor lehet széls6értéke egy pontban, ha ott a derivaltja nulla. Ezt
a tényt dltaldanosithatjuk normalt téren értelmezett fliggvényekre.

Allitas Ha az F : V ~— R fiiggvény 0 # v € V esetén a v irdny mentén diffe-
rencidlhaté az a pontban és ott lokélis széls6értéke van, akkor D, F(a) = 0.

B1zoNYyiTAs Mivel F differencidlhaté a-ban a v irdny mentén, 1étezik olyan r > 0,
hogy értelmezhetjiik a kovetkezo fliggvényt:

¢:]—rr[=R, t— F(a+tv).

Nyilvanvald, hogy ¢ differencialhaté a nullaban, valamint

és ¢-nek lokalis szélsGértéke van a nulldban. fgy az A.2.5. A&llitds értelmében
befejeztiik a bizonyitast.

Kovetkezmény Ha az F : V — R fliggvény differencidlhaté az a pontban és
ott lokdlis szélsbértéke van, akkor DF(a) = 0 € Lin(V,R), hiszen ekkor barmilyen
0# v eV esetén DF(a)v =D, F(a) = 0.

Vigydzzunk arra, hogy az &llitds forditottja nem igaz (hiszen mér valés-valds
fiiggvények esetében sem volt az), vagyis DF(a) = 0 nem jelenti feltétleniil azt,
hogy F-nek a-ban lokdlis széls6értéke van.

10.2. Az eléz6 pontban a széls6értéknek egy sziikséges feltételét 1attuk be, de ez
alapjan azt sem tudhatjuk, hogy az illeté pontban maximuma vagy minimuma van
(lehet) az adott fiiggvénynek. Hogy egy elégséges feltételt fogalmazhassunk meg a
szélséértékre vonatkozoan és a fenti kérdésre is vélaszt adjunk, be kell vezetniink
néhany fogalmat.
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Definicié Egy B : V x V — R bilinedris leképezésrél azt mondjuk, hogy
(i) pozitiv (negativ) definit, ha minden 0 # v € V esetén

B(v,v) >0 (B(v,v) < 0),

(ii) szigorian pozitiv (negativ) definit, ha

inf B(v,v) >0 ( sup B(v,v) <0),
llvll=1 [lv]|=1

(iii) pozitiv (negativ) szemidefinit, ha minden v € V esetén

B(v,v) >0 (B(v,v) <0),

(iv) indefinit, ha létezik u,v € V, gy, hogy

B(u,u) >0 és B(v,v) <0.

A szigori pozitiv (negativ) definitség egyenértékii azzal, hogy létezik 5 > 0 gy,
hogy minden v € V esetén

B(v,v) 2 Bv||? (B(v,v) < =B]lvl). (%)

Vildgos, hogy (ii) er6sebb tulajdonsdg, mint (i): ha a B bilinedris leképezés
szigortan pozitiv definit, akkor minden v € V, ||v|| = 1 esetén B(v,v) > 0, ezért
barmilyen « # 0 estén B(av, av) = o?B(v,v) > 0.

Ha V véges dimenzids, akkkor (i) és (ii) megegyezik egymadssal; ez azon mu-
lik, hogy véges dimenziés normalt térben az egységgémbhéj mindig kompakt, a
bilinearis leképezések pedig folytonosak. Ezért egy bilinedris leképezés felveszi a
minimumaéat és a maximumat az egységgémbhéjon. Ha B pozitiv definit, akkor az
egységgdmbhéjon a minimuma (infimuma) nem lehet nulla, mert csak a nulldban
veszi fel a nulla értéket.

Végtelen dimenziés normalt térben azonban ez nem igaz, amit a kovetkezo példa
mutat:

TnlY
PR) x P(R) = R, (z,y) — Y ’;"
neN
olyan folytonos bilinedris leképezés, amely pozitiv definit, de nem szigorian pozitiv
definit, amit konnyen ellendrizhet az Olvasé is.
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10.3. Allitds Legyen F : V »— R az a pontban kétszer differencidlhaté és
DF(a) =0.

(i) Ha D?F (a) szigoriian pozitiv (negativ) definit, akkor F-nek az a pont-
ban szigord lokalis minimuma (maximuma) van;

(ii) ha D*F(a) indefinit, akkor F-nek az a pontban nincs lok4lis széls6-
értéke.

(iii) Ha F-nek az a pontban lokédlis minimuma (maximuma) van, akkor
D2F(a) pozitiv (negativ) szemidefinit.

B1zoNYITAS Nyilvdnvalé, hogy a bels6 pontja az F értelmezési tartomanyénak,

ezért létezik olyan G(a) kornyezete, hogy G(a) C Dom(F). Legyen 0 # h € V
olyan, hogy a + h € G(a), és irjuk fel F-re az dltaldnos Taylor-formulét:

F(a+h)=F(a) + DF(a)h + %DQF(a)(h, h) +o(||h|]?) =

- o (1, h h o([IR]I?)
= F(a) + |11 <2D Fla) (h||’||h||>+ 1Al )

(i) Ha D?F(a) szigortian pozitiv definit (a masik eset teljesen hasonléan tar-
gyalhatd), akkor a 10.2. (x) Osszefliggés alapjin

0 2
F(a+h) > F(a) + || (g + (:””2 )>

kovetkezik.
Mivel o : R — R kis ordé fliggvény, létezik olyan § > 0, hogy minden 0 # h,
a+h € G(a), ||h| < 0 esetén
o([n*) _ B

]

amib6l ilyen h-kra F'(a+h) > F(a) adédik, vagyis F-nek az a-ban szigoru lokalis
minimuma van.

(iii) Legyen az a pontban lokélis minimuma F-nek (a lokélis maximum has-
sonléan targyalhatd). Az eddigiek alapjdn ez azt jelenti, hogy létezik olyan 6 > 0,
hogy barmely 0 # h, a + h € G(a), ||h|| < § esetén F(a + h) > F(a), azaz

1 h h o([I711?)
—D?F(a) < ) + > 0.
30 [[R]]” 1Al [[R2[|?

Ezt 4tirhatjuk tgy, hogy barmely v € V, ||v]| = 1 és minden 0 < « < § estén

0(0‘22) > 0. (%)

%DQF(G)(’U, v) + -
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Tekintve, hogy o : R — R kis ordé fliggvény, ebbdl
D*F(a)(v,v) 20 (|Joll = 1)

sziikségszertien kivetkezik, és ez éppen azt jelenti, hogy D?F(a) pozitiv szemide-
finit.

(i) Ha D2F(a) indefinit, akkor éppen az imént mondottak alapjan nem lehet
lokalis széls6értéke F-nek az a-ban, hiszen akkor vagy pozitiv vagy negativ sze-
midefinitnek kellene lennie.

10.4. Emlékezziink vissza, hogy A.8.6-ban val6s-valds fliggvényekre targyaltuk
a lokalis szélsGérték elégséges feltételeit. Megvizsgaltuk, hogy mit lehet monda-
ni, amikor az adott fiiggvénynek nem csak az elsd, hanem a mdsodik (vagy az
els6 valahdny) derivaltja nulla. Bizonyitds nélkiil kimondjuk ennek az &llitdsnak
a megfelel6jét normalt téren értelmezett fiiggvényekre. Ehhez értelemszeriien al-
taldnositjuk pdros n esetén n-linedris leképezésekre a pozitiv (negativ) definit,
pozitiv (negativ) szemidefinit, szigordan pozitiv (negativ) definit és in-
definit fogalmakat a 10.3. mintdjara. Példaul az R : V™ — R n-linedris leképezés
pozitiv definit, ha R(v,v,...,v) > 0 minden 0 # v € V esetén.

A||ftés Legyen F : V — R n-szer differencidlhaté az a pontban és
DF(a) =0, D?*F(a)=0, ... D" 'F(a)=0, D"F(a)#0.

(i) Az F fiiggvénynek csak akkor lehet lokélis minimuma (maximuma) az
a pontban, ha n pdros és D" F(a) pozitiv (negativ) szemidefinit,

(ii) Ha n pdros és D"F(a)

1) szigordan pozitiv (negativ) definit, akkor F-nek a-ban szigoru lokélis
minimuma (maximuma) van,

2) indefinit, akkor F-nek nincs az a-ban lokdlis szélsGértéke.

10.5. Gyakran el6fordul, hogy egy fiiggvénynek a szélséértékét keressiik, de
csak egy olyan halmazon, amelynek elemei eleget tesznek bizonyos feltételeknek.
Példdul egy tobbvéltozos fliggvény maximumaéra vagyunk kivdncsiak, ha néhany
véltozéja elére rogzitett, vagy mondjuk egy R?® — R fiiggvény minimumaéra egy
ellipszoid feliiletén, stb.

Legegyszeriibbnek tiinik lesziikiteni a szébanforgé fiiggvényt a kérdéses halmaz-
ra és ott vizsgalni. Ez a halmaz azonban esetleg nem nyilt, s6t talan a belseje iires
(vagyis nem tartalmaz nyilt részhalmazt; ilyen példaul egy ellipszoid feliilet R3-
ban), és ekkor a leszlikitett fiiggvénylink mér differencidlhaté sem lehet, {gy az
eddig megismert differencidlszamitdsi modszerek nem alkalmazhatdk a szélsGérték
meghatarozasahoz.

Matematikailag a problémat kévetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:
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Definicié Legyen F : V R, S : V - RM 0 € Ran(S). Azt mondjuk,

-1
hogy az F fiiggvénynek (lokdlis) szélsGértéke van az a € Dom(F) N S {0}
pontban az S feltétel mellett, ha az F|_,  fiiggvénynek (lokdlis) széls6-
5 {0}

értéke van a-ban.

Allitas Legyen V teljes normalt tér (Banach-tér), F : V ~— R, S:V »» RM

-1

folytonosan differencidlhaté, a € Dom(F) N S {0}, és DS(a) € Lin(V,RM)
raképezés. Ha F-nek lokalis szélséértéke van a-ban az S feltétel mellett,
akkor létezik olyan \ : RM — R linedris leképezés, hogy

D(F — Ao S)(a) = 0.

BizoNYITAs (i) Elészor legyen V véges dimenzids. A hatarozottsdg kedvéért te-
gyiik fel, hogy F-nek lokélis maximuma van a-ban az S feltétel mellett; természe-
tesen minimum esetén a bizonyitas teljesen hasonléan végezhet el. Létezik tehat

-1
olyan N C V kornyezete a-nak, hogy F(z) < F(a) minden x € NN S {0} esetén.

Tekintsiik az (F,S) : V — R x RM folytonosan differencidlhaté egyiittes fiigg-
vényt. (F,S)(a) = (F(a),0) € (F,S)(N) nem lehet bels6 pontja az (F,S)(N) C
R x RM halmaznak, hiszen ha o > F(a), akkor (a,0) ¢ (F,S)(N), mert F-nek
lokalis maximuma van a-ban az S feltétel mellett.

A mondottak miatt D(F, S)(a) = (DF(a),DS(a)) : V — R x RM nem lehet
raképezés, ugyanis ha az volna, akkor a 7.3.(iii) alapjan létezne olyan kornyezete
az a pontnak, hogy (F,S) ezen a kornyezeten nyilt leképezés volna, és ezdltal
(F(a),0) belsé pontja lenne (F, S)(N)-nek.

Tehat (DF(a),DS(a)):V—R x RM nem rdképezés, viszont DS(a):V — RM az.
Ebbél az kovetkezik, hogy (DF(a),DS(a)) értékkészlete, L := Ran(DF(a),DS(a))
az R x RM egy M-dimenzids altere (ugyanis legfeljebb és legalabb M-dimenziés).
Nyilvanvald, hogy

DS(a) = pry o (DF(a),DS(a)),

ahol pry : R xRM — RM a szokdsos masodik projekcié. A pra|p : L — RM linedris
leképezés sziirjekcio, és dim L = M, tehat bijekcid is, és igy

(DF(a),DS(a)) = (pralz)” " o DS(a).

Bevezetve a A := pry o (pra|z)”' : RM — R linedris leképezést (ahol pry :
R x RM — R a szokésos elsé projekcié) ebbél rogtén

DF(a) = AoDS(a)
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adddik, azaz D(F — Ao S)(a) = 0, és ezzel véges dimenzids esetre a bizonyitdst
elvégeztiik.

(ii) Legyen most V végtelen dimenziés. Mivel DS(a) : V — RM linedris raké-
pezés, van olyan U C V linedris altér, hogy dimU = M és DS(a)|y bijekcid.

Vegyiink egy tetszbleges 0 #£ v € V vektort, és jeldlje L C V az a, v vektorok
és az U altér éltal kifeszitett legfeljebb (M + 2) dimenzids linedris alteret. F-nek
lokélis szélsGértéke van az a pontban az S feltétel mellett, ezért az F|p flige-
vénynek is lokdlis szélséértéke van a-ban az S|y, feltétel mellett. Tekintve, hogy L
véges dimenziés, a bizonyités els6 része alapjan létezik olyan ), : RM — R linedris
leképezés, hogy

D(F|L — Ay 0 5|z))(a) =0.

Ebbdl kovetkezik (14sd az 1.11.16. feladatot), hogy
D(F — X, 0S(a))|r =0,
s6t
DF(a)ly — Ay oDS(a)|ly = D(F — Ay 0 S)(a)|ly =0,

amibdl
Ay = DF(a)|y o (DS(a)|r) ™" =: A

adddik, azaz A\, nem fiigg az v vélasztasatél. Ezek szerint
D(F —XoS)(a)|lL =0

teljestl, és igy készen vagyunk, mert v € V tetszélegesen valasztott elem volt, és
L tartalmazza v-t, ezért az utolsé egyenlségbol

D(F—XoS)(a)=0

kovetkezik.

10.6. A feltételes lokalis szélsGértékre vonatkozo sziikséges feltétel, amelyet az
imént megfogalmaztunk, egy bizonyos tulajdonsagi A € Lin(RM | R) = RM létezé-
sét allitja. A gyakorlatban, amikor feltételes széls6értéket keresiink, ez M darab
ismeretlent jelent, viszont maga az S(a) = 0 feltétel pontosan M darab egyenle-
tet biztosit szamunkra. Ha példdul (az allitdsban hasznalt jeldléseknél maradva)
F:RN —Ré S=(S,...,5): RV — RM akkor

M
0, (F -3 AkSk> (a) =0, (i=1,..,N),
k=1
Sk(a):O, (kil,...,M)
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éppen N+M egyenlet az a =: (aq,...,an) és (A1,..., Ayr) ismeretlenekre vonatko-
zéan, ahol a € RY a keresett lehetséges lokdlis szélséérték(ek) helye(i), A1, ..., Ay
pedig az ugynevezett Lagrange-multiplikatorok.

10.7. Hasznaljuk a 10.5. jeldléseit, és tegyiik fel, hogy F-nek szélséértéke van
a-ban az S feltétel mellett. Ha F' és S kétszer differencidlhaté, akkor olyan h-kra,

-1
amelyekre a + h € S {0}, az F — Ao S fiiggvényre felirva az 4ltaldnos Taylor-for-
mulat azt kapjuk, hogy

Flath) = F(a) + 3D*(F — Xo §)(@)(h,h) + of |h]]). (+)

Ezzel elismételhetjiik a 10.3. (i) bizonyitasdban mondottakat: ha D?(F—\oS)(a)
szigorian pozitiv (negativ) definit, akkor F-nek az a pontban szigori lok4lis mi-
nimuma (maximuma) van az S feltétel mellett. Ez azonban til erds feltétel, hiszen
latjuk, hogy D?(F — X o S)(a)-nak csak bizonyos h-kon felvett értékei szerepelnek.
Emiatt viszont a 10.3. (iii) és ezéltal (ii) pontja sem sziikségképpen igaz, hiszen
az ottani (%) egyenl6tlenséget most nem tudjuk minden v egységvektorra és J-nal

-1
kisebb a-ra, hiszen av € S {0} fenn kell, hogy alljon.
Ha V véges dimenzids, akkor tobbet tudunk mondani.

Allitds Legyen V véges dimenziés, F : V ~» R és S : V ~— RM az a pontban
kétszer differencidlhatd, és A € Lin(RM | R) olyan, hogy D(F — Ao S)(a) = 0.

(i) Ha D?(F — X o S)(a) pozitiv (negativ) definit a Ker(DS)(a) altéren,
akkor F-nek az a pontban szigori lokalis minimuma (maximuma) van az S
feltétel mellett;

(i) ha D*(F — Ao S)(a) indefinit a Ker(DS)(a) altéren, akkor F-nek az a
pontban nincs lokalis szélsGértéke az S feltétel mellett;

(iii) ha F-nek az a pontban lokdlis maximuma (minimuma) van, akkor
D?(F — X o S)(a) pozitiv (negativ) szemidefinit a Ker(DS)(a) altéren.

BizoNYiTAS Mivel V véges dimenziés, megadhatunk rajta normat skaldris szor-
zattal (Analizis 111.B.6.2.). Legyen U a DS(a) magjanak ortogonalis kiegészito

altere. Mivel DS(a) injektiv az U-n, DS(a)|y inverze (amely szintén véges dimen-
zi0s vektortéren van értelmezve) folytonos, tehdt van olyan « > 0, hogy

IDS(a)hy |l = aflhy|] (1)

minden hy € U esetén. Tovabba minden h € V egyértelmiien el6all h = hg + hy
alakban, ahol hg € Ker(DS(a)) és hy € U, és ||h]|? = ||hs||® + ||hv||?, amibél

1]l < [[7]]- (2)
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A Taylor formulabdl

S(a+ h) = S(a) + DS(a)h + o(h) = DS(a)hy + o(h);

-1
ha a + h € S {0}, akkor a bal oldal nulla, tehat (1) alapjin

Az egyszerliség kedvéért az A := D?(F — X o S)(a) jeloléssel a (x) osszefiiggést
atirhatjuk

F(a+h) = F(a) + %A(hs, hs) + A(hs, hu) + %A(hw hu) +o(|[R]*)  (4)

Alhs, ho)| lo(h)]
2 P <A
D]

-ra vonatkozdan megéllapithatjuk, hogy (4)-ben a jobb oldal

alakba. A (2) és a (3) Osszefliggés szerint

|A(hu, ho)
I L
harmadik és negyedik tagja is kis ordo h-ban, azaz

, és hasonlé

becsléssel

Fla+h) = F(a) + 5 A(hs, hs) + of [1]]).

Ezutan mar ugyanigy érvelhetiink, mint 10.3-ban.

10.8. Feladatok

1. Az (a,b,c) € R3 ponton keresztiil fektessiink olyan sfkot, amely a koordiné-
tasikokkal a legkisebb térfogatt tetraédert alkotja!

2. Hatédrozzuk meg a felilrdl nyitott derékszogl lada méreteit gy, hogy adott
V térfogat és h falvastagsdg mellett a legkevesebb anyagbdl legyen elkészithetd!

3. Legyen adva ay,...,a, € RY, és barmely R"-beli 2 ponthoz rendeljiik hoz-
78 az ap-ktél mért tavolsdganak négyzetosszegét (k = 1,...,m). Keressiik meg e
fiiggvény minimumat!

4. Hatarozzuk meg az impliciten x € R és y € R fiiggvényeként adott z € R
legkisebb és legnagyobb értékeit:

(i) 222 +2y* + 22 + 8xz — 2 + 8 = 0;

(ii) z* + y* + 2% = 2a2(2? + 3 + 22), ahol a € R adott.

5. Hatdrozzuk meg a kovetkezd R? »— R fiiggvényeknek a feltiintetett feltételek
melletti széls6értékeit:

(i) (z,y,2) — zyz, 22 +9y2 +22=3;

(i) (x,y,2) — z2y324, 20+ 3y+4z=a (a€R);

(iii) (z,y, z) — xyz, r+y+z=5 ayt+yz+zz=238;

(iv) (z,y,2) > sin § sin § sin £, c+y+z=m, x>0, y>0 2>0.



122 II. TOBBSZOR DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

6. Legyen F : R® — R, (z,y,2) — 22 +9y?> + 2%, é5 S : R® = R, (z,y,2) —
2 2 2
% + 22—2 + 2—2 — 1, ahol @ > b > ¢ > 0 adott szamok. Alkalmazzuk ezekre a
a c
fiiggvényekre a 10.7. allitést.

11. A variaciészamitas elemei

11.1. A széls6érték-problémaék egy érdekes és fontos fejezete a varidacidszami-
tas. Torténeti okbdl azért érdekes, mert a klasszikus analizisen — a néhény valds
valtozés fliggvények elméletén — kiviil esé problémat vet fel és targyal; gyakorlati
szempontbdl pedig azért fontos, mert a fizika és a miiszaki tudoméanyok megko-
vetelik olyan fiiggvények szélséértékeinek megkeresését, amelyeknek értelmezési
tartoméanya nem RY részhalmaza, hanem példaul valamely gorbék vagy feliiletek
egy osztalya.

Fogalmazzuk meg példaképpen az egyik ilyen legegyszeriibb feladatot, az igyne-
vezett brachisztochron-problémat, amelynek nagy szerepe volt a varidciészamitas
kialakulasdban.

Legyen adott két pont a fizikai teriinkben, amelyek kiillonb6z6 magassigban,
nem egymas alatt helyezkednek el. Vegyiik azokat a gorbéket, amelyeknek ezek
a végpontjai. Melyik az a peremes gorbe, amely mentén (mint kényszerpdlydn)
adott kezdOsebességgel inditott anyagi pont a nehézségi eré hatasa alatt az egyik
pontbdl a masikba a legrovidebb id6 alatt jut el?

Mi a varidcidszamitasnak arra az esetére korlatozédunk, amikor az elézéekben
tanult differencialasi modszerek alkalmazhatdk, vagyis a vizsgalt fliggvények értel-
mezési tartomanya egy normalt tér részhalmaza. Ennek is csak egy specialis részét
érintjik, amelyet a fizikdban szokds alkalmazni.

11.2. Tekintsiink egy kiils6 eré hatasa alatt mozgd tomegpontot. Az idét va-
16s szamokkal, a fizikai teret valds szamharmasokkal reprezentdljuk. A mozgds
a (t1,t2) idétartamban megy végbe, és ez alatt a tomegpont a P; pontbdl a P,
pontba jut el. A mozgast egy r : [t1,t2] — R? kétszer folytonosan differencidlhaté
fiiggvénnyel irjuk le, amelyre r(t1) = Py, r(t2) = P>. A mozgast Newton térvénye
hatarozza meg, vagyis egy masodrendii differencidlegyenlet.

Lagrange szerint ehhez a differencidlegyenlethez egy varidciés probléma meg-
oldasaval juthatunk el. Tekintsiik azokat a kétszer folytonosan differencidlhato
r o [t1,ta] — R3 fiiggvényeket, amelyekre 7(t;) = Pi, 7(ts) = P». Ezeket a
fizikdban virtudlis (képzeletbeli) mozgdsoknak szokds nevezni. A tOmegpontra
haté erd segitségével megadhaté egy olyan L : R x R? x R? — R tgynevezett
Lagrange-fiiggvény, hogy a valédi, a 1étrejové mozgas az, amelyre az el6bbi
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fiiggvényosztalyon adott
to
" /L(t,r(t),f(t))dt

t1

funkciondl extremdlis értéket vesz fol.

Ez a médszer alkalmazhaté arra az esetre is, ha tobb tomegpont mozgasat vizs-
géljuk, és még akkor is, ha a tomegpont(ok) nem mozdulhat(nak) el szabadon
akdrhogyan a térben, hanem kényszer(ek) ald van(nak) vetve. Sot, gyakorlati
szempontbdl éppen ez utébbi esetekben nagy jelentdségii a Lagrange-moddszer,
mert attekinthetetlennek tiiné probléméknal is tébbnyire viszonylag egyszertiien
irhatjuk fel segitségével a mozgasegyenleteket.

11.3. Fogalmazzuk most meg a pontos matematikai problémat.
Legyen adott t1,to € R és P, P, € RV, A

V= {reC'([ti,t2], RY) | r(t1) = P1,r(tz) = P}
fliggvényosztaly affin tér a
6V = {ér e CY([t1, t2], RN) | (67)(t1) = (07)(t2) = 0}
vektortér felett, amely a

o]l =, max {{(0r) ()] + |(0m)(®)}

1,t2

normaval elldtva Banach-tér, amint azt tudjuk (Analizis I11.B.4.3.2.). V tehét nor-
malt affin tér, alkalmazhatjuk a differencidlszamitds mddszereit (lasd a kovetkezd
fejezetet).

A kissé szokatlan ¢ jeleket azért hasznaljuk, mert a fizikdban elterjedtek, és igy
konnyebb Osszevetni eredményeinket az ottani alkalmazasokkal. Sé&t, a tovabbi
egyszerlisitett frasmédot is elfogadjuk: 6r(t) := (6r)(¢), o7 := (dr).

Legyen L : R x RY x RN »— R folytonos fiiggvény, és keressiik az

S:V SR, rH/L(t,r(t)J(t))dt

t1

leképezésnek — amelyet a fizikdban hatasnak szokas nevezni — a széls6értékeit.

A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy a differencialszamitas eszkozei alkal-
mazhatdk a V' normalt affin térre. Ha S differencidlhatd, akkor a széls6értékeinél
a derivaltja nulla, tehét els6 feladatunk feltételt adni arra, mikor differencialhaté
S, méasodik feledatunk pedig az, hogy felkutassuk a DS nulla-helyeit.
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Miel6tt erre vonatkozo kijelentést tennénk, allapodjunk meg abban, hogy L
valtozéit rendre nulladiknak, elsének és masodiknak nevezziik.

11.4. A||ftés Ha L kétszer folytonosan differencialhato, akkor S differenci-
alhato és
to

DS(r)dr = /(81L(t,r(t),r'*(t))5r(t) + 02 L(t, r(t),f(t))di’(t))dt,

ty

aholr € V és or € 6V .

BizoNYITAS Mivel L kétszer folytonosan differencidlhaté, minden rogzitett ¢t €
[t1,t2] és r € V, dr € 0V esetén a Taylor-formuldbol

L(t,r(t) + or(t),7(t) + 67(t)) — L(t, r(t),7(t) =
= 01 L(t,r(t),7(t)or(t) + O L(t,r(t),(t))or(¢t)+

+ 3| BL(E p(0),6(0) (r () +
20005 L(t, p(t), £(2))8r(£) 57 () +
+ 5Lt p(t), £(1)) (97(1))*

ahol p(t) és £(t) az r(t) és r(t) + or(t) illetve az 7(t) és 7(t) + d7(t) kozotti sza-
kasznak eleme R™-ben. Felhivjuk a figyelmet, hogy itt dr(t),57(t) € RY, tehat
ne tévessziik szem el6l, hogy példdul a fenti jobb oldal elsé tagjdban a parcialis
derivalt mint linedris leképezés hat dr(t)-re, az utolsé tagban pedig a mdsodik
parciélis derivélt mint bilinedris leképezés hat (67 (t), 07 (¢))-re.
A fenti formuldnak megfeleléen az
ta
S(r+dr)—S(r) = /(L(t, r(t) + or(t), 7 (t) + 67(t)) — L(t,r(t), r(t))) dt
ty
megvaltozast két tagra bontjuk.
Az elsé,
ta
/ (81L(t, r(£), #(£))6r(t) + BaL (2, 1(1), f(t))éf(t)) dt
ty
nyilvén linedris dr-ben és folytonos is, mert |d7(t)| < ||dr], |d7(¢)] < ||d7r]], és a 1L
illetve 05 L folytonos fiigvények korldtosak a [t1,t2] x Ran(r) x Ran(7) kompakt hal-

mazon; ha K egy korlétjuk, akkor az egész kifejezés majoralhaté a 2K (to —t1)||d7||
értékkel.
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A széban forgd megvaltozas masodik tagjardl pedig kimutatjuk, hogy ér-ben
kis ordé fiiggvény. Ugyanis L kétszeres folytonos differencidlhatésdga miatt 07 L,
0102 és O3L korlétos fiiggvények a [t1, 2] x (Ran(r) + B) x (Ran(7) + B) kom-
pakt halmazon, ahol B := {z € RY | |z| < 1}. Igy, ha M jelsli e fiiggvények egy
korlatjat, akkor a ||dr| < 1 feltétel teljesiilése esetén a megvaltozds ezen méasodik
tagjat 2M (to — t1)||0r||? feliilrél becsiili.

Megjegyzés Az iméntinél joval er6sebb &llitést is kimondhattunk volna, ugyan-
is S folytonosan is differencidlhaté, mar akkor is, ha L csak egyszer folytonosan
differencidlhat6. Ez azonban bonylultabb bizonyitast igényelt volna, a fizikdban
pedig altalaban elegendd a fentebb igazolt allitds ismerete.

11.5. A”I/tés Ha r € V és r kétszer folytonosan differencialhatd, akkor
DS(r) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha r kielégiti az ugynevezett Euler—Lag-
range egyenletet:

DLt (1), 7(1)) — S OuL(t, (1), (1)) = 0.

BI1zOoNYITAS r kétszer folytonosan differencidlhatd, igy ¢ — OxL(t, r(t),7(t)) dif-
ferencidlhatd, ezért a DS(r)-t megadd formuldban parcidlisan integralhatunk és a
or(t1) = dr(ta) = 0 feltétel miatt azt kapjuk, hogy

to

DS(r)ér = /(81L(t,r(t),7*(t)) - jt@gL(t,'r(t),f(t)))ér(t)dt.

t1

Ha tehét r kielégiti az Euler-Lagrange-egyenletet, akkor DS(r) = 0.

Ha viszont DS(r) = 0, akkor minden ér € 6V esetén DS(r)ér = 0, amibél a
kovetkez6 tgynevezett Lagrange-lemmaval mar adédik, hogy r kielégiti az Euler—
Lagrange-egyenletet.

11.6. A Lagrange-féle lemma igy szél: ha ¢ € C([t1,t2],RY) és minden §r € 6V
esetén

/ 6(1) - r(1)dt = 0

(ahol - jeloli a szokdsos skaldrszorzast), akkor ¢ = 0.

Bizonyitasat indirekt médon végezziik. Tegyiik fel, hogy ¢ # 0. Ekkor van
olyan komponense ¢-nek, amely nem nulla; az altaldnossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy ez ¢1. ¢1 folytonossdga miatt van olyan [tg — €,tg + €] interval-
lum [t1,%2)]-ben, amelyen ¢; azonos elgjelii, mondjuk pozitiv. A

(t—to+eto—t+e)? hatelto—ety+e,

st te] 2 R, tei=
kit bl {0 ha t & [to — €, to + €.
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fiiggvény folytonosan differencidlhatd, a [to — €,t + €] intervallumon pozitiv, azon
tg t2

kiviil nulla, tehdt dr := (k,0,0) € 6V, és [ @(t) - or(t)dt = [ ¢1(t)k(t)dt > 0, ami
ty t1

ellentmondés.

12. Differencidlas affin terekben

12.1. A differencidlhatésdg fogalmét szinte valtozatlan forméban bevezethetjiik
normalt affin terekben is.
Ha V affin tér a V vektortér folott (Analizis 11.42.), V-n adott egy ||.|| norma,
akkor
VxV =Ry,  (zy) = lz—yl

metrika V-n. Ekkor normélt affin térrél beszéliink, és szokdsosan egyetlen szim-
bélummal, V-vel jeloljiik a tovabbiakban. Véges dimenzios affin terek esetén nem
is kell konkrét normat megadnunk az alulfekvd vektortéren (hiszen barmely két
norma ekvivalens), hogy nyflt halmazokrdl, konvergenciardl, folytonossdgrél és dif-
ferencialhatosagrél beszélhessiink az affin térben.

A differencidlhatésagot formailag ugyanigy definidlhatjuk normalt affin terek
kozotti fiiggvényekre, mint ahogyan normalt vektortereknél tettiik.

Legyen V és W normdlt affin tér. Az F': V — W fiiggvény differencidlhaté az

a pontban, ha a € ng(F), és létezik olyan DF(a) : V — W folytonos linedris
leképezés, hogy
F(z) — F(a) =DF(a)(z — a) + o(z — a),

ahol o : V — W kis ordé fiiggvény.

A differencidlhatésagra vonatkozd Gsszefiiggések értelemszertien érvényben ma-
radnak ebben az esetben is. Példaul, ha F,G : V — W és G : V »— W differenci-
alhatok a-ban, akkor

- F—G:V — W is differencidlhaté a-ban, és D(F —G)(a) = DF(a) —DG(a),

— F + G is differencidlhaté a-ban, és D(F 4+ G)(a) = DF(a) + DG(a).

A t6bbszoros differencidlhatdsig értelmezése is 1ényegében ugyanigy megy, mint
normélt terek esetén. Az F : V — W els6 derivéltja V — Lin(V, W) fiiggvény,
mésodik derivéltja V — Lin?(V2, W) fiiggvény, stb.

A V affin tér x és y elemei koz0tti szakasz is értelmezhetd a szokdsos formuldval:
[z,y] :={z +aly —z) | @€ [0,1]}.

Mindezeknek megfelelGen, értelemszeri megfogalmazassal érvényben marad az
altalanos kozépértéktétel, a Taylor-formula, a szélsGértékekre vonatkozé feltételek
stb.

12.2. Legyen I egy dimenzids (és {gy normaéltnak tekintheté) affin tér, V' nor-
mélt affin tér. Ha f : I — V differencidlhaté a ¢ € I pontban, akkor Df(t) €
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Lin(I, V). Tudjuk, hogy minden I — V linedris leképezés folytonos, ezért a diffe-
rencidlhatosag értelmezésekor a folytonossag megkovetelése elhagyhato.

Az is ismert, hogy Lin(I,V) és T kozott van egy természetes azonositas:

A%
%(s) = %x — normélt tér a H ¢ H = |||t||| norméval, ahol |.| az I-n adott norma.
Lin(I, V) is normalt tér, és az emlitett azonositds izometrikus:
o 1566 = sum ] 1 = 5
a1t Wl T

Allitas Legyen I egy dimenziés affin tér, V normalt affin tér. Az f:1—V
fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté a t € Dom(f) pontban, ha

Iétezik az
0 ot T =10

s—t s—1t

ey
1

hatdrérték, és az emlitett azonosités szerint f'(t) = Df(¢).
BizoNYITAs Ha f differencidlhaté ¢-ben, akkor s € Dom(f) esetén
f(s) = f(t) =Df(t)(s —t) + o(s — 1),
ahol 0 : I — V kis ordé fiiggvény. Ha s # t, akkor
fls) = J(t) _ DIW)(s=1) | ols =)

s—t B s—t s—t

)

és az azonositds szerint
Df(t)(s —t)
s—t

il

=Df(¢).

o(s —1t)
, amibdl mar nyilvanvaléan kovetkezik, hogy

Tovabba H ot
|S —t
létezik f'(t) és f ( ) Df(t).

Teljesen hasonléan érvelhetiink, ha azt akarjuk megmutatni, hogy f”(¢) 1étezésé-
bol kovetkezik az f fliggvény t-beli differencidlhatésaga; a részleteket az Olvasora
bizzuk. m

Iménti allitasunk az 1.5. pontban mondottak altalanositésa.

A%
Ha f : I — V tobbszor differencidlhaté, akkor, 1é6vén f/' : I — T azt kapjuk,
hogy

f(t) €

== <
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és f"(t) = D?f(t); és igy tovabb a magasabb rendfi derivaltakra.

12.3. Ha I egy dimenzios valds irdnyitott affin tér, vagyis az alulfekvé I vektor-
tér irdnyitott, akkor az irdnyités kijeloli az I pozitiv és negativ elemeit, és lancszert
rendezést hataroz meg mind I-n, mind I-n: ¢ < s pontosan akkor, ha 0 < s —t.
Ennek alapjan értelmes az I intervallumairdl beszélni. Ha D is egy dimenzids valds
irdnyitott affin tér, akkor értelmes az I — D monoton fliggvények fogalma.

Az Olvaséra bizzuk, ldssa be azt az igen egyszerli tényt, hogy az A.2. fejezet
tételei megfelel6 fogalmazassal érvényesek I — D fliggvényekre is.
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I1l. RESZSOKASAGOK

13. Részsokasagok paraméterezése, érintoterek

Ebben a fejezetben véges dimenzids vektorterek részsokasagainak értelmezésé-
vel és alapvetd tulajdonsagaival foglalkozunk; V' mindvégig egy véges N dimenzids
valds vektorteret jelol (N € N).

13.1. Definicié Legyen M € Ny. Egy R C V nem iires halmazt M dimen-
zi6s elemi részsokasdgnak hivunk, ha létezik olyan p : RM ~— V fiiggvény,
hogy

(i) Dom(p) Osszefiiggs és nyilt, Ran(p) = R,

(ii) p folytonosan differencidlhatd,

(iii) Dp(€) € Lin(RM, V) injektiv barmely ¢ € Dom(p) esetén,

(iv) p injektiv és az inverze folytonos.

A p fiiggvényt az R paraméterezésének nevezziik.

Megjegyzések (i) A p paraméterezés is folytonos (nem csak az inverze), mert
differencidlhaté. Azt szokds mondani, hogy p homeomorfizmus (“oda-vissza foly-
tonos”) Dom(p) és R kozott. Mivel dsszefiiggé halmaz folytonos képe Osszefliggé,
az elemi részsokasagok Osszefiiggé halmazok.

(i) Ha V = KV és M = 1, visszakapjuk az A.12.1-ben definidlt gérbe fogalmat.
Altaldban akdrmilyen V esetén az egy dimenzids elemi részsokasagot gorbének
hivjuk.

(iii) Egy elemi részsokasig dimenzidja nem lehet nagyobb az 6t tartalmazé vek-
tortér dimenzidjanal, vagyis — a definicioban szerepl6 jelolésekkel — M < N, mivel
méskiilénben a Dp(¢) : RM — V linedris leképezés nem lehetne injektiv egyetlen
¢ € Dom(p) pontban sem.

(iv) Az N dimenzids elemi részsokasdgok az osszefiiggd nyilt halmazok. Ugyan-
is ha p:RY>—V a definiciéban adott tulajdonsigi fiiggvény, akkor az inverzfiigg-
vény-tétel szerint Ran(p) nyilt. Ha viszont R Osszefiiggd és nyilt, akkor barmely
K:V—RN linedris bijekci6 (koordinatézas) esetén K 'k (g az R paraméterezése.
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(v) A 0 dimenziés elemi részsokasdgok az 1.3.(ii) szerint az egypont halmazok,
ugyanis R%-t az egyetlen pontbél 4llé vektortérnek tekintjiik.

(vi) A gorbékhez hasonléan itt is ki kell emelniink, hogy egy elemi részsokasig
paraméterezése nem egyértelmii. Ugyanis, ha p az R paraméterezése és ¢ : RM —
RM Gsszefiiggé halmazon értelmezett folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amely
injektiv és az inverze is folytonosan differencidlhaté, tovabba Ran(¢) = Dom(p),
akkor a po ¢ : RM »— V fiiggvény szintén paraméterezése lesz az R elemi részso-
kasdgnak (¢ derivaltja minden pontban linedris bijekcid).

(vii) Ha U véges dimenzids vektortér és F' : V — U Osszefliggé halmazon értel-
mezett folytonosan differencidlhato fliggvény, amely injektiv és az inverze is foly-
tonosan differencidlhatd, tovabbd R elemi részsokasdg V-ben és RN C DomF # (),
akkor F'[R] is elemi részsokasdg; ha p az R paraméterezése, akkor F o p az F[R]
paraméterezése (F derivéltja minden pontban linedris bijekcid).

13.2. Definicié Egy R C V nem iires halmazt

(i) M dimenzids részsokasdgnak hivunk, ha minden x € R pontnak
létezik olyan G(x) C V kérnyezete, hogy RN G(x) M dimenzids elemi rész-
sokasag,

(ii) M dimenziés zdrt részsokasdgnak hivunk, ha M dimenzids rész-
sokasag és zart halmaz V -ben,

(iii) M dimenzidés peremes részsokasdagnak hivunk ha M dimenzids
részsokasag, és a hatara (pereme), OR := R\ R M — 1 dimenziés részsokasag.

Az egy dimenzids részsokasagokat gorbéknek, a két dimenziésokat felii
leteknek, az N — 1 dimenziésokat hiperfeliileteknek hivjuk.

A peremes gorbe itteni definiciéja egy kissé eltér a kordbbitdl; ott ugyanis a
perem is hozzatartozott a peremes gérbéhez, itt viszont nem. Valdjaban ez lényeg-
telen kolonbség, csak M > 1 esetén nehézkes volna — de lehetne — gy definidlni a
peremes részsokasagot, hogy a pereme is hozzatartozzon.

Megjegyzések (i) Egy elemi részsokasdg egyben részsokasag is, hiszen minden
x pontjara G(z) := V teljesiti a definicié feltételét.

(ii) Ha U véges dimenziés vektortér és F' : V »— U olyan fliggvény, amely folyto-
nosan differencidlhatd, injektiv, az inverze is folytonosan differencialhaté, tovabba
R részsokasag V-ben és RN C DomF # (), akkor F[R] is részsokaség.

13.3. Lassunk néhany példat!

(i) Az r > 0 sugard gombhéj R¥-ben, azaz {x € RY | |z| = r} zért hiperfeliilet.
Ugyanis zart halmaz, és ha x az eleme, akkor valamelyik koordinatija nem nulla,
legyen példaul xny > 0. Ekkor az x egy kornyezetében

RN_lHRN7 (£17"'7€N71>'_> 617"‘7§N717

N-1

2

r? — Z &
k=1




13. Részsokasagok paraméterezése, érintéterek 131

a gbmbhéj paraméterezése.

(ii) Az r > 0 sugart fél gdmbhéj RV-ben, azaz {z € RY | |z| = r,oy > 0}
peremes hiperfeliilet. Pereme az {x € R | |z| =7, 2y = 0} halmaz, amely N — 2
dimenzids részsokasig, hiszen “lényegében” az RN 1-beli r sugard gémbhéj.

13.4. Allitds Ha T M dimenziés vektortér, U véges dimenziés vektor-
tér, u : T »— U 0sszefiiggé halmazon értelmezett folytonosan differencial-
hato, akkor u grafikonja M dimenziés elemi részsokasag T x U-ban, amely-
nek paraméterezését egy A : RM — T linedris bijekciéval adhatjuk meg
p: A7 (Domu) — T x U, & — (A&, u(AE)) alakban.

B1zoNYITAS Az allitdsban szerepld p teljesiti a paraméterezésre kirétt feltételeket,
hiszen

— Dom(p) sszefiiggd és nyilt,
p folytonosan differencialhatd,

— Dp(§) = (A, Du(A¢)A) injektiv minden £ € Dom(p) esetén;

— p injektiv, és p~1 = A~ lpry folytonos. m

Természetesen, ha elhagyjuk azt a feltételt, hogy u értelmezési tartomanya 6sz-
szefiiggd, akkor gy igaz az allitas, hogy u grafikonja M dimenzids részsokasag.

13.5.  Allitas Legyen W N — M dimenziés valés vektortér, S : V — W
folytonosan differencidlhaté és ¢ € Ran(S). HaDS(x) € Lin(V, W) rdképezés

-1 -1
minden x € S {c} pontban, akkor S{c} M dimenzids részsokasdg.

—1
BizoNYITAS Legyen a € S{c} tetszbleges. Mivel dim(V) = N és DS(a) €
Lin(V, W) rédképezés, T := Ker(DS(a)) C V' M dimenzids linedris altér. Ha U
ennek egy kiegészité altere, azaz TNU = {0}, T+U =V, akkor dim(U) = N — M,
tovabbd DS(a)|u bijekcié U és W kozdtt.

A V minden eleme el6all egyértelmiien egy T-beli és egy U-beli elem Osszege-
ként, azaz T x U — V, (t,u) — t + u linedris bijekcié. Ennek segitségével az
altaldnossdg megszoritdsa nélkiil vehetjiik dgy, hogy V =T x U. Ekkor DS(a)|y
bijektiv volta pontosan azt jelenti, hogy S-nek a masodik valtozo szerinti parcialis
derivaltja a-ban bijektiv. Alkalmazhatjuk tehat az implicitfiiggvény-tételt, mi-
szerint 1étezik olyan G(a) C V (6sszefiiggd) nyilt kornyezete az a pontnak, hogy

-1
G(a) N S{c} egy u. : T — U folytonosan differencidlhaté fuiggvény grafikonja,
azaz minden t € T' N G(a) pontra

S(t, uc(t)) = c.
-1
A 13.4. szerint beldttuk, hogy S {c} tetszSleges pontjdnak van olyan kornye-

-1
zete V-ben, amelynek S {c}-val vett metszete részsokasédg, tehdt ez a szinthalmaz
valoban részsokasag.
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13.6. Az alabbi allitas egyik eredménye az, hogy az elébbinek a forditottja is
igaz abban az értelemben, hogy lokélisan minden részsokasdg eléall egy folytono-
san differencidlhaté fliggvény szinthalmazaként. A masik fontos, a késébbiekben
lényegesen kihasznalt eredménye, hogy barmely paraméterezés inverze lokalisan
egy folytonosan differencialhaté fliggvény lesziikitse.

Allitds Ha R ¢ V M dimenzids részsokasag, a € R és p az a pont egy
kérnyezetében az R paraméterezése, akkor létezik olyan G(a) C V kérnyezete
az a pontnak, hogy RN G(a) C Ran(p), és

H:G(a) - RM S:G(a) —»RN"M
folytonosan differencidlhaté fiiggvények, melyekre

H op Cidgwm, Sopc0:RM  RN-M,

-1
(azaz S {0} C R), valamint minden x € G(a) pontban DS(x) : V. — RN—M
raképezés.

BizonyiTAs Ha M = 0, akkor H := 0, S := Lo (idy —a), ahol L : V — RY
tetszOleges linearis bijekcid, teljesiti a kovetelményeket; ha pedig M = N, akkor
H:=p ' S:=0. A kivetkezékben tehdt 0 < M < N.

Mivel a részsokasagnak csak a paraméterezett részét tekintjiik, az altaldnos-
sdg megszoritasa nélkiil — az egyszeriibb fogalmazas kedvéért — feltehetjiik, hogy
R = Ran(p) (azaz R elemi részsokasig).

Mivel p injektiv, egyetlen olyan o € Dom(p) létezik, hogy p(a) = a. Dp(«) :
RM — V injektiv linedris leképezés, tehat Ran(Dp(«)) =: T M dimenziés linedris
altere V-nek. Legyen U ennek egy kiegészito altere; ekkor dimU = N — M.

Jelolje Q : V. — V az U mentén a T-ra valé vetitést, vagyis @) az a linedris
leképezés, amelyre Q o @ = @, Ker(Q) = U, Ran(Q) = T teljesiil. Tekintsiik a

& =Qop:Dom(p) > T

leképezést. Ekkor D®(a) = @ o Dp(a), és mivel Ran(Dp(«)) = T, amelyen @ az
identitas, D®(a) = Dp(a) : RM — T linedris bijekcié. Ezért az inverzfiiggvény-
tétel szerint van olyan D C Dom(p) nyilt halmaz, hogy o € D, ®|p = Q o p|p in-
jektiv, ®[D] = Q[p[D]] C T nyilt halmaz, és (®|p)~" = (Qop|p)” " : ®[D] - RM
folytonosan differencialhaté.

p[D] nyilt halmaz R-ben (mert p~—* folytonos), tovabba része a Ql QD)) cV

-1
nyilt halmaznak, van tehdt olyan G(a) C Q(Q[p[D]]) nyilt halmaz, hogy p[D] =
RN G(a).
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Legyen L :V — RY=M olyan linesris leképezés, melyre L|y bijekcid, és

H:=(Qoplp)™" 0 Qg : Gla) = R,
S:=Lo(idy —poH):G(a) - RVN"M,

Mivel Q[G(a)] C Q[p[D]] = Dom (Q o p|p)~'), H valéban az egész G(a)-n ér-
telmezve van. Tovabbd p[D] C G(a), ezért Hop = (Qop|p) toQop C idgm
amib8l H|p C p~! adédik.

Az utolsé egyenléség miatt p o H|g C idg is fenndll. Ezért ha z € RN G(a),
akkor S(x) = 0; mivel RN G(a) C Ran(p), ebbdl S op C 0 adddik.

Mar csak az maradt hatra, hogy az S derivaltjara vonatkozd kijelentéstinket
igazoljuk.

Ha z € G(a), akkor DH(z) = (D (®|5")) (Q2)Q, ezért DH(z)Q = DH(z), és
igy

DS(z)Q = L (idv - Dp(H(x))DH(x)) Q=1L (Q - Dp(H(x))DH(x)) _

=L (idv — Dp(H(:E))DH(:C)) —Liidy — Q) =
=DS(z) — L(idy — Q),

tehét
DS(z)(idv — Q) = L(idv — Q).

Mivel Ran(idy — Q) = U és L|y : U — RN =M bijekcio, a jobb oldal értékkész-
lete RN =M | vagyis Ran(DS(x)) sem lehet sziikebb RN ~M-nél, azaz DS(z) : V —
RN=M riképezés.

13.7. Allitds Ha p és q egy R C VM dimenzids részsokasag két paramé-
terezése, akkor p~' o ¢ : RM — RM folytonosan differencidlhatd, és minden
x € Ran(p) NRan(q) esetén

D" oq)(q () = (Dp(p~"(2))) " Dalg~"(x)). (*)

BizoNYITAS Nyilvén igaz ez, ha p~! o q az iires fiiggvény. Tegyiik tehat fol, hogy

Ran(p) N Ran(q) # 0, és legyen a € Ran(p) N Ran(q) tetszdleges. A 13.6. 4llités
szerint létezik olyan G(a) kornyezete az a pontnak és olyan H : G(a) — RM
folytonosan differencidlhaté fiiggvény, hogy H o p C idgm és RN G(a) C Ran(p).

Nyilvdnvalé, hogy G := ¢~(G(a)) C Dom(p~!og) nyilt halmaz és (p~'oq)|c =
Hopo(p~toq)lec = Hoqlg, tehdt (p~Loq)|q is folytonosan differencidlhatd, mert
két ilyen fiiggvény kompozicidjaként allithaté eld.
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Mivel a € R tetsz6leges pontja volt Ran(p) N Ran(q)-nak, ¢~ *(a) tetszdleges
pontjaa ¢! (Ran(p)ﬂRan(q)) = Dom(p~'oq) halmaznak, ezért p~!oq folytonosan
differencidlhat6 az értelmezési tartomanya minden pontjanak egy kornyezetében,
tehat folytonosan differencialhaté.

Tovabba legyen az egyszeriiség kedvéért € := ¢~ 1(z). Mivel

Dq(g~'(z)) = Dq(¢) = D(q|c)(€) =D(pop ' ogle)(§) =
=Dp((p~" 0 q)(€))D(p~" 0 qla)(€) = Dp(p~ ' (z))D(p~" 0 g)(§),

amib6l mar azonnal kovetkezik, amit akartunk.

Megjegyzés (i) A (x) osszefiiggés olyan, hogy a Dp~1(z) := (Dp(p_l(x)))_
formalis definiciéval érvényben marad a p~! o ¢ kompozicié derivaltjara vonatkozé
formula.

(ii) Az iménti 4llitas feltételei teljesen szimmetrikusak p-ben és g-ban, tehat — a
szerepiiket megcserélve —a (p~1 o q)~! = ¢! o p fiiggvény is folytonosan differen-
cidlhaté. Ebb6l kovetkezik, hogy p~! o ¢ derivaltja minden pontban RM — RM
linedris bijekcié.

Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy a dimenzid egy részsokasag “bels6” tulaj-
donsiga, vagyis egy M dimenziés részsokasdg nem lehet egyben M’ dimenzids is,
ha M # M’. Ugyanis az elébbieket elismételhetjiik gy, hogy Dom(p) C RM és
Dom(q) € RM', és azt kapjuk, hogy létezik egy RM' — RM linedris bijekcid.

13.8. A||ftés Legyen p és q egy R C V részsokasag két paraméterezése,
x € Ran(p) NRan(q). Ekkor

Ran(Dp(p~'(x))) = Ran(Dg(q " (2))).

BIZONYITAS Az el6z8 pont (x) formuldja szerint fenndll a Ran(Dp(p~'(z))) D
Ran(Dq(q_l(x))) Osszefliggés. A p és ¢ szerepének cseréjével a mésik irdnyu tar-
talmazas is igaz. ®

Az iménti 4llitas biztositja szdmunkra, hogy értelmes a kovetkezé meghatdrozas.

Definicié Egy R C V' M dimenziés részsokasag x € R pontbeli érintéte-
rének a T,(R) := Ran(Dp(p~'(x))) C V halmazt nevezziik, ahol p az R egy
paraméterezése az x egy kornyezetében.

Nyilvanvald, hogy az imént értelmezett érintotér a V-nek M dimenzids linearis
altere, tekintve, hogy Dp(p~1(z)) : RM — V injektiv linedris leképezés.

Megadhatjuk az érint6tér egy bazisat egy p paraméterezéssel az RM eq,...,en
standard bazisdbdl :

Oup(p~" () =Dp(p~"(x))ex  (k=1,...,M).
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Még egyszer kiemeljiik, hogy az érintétér fiiggetlen a definiciéjaban szerepld
paraméterezés valasztasatol, a megadott bazis azonban fligg téle.

A részsokasdg ,,geometriai értelemben” vett érintéjét egy adott pontban (gon-
doljunk egy feliilet érintésikjara R3-ban) tigy kapjuk meg, hogy eltoljuk az iménti
alteret az adott pontba, vagyis a definicié jeloléseit hasznalva az
halmazt vessziik. Ez azonban altaldban mér nem linedris altere V-nek (kivéve, ha
x € T (R)).

13.9. Ha a részsokasagot lokalisan szinthalmazként adjuk meg — és ezt mindig

megtehetjiikk a 13.6. allitas értelmében —, akkor az érintétereit igen kényelmesen
tudjuk leirni.

Allitas Legyen S : V — W folytonosan differencidlhaté, ¢ € Ran(S), és

—1 —1
DS(x) € Lin(V,W) rdképezés minden x € S{c} esetén. Ekkor az S{c}
részsokasag v pontjaban az érintStér Ker(DS(z)).

B1ZONYITAS A széban forgd részsokasdg barmely p paraméterezésére S o p :
RM »— W folytonosan differencidlhaté fiiggvény és mindenhol a c értéket veszi
fol, tehat konstans, igy a derivédltja minden pontban az azonosan nulla linedris
leképezés, azaz a részsokasiag minden x elemére

D(S o p)(p~(x)) = DS(x)Dp(p~"(x)) = 0 € Lin(RY, W).
Ebbol rogton kovetkezik, hogy
Ran(Dp(p~'(z))) C Ker(DS(z)),
ami nekiink elég, hiszen mindkét oldalon M-dimenziés altér all, igy sziikségképpen
egyenlok.

Megjegyés A feltételes szélséértéknél a feltételre kirétt tulajdonsdgok ponto-
san azt jelentik, hogy a fliggvénynek a szélséértékét egy részsokasagon keressiik.
Tovabba a 10.7. &llitas arrdl beszél, mi a kapcsolat a szélsGérték létezése és ako-
z6tt, milyen definitasi tulajdonsiggal rendelkezik F' — X\ o S masodik derivéltja a
feltételi részsokasag érintOterén.

13.10. Eddig egyetlen részsokasagrol volt sz6, mint szinthalmazrél. Egy fiige-
vénynek sok szinthalmaza van; most az ilyen részsokasigoknak egymashoz vald
viszonyat kapjuk meg a 13.5. 4llitas egyszerti modositasaval.

Allitas Legyen S : V »— W folytonosan differencidlhatd, és D.S(x) € Lin(V, W)
raképezés minden x € DomS esetén. Ekkor DomS minden a pontjanak van
olyan G(a) kérnyezete, és olyan P : W x RM folytonosan differencidlhaté

-1
fiiggvény, hogy P(c,-) az S{c} N G(a) paraméterezése minden ¢ € S[G(a)]
esetén.
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BizoNyiTAS A 13.5. 4llitds bizonyitdsa szerint vehetjiik gy, hogy V =T x U,
ahol T'= KerDS(a), és U ennek egy kiegészitéje. AW xT x U — W, (¢, t,z) —
S(t,xz) — ¢ folytonosan differencidlhaté fugvényt tekintve latjuk, hogy az impli-
citfiigvény-tétel szerint a 13.5. bizonyitdsdban szerepld (c,t) — wu.(t) fliggvény
folytonosan differencialhaté. Ezért, a 13.4. jeldléseivel, P(c,§) := (A&, u.(AE)).

13.10. Véges dimenzids affin térben a részsokasidgot formailag ugyanigy értel-
mezzik, mint vektortérben, vagyis az eddigi V' lehet affin tér a V vektortér felett.
Ertelemszerti médositésokkal minden ugyanugy érvényben marad. A legfonto-
sabb, hogy a részsokasdg érintétere minden pontban az affin tér alatti vektortér
egy linedris altere.

13.11. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy ha S : V »— RN~M folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
¢ € RanS, akkor {z € Dom(S) | S(x) = ¢, DS(x) raképezés} amennyiben nem
iires, M dimenziés részsokasag.

2. Legyen Z C VK dimenziés, R C V M dimenzids részsokasag, Z C R.
Bizonyitsuk be, hogy a Z minden a pontjdnak létezik olyan G(a) kornyezete és
G(a)-nak olyan P : RE x RM—K x RN-M ., G(a) paraméterezése, hogy P(-,0,0)
a Z N G(a) paraméterezése, P(-,-,0) az RN G(a) paraméterezése. (Utmutatds: a
13.5. 4llitas alapjan eleve vehetjiik gy, hogy V = RM x RN=M és R ¢ RM x {0}.)

3. Melyek részsokasigok az RN alabbi részhalmazai koziil? Van-e olyan rész-
halmazuk, amely részsokasag? Hany dimenzidsak?

N—1
Z A — O},

N-1
(i) {xERN in—x?\,zl}, (ii) {:CERN
k=1 k=1

(iii) {z € RN | 212 = 1, mows =1}, (iv) {z € RY | z129 = 0, oz > 1}.
(Emlékeztetiink arra, hogy egy RY — R¥ linedris leképezés (métrix) akkor rdké-
pezés, ha a rangja K.)

4. Adjuk meg az eléz6 feladatban szerepl6 részsokasdgok érintGterét az alabbi
pontokban:

<><;f

1.1
iii) ( =,2,%,0,...,0
(111) (2’ 727 ) ) )7
1
]

() (3:3.50.-.0),

5. Feliiletek-e R3-ban az aldbbi halmazok adott a € R esetén:
(1) {(z,y.2) €eR® |2y = a2?}, (iD) {(2,y,2) €R® [ 2yz = a}
){(acy, 2) € R3 | Va2 + 22 +/y2 +z2:a},
(iv) {(2,y,2) € R® | y = atgz}.
6. Hatarozzuk meg a kovetkezé R3-beli feliiletek érintSsikjait az adott a pont-
ban:

(iii
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(1,2,2);

(i) {(z,y,2) €R3 |ay? +2° =12}, a:=
i 2 =2+ 222}, a:=(1,2,2).

a
(i) {(z,y,2) €R?| (2 + 9>+ 2%)* = 4(
7. frjuk fol az

R? 5 R3,  (u,v) = (u+v,u? + 0% ud +03)

paraméterezéssel adott felillethez a (2,2,2) pontban fektetett érintésikot.

8. Igazoljuk, hogy {L € R3*3 | L*L = idgs} hdrom dimenzi6s részsokasig (a
csillag a méatrix transzponaltjat jeloli). Mi ennek a részsokasdgnak az érintdje az
L pontban?

9. frjuk at 13.6. “alaptétel” bizonyitasit affin térben leve részsokasagra.

14. Differencidlds részsokasagokon

14.1. Ha M < N, akkor egy M dimenziés R C V részsokasagnak egyetlen
pontja sem belsé pont, ezért az eredeti értelmezés szerint nem beszélhetiink arrdl,
hogy egy f: R — W fliggvény differencialhaté.

Definicié Legyen R ¢ V' M dimenzids részsokasag. Azt mondjuk, hogy
az f : R — W fiiggvény differencidlhaté az a € Dom(f) pontban, ha
minden p : RM »— R, a € Ran(p) paraméterezés esetén az fop: RM — W
fiiggvény differencidlhaté a p~'(a) pontban.

Ertelemszertien bevezethetjik azokat a fogalmakat, hogy a fliggvény differenci-
alhaté egy halmazon, folytonosan differencialhaté, stb.

Ezen értelmezés szerint a részsokasag barmely paraméterezésének az inverze
folytonosan differencialhaté: ha p paraméterezés akkor minden ¢ paraméterezés
esetén p~! o ¢ folytonosan differencidlhaté.

Fontos az aldbbi eredmény, amely szerint a differencidlhatésaghoz elég, ha a
fliggvény egyetlen paraméterezéssel komponalva differencidlhaté fliggvényt ad.

A||ftés Ha f : R — W, és létezik az R-nek olyan p paraméterezése, hogy
f o p differencidlhaté p~'(a)-ban, akkor f differencidlhaté a-ban.

B1zoNYITAS Azt kell megmutatnunk, hogy ekkor barmely ¢ paraméterezésre is
f o q differencidlhaté ¢~!(a)-ban. Ez viszont teljesiil, hiszen p~! o ¢ folytonosan
differencidlhaté, és fog= fopoplogq.

14.2. Azt mar értelmeztiik, mit jelent egy részsokasagon értelmezett fliggvény
differencialhatésaga, de a derivaltjat még nem.
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A||ftés Legyen f : R — W differencidlhaté az a € Dom(f) pontban. Ha p
és q olyan paraméterezés, hogy a € Ran(p) N Ran(q), akkor

-1

D(f op)(p~"(a)) (Dp(p~"(a))) " =D(f o q)(a~*(a)) (Da(g~"(a)))

BIZONYITAS
D(foq)(q~'(a)) = D(fopo(p~'oq))(g~'(a)) = D(fop)(p~'(a))D(p ' oq) (¢~ ' (a));

ezutédn mar csak a 13.6. (x) Osszefiiggést kell alkalmazni, majd Dq(q~!(a)) inver-
zével balrdl beszorozni az egyenléséget.

Definicié Ha f : R — W differencidlhaté az a € Dom(f) pontban, akkor az
a-beli derivaltjan

Df(a) :=D(f op)(p~'(a)) (Dp(p~'(a)))  : Tu(R) = W

linedris leképezést értjiik, ahol p tetszéleges olyan paraméterezés, amelyre
a € Ran(p).

Ezzel a meghatarozassal érvényben marad az f o p kompozicié derivaltjara vo-
natkozé formula, és a 13.6-ban tett megjegyzésiinkbol torélhetd a ,,formalis defi-
niciéval”.

14.3. Allitds Ha F : V — W differencidlhaté az o pontban, és a eleme
az R részsokasdgnak, akkor F|g is differencidlhaté a-ban, és

D(F|r)(a) = DF(a)|z,(r)

BizoNYITAS Az R barmely p paraméterezésére F|g op = F o p, ezért F|g diffe-
rencidlhaté a-ban. Tovabb a definicid szerint

_ _ -1
D(F|g)(a) = D(F|r op)(p~ () (Dp(p~*(a))) =

— DF(a) (Dpoo-l (@) (Dp(p~(2))) ) .

A nagy zérdjelen belil T,(R) identitdsa all, és ezzel be is fejeztiik a bizonyitast.

14.4. Egy részsokasdg paraméterezésétol azt koveteltiik meg, hogy legyen foly-
tonosan differencidlhaté. Elofordulhat, hogy a paraméterezés tobbszor is differen-
cidlhaté, mint az elobbi fejezet feladataiban szerepl6 részsokasagok esetén is.
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Legyen n € NU oco. Egy részsoksdgot C"-részsokasagnak hivunk, ha van n-szer
folytonosan differencialhaté paraméterezése. Ebben a megfogalmazasban tehat ed-
dig a Cl-részsokasagokat tekintettiik. Természetesen egy C™-részsokasig egyben
C*-részsokaség is minden 1 < k < n esetén.

Ha a sokasdg C"-sokasag, akkor azt is értelmezhetjiik minden 1 < k < n esetén,
hogy egy f : R — W fliggvény k-szor differencidlhaté (egy pontban, egy halma-
zon, folytonosan): ha egy n-szer folytonosan differencidlhaté p paraméterezésre
fop k-szor diffrencidlhaté sth. Azonban M < N esetén az f magasabb rendii de-
rivéaltjait csak igen koriilményesen lehet értelmezni, és az eddgi fogalmaink nem is
elegek hozza; de ezek a derivaltak dltaldban nem is meriilnek fel alkalmazasokban.

14.5. Lapozzunk vissza a feltételes széls6érték értelmezéséhez. Véges N dimen-

zi6s V esetén az S-re kir6tt feltétel azt jelenti, hogy R := Sl{O} N — M dimenzids
részsokasdg. A DF(a) = ADS(a) egyenléségbél Ker(DF(a)) D Ker(DS(a)) =
To(R), azaz 0 = DF(a)|r,(r) = D(F|r)(a) kovetkezik. Ez specidlis esete a kovet-
kezoének.

A||ftés Legyen R C V' M dimenzios részsokasag, f : R — R differencialhaté
az a pontban, és legyen f-nek lokdlis szélséértéke a-ban. Ekkor D f(a) = 0.

BI1zONYITAS Vegyiink egy p paraméterezést az a kornyezetében. Az fop: RM »—
R fiiggvénynek lokalis széls6értéke van p~!(a)-ban, ezért

0=D(fop)(p~"(a)) = Df(a)Dp(p~" (a)).

Mivel Dp(p~*(a)) : RM — T,(R) = Dom(D f(a)) lineéris bijekcié, ebbél D f(a) = 0
kovetkezik.

14.6. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy egy nyilt részsokasédgon értelmezett fiiggvény differen-
cialhatésdganak eredeti 1.2. definicidja és itteni 14.1. definicidja egyenértéki.

2. Adjunk meg egy R részsokasdgot V-ben (példaul egy gémbfeliiletet R3-ban)
és egy olyan F': V — R fliggvényt, amely nem differencialhaté az a € R pontban,
de F|g differencidlhaté a-ban.

15. Részsokasagok irdnyitdsa

15.1. Az egy dimenzids elemi részsokasigok, vagyis a gorbék targyaldsakor mér
beszéltliink az iranyitasrdl és be is vezettiik az iranyitott gorbe fogalméat. Ebben
a fejezetben, az ottani gondolatmenetetet altalanositva, értelmezziik az iranyitast
tetszoleges részsokasiagokra.

Legyen tehat R M dimenzids elemi részsokasag a véges N dimenzids vektor-
térben, valamint p és q két tetszéleges paraméterezése R-nek. A 13.6. szerint a
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p~togq:RM — RM leképezés folytonosan differencidlhaté és a derivaltja minden
pontban linedris bijekcid, azaz a derivalt matrix determindnsa sehol sem nulla.
A derivalt leképezés és a determinans folytonossiga miatt az is vildgos, hogy a
derivalt matrix determinansa nem is valthat eléjelet, értelmes tehat a kovetkezd
meghatarozas.

1. Definicidé Egy részsokasdg p paraméterezését a q paraméterezéssel azo-
nos (ellentétes) irdnyitdsiinak nevezziik, ha a p~! o q fiiggvény derivalt-
jénak determindnsa pozitiv (negativ).

Az R részsokasdg paraméterezéseinek egy (p;).cr csalddjat iranyitonak
nevezziik, ha R = |J Ran(p;) és minden i,j € I esetén p; és p; azonos

il

iranyitasu.

Két irdnyité paraméterezés-csaldd azonosan (ellentétesen) irdnyit, ha
egyesitésiik is irdnyité (nem irdnyitd).

Egy részsokasag iranyithato, ha van iranyité paraméterezés-csaladja.

Ha Ran(p) N Ran(q) = 0, akkor p a g-val azonosan és ellentétesen is irdnyitott.
Ha p és q azonos (ellentétes) irdnyitdsti paraméterezés és L : RM — RM olyan li-
nedris bijekcié, amelynek determindnsa negativ, akkor p és go L ellentétes (azonos)
irdnyitdst; p o L és q o L viszont ismét azonos (ellentétes) irdnyitasu.
Allitas Azonosan irdnyiténak lenni ekvivelencia-reldcié az iranyité paraméte-
rezés-csaladok halmazan. Ha az iranyithato részsokasag osszefiiggs, pontosan
két ekvivalencia osztaly van.
BI1zONYITAS Legyen (p;)ics irdnyité paraméter-csalad és L € Lin(RM) olyan, hogy
det(L) < 0; ekkor (p;)icr és (p; o L);er nem azonosan irdnyitanak, tehét legaldbb
két ekvivalencia-osztaly van.

Legyen (p;)icr és (qr)rex egy Osszefliggd részsokasdg két nem azonosan irdny{té
paraméter-csaladja. Ekkor

H :={(i,k) € I x K | Ran(p;) NRan(qx) # 0, p; és g ellentétes irdnyitdsi}
nem tures. Tegytk fel, hogy
G :={(4,1) € I x K | Ran(p;) NRan(q;) # 0, p; és q; azonos irdnyitdsi}

sem tres. Konnyi latni, hogy

U (Ran(p;) N Ran(qx)), U (Ran(p;) NRan(q,))
(i,k)eEH (7,0)eG
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szétesO nem lUres halmazok, amelyek egyesitése a részsokasidg, ami ellentmondés.
Kovetkezésképpen minden gi ellentétes iranyitdsi minden p;-vel, ami épp azt je-
lenti, hogy két ekvivalencia-osztaly van.

2. Definicié Irdnyitott részsokasdgnak neveziink egy (R, o) pért, ahol
R irdnyithat¢ részsokasag, o pedig, az iranyitas, az R iranyité paramétere-
zés-csaladok ekvivalencia-osztalya koziil az egyik. Egy irdnyitott részsokasag
valamely paraméterezését pozitiv (negativ) irdnyitdsiinak mondjuk, ha
ebbe (nem ebbe) a kijeldlt ekvivalencia-osztalyba tartozik.

Szokasosan a jelolésbol elhagyjuk az irdnyitast; ha azt mondjuk, R irdnyitott
részsokasag, odaértjilkk mellé az iranyitasat is.

15.2. Ha p és q az R azonos irdnyitdsu paraméterezése, x € Ran(p) NRan(q) #
(?, akkor

O™ (2)) [k =1,...,M) & (kalg'(2)) [k =1,...,M)

(ldsd 13.7.) a T,(R) azonos irdnyitasi rendezett bazisa (Analizis 11.23.1.), hi-
szen a bazisok kozotti 4ttérés matrixa éppen (Dp(p~'(z))) 71Dq(q*1(x)), aplog
derivéltja a g(x) pontban.

Egy részsokasag iranyitasa tehat meghatarozza a részsokasag minden érintéte-
rének egy iranyitasat.

15.3. Vegyiink R3-ban egy feliiletet. Ennek irdnyithatésiga szemléletesen azt
jelenti, hogy meg lehet kiilonboztetni a feliilet két oldalat (mint egy teritd szinét és
visszdjat): “az egyik oldalon mozogva sosem juthatunk &t a mésikra”. A Mobius-
szalag példdul nem iranyithaté: egy pontbdl elindulva “folytonos uton eljuthatunk
a ponttal szemkozti, ellentétes oldalon 1év6 pontba”. E szemléletes képnek adunk
most pontos matematikai értelmet.

Ha az R feliilet R3-ben iranyithat6, akkor megadhaté egy n : R — R3 nor-
malvektor-fiiggvény, azaz olyan folytonos leképezés, hogy minden x € R esetén
n(x) = 1 és n(x) merdleges a feliilet z-beli érintSterére.

Legyen ugyanis p : R? — R3 az R egy paraméterezése, r € Ran(p). Ekkor
O1p(p~t(x)) és Dap(p~t(x)) az x-beli érintbtér bazisat alkotjik, ezért

OipxOap , _
R3 1
Ran(p) - R>, z+— 7|5'1p < Oy (p™(x))

folytonos leképezés, amely mindeniitt merdleges az érintGtérre.
Ha z € Ran(p) NRan(q) és g a p-vel azonos irdnyitdsi paraméterezés, akkor

Op X Dap ~1(2)) = 919 x 0aq 4
|01p x Dap| |01q x O2q]

().
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Ez abbdl lathaté, hogy a ¢ = p~togq, & := ¢ 1(x) jeldléssel 13.6. (*) szerint
Dq(¢) = Dp(¢(¢))Do(§), azaz

01q(&) = 01p(#(£))0191(§) + Oap(#(£))102(8),
02q(&) = 01p(#(£))0201(§) + Oap(é(£))0202(8),

amibdl a vektoridlis szorzas tulajdonsdgait kihasznalva egyszerii (de hosszadalmas)
szamolassal adédik, hogy

(014 % D24)(q~ " (2)) = det (De(q ™" (2))) (D1p x D2p)(p™" ().
Ezért ha (p;)ier irdnyité paraméterezés-csalad, akkor

6lpz X 82]% —1
1Py » 2P h .
T D15 % Oopi] (p; *(x)) a = € Ran(p;)

jol definialt, a kivant tulajdonsagu leképezés.

Eszerint szoktak beszélni példaul arrdl, hogy egy gombfeliiletet “kifelé” illetve
“befelé” iranyitunk: ha egy irdnyi{té paraméterezés-csaldd egy p tagjara (d1p X
O2p)(p~1(z)) a gombfeliiletbél kifelé (az z vektorral azonos irdnyba) illetve befelé
(az x vektorral ellentétes irdnyba) mutat (persze itt most tgy képzeljik, hogy a
gombfeliilet az origd koré van irva).

15.4. A vektoridlis szorzés R3 — illetve a hdrom dimenziés irdnyitott euklideszi
terek — sajatja, amelyet a vektorok kiils§ (antiszimmetrikus) szorzatabdl szérmaz-
tatunk.

Altalaban, ha R M dimenzi6s irdnyithato részsokasag V-ben, akkor megadhaté
M

rajta A\ V értékii seholsem nulla folytonos leképezés példaul olyan médon, hogy
valasztunk egy akdrmilyen normat és ezzel egy paraméterezéshez definialjuk a

M
N Owp

k=1 1

op

leképezést. A nevez6 seholsem nulla, mert linearisan fliggetlen vektorok kiils§
szorzatat vettiik.

Ismerjiik a kiils§ szorzas kovetkezd tulajdonsigait: ha aq,...,ap € V és L :
S :RM — RM linedris leképezés (azaz M x M-es méatrix), akkor

>§

/\ Z ika; = det(L)
k=11i=1

k=1
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Ennek alapjan azonos irdnyitdsu p és g paraméterezésre a fenti formula ugyan-
azt a leképezést hatarozza meg p és g értékkészletének kozos részén, igy ezek a
osszeilleszthetok az egész iranyithato részsokasagon adott folytonos fliggvénnyé.

15.5. Ha (V, B, h) irdnyitott pszeudo-euklideszi vektortér, akkor, mint tud-

N-1 N-2
juk, megadhaté egy J : A V = V ® ( ® B) azonositds a Levi-Civita tenzor
segitségével (Analizis 11.30.10.).
Ezért, ha R olyan irdnyithaté hiperfeliilet V-ben, hogy egyetlen érintGterében

N—1
sincs izotrop vektor, akkor egy p paraméterezésével a h := J o ( A akp) op~t
k=1

jeloléssel
h v

——R— —
VIbo (R, h)| B
folytonos tgynevezett normalvektor-fiiggvény adhaté meg.
Ez az altalanositasa az R? esetében targyalt normalvektor-fiiggvénynek.

15.6. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a gémbfeliilet R*-ban (4ltaldban RV-ben) irdnyithaté.
2. Minden nem nulla dimenzids elemi részsokasag iranyithato.

3. Tudjuk, hogy az

N
RN RN SR, (6n) = (Eln) = —Gomo + > &
k=1

bilinedris leképezés Minkowski-forma (Lorentz-forma) R'*V-en. Mutassuk meg,
hogy
{E RNV (€6) = —1,60 > 0}

Osszefiiggd, N-dimenzids részsokasdg (hiperfeliilet) RV -ben. frjuk le egy ¢ pont-
jahoz tartozé érintéterét. Adjuk meg egy iranyitasat.

Tekintsiik elészor az (R'TV R, (.|.)) standard médon irdnyitott Minkowski-fé-
le vektortér részhalmazdnak, majd az (RN R < .. >) standardul iranyftott
euklideszi vektortér részhalmazanak. Mindkét esetben adjuk meg normadalvektor-
fuggvényét. Vizsgaljuk meg kiilon az N = 1 esetet, szemléltessiik abran.

16. Gorbe vonall koordinatazas

16.1. Legyen R M > 0 dimenzids részsokasag a véges N dimenzids valés V' vek-
tortérben. Vegyiik az R egy p paraméterezését. Ennek inverze, p~! folytonosan
differencidlhaté a 14.1. értelmében; ezt a részsokasig egy koordinatazasanak
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hivjuk. Ha o € R, akkor p~'(z) € RM az x koordinatai az adott koordina-
tazasban. A koordinatézds lényege, hogy a részsokasig elemeit szam M-esekkel
reprezentdatjuk.

Jelolje, mint szokdsosan, ey, ...,ex az RM standard bazisit. Legyen a € R
és o : p~1(a). Minden k = 1,..., M esetén p(a + Rep) az a-n atmend gorbe,
amelyet az a-n athaladé k-adik koordinatavonalnak hivunk. Ennek egy pa-
raméterezése: pr : R — V| ¢ — p(a + teg). A koordindtavonal érintévektora
az a pontban pg(0) = Dp(a + teg)er = Orxp(a); ez eleme a részsokasdg a-beli
értintéterének. Az a-n dthaladé kiilonbozé koordinatavonalak transzverzalisak,
ami azt jelenti, hogy érint6jiikk nem parhuzamos; valéban, az a-n dthaladé kor-
dindtavonalak érintévektorai bazist alkotnak Tp(R)-ben (ldsd 13.7.), amelyet az
a-beli érint6bazisnak neveziink.

Az R minden pontjan M darab koordindtavonal halad at, a kordinatavonalak
“behdalézzak” a részsokasagot, amint azt a 3. abra szemlélteti.

Megemlitjiik, hogy C™-részsokasag esetén mindig n-szer folytonosan differenci-
alhaté paraméterezést (koordindtézast) tekintiink.

3. ABRA

16.2. Ha R egy (E,D,b) euklideszi tér részsokasdga, akkor az R egy koor-
dindtazasat ortogondlisnak nevezziik, ha a koordindtavonalak minden pontban
ortogondlisan metszik egymdst, azaz minden pontban a koordinatdzds meghaté-
rozta érintébézis ortogondlis. Ekkor szokds az érintébazisok elemeit “normaélni”,

E
vagyis elosztani a hosszukkal, és az igy kapott E—beli ortonormélt béazist hasznalni

az eredeti érintObézis helyett.
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Tehét ha p az R ortogondlis paraméterezése, a = p(a), és vessziik a

Okp(a) _
Okp(a) — Bp(0)] (k=1,...,M)

formulaval megadott linedris bijekcidt, akkor

FE
T B —
(0): B &,

Z(a) :=T(a)Dp(a) : RN — %

ortogononalis bijekcié; tehat Dp(a) a T((a) ™! és az ortogonalis Z(a) kompoziciéja.

16.3. Kiilonleges az N dimenzids részsokasagok esete, amikor tehat R a V nyilt
részhalmaza.

Ekkor barmely K : V — RM linedris bijekcié esetén K|g koordindtazds, azaz
(K|g)™"' az R paraméterezése. Ez egyenes vonalt koordinatazas, mert a ko-
ordinatavonalak egyenesek. Nyilt részsokasigok esetén tobbnyire egyenesvonald
koordinatazast haszndlunk, de nem mindig.

Mivel a nyilt részhalmazok C°°-részsokasigok, mindig végtelenszer differenci-
alhaté koordinatézéasokat tekintiink. Az R nyilt részhalmaz egy P : RY — R
paraméterezése a definici6 szerint olyan, hogy

(i) Dom(P) osszefiiggd és nyilt, Ran(P) = R,

(ii) P végtelenszer differencialhatd,

(iii) DP minden pontban injektiv,

(v) P injektiv és az inverze folytonos.

Az inverzfiiggvény-tétel szerint az (ii) és (iii) feltételbdl mar kovetkezik, hogy
lokalisan injektiv és a lokdlis inverze is végtelenszer differencidlhaté (l4sd 8.7.),
tehédt az (v)-bél elhagyhaté az inverz folytonossdgdanak kovetelménye. Az R Osz-
szefiiggd nyilt halmaz (gérbe vonali) koordindtazasa tehat olyan K : V »— RN
leképezés, amely

(1) végtelenszer differencialhatd,

(2) a derivaltja minden pontban injektiv,

(3) injektiv.

A 13.4-ben szerepld K := (H,S) : V — RM x RN=M Jeképezés a G(a) ko-
ordindtdzasa; az inverzét (paraméterezést) 13.9-ben irtuk le. Az ennek megfelel§
koordinatavonalakat a 4. dbra szemlélteti.

16.4. A leggyakrabban alkalmazott gorbe vonali koordinatazasok a kétdimen-
zi6s vektorterek poldr-koordinatazasa és a haromdimenziés vektorterek henger-
valamint gomb-koordindtizésa. Ezeket R?Z — R2, illetve R? — R3 gdrbevonali
koordinatazasaként adjuk meg, és altalaban gy hasznaljuk, hogy komponaljuk
Sket egy V — R?, illetve V — R? linedris koordinatdzassal.

(1) A polarkoordindtézas:

K :R*\ (Ry x {0}) = RTx] —m, 7],
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4. ABRA

x = (z1,22) — (|x|,sign(1‘2) arccos r;) ,
amelynek inverze
P:R"x] — 7, 7[— R*\ (Ry x {0}),

(r, ) — (rcos,rsinp).
Konnyen megkaphatd, hogy

sing rcosp

DP(r, o) = (cosgp rsm<p> ’

det(DP(r,p)) =r.

A poléarkoordindtazas ortogonélis, és

DP(r,p) =T~ (r)Z(gp),
ahol

Z(p) = (cosap —singo))

sing  cosep

0= )

K :R*\ (Ry x {0} x R) —» R*x] — 7, 7[xR,

ortogonalis matrix, és

(2) A hengerkoordindtdzas:
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r = (z1,x2,73) — | /2% + 23, sign(z2 arccos L,xg ,
V2 + 23
amelynek inverze
P:R*x] — 7, 7[xR — R3\ (Ry x {0} xR,
(p, ¢, 2) = (pcos e, psing, z).
Ennek a derivéltja
cosp —psing 0

DP(p,p,2) = | singp pcosp 0],
0 0 1

det(DP(p, i) Z)) =p-

A hengerkoordinatazas ortogondlis, és

DP(p,¢,2) =T (p)Z(p),

ahol
cosp —singp 0
Z(p):=| sing cosp 0
0 0 1
ortogonalis matrix, és
1 00
Tp):=1[0 % 0
0 0 1

(3) A goémbkoordindtézas:
K :R3\ (RT x {0} x R) = RTx]0, 7[x] — 7, ],
x = (x1,22,23) — <|x|, arccos B, sign(xz) arccos 331> ,
E NCEE
amelynek inverze
P:RTx]0,7[x] — 7, n[— R*\ (RT x {0} x R),
(r,0, ) — (rsinf cos o, rsinfsin g, r cos ).
Ennek a derivaltja

sinfcosp Tcosfcosy —rsinfsing
DP(r,0,p) = | sinfsing rcosfsinp rsinfcosy
cos 6 —rsinf 0

)
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det(DP(r,0, ) = r’sin.

A gombkoordinatdzas ortogonalis, és

DP(r,0,0) =T (r,0)Z(0, p),

ahol
sinfcosy cosfcosp —sing
Z(0,p):= | sinfsingy cosfsing cosgp
cos —sinf 0

ortogondlis matrix, és

10 0

T(r0):=(0 & 0
0 0 rsin 6

16.5. Feladatok

1. Szemléltessiik a 16.4-ben adott koordinatédzasok koordindtavonalait! Adjuk
meg e koordindtdzosokban tetszéleges R?\ (R, x {0})-beli illetve R3\ (R x {0} xR)-
beli ponthoz tartozé érintébazist!

2. Melyek azok a halmazok, amelyeknek polarkoordinatas alakja

() {(r.¢) eR¥ x| —mml [r =}, (i) {(ry) € RX] —m | r = sin}

(iii) (r,) € {R*X] —m, 7] | r = cos(w/2)}?

Pontosan arrdl van szo, hogy ha K jeloli a polarkoordindtazast, akkor azokat a
H C R? halmazokat keressiik, amelyekre K[H] a fent megadott halmazok.
natavonalak az origébdl indulé félegyenesek, valamint ellipszisek, amelyek tenge-
lyeinek ardnya 1 : 2!

4. Koordinitazas-e az R? — R x RT, (z,y) (a:,emQ*yz) leképezés?. Mely
részhalmazra lesziikitve koordindtazas? Mik a koordindtavonalak?
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17. Derivalttenzorok

17.1. Legyen V és W véges N > 1 illetve M dimenzids vektortér. Ekkor a
W@ V* =Lin(V,W), (w®p) = (v wipv))

azonositdssal éliink (Analizis I1.24.6.), és dltaldban neN esetére

W® (@V*) = Lin"(V", W), w® (k@lpk) = (v1,...,v H (Pk|vr)-

Ha F : V — W differencidlhaté fliggvény, akkor minden a € Dom(F’) esetén
DF(a) e Lin(V,W)=W @ V",
ha n-szer differencialhato, akkor
D"F(a) € Lin"(V", W) = W ® (&V*).

Ezért szokas a fiiggvény derivaltjait derivalttenzoroknak is hivni.

17.2. Latjuk, hogy a D differencilds formaélisan igy miikodik, mint egy V-ko-
vektorral vald tenzorszorzas. Egy kis formai hiba, hogy a V*-gal a tenzorszorzas
jobbrdl torténik, a D szimbdélumot viszont balrdl irjuk. Ez kellemetlen mert pél-
ddul ¢ € W* és v € V esetén a (q|DF(a)v) formuldaban felborul a megszokott
rend, ¢ az F-fel, v pedig a D-vel all kapcsolatban; kiilonosen zavaré és félreér-
tésre adhat okot ez, amikor W = V* (ami gyakran el6fordul fizikai alkalmaza-
sokban). Magasabb rend{i derivéltakra mér kisebb a félreértés veszélye, hiszen
példaul (¢|D?F(a)(v1,v2)) mér egyértelmiien mutatja, hogy a rendzett par D3-tel
all kapcsolatban.
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A félreérthetOséget elkeriilhetjiik a transzponaltak hasznalataval. Egy A €
Lin(V,W) = W ® V* trnaszponaltja A* € Lin(W*,V*) = V* ® W, amelyet
(glAv) = (A*qlv) (¢ € W*,v € V), vagy ami ugyanaz, (w @ p)* = pQ w
(w € W, p € V*) hatdroz meg.

A differencialdssal mint formalis tenzorszorzédssal 6sszhangban bevezetjik a

(D® F)(a):=(DF(a))* € V@ W
jelolést, amivel kikiiszoboltiik a sorrendi kellemetlenséget; ekkor tehéat

DF(a) = ((D® F)(a))".

17.3. A fizikdban a téridét egy megfigyeld szempontjabdl R x R3-mel szokés
reprezentdlni; egy kicsit altalanosabban I x E-vel, ahol I egy dimenziés vektortér
(id8), E pedig hdrom dimenziés euklideszi tér (fizikai tér).

Az F : IxE — W differencidlhaté fiiggvénynek a masodik valtozéja (a “térval-
toz6”) szerinti parciélis derivaltjat V F-val szokds jelolni. Ennek is sokszor célszerii
inkabb a transzponaltjat hasznalni, amelyre az el6z6ekhez hasonléan a V® F' jelet
alkalmazzuk.

18. Gradiens, divergencia, rotacié

Ebben a fejezetben V' véges N > 1 dimenzids valds vektorteret jelol.

18.1. (i) Ha f : V — R differencidlhaté figgvény, akkor a € Dom(f) esetén
Df(a) € Lin(V,R) = V*. Az f derivéltfiiggvénye tehdt V »— V* leképezés. Szokés
ezt az f gradiensének is nevezni és a Gradf szimbdlummal jeldlni.

Altaldnosabban, ha Z véges dimenzids valds vektortér és f : V — Z differenci-
alhaté fiiggvény, akkor a Df : V — Z ® V* derivaltfiiggvényére is hasznalatos a
Gradf jelolés.

(ii) Ha F': V »— V differencidlhaté fiiggvény (vektormezd), akkor a € Dom(F’)
esetén DF(a) € Lin(V,V) = V ® V*. Az F derivélt fliggvénye (derivalttenzora)
tehdt V — V @ V* leképezés. Tudjuk, hogy adott a Tr : Lin(V, V) — R linedris
leképezés, a nyom (Analizis 11.24.9.). Képezhetjik ezért DF(a) nyomét:

D F(a):=Tr(DF(a)) € R.

Szokds © — D - F(x) fuggvényt az F divergencidjanak nevezni és a divF
szimbdélummal jelolni.

Altalaban, ha Z véges dimenziés valés vektortér és F : V »— Z ® V differen-
cidlhat6 fiiggvény, akkor DF(a) € Z ® V ® V*, és képezhetjilk a D - F(z) :=
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(idz ® Tr)DF(a) € Z mennyiséget. Most is a V — Z, © — D - F(x) az F
divergenciija .

(iii) Ha S : V — V* differencidlhaté fiiggvény (kovektormezd), akkor a €
Dom(S) esetén DS(a) € Lin(V,V*) = V* @ V*. Az S derivélt fliggvénye (deri-
vélttenzora) tehdt V — V* @ V* leképezés.

A DS(a) € V*@ V™ linedris leképezés transzponaltja (D® S)(a) := (DS(a))* €
V* @ V*. Képezhetjiik ezért a

(DAS)(a):=D&S)a)— (D S)(a) e VAV

mennyiséget (antiszimmetrikus kotenzort), amely DS(a) kétszeres antiszimmetri-
kus részének negativija (D ® S(a) kétszeres antiszimmetrikus része).

AV —V*AV* z— (DAS)(z) leképezést az S kiilsé6 derivaltjanak vagy
Rotéaciéjanak nevezziik; haszndlatosak még a dS(z) := (D A S)(z) =: RotS(z)
jelolések is.

Specialisan vehetjiik S szerepére egy f : V — R fiiggvény Gradiensét: S =
Df = Gradf. Minthogy kétszer differencidlhatd fiiggvény maésodik derivaltja
szimmetrikus, D?f antiszimmetrikus része nulla, tehdt D A (Df) = 0, mas sz6-
val Rot Gradf =0, ha f : V — R kétszer differencidlhaté fiiggvény.

(iv) Jegyezziikk meg jol, hogy

—egy V — V differencidlhaté fiiggvénynek (vektormezének) van divergencidja,
és nincs kiilsé derivaltja,

—egy V — V* differencidlhatoé fiiggvénynek nincs divergenciaja, és van kiilsé
derivaltja.

18.2. Legyen most V = RYN. Ekkor a szokdsos azonositassal (RV)* = RY,
igy az f : RN »— R differencidlhaté fiiggvény derivaltja (Gradiense) RY »— RY
leképezésnek tekinthetd, amelyet a fiiggvény gradiensvektoranak neveziink és
a grad szimbélummal jeloliink. Amit RV ~— R fiiggvények derivaltjairél tudunk,
abbdl azonnal kévetkezik, hogy

gradf = (81f, 82f, ey aNf)

Fizikai alkalmazdsokban mindig a gradiensvektort hasznaljék, és egyszerlien
gradiensnek hivjak.
Az F: RN — RY differencidlhaté fiiggvény derivélttenzora

(0;F) | kyi=1,...,N),

N

fgy divF = 0y Fx.
k=1
Ismét az (RV)* = RV azonositds miatt az F : RY »— RY fiiggvénynek értel-
mezhetd a kiilsé derivaltja is, és

(D/\F)zk:&kaakFl (Z,k:].,,N)
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Ebben az esetben tehdt elmosédik a kiilonbség a vektormezok és kovektormezok
ko6zott; ugyanannak a fliggvénynek van divergencidja is, kiilsé derivaltja is.

Az (RV)* és RN kézotti azonositas fontos kovetkezménye, hogy egy f : RY »— R
kétszer differencidlhaté fliggvény derivaltjanak (gradiensének) képezhetd a diver-
genciaja, amelyet Laplace-féle derivaltjanak hivunk:

N
Af:=divgradf = D-Df => i f.
k—1

18.3. Kiilonosen érdekes R? esete a kiilsé derivalt szempontjabél. Ekkor ugyan-
is R? és R AR? — a 3 x 3-as valés antiszimmetrikus métrixok Osszessége — kozott
van egy természetes linearis bijekcié (azonositds):

a1 0 —Q3 Q9
ay | = Qasg 0 aq
(6 %3 —Q9 a1 0

Ha j jeloli ennek az azonositdsnak az inverzét, akkor egy F : R? — R? differen-
cidlhaté fiiggvény esetében képezhetd a rotF := joD A F = j o RotF : R »— R3
rotaciévektor. A korabbiak alapjdn konnyedén megkaphatjuk, hogy

rotF = (82F3 - 83F2783F1 — 61F3,61F2 — 82F1).

Fizikai alkalmazasokban mindig ezt a rotaciévektort hasznaljak, és egyszeriien
rotacidnak hivjak.

A 18.1-ben mondottakat ezzel az 1j jeloléssel gy fejezhetnénk ki, hogy ha
f : R? »— R kétszer differencidlhaté, akkor rot gradf = 0. Azt sem nehéz ellend-
rizni, hogy ha F : R?® — R3 kétszer differencidlhaté, akkor div rotF = 0 szintén
fennall.

18.4.. Az elébb az (RY)* = RY tgynevzett standard azonositdst tekitettiik,

vagyis azt, amelyet a szokdsos < -, > skaldris szorzattal létesitiink, azaz o € RN
N

al =< >= Z aréy, linedris leképezésnek felel meg, tehat az (R R, < -, - >)

k=1
euklideszi tér dltal meghatarozott azonositasrol van szé.
Egy mésik fontos eset, amikor az R R, (-|-)) Minkowski-féle térrel van dol-
gunk. Ekkor az (R*V)* = RN agonositdsban a € RN a ¢ — (al¢) =
N
—apéo + Z ok linearis funkcionalnak felel meg.
k=1
Ebben az esetben egy F : RN - RN differencidlhaté fiiggvény divergen-
N

cidja —doFo + Z@ka, és egy f : RN oo R kétszer differencidlhaté fiiggvény
k=1



18. Gradiens, divergencia, rotacio 153

N

Laplace-féle derivéltja —03 f + Z D2 f, amelyet az OsszetévesztetOség elkeriilése
k=1

végett D’Alembert-derivéltnak szokas nevezni.

18.5. Az el6bbi harom pontban mondottak altaldnositdsat fogalmazhatjuk meg

(V, B, h) pszeudo-euklideszi vektortér esetére. Ekkor ugyanis van egy V* =

B®B
azonositasunk.
Ennek az azonositdsnak a kovetkezményeként
\%4
— adddik egy f : V — R gradiensvektora, gradf : V — Bo B
—egy F:V —V = (B® B)® V* differencidlhaté vektormezének a divergen-
VAV
cidjdn kiviil a Rotacidja (kiils§ derivdltja) is értelmezets, RotF : V »— BoB
\%
—egy SV —V*= BoB differencidlhaté kovektormezonek a kiils6 derivalt-
jan kivil értelmezhetd a divergencidja is, divS : V — BoB’
Ugyancsak értelmezheté egy f: V — R kétszer differencialhato fliggvény Lap-
R
lace-féle (D’Alembert-féle) derivéltja, D-Df : V — BoB

Az (E,D,b) hirom dimenziés, irdnyitott euklideszi vektortéren értelmezhe-
t6 egy differencidlhaté S : E — E* kovektormezd (vagy F : E — E vek-
* *

tormezd) rotaciévektora az E* A E* = — azonositds éltal: rotS : £ — —

P D
(rotF E— D).

18.6. Feladatok

1. Legyen G : V x V — R szimmetrikus bilinedris leképezés. Mi a kovetkez6
V — R fiiggvények derivaltja:

(i) z — G(z, ), (i) V-oR, z+— /G(z,x).

Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbol euklideszi vektortér norméajanak gra-
diensére ?

2. Mi az idy fliggvény divergencidja, kiils§ derivéltja? (Legyiink figyelmesek!)

3. Legyen (V,B,h) pseudo-euklideszi vektortér. Ekkor idy felfoghaté V. —
V* ® (B ® B) leképezésnek. Mi az idy kiils6 derivaltja? (Vizsgdljuk meg elébb
azt az esetet, amikor V = RV )

4. Szamoljuk ki az Laplace-derivaltjat!

b
|idgs|

5. Legyenek fig: V — R, F:V »— V, S:V — V* differencidlhato fiiggvé-
nyek. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagokat:

(i) Grad(fg) = gGradf + fGradg, masképp ugyanez:

D(fg) = gDf + fDg,

(ii) div(fF) = fdivF + (Gradf|F),
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(iii) Rot(fS) = fRotS + (Gradf) A S, mésképp ugyanez:

DA(fS)=fDAS+(Df)AS.

6. Legyen (E, D, b) hdrom dimenzids irdnyftott euklideszi vektortér, f : E — R,
F,G : E— FE differencidlhaté fiiggvények. Lassuk be a kovetkezd azonossdgokat:

(i) div(G x F) = F - rotG — G - rotF,

(ii) rot(fF) = frotF — F x gradf,

(iii) rot(G x F) = (F - D)G — (G- D)F + GdivF — FdivG,

(iv) grad divF = rot rotF + AF,
ahol a pont a b bilinedris leképezésbol szarmaztatott “szorzast”, x pedig a vekto-
ridlis szorzést jeloli; az (iii)-ben szerepld elsé két tagot FF- (D®G) — G- (D® F)
alakba is frhatjuk.

19. Differencialas és koordinatazas

19.1. Ismételjiik at, amit V' véges N dimenzids, valos vektortér linearis koor-
dindtazasardl tudunk (Analizis 11.16.).

Vegyiik a V' egy (v1,...,vn) rendezett bazisit, és az ennek megfelel§ K : V —
RN linedris bijekciét, azaz koordinatézast, és a P := K~ paraméterezést. Az
adott bazis (p!,...,p") dudlisa bazisa V*-nak, amely a (K‘l)* =P*:V* > RN
koordinatazast hatarozza meg.

Egy x € V koordinatéi az adott bazisban

K(x) = ((pk|x) | k= 1,...7N)7
egy p € V* koordinatai pedig
P'0) = (o) [k =1,....8).
Egy A € Lin(V,V) =V ® V* métrixa
KAP = ((piAuk) lik=1,... ,N),
egy R € Lin(V,V*) = V* ® V* métrixa pedig

P*RP = ((Rvivk) | i,k:L...,N).
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19.2. FEzekkel a koordinatazosokkal a V-ben értelmezett valds fliggvényeket,
vektormezéket és kovektormezéket az RN-ben értelemzett valds illetve RY értékii
fiiggvényekbe vissziik at:

f:V—R, p:=foP:RN =R,
F:V—YV, F:=KoFoP:RYN - RV,
S: V=V S:=P*0oSoP:RY — RN,

A tablézat jobb oldali oszlopaban allé fiiggvényeket nevezziik a bal oldaliak ko-
ordinatazott alakjanak. Az eredeti fliggvények derivaltjdnak koordindtdzott
alakja,

Df:V — V*, P*Df(oP) : RY = RV,
DF:V —V®aV* KDF(oP)P : RY s RV*N,
DS:V =V @ V*, P*DS(oP)P : RN »s RNV,

a fliggvények koordinatazott alakjanak a derivaltja pedig

Dy = ((Df) o P)P = P*Df(oP),
DF = K((DF) o P)P = KDF(oP)P,
DS = P*((DF) o P)P = P*DF(oP)P,

ahol a szokasnak megfeleléen elhagytuk a linearis leképezések koziil a kompozicid
jelét, valamint a kifejezd irdsméd és a tévedések elkeriilése érdekében a

DF(oP):RY — V@V*, ¢ DF(P(C)) (%)

stb. jelolést alkalmaztuk.

Megéllapithatjuk tehat, hogy a linedris koordinatézas felcserélhetd a differencié-
lassal: mindegy, hogy elébb koordinatazunk, és azutan differencidlunk, vagy elébb
differencidlunk, és azutdn koordindtdzunk. A derivaltak koordindtdzott alakja
konmponensekben kiirva:

Df (Bip|i=1,...,N),
DF (i F* | kyi=1,...,N),
DS (&S | kyi=1,...,N),
N
divF > oF,
1=1

DAS (xS — 0,8y | kyi=1,...,N).
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Tovabbé, ha (V, B, h) pszeudo-euklideszi vektortér, és h-ortogonalis koordina-
tazéast haszndlunk — vagyis a koordinatazast meghatarozé bézis h-ortogonalis —,
akkor (és csak akkor) az f : V — R fliggvény Laplace-féle derivaltjdnak koordina-
tas kifejezése:

N
D-Df > more,
k=1

ahol gy = —1hak=1,...,neg(h) ésny =1 ha k =neg(h)+1,...,N.
Ez visszaadja az euklideszi illetve a Minkowski-féle esetben a 18.2-ben illetve a
18.4-ben megismert formulat.

19.3. A V vektorteret — vagy annak egy nyilt részhalmazdt — gorbe vonalian
is koordinatazhatjuk.

Ekkor a koordinatdzas K : V »— RN végtelenszer differencidlhaté leképezés,
amely injektiv, és a derivaltja minden pontban bijekcié; a P := K1 paramétere-
zés ugyanilyen tulajdonsdgu.

Minden z € Dom(K) esetén az z-en dthalad6 koordinata-vonalak érint6i bézist
alkotnak V-ben, amelyet a K &ltal meghatarozott z-beli érintébazisnak neveziink.
DK (z):V — RY adja azt a linearis bijekci6t, amely ezen bazisvektorokat az RY
standard bazisvektoraiba képezi. Ennek megfeleléen (D.K'(K'*l(f)))f1 =DP(¢) :
RN — V az a linedris bijekci6, amely az RY standard bézisvektorait a P(¢)-beli
érintébazisba képezi.

Az F : Dom(K) — V vektormez6t tgy koordinatazzuk, hogy az F(xz) € V
vektort az x-beli érintébézisra vonatkozé koordinataival adjuk meg minden z ese-
tén, z-et pedig a koordinatazas segitségével rendezett szam N-essel reprezentaljuk.
Képletben:

F:V -V koordinitazott alakja RY »— RN ¢+ DK(P(€))F(P(£)),

és hasonl6 formulat irhatunk fel egy S : V — V* kovektormez6 koordinatazott
alakjdra: S(x)-et az a-beli érintébézis dudlisdra vonatkozé koordintétaival adjuk
meg. Ertelemszerfien igy jarunk el V — V@ V* és V »— V* @ V* tenzormezdkkel
is.

A kovetkez6 tabldzatban foglaljuk Ossze a kiilonféle fliggvények koordinatézott
alakjait, a 19.2-ben bevezetett jelolés olyan tovabbi egyszeriisitésével, hogy a pa-
raméterezéssel valé kompoziciobdl elhagyjuk a kompozicié jelét:

f:V—R, ¢ :=f(P):RY — R,
F:V—V, F :=DK(P)F(P):RY — RV,
SV V¥, S:= (DP)*S(P) : RY »— RV,
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Az eredeti fliggvények derivéaltjanak koordindtazott alakja

Df:V o V*, (DP)*Df(P) RY s RV,
DF:V —V®V*, K(P)DF(P)DP : RY »s RVXN,
DS:V —V*®@V*, ( P)*DS(P)DP : RN s RV*N

a fiiggvények koordindtdzott alakjénak a derivaltja pedig (a jelolést nemsokéra
megmagyarazzuk)

Dy =Df(P)DP = (DP)"Df(P), (1)
DF = D?K(P)(DP-, F(P)) + DK(P)DF(P)DP, (2)
DS = S(P)D?P(-,e) + (DP)*DS(P)DP. (3)

A valés értéki fiiggvények koordindtdzott alakjanak a derivaltja megegyezik a
derivalt koordinatdzott alakjaval, tehat ilyen fiiggvényekre a koordindtazas és a
differencialas gorbe vonalu koordinatazas esetén is felcserélhato.

Ezzel szemben vektormezékre és kovektormezdkre ez nem igaz. A koordindta-
zott alakok derivaltjanak masodik tagja megegyezik a derivaltak koordinatazott
alakjdval, az els6 tag pedig csak akkor azonosan nulla, ha K (illetve P) mésodik
derivaltja azonosan nulla. Fejtsiik ki egy kicsit részletesebben, mit is jelentenek
ezek a tagok.

D?K(z) : V x V. — R¥ bilinedris leképezés, és igy (2)-ben az els6 tag pontos
értelme adott & € Dom(P) esetén az

RY R, oo D2K(P(©) (DPOW F(P(E))

lineéris leképezés.
D?P(€) : RN x RN — V bilinéaris leképezés, és igy (3)-ban az elsé tag pontos
értelme az

RY = (RM)" =RY, wes (S(P(€)) | D*P(€)(w,®))

linearis leképezés, ahol e jeloli a valtozd helyét.
A DK (P)DP = idgn~ Osszefuggés differencidlasaval azt kapjuk, hogy

D?K(P)(DP x DP) + DK (P)D?P = 0.

Az F(P) = (DP)F osszefiiggés alapjan a (2) els6 tagjat atalakitjuk gy, hogy
benne a vektormezo6 koordinatazott alakja jelenjen meg;:

D?K(DP-, F(P)) = D*K(P)(DP x DP)(-, F),



158 VII. A FIZIKABAN HASZNALT NEHANY FOGALOM

és hasonléan, S(P) = SDP alapjin a (3) els6 tagjat is, hogy benne csak a kovek-
tormezd koordinatazott alakja jelenjen meg. A

I':= —D?K(P)(DP x DP) : RY — Lin?(RY x RV, RY)
ugynevezett Christoffel-féle szimbdlum bevezetésével végiil a

DK (P)DF(P)DP = DF +I(-, F),
(DP)*DS(P)DP = DS — ST(-, )

eredményt kapjuk.

19.4. Az el6z6 pont formuldiban nagyon oda kellett figyelni, mi milyen lineéris
vagy bilinearis leképezés, mit mivel azonositunk.

Jobban é4ttekintheté formuldkat kapunk, ha a V = RY esetet vesziik.

RY vektorainak standard komponenseit felsd indexszel frjuk: = = (z!,...,2V) €
RY; (RV)* = R eclemeinek standard komponenseit alsé indexszel latjuk el:
a=(ay,...,ay) € (RV)*.

A komponensek dltaldnos jelolésére az i, j, k, ... betiiket hasznaljuk: z = (2 |
i=1,...,N),a=(a;|i=1,...,N).

A gorbe vonalu koordinatazas értékkészletében 1évo szam N-eseket is feliil fog-
juk indexelni az «, 3,7 ... betiikkkel. Ennek megfeleléen

— egy vektormezé F = (F'|i=1,...,N): RN RN,

— egy kovektormezé S = (S; |i=1,...,N): RY »s (RV)* = RV,

— a koordinatazas K = (K®|a=1,...,N): RN — RN,

— és a paraméterezés K ' =P = (P'|i=1,...,N): RNV »—» RN
alaku.

Minthogy minden index az 1,..., N értékeket futja végig, elhagyjuk ennek jelo-
1ését, valamint megallapodunk az igynevezett Einstein-féle dsszegzési szabdlyban,
mely szerint az ellentétes helyzetben (lenn-fonn) levé azonos indexek automatiku-

N
san 1-t6] N-ig torténd Osszegzést jelentenck. Tehdt példaul a;z? := Z a;z'.
i=1

Ennek megfelelelden a kévetkez6 tablazatban folglaljuk Ossze az egyes fiiggvé-
nyek koordindtdzott alakjait (a valds értékil fiiggvények esete érdektelen):

F'  koordinitizottja  F* = 9;K*(P)F'(P),

S; koordinatazottja Sy = (%PiSZ-(P),
O F* koordinatézottja (DF)* 5 = 0;K*(P)O,F'(P)9sP",
OLS; koordindtazottja (DS)ap = aaPi(?kSi(P)@ng.
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Viszont F' és S koordinatdzottjanak a derivaltja
05 F* = 0p0i K (P)0s P*F'(P) + 8, K*(P)0) F'(P)ds P*,
05Se = 0300 P'Si(P) + 00 P' 0, S;(P)0s P".

A 9;K*(P)d,P' =%, és az ebbdl adéds
O K*(P)0gP* Oy P! + 0;K*(P)0s0vP" = 0
Osszefiiggésbdl, a
%, = —0L0;K*(P)0s P*0, P" = 0;K*9,05P"
Christoffel-féle szimbolum bevezetésével végiil azt kapjuk, hogy
(DF)%5 = 0pF" + %3, F7,
(DS)ap = 0880 — I 0pS,.

19.6. Amint az a fentiekbél kideriil, a derivaltak altaldban elég bonyolultak
a gorbevonalu koordinatazéasokban. Kivételt képeznek azok az esetek, amikor a
fliggvények allandok bizonyos koordinatavonalak mentén; ilyenkor elényos a gor-
bevonali koordinatak hasznalata. Példaul, ha olyan fiiggvénnyel van dolgunk,
amely allandé R3-ban a gombfeliileteken, akkor célszerti a gémbkoordinitézés; ha
a hengerfeliileteken, akkor a hengerkoordinatazas.

Kivétel tovabba a kovektormezdk kiilsé derivaltja, amelyre az igaz, hogy koor-
dintazott alakja a vektormez6 koordinatazott alakjanak kiils6 derivaltja, vagyis az
eddigi jelolések értelemszert alkalmazasaval

(D A\ 8)a5 = 8QSB - 8ﬁ8a.

Ez egyszeriien adddik abbdl, hogy a koordinatazas masodik derivaltja szimmetri-
kus, ezért a Christoffel-féle szimbdélum is szimmetrikus az alsé indexeiben: I'*g,, =
I'*,s.

Itt emlitjik meg, hogy a fizikdban hangsilyozzak, hogy a Christoffel-féle szim-
bélum nem harmadrend®i tenzor, noha harom indexe van. Ez azt jelenti, hogy
nincs olyan V' — Lin?(V x V,V*) leképezés (harmad rendfi tenzormezd), amely-
nek a koordinatazott alakja volna a Christoffel-szimbdélum.

19.7. Alkalmazasokban legtébbszor a Laplace-féle derivéltat allitjuk el6 gorbe-
vonald koordindtakban. A hosszas szamitasok mellézésével kozoljik a formuldkat.

Legyen f : R? — R kétszer differencidlhaté fiiggvény. Ekkor, ha P az R3
henger-paraméterezése, akkor a ¢ := f o P valamint a 16.3. jel6léseivel

_ 10 (06(pp2)\ | L Ppp.2)  9?pp.2)
pOop dp P> Op? 922

(AN)(P(psp, 2))
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és ha P az R? gémb-paraméterezése, akkor

(Af)(P(r,0,9)) =

10 2 8¢(T, 91 SD) 1 0 : 8¢(T, 97 (P) 1 82¢(T7 97 90)
r2 Or (7‘ ar + r2sin 6 96 sinf 00 + r2sinf Op?

19.8. Feladatok

1. Mi az R2-beli a szogli forgatds (mint R? — R? vektormezd) poldrkoordinatds
alakja?

2. Adjuk meg az A : R? — R? linedris leképezés (mint vektormezd) henger- és

/////

/////

s 7 7

4. Adjuk meg R? polérkoordindtazasanak, valamint R? henger- és gombkoordi-
natazasanak a Christoffel-féle szimbdlumat!

5. A fejezet eredményei szerint egy f : R?® — R fiiggvény gradiense koor-
dinatazott alakjanak komponensei a fliggvény koordinatdzot alakjanak parcidlis
derivéltjai. Tehat hengerkoordinatakban

Af(P(p,p,2)) Of(P(p,p,2)) Of(P(p,p,2))
dp ’ ) ’ 0z ’

gombkoordinatakban pedig

of(P(r,0,¢)) Of(P(r.0,¢)) Of(P(r,0,¢))
or ’ 00 ’ Op

Fizikakonyvekben azonban azt talaljuk, hogy a gradiens komponensei henger-
koordinatakban

Of(Pp,p,2)) 10f(P(p,p,2)) Of(P(p;p;2))
dp ) ) ’ 0z ’

gombkoordinatakban pedig

of(P(r.0,¢)) 10f(P(r,0,9)) 1 0f(P(r,0,¢))
or “r 00 " rsinf Op

Magyarazzuk meg ezt az eltérést!



