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|. ALAPISMERETEK

1. Elsorend(i kozonséges differencidlegyenletek

1.1. A differencidlegyenletek olyan egyenletek, amelyekben fliggvény az isme-
retlen, és az egyenletben szerepel az ismeretlen derivaltfiiggvénye is. Ha az isme-
retlen fiiggvény értelmezési tartomdnya egydimenzids valds affin tér (példdul R)
részhalmaza, akkor k6zonséges differencidlegyenletrél beszéliink, ha tébbdimenzids
affin tér (példaul RY, N > 1) részhlamaza, akkor parcidlis differencidlegyenletrdl.
Ha az egyenletben az ismeretlen fiiggvény n-edik derivaltja szerepel, de annal ma-
gasabb rend{i nem, akkor a differencidlegyenletet n-edrendiinek hivjuk.

Ezeket a meglehetésen laza fogalmakat pontossa tehetjiik az egyenletek pontos
megfogalmazésaval (Analizis 1.11.).
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Legyen V véges dimenzios vektortér. Tudjuk, hogy V-n minden norma ek-
vivalens, ezért nyilt halmazokrdl, folytonossagrdl, differencidlhatdséagrol stb. be-
szélhetiink norma nékiil is. Néha azonban — bizonyos nagysagrendi becsléseknél —
sziikségiink van norméra is; ezt szokdsosan a || || szimbdélummal jeldljik.

R x V fontos szerepet jatszik a differencidlegyenletekkel kapcsolatban. V lehet
komplex vagy valds vektortér, R x V viszont mér csak valés vektortér, ami szintén
véges dimenzids, tehat itt sem kell a norma az emlitett fogalmakhoz. Ha mégis
sziikségiink van rajta normaéra, mindig a ”végtelen” normat hasznaljuk; ekkor a
(t,z) € R x V pontnak az e sugari kérnyezete

Ke(t,z) ={(s,9) [[s =t < ¢ |ly — x| <e}.

Legyen f : R x V — V folytonos fliggvény, amelynek értelmezési tartoménya
nyilt halmaz. Vezessiik be az

Xp={r:R—V|

r folytonosan differencidlhat6, Domr intervallum, Graphr C Domf},

valamint a

C:={z:R— V| z folytonos}

jelolést, és legyen
F:Xy—C, rw—7r—fo(dg,r),

ahol 7 az r derivéltja.
Az
(x e Xy)? F(z)=0

egyenletet elsérendii, kozonséges differenciidlegyenletnek nevezziik.

1.2. Mint az egyenletek &ltaldnos értelmezésénél (Analizis I.11.) is utaltunk
ra, az egyenletek jelolését értelemszeriien és alkalmasan megvaltoztathatjuk, hogy
konnyebben attekinthetdk legyenek. fgy tessziik ezt most is. Az imént értelmezett
differencidlegyenletet

(%) (z:R—V)? = f o (idg, z)

alakba irjuk, és mellé értjlik, hogy ennek megoldasa olyan r : R — V fiiggvény,
hogy
(i) Domr nyilt intervallum,
(ii) r folytonosan differenciglhato,
és minden t € Domr esetén
(iii) (¢,7(¢)) € Domf,
(iv) () = F(t, 7(t)).
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Jegyezziik meg azt a fontos tényt, hogy egy megoldasnak az értelmezési tarto-
manya barmely nyilt intervallumara val6 lesziikitése is megoldas.

Tovabba a differencidlegyenlet megoldasai intervallumon értelmezett folytono-
san differencidlhaté fiiggvények, tehat folytonosak és értelmezési tartomanyuk 6sz-
szefiiggd. Ezért az értékkészletiik és grafikonjuk is Osszefiiggd halmaz.

Tehat megoldasok keresésekor az f értelmezési tartoméanyanak csak egy Ossze-
fliggé komponense érdekes. Ezért elméleti meggondolasok szempontjabol mindig
feltehetjiik, hogy ez az értelmezési tartomany Osszefiiggo.

1.3. A differencidlegyenletet szemléletessé is tehetjiik a kovetkezoképpen. Tud-
juk, hogy {(¢,r(t)) | t € Domr} gérbe R x V -ben (Analizis IV.A.12.5.(1)), amely-
nek érintdje a t paraméterértéknél (1,7 (t)). Abrazoljuk a lap sikjdban R x V-t a
szokasos moédon, és jelenitsiik meg az

RxV—RxV, (tz)— (1,f(ta))

vektormez&t gy, hogy minden (¢,2) €Domf ponthoz rajzoljuk be azt a vektort,
amelynek ”vizszintes” komponense 1, ”fiiggéleges” komponense pedig f(¢,z). A
differencidlegyenlet megoldasa olyan fliggvény, amely grafikonjanak barmely pont-
jaban az érint6 éppen az ott eldirt vektor.

1.4. A kovetkez6 elnevezések honosodtak meg a differencidlegyenletek elméle-
tében a (x) differencidlegyenletre vonatkozdan:

jobb oldal: az f fliggvény;

differencidlegyenlet értelmezési tartomanya: jobb oldal értelmezési tartoméanya;

fazistér: V, a jobb oldal érkezési halmaza;

kibévitett fazistér vagy fejlédési tér: R x V;

megoldasgorbe vagy integralgérbe: megoldds grafikonja;

fazisgorbe: megoldas értékkészlete.

A megoldasgorbe valéban gérbe Rx V-ben. A fazisgérbe V részhalmaza, a meg-
oldasgorbe projekcidja. Ez nem feltétleniil gorbe az altalunk haszndlt értelemben;
lehet példaul egyetlen pont is.

A differencidlegyenletet autonémnak nevezziik, ha a jobb oldal csak a fazistér
pontjaitdl fligg, azaz, ha van olyan g : V »— V fliggvény, hogy Dom f = R x Domyg,
és f(t,z) = g(x) minden t € R, x € Domg esetén.

1.5. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a differencidlegyenletekkel kapcsolatban
altalaban két kiilonb6z6 mennyiséget szokds ugyanazzal a szimbélummal jel6lni;
mi is kovetjiik ezt a szokast. Nevezetesen, eddigi jeloléseinkben x egyrészt a dif-
ferencidlegyenlet véltozdjat (a keresett R — V fliggvényt), mésrészt a jobb oldal
valtozdjat (V elemét) jelenti. Ha tudatositjuk magunkban ezt a kett8sséget és
mindig figyeliink arra, mir6l van szé, a félreértés konnyen elkeriilhetd.

Szokés a differencidlegyenletet @ = f(t,z) vagy v = f(z,y) alakban is {rni.
Ekkor t illetve x a ”fluggetlen véaltozd” ”szokédsos” jele (¢t az id6, mint fiiggetlen
véltozd, x valamely tdvolsdg, koordindta stb.). Célszeriien mi is alkalmazunk ilyen



8 1. Elsérendii differencialegyenletek

format azzal a kiegészitéssel, hogy kiilon jelolésben feltiintetjiik a fliggetlen valto-
z6t. Tehdt a () differencidlegyenlet helyett ezt is {rjuk:

(01 (R = V) &= f(t,2) vagy o = f(t,)
és természetesen
/ dy
(y: (@R— V)T oy = flz,y) vagy - =f(z,y)

ugyanaz a differencidlegyenlet. Ilyen jelolés kiillonosen akkor elengedhetetlen, ami-
kor a jobb oldalon mindenféle bet{ik (”paraméterek”) is megjelennek, és el akarjuk
keriilni a tévedést. Konyvekben sokszor lehet talalkozni példéaul

¢ =a® +h(p)—¢

alaku differencidlegyenlettel; vajon itt «, p és ¢ adott értékek-e, vagy valamelyik a
fliggetlen valtozd?

Adott formulaval meghatarozott differencidlegyenlet értelmezési tartomanyan,
ha mést nem mondunk, azt a legb6vebb nyilt halmazt értjiik, amelyen a formuld-
nak értelme van. Ilyen esetben az els6 dolgunk legyen az értelmezési tartomany
tisztdzasa. Konyvink feladataiban erre az (értelmezési tartomdany?) figyelmeztet.

Ilyen esetekben a keresett (ismeretlen) fliggvény értelmezési tartomdnydnak
vagy értékkészletének szlikebb meghatdrozdsaval jelezhetjiik, hogy a differencidle-
gyenlet értelmezési tartomanyat lesziikitettiik arrdl a legbovebb nyilt halmazrdl,
ahol a formuldnak értelme van. Példaul az

(z: (t)R — R)? .fz?

differencidlegyenlet értelmezési tartomédnya, megéllapoddsunk szerint, {(¢t,z) €
R xR |t # 0} Ez szétesik az R~ x R és RT x R diszjunkt nyilt halmazok-
ra. Mivel a megoldasok szempontjabdl az értelmezési tartoménynak mindig csak
egy-egy Osszefliggd komponense érdekes, el6fordulhat, hogy csak olyan megoldé-
sokra vagyunk kivancsiak, amelyek a pozitiv félegyenesen vannak értelmezve. Ez
tulajdonképpen azt jelenti, hogy a differencidlegyenletet lesziikitjiik az RT x R
halmazra, amit célszeriien igy jeloliink:

x

(x: (ORT —R)? &= ;

Hasonlo értelmi az

(@ : (DR — RT)? :'g:%

jelolés.
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Végil érdemes megemliteni, hogy a gyakorlati alkalmazasokban legtobbszor a
V = KV esettel taldlkozunk. Ekkor az ismeretlen is és a differencidlegyenlet
jobb oldala is N komponensbél all6 fiiggvény. Tehat, ha N > 1, akkor a dif-
ferencidlegyenlet mint N darab K értékil egyenlet egyiittese jelenik meg; szokds
ezért ekkor differencidlegyenlet-rendszerrdl beszélni. Egyenlet és egyenletrendszer
azonban nem elkiloniilé dolgok: bizonyos egyenleteket, ha akarjuk, egyenletrend-
szernek foghatunk fel (Analizis I1.11.).

1.6. Elméleti fizikdban el6fordul, hogy I — V fiiggvényekre irunk fel differen-
cidlegyenletet, ahol T és V affin terek, I egydimenzids. Tudjuk, hogy egy ilyen
fiiggvény derivaltjanak értékei %—ben vannak, ahol I és V az I, illetve V alatti
vektorterek. Ekkor tehat a differencidlegyenletet egy f : I X V — ¥ folytonos
fliggvénnyel adjuk meg

(z:1—V)? & = fo(idy, x)

alakban.

Az ilyen differencidlegyenletekre, értelemszeriien, minden elmondhaté, amit a
valés valtozds, vektor értékii fliggvényekre vonatkozo differencidlegyenletekrél el
lehet mondani. Ezért a tovabbiakban, az egyszeriiség kedvéért, maradunk az 1.2-
ben meghatarozott differencidlegyenleteknél.

1.7. A gyakorlat sokszor vezet implicit differencidlegyenletre, vagyis olyanra,

amelyben az ismeretlen derivéltja is valamely fiiggvénykapcsolatban jelenik meg.
Kozelebbrol, a differencidlegyenlet

Fo (idR,:c,:t) =0

alakid, ahol F': R x V x V »— V adott fiiggvény. Ezt akkor tudjuk kezelni, ha bi-
zonyos tartomanyokon explicitté tehetjik, azaz az el6bbiekben ismertetett alakra
hozhatjuk.

1.8. Feladatok

1. Az (z: R »— R)? i = 322/ differencidlegyenlet értelmezési tartomanya
R x R, megoldasai példaul
(i) r(t)=0 (teR)

(ii) barmely adott t, € R és z, € R esetén r(t) = (t — t, + J7,)® (t € R);
(i)

(t+1)>  hat<-—1,

r(t)=1< 0 ha —1<t<0,
¢3 ha 0 <.

Keressiink tovdbbi megoldasokat, amelyek az egész R-en értelmezve vannak!

2. Adott a € Kesetén az (x : R»— V)? & = ax differencidlegyenlet értelmezé-
si tartomdnya R x V, és barmely x, € V esetén megolddsa az r(t) = ez, (t € R)
fiiggvény. Van mas, az egész R-en értelmezett megoldas?
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3. A differencidlegyenlet értelmezésénél azt koveteltiik meg, hogy a jobb ol-
dal legyen folytonos fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha r a (x) differencidlegylet
megolddsa, és f n-szer differencidlhaté, akkor 7 (n + 1)-szer differenciglhaté. (Ut-
mutatds: ha f differencidlhaté, akkor ¢ — f(¢,r(t)) = 7(t) differencidlhatd, és
derivaltja a t — Drf(t,r(t)) + Dv f(t,r(t))r(t) = #(t) fiiggvény, ahol Dr és Dy a
megfeleld valtozdk szerinti parcidlis derivdldst jeloli (Analizis IV.B.4.3.)

2. Kezdetiérték-problémak

2.1. Egy differencidlegyenletnek altaldban igen sok megoldasa lehet, amint azt
az elézé példdk is mutattdk. A gyakorlati életben a probléma leginkabb tigy meriil
fel, hogy a megoldasok koziil csak bizonyos tulajdonsigiakat keresiink. E tulaj-
donsagok a leggyakrabban gy fogalmazédnak meg, hogy el6 van irva a megoldés
egy adott helyen felvett értéke, amelyet kezdeti értéknek szokas hivni.

Pontosan arrél van sz, hogy az 1.1-ben értelmezett F' : Xy — C fliggvénynek
egy lesziikitésével keletkezd egyenletet vessziik; ezt most csak az 1.2-ben adott
formahoz igazodva fogalmazzuk meg.

Legyen f olyan fiiggvény, mint kordbban, és (t,,z,) € Domf. Az

(z:R—V)? & = fo(idg,x),

(*) z(to) = o

kezdetiérték-probléma megoldasa olyan r : R — V fiiggvény, hogy

(i) r megolddsa a differencidlegyenletnek;

(ii) t, € Domr, r(t,) = .

Sokszor a kezdetiérték-probléma megoldasa helyett azt mondjuk, hogy a diffe-
rencidlegyenletnek a (t,,z,) kezdeti feltételt kielégité megoldasa vagy a differen-
cidlegyenletnek a (¢,, z,) ponton dthaladé megoldésa.

2.2. Altaldban még a kezdetiérték-problémanak sem egyértelmii a megoldasa.
Ha r megoldés, és I a Domr részintervalluma, ¢, € I, akkor r|; is megoldds. Egy-
értelmiiséget tehdt legfeljebb leszlikités erejéig varhatunk el. Ezt a kovetkezoképp
fogalmazhatjuk meg pontosan.

Definicid A () kezdetiérték-probléma megoldasa lokdlisan egyértelmdii,
ha van egy olyan intervallum t, kortil, hogy barmely két megoldas megegyezik
az értelmezési tartomanyuk kozos részének az intervallumba esé részén.

Az
(z:R—R)? =323,



I. ALAPISMERETEK 11

z(0)=0
kezdetiérték-probléma megoldédsa nem lokdlisan egyértelmii: az 1.8.1-ben adott
(i) és (iii) is megoldds, és nincs a 0 koriil olyan intervallum, ahol a két megoldds
megegyezne.

2.3. A kezdetiérték-problémat a késébbiekben jobban kezelhetd integralegyen-
letté irjuk at. Vezessiik be a

Z:={r:R— V|

r folytonos, Dom r intervallum, Graphr C Domf, t, € Domr}

jelolést. Ha r € Z, akkor az
t
R—V, t—a,+ [ f(s,7(s))ds
to

fiiggvény
(i) értelmezve van Domr-en,
(ii) folytonos,

(iii) a t, helyen az z, értéket veszi fel.

Az (ii) és (iii) tulajdonsdg miatt van olyan intervallum, amely tartalmazza ¢,-t,
és a fliggvény grafikonjdnak az intervallumhoz tartozé része még Dom f-be esik.
Jelélje Dom(¢(r)) a legbdvebb ilyen intervallumot, és ¢(r) a fenti fiiggvény le-
sziikitését erre az intervallumra. Ezzel a definiciéval ¢(r) is a Z eleme lesz, azaz
megadtunk egy ¢ : Z — Z leképezést.

Allitas r € Z akkor és csak akkor megolddsa a 2.1-beli kezdetiérték-problé-
manak, ha nyilt intervallumon van értelmezve és fixpontja ¢-nek, azaz r =

o(r).
B1zoNYITAS Legyen r a kezdetiérték-probléma megolddsa. Integraljuk az
s—=71(s) = f(s,7(s)) (s € Domr)

fliggvényt t,-tél t-ig, ahol ¢ € Domr. A bal oldalon a Newton—Leibniz-szabaly
szerint r(t) — r(t,) jelenik meg, a jobb oldalon pedig ftt f(s,r(s))ds. Egyszerii
atrendezés adja, hogy

r(t) =z, + /t f(s,7(s))ds (t € Domr),

o

azaz r = ¢(r).
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Tegyiik most fel, hogy Domr nyilt és r = ¢(r) . Ekkor r(t,) = z,, tovdbba r
differencidlhaté (Analizis V.A.13.4.) és 7(t) = f(t,r(¢)) hat € Domr. m

To6bbszor fel fogjuk haszndlni a kovetkezd egyszer(i tényt: har € Z és r = ¢(r),
akkor r leszlikitése az értelmezési tartomanyédnak belsejére szintén fixpontja ¢-nek,
azaz megoldésa a kezdetiérték-problémanak.

2.4. Feladatok

1. Az a legegyszeriibb differencidlegyenlet-tipus, amelyben a jobb oldal nem
fiigg az ismeretlen fiiggvény értékeitél: adva van valamely I intervallumon értel-
mezett folytonos h : I — V, az f jobb oldal értelmezési tartomanya I x V és
f(t,z) = h(t) minden t € I,z € V esetén. Mds széval a differencidlegyenlet

(x:R—V)?, &=h

alaki. Ekkor a megoldasokat egyszerii integraldssal kapjuk meg.

Allftsuk el6 a kovetkezd kezdetiérték-probléméak megoldasait:
(i) (z:R—R)? & =sin, z(0) = 2;
(i) (z: R —C)? z=t+it?, z(1) =7

(iii) (z:R—C)? %=,  z(2)=0.

3. Megolddsok |étezése és egyértelmiisége

3.1. Lattuk, hogy az

(z:R—V)? & = f o (idg,z),

() x(t,) =,

kezdetiérték-probléma megoldasa altaldban nem egyértelmii. De azt se tudjuk
még, hogy van-e egyaltalan megoldasa. Meg lehet mutatni, hogy mindig 1étezik
megoldas; mi ezzel most nem foglalkozunk (az ugynevezett Peano-féle egziszten-
cia-tétel szerint a fenti kezdetiérték-problémanak — folytonos f fiiggvény esetén
— mindig van megolddsa). Mi az f-re kirétt tovabbi feltétellel bizonyitjuk be a
megoldas létezését és lokalis egyértelmiiségét.

Bevezetjiikk § > 0 esetére az

Is(to) = {t eR| |t — t,| < I},

Gs(xo) == {z € V| |lz — 2, < 6}
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jeloléseket, ahol || || valamely norma V-n (emlékeztetiink, hogy véges dimenziés
vektortéren a normdk ekvivalensek).

3.2. Definicidé Azt mondjuk, hogy az f : R x V »— V fiiggvény a (t,,x,) €
Domf egy kornyezetében a V-valtozoja szerint univerzalis Lipschitz-fel-
tételnek tesz eleget, ha létezik a t,-nak I kérnyezete, az x,-nak G kornyezete
és L > 0 ugy, hogy I x G C Domf, és

If(tx) = ftyll < Lz -yl (tel, z,y€q)).

Ha f a V-véltozdja szerint folytonosan differencidlhaté a (t,,z,) egy I x G
konvex kornyezetében, akkor ott eleget tesz az univerzalis Lipschitz-feltételnek.
Valéban, ekkor a kozépértéktétel szerint minden ¢ € I, z,y € G esetén

1t z) = f(& )l < Lilz —yll,

ahol L := sup; .« ||[Dv f|| < oc.

Allitds Ha K kompakt halmaz az f értelmezési tartomanyéaban, és f a K
minden pontjanak egy kiornyezetében univerzalis Lipschitz-feltételnek tesz
eleget a V-véltozgjdban, akkor létezik L > 0 ugy, hogy || f(t,z) — f(t,y)|| <
L)z — y|| minden (t,z), (t,y) € K esetén.

BizoNYITAS Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz. Ekkor minden n természetes
szédmhoz létezik olyan (t,,zy), (tn,yn) € K, hogy

If(tn, 2n) — f(tn,yn) | > nllTn — Y-

Azn v (t,,z,) sorozatnak van a K-ban konvergens részsorozata; vdlasszunk ki
egy ilyen részsorozatot, és ugyanazzal az indexsorozattal vegyik az n — (t,,yn)
részsorozatat is. A részsorozatok atjelolésével feltehetjiik, hogy az eredeti soro-
zatok egyenlSk ezekkel a részsorozatokkal. Most az n +— (t,,y,) sorozatnak vé-
lasszuk ki egy konvergens részsorozatat és ugyanazzal az indexsorozattal az n +—
(tn, xyn) részsorozatdat. Most mar mindkét részsorozat konvergens, és ismét atjelo-
léssel vehetjiik tigy, hogy az eredeti sorozatok konvergensek:

(t07x0) = nlgn;o(tn7xn)7 (tovyo) = nlggo(tn7yn)

Mivel f folytonos, a fenti egyenlStlenség bal oldaldnak van hatarértéke, és ez
éppen || f(to, To) — f(to, Yo)||. Kovetkezésképpen az egyenlétlenség jobb oldala kor-
latos, ami csak ugy lehet, hogy =, = y,.
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A (t,,x,) pontnak van olyan kdrnyezete, amelyben bérmely (¢, x), (t,y) pontra

Hf(t’x) - f(t’y)H < LoHaj - yH

teljesiil. Viszont egy n, kiiszobindexnél nagyobb n-ek esetén (t,,, ), (tn,yn) mar
benne van ebben a koérnyezetben; ha n az L,-nal is nagyobb, a két egyenl6tlenség
ellentmond egymasnak. Feltételezéstink tehat tarthatatlan, és ezzel bebizonyitot-
tuk, amit akartunk.

3.3. Allitds (Picard-Lindeléf-tétel) Ha f (amelyet eleve folytonosnak
tettiink fel) a (t,,x,) egy kornyezetében a V-valtozéjaban univerzalis Lips-
chitz-feltételnek tesz eleget, akkor van olyan a > 0, hogy a 2.1-beli () kezde-
tiérték-probléménak létezik az I, (t,) intervallumon értelmezett egyértelmii
megoldasa.

B1zoNYITAS Legyenek I, G és L a 3.2. definiciéban szereplé mennyiségek, és le-
gyen n > 0, 8 > 0 olyan, hogy I,(t,) C I, Gg(z,) C G. Minthogy V véges
dimenziés, az I (t,) x Gg(x,) korlatos és zart halmaz kompakt, igy a folytonos f
fiiggvény korlatos rajta, ezért

M = sup{||f(t,2)|| | t € T, (%), = € Ta(w,)} < oo,

Zarjuk ki az M = 0 trividlis esetet, és legyen

—mindy 5L
o = min U’M’2L .

Emlékeztetiink arra, hogy C(I,(t,), V), — vagyis az r : I,(t,) — V folytonos
fliggvények az

[l == max{{r@) | ¢ € La(to)}
norméval elldtva — Banach-tér (Analizis I11.B.8.12.). Ebben

S:={r e Cla(to), V) [ lllr — zoll| < 5}

(az z, konstans fiiggvény koriili S sugari zart gomb) zart részhalmaz, tehdt S
teljes metrikus tér (Analizis I111.B.4.4.2.).

Megmutatjuk, hogy a 2.3-ban értelmezett ¢ leképezés S-et onmagaba képezi.
Ha ugyanis r € S, akkor

[o(r)(t) = 2ol = <aM <p

) f(s,r(s)) ds




I. ALAPISMERETEK 15

minden ¢ € I, (t,) esetén. Tehat ¢(r) értelmezve van az egész I, (t,) intervallumon,
folytonos, és |||p(r) — ||| < B, azaz ¢(r) € S.

Most azt mutatjuk meg, hogy ¢ lesziikitése S-re kontrakcié. Legyen ugyanis
r1,79 € S; ekkor a Lipschitz-tulajdonsiag miatt

[p(r1) () — o(r2) ()] = ‘/t (f(s,m1(s)) = f(s,72(5))) ds

< asup{[|f(s,r1(s)) = f(s,r2(s))]| | s € La(to) }
< aLsup{|ri(s) —ra(s)|l | s € In(to)},

azaz oL < 1/2 miatt

l(r1) — d(ra)lll < %Hlﬁ —rafll-

Ismeretes, hogy ¢-nek S-en létezik egyetlen fixpontja (Analizis 111.B.9.3.), azaz
létezik a kezdetiérték-probléménak egyetlen r : I, (t,) — Gg(x,) C V megolddsa
(lasd 2.3.).

Vegyiik észre, a bizonyitas érvényes az a-nal kisebb barmely pozitiv szamra is;
tehat a to,-nak az I, (t,)-nél sziikebb kdrnyzetén értelmezett és Gg(xz,)-ba képezd
megoldds is csak egy van (amely éppen a bizonyitdsban kapott megolddsnak a
leszikitése). Viszont azt még nem tudjuk, nem létezik-e esetleg egy mdsik olyan

megoldds az I,(t,) intervallumon, amely ”elhagyja” a Gg(z,) halmazt. Most
megmutatjuk, hogy ha z : I,(t,) — V a kezdetiérték-probléma megoldésa, akkor
z=r.

Tekintsiik ugyanis a

H:={tel,(t,)|z(t)=r(t)}

halmazt, amely nyilvdnvaléan nem tires, hiszen t, az eleme. H zért I,(¢,)-ban,
mert a {0} C V zart halmaznak a z — r folytonos fiiggvény &ltali &sképe. Vi-
szont H nyilt is I, (t,)-ban a kovetkezOk miatt. Legyen t; € H. Ekkor az 1 :=
r(t1) = z(t1) jeloléssel (t1,x1) € I x G, ezért a (t1, 1) egy kornyezetében f a V-
valtozdja szerint univerzalis Lipschitz-feltételnek tesz eleget. Kovetkezésképpen
létezik a (t1,21)-nek valamely Iy x Gy koérnyezete gy, hogy van a széban forgé
differencidlegyenletnek a (¢1,x1) kezdeti feltételt kielégité egyetlen r1 : I; — G1
megoldasa. A z és r folytonossdga miatt 1étezik a t; koriil egy olyan I, C I
intervallum, amelyet z és r is beleképez G1-be. Minthogy z és r a (t1, z1) kezdeti
feltételt kielégité megoldés, az el6z6 bekezdésben tett megjegyzésiink szerint mind
z, mind r megegyezik ri-gyel az I,, intervallumon. Ez pontosan azt jelenti, hogy
t1 belsé pontja H-nak.

Minthogy H nem iires, nyilt-zart részhalmaza az Osszefligg6 I, (t,) halmaznak,
szitkségképpen H = I, (t,).
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3.4. Erdemes most egy kis kitérét tenniink: ha V akdrmilyen Banach-tér (nem
szitkségképpen véges dimenzids), f folytonos és a V-viltozéja szerint univerzalis

Lipschitz-feltételnek tesz eleget az I,(t,) X G(x,) halmazon, akkor itt korlatos is.
Valéban,

(& 2) | < (1f (8 2) = [t zo) | + 1 (E 2o)ll;

a jobb oldal elsé tagja nem nagyobb, mint L3, méasodik tagjdnal pedig mar kihasz-
nalhatjuk, hogy az I,,(t,) = V, t — f(t,z,) folytonos fiiggvény korlétos.

Ezért a Picard—Lindelof-tétel fenti bizonyitdsa érvényes Banach-terekben értel-
mezett differencidlegyenletekre is.

3.5. Vegyiik most szemiigyre az 1.8.1-beli autoném differencidlegyenletet. A
jobb oldal értelmezési tartoménya R x R. A (t,z) — 32%/3 fiiggvény a {(t,0) |
t € R} pontokat kivéve mindeniitt folytonosan differencidlhatd, tehét teljesiti a
sziikséges Lipschitz-feltételt.

Ha tehdt x, # 0, akkor barmely t, € R esetén a (t,,2,) kezdeti értékkel a
differencidlegyenlet lokalisan egyértelmiien megoldhat6. A megoldas egy harmad-
foku paraboladg, és egészen addig tart az egyértelmiiség, amig a parabola el nem
éri a nullat; kozelebbrdl, ha példaul z, > 0, akkor a |ty — ¢/Z,, 00| intervallumon
értelmezett t — (t —t, + /T,)> fliggvény az egyetlen megoldds. A t, — /z, érték
alatt a megoldds a nulldbdl barhol ”eldgazhat” (ldsd a 2. 4brét).

A (t,,0) kezdeti értékkel a megoldds lokélisan sem egyértelmii, amint arrél mér
kordbban is széltunk.

3.6. A kezdetiérték-probléma megoldasihoz a Banach-féle fixpont-tétellel ju-
tottunk el. Mint tudjuk, a fixpontot egy sorozat hatarértékeként szukcessziv app-
roximdcidval (fokozatos kozelitéssel) kaphatjuk meg. Ha tehat r, az S barmelyik
eleme, akkor r1 := ¢(r,), 12 := &(r1),..., 7 := ¢(rp_1) olyan sorozat, amelynek
a hatdrértéke (a ||| ||| normdban, vagyis egyenletes konvergencidban) a megoldés.
A gyakorlatban éltaldban az r, := z, (konstans fiiggvény) induldst szokds alkal-
mazni.

3.7. Feladatok

1. Teljesiti-e a 2.4 feladatok elején megemlitett legegyszeriibb tipusi jobb oldal
(amelyik nem fiigg V elemeitél) az univerzalis Lipschitz-feltételt?

2. Ha egy autoném differencidlegyenlet jobb oldala az z, egy kérnyezetében glo-
balis Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor a (t,,x,) egy kornyezetében teljesiil
az univerzalis Lipschitz-feltétel.

3. Milyen valaszt adhatunk az 1.8.2. feladat kérdésére?

4. Adjuk meg az (z : R — R)? & = =z, 2(0) = 1 kezdetiérték-probléma
megolddsanak fokozatos kozelitéseit az 1 konstans fiiggvénybdl kiindulva. Mi a
kezdetiérték-probléma megoldéasa?

5. Allitsuk el az (2 : (t)R — R)? & =z +t, 2(0) = 0 kezdetiérték-probléma
megoldasat fokozatos kozelitéssel.
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6. Oldjuk meg fokozatos kozelitéssel az

I
o =

((9:1,:172) R>—>R2)? i‘l = T2, 11(0)

l"g =T, .1‘2(0)

kezdetiérték-problémat!

4. Maximalis megoldasok

4.1. Be tudtuk bizonyitani, hogy ha f eleget tesz a megfelel$ Lipschitz-felté-
telnek, akkor az
(x:R—V)? &= fol(idr, ),

(*) z(to) = T,

kezdetiérték-problémanak létezik egyetlen megoldasa a t, koriil egy intervallum-
ban. Azonnal felmeriil a kérdés, mondhaté-e valami kozelebbi az illet6 intervallum
nagysagarél. Mi lehet a legnagyobb ilyen intervallum? Egyaltaldn megadhaté-e
legnagyobb intervallum, és ha igen, milyen feltételekkel?

4.2. Tekintsiik a differencidlegyenlet megoldasainak halmazan a tartalmazassal
meghatdrozott szokdsos rendezést (Analizis 1.8.5.). Maximadlisnak mondunk egy
megoldast, ha maximélis elem erre a rendezésre vonatkozdéan. Mas szoval egy 7.,
megoldas maximalis, ha barmely r megoldasra r C r,, vagy r nem Gsszehasonlit-
haté r,,-mel.

A kezdetiérték-probléma maximalis megolddsa a differencidlegyenlet olyan ma-
ximalis megoldasa, amely egyben kielégiti a kezdeti feltételt.

A kezdetiérték-probléma r; és ro megolddsa Osszeilleszthetd, ha megegyeznek
az értelmezési tartomdnyaik kozos részén (Analizis 1.8.6.; itt a két értelmezési
tartomany nem lehet diszjunkt, hiszen tartalmazzdk t,-t).

Ha P a kezdetiérték-probléma paronként Gsszeillesztheté megoldasaibdl all6 hal-

maz, akkor P elemeinek Gsszeillesztése, |J r, szintén megoldés.
reP

4.3. Allitas Tegyiik fel, hogy a folytonos f : R x V ~— V fiiggvény
az értelmezési tartomanyanak minden pontjanak egy kornyezetében V sze-
rint univerzélis Lipschitz-feltételnek tesz eleget. Ekkor a (%) kezdetiérték-
problémanak létezik egyetlen maximélis megoldasa.

B1zoNYITAS Jegyezziik meg elészor is, hogy az f-re kirétt feltétel miatt Dom f-ben
levé barmilyen kezdeti feltétellel meghatarozott kezdetiérték-probléma lokalisan
egyértelmiien oldhaté meg.
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A bizonyitasunk azon alapszik, hogy megmutatjuk, barmely két megoldas Osz-
szeilleszthetd; ezért az Osszes megoldds Osszeillesztése nyilvanvaléan az egyetlen
maximalis megoldas.

Legyen tehat r; és ro a kezdetiérték-probléma két megoldasa, és tegyiik fel,
hogy nem 0sszeillesztheték. Ez azt jelenti, hogy van olyan ¢’ € Domr; N Domrs,
hogy r1(t') # ro(t'); az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy ' > t,.
A

H := {t € Domr; N Domry | r1(t) # r2(t) }

halmaz nem més, mint a V \ {0} nyilt halmaznak az r; — ro folytonos fiiggvény
altali 6sképe, tehat nyilt a nyilt Domr; N Domry, halmazban, igy nyilt R-ben is.
A H metszete a t,, oo[ intervallummal szintén nyilt, és a két megoldés a ¢, koriil
egy intervallumon megegyezik, ezért

t1 = inf(HN]t,, 00[)

nem tartozik H-hoz, és nagyobb ¢,-nal.

Taldltunk tehdt egy olyan t; elemet, amely nagyobb t,-ndl, r1(t) = r(¢), ha
t € [to,t1] , viszont van olyan ¢ > 0, hogy r1(t) # r2(t), ha t €]ty,t1 + I].

Legyen x1 := r1(t1) = ra(t1). 71 és ro olyan megoldésai a differencidlegyen-
letnek, amelyek kielégitik a (¢1,21) kezdeti feltételt, és nem egyeznek meg egy
intervallumon a t; korill. Ez azt jelenti, hogy a (t1,21) kezdeti feltétellel meg-
hatarozott kezdetiérték-probléma nem oldhaté meg lokalisan egyértelmiien, ami
ellentmondaés. Ezért az a feltevésiink, hogy ry és ro nem 0Osszeilleszthetd, hamis.

4.4. Szemléletesen azt szoktak mondani, hogy a maximalis megolddsok ”hatér-
tél hatarig terjednek”: maximalis megoldas nem ”végzodhet” a jobb oldal értel-
mezési tartomanyaban. Ezt a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg pontosan.

Allitas Tegyiik fel, hogy f az értelmezési tartomanyanak minden pontjinak
egy kornyezetében V szerint univerzalis Lipschitz-feltételnek tesz eleget, és
legyen 1 a (x) kezdetiérték-probléma maximalis megoldédsa. Ha K kompakt
halmaz a differencidlegyenlet értelmezési tartomanyaban, akkor van olyan
t1,t9 € DOHl’I", hOgy t1 > to, ta <1y és (t1,7’(t1)) % K, (tg,’/‘(tg)) ¢ K.

BiZONYITAS Legyen r értelmezési tartomanya az ]a, b intervallum. Tegyiik fel,
hogy r grafikonja benne van K-ban. Ekkor a grafikon lezartja is benne van. K ve-
tiilete R-re — prr[K] — szintén kompakt, ezért a és b véges, tovabba prgr[Graphr| =
[a,b]. Tudjuk, hogy

r(t):xo—i—/t F(s,r(s))ds (¢ €la, b)),

f korlatos a K kompakt halmazon, tehét 1étezik

Zo+ lim /t f(s,7(s))ds =: ay.
to

t—b—0



I. ALAPISMERETEK 19

Létezik a differencidlegyenletnek a b koriili intervallumban a (b, xp) kezdeti fel-
tételnek eleget tevo egyetlen megoldasa. Ez a megoldas Osszeillesztheté r-rel; 6sz-
szeillesztésiik — r maximalitdsa miatt — sziikségképpen megegyezik r-rel. Ez azt
jelenti, talaltunk olyan ti-et az r értelmezési tartoményaban, amelyre t; > b. Ez
az ellentmondés mutatja, az a feltételezéstink, hogy r grafikonja benne van K-ban,
nem tarthatd, tehat (¢1,7(t1)) ¢ K.

Teljesen hasonléan érvelhetiink a-ra vonatkozdan, hogy megkapjuk a kivant to
értéket.

4.5. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a maximélis megoldas egyértelmiisége
csak akkor bizonyos, ha a jobb oldal mindeniitt eleget tesz a megfelelé Lipschitz-
feltételnek. Idézziik fel a 3.5-ben targyalt példat. Ekkor minden kezdeti feltételnek
nagyon sok maximalis megoldasa van; a nulldbdl barmely eldgazéast vessziik, min-
dentitt értelmezett — tehat maximalis — megoldast kapunk.

Erdemes megjegyezni: el6fordulhat, hogy a jobb oldal ugyan mindeniitt — az
egész R x V-n — értelmezve van, de bizonyos maximalis megolddsok még sincsenek
mindeniitt — az egész R-en — értelmezve. Példa erre az

(z:R—R)? &=—z2

differencidlegyenlet, amelynek (t,,x,) kezdeti feltételnek eleget tevé maximalis
megoldésa
— a mindeniitt (az egész R-en) értelmezett nulla fliggvény, ha z, = 0,

To

—at— i fliggvény, amelynek értelmezési tartoméanya
— Jto — 1/xp, 0], ha z, > 0,
- ] —o00,t, —1/xo[, haz, <O.

4.6. Ha a differencialegyenlet jobb oldala mindeniitt eleget tesz az univerzalis
Lipschitz-feltételnek, akkor a megoldasok egyértelmiisége miatt kiilonbozé maxi-
malis megolddsgorbék (megolddsok grafikonjai) nem metszhetik egymadst.

Ezzel szemben, a kiilénb6z6 maximalis megolddsoknak megfelel6 fazisgorbék
(megolddsok értékkészlete) metszhetik egymadst. Példa erre az

(z,9): OR—RH? =2t =1

differencidlegyenlet, amelynek barmely (x,,v,) € R? esetén maximalis megoldésa
az egész R-en értelmezett t — (t2 + x,,t + y,) filggvény. Ennek értékkészlete:
{(z,y) € R? | (y — y0)? = & — z,}. Kiilonboz6 (z,,y,) értékekre ezek a gorbék
metszhetik egymést (példdul (0,0) és (1,1) esetén).

Viszont, ha a differencidlegyenlet autoném, akkor a kiillénboz6 maximalis fazis-
gbrbék sem metszhetik egymast; ezt majd a 23.3-ban fogjuk latni.

4.7. Feladatok

1. Mi a 2.4. feladatok elején emlitett legegyszeriibb tipusu differencidlegyenlet
esetén a maximalis megolddsok értelmezési tartomédnya?
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2. Valamely fizikai feladat formailag az 1.8.1-ben ismertetett differencidlegyen-
letre vezet, de azt is tudjuk, hogy a keresett fiiggvény — fizikai értelmébol eredéen
— csak 1 és 10 kozott veheti fel az értékét. Adjuk meg a differencidlegyenlet értel-
mezési tartomanyat, és keressiilk meg a maximaélis megoldasokat.

3. Vizsgaljuk meg az

(z:R—R)? & =a—bsignz, x(0)=u=,

kezdetiérték-probléma maximaélis megoldasait, ahol a és b kiilonb6z6 pozitiv sza-
mok.

A differencidlegyenlet értelmezési tartoménya, megallapoddsunk szerint, R x
(R\ {0}), amely szétesik az R x R~ és az R x RT Osszefiiggd halmazokra. Ezért
szét kell valasztani az x, > 0 és az x, < 0 eseteket.

(i) Ha z, > 0, akkor

=Zo  ha a > b,

<= ha a<b.

r(t) =z, + (a +b)t, (t < —To ) .

5. Magasabb rendii egyenletek

5.1. Magasabb rendi —ma&asodrendii, harmadrendii stb.— differencidlegyenlet-
r6l beszélink, ha az egyenletben az ismeretlen fiiggvény magasabb — legfeljebb
masodrendti, legfeljebb harmadrendii stb — derivaltjai is szerepelnek.

A magasabb rendii differencidlegyenletek visszavezetheték elsérendiire.

5.2. Masodrendii differencidlegyenletet egy f : R x V. x V — V folytonos
fliggvénnyel

(%) (z:R—V)? ¥ = fo(idg,z, %)

alakban adunk meg. Ennek megoldasa olyan r : R — V fliggvény, hogy
(i) r kétszer folytonosan differencidlhato,
(ii) Domr intervallum,
és minden t € Domr esetén
(iil) (¢,7(t),7(t)) € Domf,
(iv) #(t) = £(t,r(0), 7 (1)).
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5.3. Fogjuk fel V x V-t ”egységes” vektortérnek, definidljuk az
F:Rx(VxV)— (VxV) (t(z,v))— (v, f(t,z,v))
fliggvényt, és adjuk meg ezzel az
((z,0) :R— V xV)? (z,v) = F o (idg, (z,v))
els6rendi differencidlegyenletet, amely komponensekbe i{rva

((z,v) : R— V x V))? T =w,
€3 0= f o (idg, z,v)

alaku.

Nyilvdnvalé, hogy ha r megolddsa a (x) masodrendi differencidlegyenletnek,
akkor (r,7) megolddsa a (xx) elsérend(i differencidlegyenletnek; viszont ha (r, z)
megolddsa a (xx) egyenletnek, akkor r megolddsa az (x) egyenletnek, és z = 7.

Tehat egy V értékii masodrendii differencidlegyenletet vissza lehet vezetni egy
V x V értéki elsérendii differencidlegyenletre. Ezt sokszor ugy fejezik ki, hogy egy
masodrendii differencidlegyenletet elsorendii, két tagi differencidlegyenlet-rend-
szerre vezetink vissza. Azt viszont mar az egyenletek altalanos értelmezésénél
lattuk, hogy az egyenletrendszer fogalmilag ugyanolyan, mint az egyenlet, és sok-
szor rajtunk all, mit tekintiink rendszernek, mit nem. Itt, a mi esetlinkben, ha
példdul V = RY, akkor mér az eredeti masodrendi differencidlegyenlet is egy N
tagu egyenletrendszernek foghato fel, a neki megfelel6 elsorendi pedig 2N taginak.

Akéar rendszerben gondolkodunk, akar nem, annyi bizonyos, hogy masodrendii
egyenletnek megfelel§ elsérendli ”kétszer akkora” (kétszer annyi dimenzids) vek-
tortérben van megfogalmazva, mint a masodrendd.

5.4. Eljardsunknak az a lényege, hogy bevezettiik Gj ismeretlenként a kere-
sett fliggvény derivaltjat. EbbOl nyilvanvald, mit kell tenniink altaldban a maga-
sabb rendu differencidlegyenleteknél. Ha a differencidlegyenlet n-edrendii, akkor
az T, = &, 9 = &,...,Tn_1 := (™ 1) meghatdrozéssal az (x,x1,29,...,Tp_1) :
R »— V™ fliggvényre irhatunk fel egy elsérendii differencidlegyenletet (n tagu dif-
ferencidlegyenlet-rendszert). A részleteket az olvaséra bizzuk.

5.5. Az elsérendiire valé visszavezetés azt is megmutatja, hogyan értelmezziink
n-ed rendi differencidlegyenlet esetében kezdeti feltételt: meg kell adni a fiiggvény-
nek és (n—1)-ed rendig a derivéltjainak az értékét valamely helyen. Masodrendiire
egy kezdetiérték-probléma igy fest:
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ahol (t,, Zo,v,) @ Domf adott eleme.

5.6. Miért jo, hogy vissza tudjuk vezetni a magasabb rendii differencidlegyen-
leteket elsérendiire? Konnyebb egy tobbdimenzids elsérendii egyenletet kezelni,
mint egy kevesebb dimenziés magasabb rendiit? Nem mindig. S6ét, majd arra is
latunk példat, amikor a megoldas megtalaldsa érdekében éppen forditva, elséren-
di egyenletrendszert vezetiink vissza masodrendiire. Elvi szempontbdl azonban
igen jelentds: a differencidlegyenletek alaptételének szamité Picard-Lindelof-té-
telt azonnal 4t tudjuk vinni magasabb rend differencidlegyenletekre is. Nézziik
ezt meg kozelebbrol masodrendii egyenletekre.

Haaz f: R x V xV — V fliggvény az értelmezési tartomanya (t,, o, Vo)
pontjdnak egy kornyezetén a V x V véltozojaban univerzalis Lipschitz-feltételnek
tesz eleget, azaz (célszeriien az ”1-es” normét haszndlva V x V-n)

1t z,0) = f(ty, w)ll < Lil(2,v) = (y,w)ll = Lz = yll + [lv — ul]),

akkor az 5.3-ban bevezetett F' fliggvény is eleget tesz egy ilyen Lipschitz-feltételnek
ezen a kornyezeten:

IF(t, 2, 0)=F(ty, w)| = lo—ull+[f (¢, 2,0)=f(t, y, w)l| < (L+1) (|a—yll+[v—ul]).

A kezdetiérték-problémék megolddsanak létezése és lokalis egyértelmiisége te-
hat magasabb rendi differencidlegyenletekre is érvényben marad, ha a jobb oldal
megfelel6 Lipschitz-feltételnek tesz eleget.

5.7. Feladatok

A feladatokban csak valés értékii ismeretlen fiiggvény szerepel, tehét mindeniitt
értsiik oda az (z : R — R)? szimbd6lumot.

1. Vezessiik vissza az alabbi magasabb rendii differencidlegyenleteket elséren-
dire:

(i) & = —x, (i1) & + 24 + 4z = 0, (4ii) ¥ = ()% — 34 + 2sin .

2. Nem csak 1gy lehet elsérendiire visszavezetni magasabb rendii differenciale-
gyenletet, hogy az ismeretlen figgvény derivaltjait nevezzik el 1j fiiggvényeknek.
Sokszor valamely més kombindacid szerencsésebb, mert ”szebb” alakot eredményez.

Vegyiik példaul az w > 0 paraméterrel meghatarozott & = —w?x differenciéle-
gyenletet. Ekkor az wv := & valasztassal ”szimmetrikusabb” elsérendii egyenlet-
rendszert kapunk.

Keressiik az alabbi differencidlegyenletek elsérendiire val6 olyan visszavezetését,
amely szebb vagy egyszertibb alakot eredményez:

(i) & =+v2x,  (ii)i=e".
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Il. LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

6. A maximalis megoldasok

6.1. Meg fogunk ismerkedni néhany specialis tipusu differencidlegyenlettel és
megoldasi médszerrel. Ezek koziil kiemelkedGen fontosak a linearis differencidle-
gyenletek, amelyeket a kovetkezOképpen hatarozzuk meg.

Jelolje szokdsosan Lin(V) a V — 'V linedris leképezések Osszességét. Emlé-
keztetlink, hogy véges dimenziés vektortéren minden linearis leképezés folytonos,
és az F' linedris leképezés normajat a || F|| := sup ||Fz| formuldval értelmezziik

zl=1
(Analizis I11.B.10.3.).

Legyen I nyilt intervallum (lehet nem korldtos is) és 0 £ A : I — Lin(V),b :

I — V folytonos leképezések. Az f : I xV — V, (t,x) — A(t)x + b(t) jobb

oldallal meghatarozott, vagyis az
(x:R—V)? t=Ax+b

differencidlegyenletet linearis differencidlegyenletnek hivjuk. Az egyenlet homo-
gén, illetve inhomogén, ha b = 0, illetve b # 0.
6.2. Legyen K az I-nek kompakt részintervalluma. Az A és b fiiggvény korldtos
K-n, azaz
0 < L:=sup|[A®)| < oo, d = sup [|b(¢)|| < oo.
teK teK

Ezért || (A(#)z+b(t)) — (A@®)y+0(t))|| < L||z—y| minden ¢t € K és z,y € V ese-
tén, vagyis a linearis differencidlegyenlet jobb oldala mindeniitt eleget tesz V sze-
rint az univerzalis Lipschitz-feltételnek. Tehat minden kezdetiérték-probléméanak
van egyértelm{i maximélis megolddsa. A linedris differencidlegyenletek j6 tulaj-
donséaga, hogy ismeretes a maximalis megoldasok értelmezési tartomanya.

6.3. Allitds A linedris differencidlegyenlet maximélis megolddsai az egész I
intervallumon értelmezve vannak.
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BizoNYITAS Vegyiink egy (t,,,) elemet I x V-b8l. Vdlasszunk egy K kompakt
intervallumot I-ben tgy, hogy ¢, benne van K belsejében, tovabba legyenek L és
d az el6bbi szamok, tovabbd jelolje £ a K intervallum hosszat.

Tudjuk, hogy C(K, V) Banach-tér a maximum-norméval (amelyet a ||| ||| szim-
bélummal jeléliink). Ha r € C(K, V), akkor

o)) =0+ [ (A9 +1(9) ds

értelmes minden ¢t € K esetén, a t — ¢(r)(t) hozzdrendelés folytonos, azaz ¢(r) is
a C(K,V) eleme; mas széval, megadtunk egy ¢ : C(K, V) — C(K, V) leképezést.
¢ formailag olyan, mint ami a Picard-Lindelof-tétel bizonyitasaban szerepelt; itt
is igaz, hogy r akkor és csak akkor megoldds, ha ¢(r) = r, csak itt ¢ altaldban (ha
kL > 1) nem kontrakcié, masképp kell hat okoskodnunk.

Legyen r,(t) ==z, (t € K) és ry, := ¢(rn—1) (n € N). Ekkor

[r1(t) = o)l < (Ll|zoll + d)|t — to| = aL|t —t,| < Lk,
ahol

o + 2
o=z, —.
L

Tovabba

MaU)—rﬂﬂHS’/:HAS)QJS)—TA@)hB S‘AﬁLaﬂs—tAds

5|t —to]? (Lk)?
= < .
ol 5 <« 5

Igy folytatva azt kapjuk, hogy barmely n € N esetén
e (L) .
n!

t—to|™
I (®) — 1 (O] < oL |\

<

Vegyiik észre, a becslések levezetésénél fontos volt a kozbiils6 1épés, amikor is a
fiiggvények kiilonbségének a t helyen felvett értékeit |t — ¢,| megfelel§ hatvéanydval
majoraltuk. Most azonban mar csak az a fontos, hogy

Lr)™
lirn = vl < l22°
n!
mert ebbdl — 1évén >°>° | (Lk)"/n! = el® — 1 — a Weierstrass-kritérium alapjdn
(Analizis I11.A.23.5.) 1atjuk, hogy a > (r, —r,—1) fliggvénysor egyenletesen kon-

neN
vergens a K-n; minthogy e sor n-edik részletosszege r, — r,, végil is azt kapjuk,

hogy az n — r, fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, azaz létezik

ri= hm Thn = Xo + Z(r’n - 7"77/71),

n—00
neN
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és r folytonos fiiggvény (Analizis 111.A.31.2.).

Minthogy ¢ definicidja alapjan |||¢(ry) — o(r)||| < Lel|lrn — 7|||, az n — ¢(ry)
sorozat egyenletesen konvergdl ¢(r)-hez. Ez az r, = ¢(r,_1) Osszefiiggés miatt
maga utan vonja, hogy

vagyis r a K-n (pontosabban a K belsejében) értelmezett megoldds. Minthogy K
az I-nek tetszbleges kompakt részintervalluma volt, ez azt jelenti, hogy a maxi-
malis megoldéas az I-n mindeniitt értelmezve van. H

Eredményiink alapjin a linearis differencidlegyenletek megoldasain mindig ma-
ximalis megoldasokat értiink, és ezt mar hangsilyozzuk azzal is, hogy a differen-
cidlegyenletben (z : R — V)? helyett az (z : I — V)? szimbdlumot irjuk.

6.4. Feladatok

dx

L. Az (z : R— R)? &% = £ differencidlegyenlet olyan formaji, mintha linearis
lenne, de nem az. Miért? (Megallapoddsunk szerint a konkrét formuldkkal felirt
differencidlegyenletek értelmezési tartomanyan azt a legb6vebb halmazt értjiik,
amelyen a formulanak értelme van; igy ennek a differencidlegyenletnek az értelme-
zési tartomdnya R\ {0} x R.) Hogyan lehet ezt a differencidlegyenletet felbontani
két linearis differencidlegyenlet ”unidjara”?

2. Adjuk meg métrixalakban a linedris differencidlegyenletet a V. = K eset-
ben.

3. A szam értéki fiiggvényekre a linedris differencidlegyenlet

(z: I —K)? t=axr+b

alaku, ahol a,b : I — K folytonos fliggvények. Keressiink megoldasokat abban az
esetben, amikor a és b dllandé.

4. Mutassuk meg a 6.3 bizonyitasa alapjan, az ottani jeldlésekkel, hogy ha r
a linedris differencidlegyenletnek a (t,,x,) kezdeti feltételt kielégité megoldasa,
akkor

K K d
lIrll] < llaoll + a(e™™ = 1) = [lzolle™ +

T (eL” — 1).
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7. Homogén linearis differencidlegyenletek

7.1. Most az
(x: I —=V)? &= Az

homogén linearis differencidlegyenletet vizsgédljuk, ahol, emlékezziink, A : I —
Lin(V) folytonos leképezés, A # 0.

A homogén linedris differencidlegyenlet megolddsainak (amin megéllapoddsunk
szerint maximalis megolddsokat értiink) Osszességét Mo-val jeloljiik. Minden meg-
oldas az I-n értelmezett V értékii folytonosan differencialhaté fiiggvény, azaz a
CL(I1,V) eleme.

Allitds Mo a C1(1,V) linedris altere. Ha t, az I tetszbleges eleme, akkor
0, : Mo =V, 171ty
linearis bijekcio.

BizoNYiTAS Ha 7 és ro megoldds, akkor ri + ro is megoldds, mert (r1 + ro) =
71+ 79 = Arqy + Arg = A(r1 + r2); hasonléan érvelhetiink, hogy egy megoldds
szamszorosa is megoldas, azaz My linedris altér.

Az is nyilvanvald, hogy ¢;, linedris leképezés.

Ha 6, (r1) = &¢,(r2), akkor r1 és ro ugyanazt a kezdeti feltételt kielégité meg-
oldasok, tehat egyenlék; ez azt jelenti, hogy d;, injektiv.

Viszont akdrhogy adjunk is meg egy xz, elemet V-bél, van a (t,,x,) kezdeti
értéket kielégité r megoldds, és erre d;, (1) = z,; ez pedig azt jelenti, hogy d;,
sziirjektiv.

7.2. Az el6z6 allitas azonnali kbvetkezményei:

(i) dimMy = dimV ;
(ii) ha létezik t, € I ugy, hogy r(t,) = 0, akkor r =0 ;

(iii) az aldbbi harom tulajdonsdg egyenértékii:

—7ry,...,7, az Mop-ban linedrisan fiiggetlenek,

— 1étezik olyan t, € I, hogy r1(t,),- .., 7k(to) linedrisan fiiggetlenek V-ben,

— minden ¢ € I esetén r1(t),...,r,(t) linedrisan fliggetlenek V-ben.

7.3. Legyen vy,...,vy a V egy bazisa, és valasszunk egy tetszéleges s elemet
I-bél. Ekkor azok az ry,...,rNy megoldasok, amelyek az s-ben rendre a vy,...,vn
értéket veszik fel, bazist alkotnak My-ban. Koévetkezésképpen barmely megoldés

N
E CkTk
k=1
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alakd, ahol a ¢ egyiitthaték a K elemei (valés vagy komplex szdmok, aszerint,
hogy V valds vagy komplex vektortér). Megemlitjiik, hogy differencidlegyenletek-
kel foglalkozé kényvekben az rq,...,ry bézist alaprendszernek szokas nevezni, a
fenti Osszeget pedig ”édltalanos megoldasnak”.

A (to,x,) kezdeti feltételt kielégitd megoldds megaddsdhoz meg kell taldlnunk
azokat az egyiitthatokat, amelyek az alaprendszer megfelel6 linedris kombinaciéi-
ban szerepelnek. Az egyiitthatokat tehat a

N
> arrilto) = o
k=1

algebrai linedris egyenlet hatdrozza meg.

7.4. Kiilon figyelmet érdemel a V = K" eset. Ekkor célszerdi olyan alaprend-
szert valasztani, amelynek elemei egy adott t,-ban éppen a standard bazisvektorok-
kal egyenl6k. Vagyis, ha az ry alapmegolddst (rix, 72, ..., Nk) komponensekkel
adjuk meg, akkor 7 (t,) =0, ha i # k, és rii(t,) = 1.

Tekintstik azt a méatrixot — azaz matrixfiiggvényt, hiszen minden tagja fligg-
vény—, amelynek oszlopai az alaprendszer elemei:

T11 T2 - T1N
21 22 ToN
TN1 T2 ... NN

E matrixnak az értéke t,-ban éppen az egységmatrix. Tovabba, mivel barmely
t-re az oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek, a determinansa sehol sem nulla. E
matrix determinansat szokas Wronski-determinansnak nevezni.

7.5. A 7.1. allitds alapjan
R(t,s) :=8;06;': V=V

linedris bijekcié minden ¢, s € I esetén. Jegyezziik meg, ha v € V, akkor R(t, s)v
az (s,v) ponton dthaladé megoldds értéke a ¢ helyen.

Definiciéd Az I x I — Lin(V), (t,s) — R(t,s) leképezést a homogén line-
aris differencidlegyenlet rezolvensének nevezziik.

A rezolvens értelmezésébél azonnal adédnak az aldbbi tulajdonsagok: ha ¢t és
t" az I tetsz6leges elemei, akkor
(i) R(t,t) =idv,
(i) R(s,t) = R(t,s)7!,
(i) R(t,t') R(t',s) = R(t,s).
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7.6. Ha T € Lin(V), akkor a T-vel valé balrdl szorzds Lin(V)-n, azaz Lt :
Lin(V) — Lin(V), X — TX, linedris leképezés.

Tovébbé egyszer(l tény, hogy a T — Lg hozzdrendelés lineéris és ||Lr| = ||T|,
hiszen | Lo X | = |TX| < [T] X1, és | Lridy | = |Tl]lidv]].

Ha tehdt A : I — Lin(V) az eddig is szerepelt leképezés, akkor t +— L)
folytonos, hiszen ||Ls¢,) — Lag,)ll = [|A(t1) — A(t2)]|-

Ezért — ne feledjiik, hogy L4 az A-val valé balrdl szorzas — felirhatjuk az

(X : I = Lin(V))?, X=AX
homogén linedris differencidlegyenletet.

Allitds A fenti differencidlegyenletnek az X (s) = idv kezdeti feltételt kielé-
gité megolddsa t — R(t,s).

BizoNYiTAs Tudjuk, hogy a széban forgd kezdetiérték-probléménak létezik egyet-
len Ry : I — Lin(V), t — Rs(t) megoldasa. Ha v € V, akkor ¢t — r(t) := Rs(t)v
olyan fliggvény, amelyre r(s) = v és 7(t) = A(t)Rs(t)v = A(t)r(t), vagyis t —
R;(t)v az eredeti homogén linedris differencidlegyenletnek az (s,v) ponton atha-
ladé megoldédsa. Ez azt jelenti, hogy Rs(t)v = R(t, s)v; mivel v a V tetszdleges
eleme, R,(t) = R(t, s), amit bizonyitani akartunk.

7.7. Eredményeink dltaldnosithatdk arra az esetre, amikor V (nem sziikségkép-
pen véges dimenzids) Banach-tér, és Lin(V) a folytonos V. — V lineéris leképe-
zések Osszességét jelenti. Ekkor megmutathatjuk, hogy az R(t, s) linedris bijekcié
folytonos minden ¢, s € I esetén.

Legyen ugyanis K olyan kompakt intervallum, amely belsejében tartalmazza
a t,s elemeket, és ha r a differencidlegyenlet megoldasa, akkor legyen |||r||| :=
supgeg [|7(1)]] < o0,

Nyilvanvald, hogy |0:(r)|| < |||r]|| minden r megolddsra. Tovébba, ha v a V
akérmelyik eleme, akkor §;!(v) nem més, mint a differencidlegyenletnek az (s,v)
ponton dthaladé megoldasa, ezért a 6.4.4. feladat szerint |[|67(v)||| < [|v]|e®*.

Végeredményben tehét || R(t, s)v|| < ||v||eX" minden v € V esetén.

7.8. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az (x : I — K)? & = ax homogén linedris differen-
cidlegyenletnek (14sd a 6.4.3. feladatot)

(i) alaprendszere expo [ a, ahol [a az a valamely primitiv-fliggvénye; tehdt
megoldésainak Osszessége {cexpo[a|c € K};
(ii) a (to, z,) ponton athalad6é megolddsa

t
I - K, t»—>(exp/ a)xo;
to
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(iii) rezolvense (t,s) — exp f: a.
2. Tudjuk, hogy a Ch és Sh fiiggvény egymads derivaltjai. Ennek alapjan adjuk
meg az

((1‘1,1‘2) ZR%KQ)? a'cl = T9,

j?2:$1

homogén linearis differencidlegyenlet egy alaprendszerét.

3. A 7.4. jeloléseivel adjuk meg R(t,s) matrixat a V = KV esetben. (Tudjuk,
hogy ha e, ..., en astandard bazis KV-ben, akkor a keresett matrix ik-adik tagja
R(t, s)ir = e;- R(t, s)ex, ahol a pont a szokdsos skalaris szorzatot jeloli.

8. Allandé egyutthatds
homogén linearis differencialegyenletek

8.1. Az
(z:R—=V)? &= Az

homogén linearis differencidlegyenletet dllandé egyiitthatésnak hivjuk, ha A min-
deniitt értelmezett konstans fiiggvény, azaz egyetlen adott nem nulla V — V
linedris leképezés.

Masképpen megfogalmazva: az autoném homogén linearis differencidlegyen-
leteket hivjuk allandé egyiitthatdsnak.

Allitds Az &dllandé egyiitthatés homogén linedris differencidlegyenletnek a
(to, o) kezdeti feltételt kielégité megolddsa

R—V, t— elt=to)Ap .
Kovetkezésképpen, a rezolvense
R x R — Lin(V), (t,s) s et=9)4,
BizoNnviTAs Tekintsiik az R — Lin(V), t > et leképezést (Analizis 111.10.8.).

Ez differencidlhaté, a differencidlhdanyadosa R — Lin(V), ¢+ Aet4.
Valéban, barmely h valés szdmra

, > (hA)™
" —idy = hA + ZQ ( n!) = hA + ordo(h),
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tehat (A N A
t+ t .
. € —e e —id
lim — = — lim - Vt4

— AetA
h—0 h h—0

Nyilvénvalé ezutdn, hogy barmely v € V esetén az R — V, t — et4v leképezés
is differencialhaté, differencidlhdnyadosa t — Aet”

Ezekbdl azonnal adédnak az dllitasunk formulai. m

Jegyezziik meg, hogy az iménti eredménytlinkbdl az is kovetkezik, hogy az allan-
do egyiitthatés homogén linearis differencidlegyenlet megolddsai végtelen sokszor
differencidlhatdk.

8.2. Formailag tehat igen egyszertien megkaphatjuk az allandé egytitthatds
homogén linedris differencidlegyenlet megoldédsait. Azonban az egyszerli forma
mogott egy sorosszeg bijik meg, amelyet nem mindig kénnyt eléallitani.

Elég azonban egy alaprendszert (a megolddsok vektorterének egy bézisat) meg-
adni, és ez viszonylag nem nehéz feladat a Jordan-féle alak ismeretében (Analizis
11.39.).

Jegyezziik meg el6szor is, hogy ha v az A-nak )\ sajatértékii sajatvektora —
Av = \v —, akkor

ts r(t) == Mo

megoldasa a differencidlegyenletnek, hiszen
#(t) = AeMv = Ar(t).
Tovabba, ha v A sajatértéki sajatvektor és uy, ..., u, olyan nem nulla vektorok,

hogy Aup = Aug +ugyr (k=1,...,n—1) és u, = v (azaz Au,, = Au,), akkor
minden 7 = 1,...,n esetén

n tkfz
BEOY’
t—r(t):=e ;(k—i)!Uk
megoldasa a differencidlegyenletnek, hiszen
no k=i nol ki n k—i
ANPY" At _
r(t)=e ;(k—i)!)\uk + e kz;z ] TUk1 = kz: up = Ar(t).

8.3. Tegyiik fel most, hogy V komplex vektortér, és N := dim(V).

Tudjuk, hogy ekkor, ha az A X sajatértékének az m algebrai és s geometriai
multiplicitdsa nem egyezik meg, akkor van s darab linearisan fiiggetlen A sajatérté-
kii sajatvektora, v, ..., vs, és minden vj-hez ujr, (kK =1,...,n;) olyan linedrisan
fiiggetlen "héttérvektorok”, hogy (A — Aidv)ujr = ujpt1 (k=1,...,n; —1) és
anj = Uj.
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(i) Tekintsiik most a szerencsés esetet, amikor A sajdtalterei kifeszitik V-t (mds
széval, A diagonalizdlhat6: Analizis 11.39.4.). Legyen vq,...,vy az A sajatvekto-
raibdl all6 bazis, és legyenek a vektorokhoz tartozé sajatértékek rendre Ay, ..., An
(e sajatértékek nem feltétleniil kiilonbozék). Ekkor

{t ey, In=1,...,N}

az allandé egyiitthatos homogén linearis differencidlegyenlet egy alaprendszere.

(ii) Ha A sajatalterei nem feszitik ki V-t, akkor egy alaprendszert a kovetkezo-
képpen allitunk el6:

— vessziik exponencialis fliggvények és sajatvektorok szorzatat ugyantgy, mint
az elébb, azoknak a sajatértékeknek megfelelden, amelyek geometriai és algebrai
multiplicitdsa megegyezik;

—ha a X sajatérték algebrai és geometriai multiplicitdsa nem egyezik meg, akkor
ezen sajatértékhez az exponencidlis fliggvény és sajatvektor szorzatdan kiviil vessziik
a sajatértékhez tartozo hattérvektoroknak az exponencidlis fiiggvénnyel és polino-
mokkal vett szorzataibol készitett alkalmas Osszegét is; igy az elébbi jelolésekkel

a
M N th
t—e Zmu]k|221,,nj

k=i
figgvényeket is.

8.4. Ha V valods vektortér, és A olyan, hogy van sajatvektoraibodl és ”hattér-
vektoraibdl” &llé bazisa V-nek (komplex esetben az ilyen létezése sziikségszeri,
valds esetben lehetséges), akkor ugyanigy adhatunk meg egy alaprendszert, mint
a komplex esetben.

Ha viszont A nem olyan, akkor V és A komplexifikdltjan keresztiil jutunk el
egy megfelel6 alaprendszerhez. Ugyanis tekinthetjik az

(x:R—>VC)? jc:A(cx

differencidlegyenletet és ennek az el6bbiekben elballitott alaprendszerét.

Ha X\ az Ac sajatértéke, akkor A\* is sajatértéke, és a megfeleld sajdtalterek is
egymds komplex konjugéltjai (Analizis 11.37.4). Mi tobb, azt is igen egyszerii be-
latni, hogy a komplex konjugélt sajatértékekhez tartozd vektorsorozatok, amelyek
az algebrai és geometriai multiplicitas kiilonboz6ségébol adédnak, szintén egymas
komplex konjugéltjainak vehetok. Tehat a komplexifikalt differencidlegyenlet alap-
rendszerében

ts T e iy és bt T (g —jy)

alaku fiiggvények ugyanolyan valds egyiitthatokkal vett linearis kombindciéi sze-
repelnek. Ezeknek a linearis kombindcidja ismét megoldas. Vegyiik tehat a fenti
két fiiggvény Gsszegének felét és kiilonbségiik 1/2i-szeresét; igy az

t s e®(zcos Bt —ysinft) és > e (xsin Bt + ycos Bt)
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valds (azaz 'V értékil) fliggvényekhez jutunk, és ilyenek valds linedris kombindcidi
lesznek az eredeti V értéki differencidlegyenlet alaprendszerében.

8.5. Feladatok

1. Az A: I — Lin(V) leképezés folytonos, igy ha t,,t € I, akkor értelmes ftt A.
Vajon miért nem igaz dim(V) > 1 esetén az, hogy édltaldban a homogén linedris
differencidlegyenletnek a (¢,,z,) ponton dthaladé megolddsa a 7.7.1. feladatban

mondotthoz hasonléan ¢ (exp ftt A) z, alakd?

Lattuk, ha A allandé, akkor mégis ez a megoldas. Talaljunk A-ra ennél altala-
nosabb feltételt, amely biztositja a megoldés ilyen formajat.

2. Adjuk meg a 7.8.2. feladatban szereplé differencialegyenlet egy alaprendsze-
rét az ebben a fejezetben targyaltak szerint.

3. Hatdrozzuk meg az aldbbi métrixokkal felirt R3 értékii homogén linedris
differencidlegyenletek egy-egy alaprendszerét:

0 01 01 0 0 0 -1
1 0 01, 1 0 1], 0 2 0
01 0 010 30 0

4. Legyen w € R3, jeldlje most x a vektorialis szorzast R -on. Ekkor
(z:R — R3)? T=wXzx

allandé egytitthatés homogén linedris differencidlegyenlet. Allitsuk el6 a megolda-
sait! Utmutatds: a differencidlegyenlet matrixa:

0 —Ws3 w2
w3 0 —Ww1
—W? w1 0

5. Vegyiink egy A antiszimmetrikus linedris leképezést egy 3 dimenziés (E,D,b)
euklideszi térben (Analizis I1.32.). Legyen « := |A|. Bizonyitsuk be, hogy

sin ot — cos at

1
et =idg + A + AT —

(0%

9. Inhomogén linedris differencidlegyenletek

9.1. Most az
(z:I—=V)? T=Ax+b
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inhomogén linedris differencidlegyenletet vizsgaljuk, ahol, emlékezziink, A : I —
Lin(V) és b: I — V folytonos leképezések, b # 0.

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet megolddsainak (amin megéllapodé-
sunk szerint maximélis megolddsokat értiink) Osszességét M-mel jeloljiik. Minden
megoldas az I-n értelmezett V értéki folytonosan differencidlhato fiiggvény, azaz
a CY(I,V) eleme.

Emlékeztetiink, hogy a megfelelé homogén linedris differencialegyenlet megol-
désainak 6sszegésségét M jeloli.

Allitds M a C*(I,V)-nek M, folétti affin altere, azaz M = 7 + My, ahol 7
az M egy tetszélegesen valasztott eleme.

BizoNYITAS Ha r az inhomogén egyenlet megoldédsa, akkor (r — 7) = 7 — # =
(Ar+b) — (A7 +b) = A(r — ), azazr — 7 € Mo ésr =7+ (r — 7).

Viszont ha r, a homogén egyenlet megoldasa, akkor 7 + r, megoldésa az inho-
mogénnek, amint arrél az el6z6hoz hasonléan egyszeri meggy6z6dni. m

Szoktdk a fenti tényt ugy megfogalmazni, hogy az inhomogén egyenlet altalanos
megoldasa egyenlé a homogén egyenlet altaldnos megoldasédnak és az inhomogén
egyenlet egy ”partikuldris” (azaz konkrétan adott) megolddsénak az Gsszege.

9.2. Az inhomogén egyenlet adott kezdeti feltételt kielégité megoldasat is ki
tudjuk fejezni a homogén egyenletre vonatkozo ismereteink segitségével. Egyszerii
differencialassal, a valtozd hataru integralok differencidldsara vonatkozé ismerete-
ink alapjan (Analizis V.B.11.8.4.) azonnal bebizonyithatjuk a kovetkez& allitdst.

Allitas Az inhomogén egyenlet (t,,x,) kezdeti feltételli megolddsa
t
I—-V, t—R(tt,)zr, + / R(t, s)b(s)ds,
to

ahol R a homogén egyenlet rezolvense.

9.3. Az elébbi eredményiink igen szép, elméleti meggondolasok szempontjabdl
fontos, azonban konkrét gyakorlati alkalmazasokban kevéssé haszndlhatd, mert a
rezolvens eldallitasa altaldban nehéz feladat.

Most megismerkediink egy mddszerrel, amely megadja az inhomogén egyenlet
egy megolddsit a homogén egyenlet dltaldnos megolddsdnak (alaprendszerének)
ismeretében, igy a 9.1. allitds alapjan az inhomogén egyenlet barmely megoldasat
megkapjuk. Ezt a médszert az allandék varidlasanak szokds nevezni.

Tudjuk, hogy a homogén egyenlet rq, ..., ryx alaprendszerével a homogén egyen-
let minden megoldéasa ZkN:l cxr alakban adhaté meg. Proébaljuk megtaldlni az
inhomogén egyenlet egy megoldasat is ilyen alakban, azzal a kiillonbséggel, hogy a
¢, egyltthaték nem allandék, hanem az I-n értelmezett fliggvények. Ekkor tehat
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annak kell teljesiilnie, hogy

N N
(Z ckr> = AZ ckrr + b,
k=1

k=1

azaz

N N N
Z Cerr + Z CLTE = Z cpAry + 0.
k=1 k=1

k=1

Az ri-k a homogén egyenlet megoldésai, ezért a bal oldal méasodik és a jobb
oldal elsé tagja egyenld. Tovdbbd minden t-re r1(t),...,ry(t) bézis V-ben, tehdt
b(t) kifejthetd szerinte: b(t) = Zivzl Br(t)rk(t). Igy a ”varialt allandékra” a

egyenleteket kapjuk, amelyeket — elvben — egyszerii integrdlassal megoldhatunk.
9.4. Feladatok

1. Az inhomogén linedris differencialegyenlet megoldasait kénnyen megkaphat-
juk akkor, ha A és b is allandd, tovabba A bijektiv. Ugyanis ekkor vissza lehet
vezetni homogén egyenletre: (x + A71b) = A(z + A~'b). Mutassuk meg ennek
alapjan, hogy ekkor a (¢,,x,) kezdeti feltételt kielégité megoldés

ts elt—to)Agy 4 (e(t*t")A - idv)Aflb.

2. Az (z: I - K)? & = ax + b inhomogén liendris differencidlegyenletnek a
‘. A . t t s .
(to, To) ponton dthaladé megolddsa t — (exp s a) zo + [, (exp [) b(s) ds (ldsd

a 7.7.1. feladatot).
3. Alkalmazzuk az dllanddk varidldasanak mddszerét, hogy megtaldljuk a

((3?1,1}2) : (t)R — R)? T1 = wTy +t,

.’tQ = —WT +1

differencidlegyenlet osszes megoldésat, ahol w € R* adott.
Mi az 21(0) = 1,22(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldds?
4. Talaljuk meg az allandok varidlasanak médszerével az
de =z
RT 5 R)? — =44
(@ ) a1

differencidlegyenlet Gsszes megoldasat a 7.7.1. feladat eredményei alapjan.
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10. Magasabb rendii linearis differencidlegyenletek

10.1. Az n-edrendii linedris differencidlegyenletet egy I nyilt intervallumon
adott Ag : I — Lin(V), (k=0,1,...,n—1)ésb: I — V folytonos leképezések-
kel

(xz:I—-V)? ™ 4 A, 2D 4 Ayg 4+ Agz =D

alakba szokas irni.
Az

Ty = x(k),(k:O,l,...,nfl), x:=(zg,...,Tpn-1), b:=(0,0,...,b),

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A = : ,
1 0
B 1
—A, —Ay Ay ... ... A,

jeloléssel az n-edrendii differencidlegyenletet az
(x: I —>V™")? Xx=Ax+b

elsérendiire vezetjiik vissza; megoldasanak a nulladik komponense az eredeti fela-
dat megoldésa.

10.2. Az n-edrend{i homogén egyenlet (maximadlis) megolddsainak Osszessége
az n-szer folytonosan differencidlhaté I — V fiiggvények — azaz C™(I, V) — egy

linedris alterét alkotjdk, és barmely t, € I esetén 7+ (r(t,),7(to), ..., 7" "D (t,))
linedris bijekcié a megoldasok vektortere és V™ kozott.
Ha N := dim(V), akkor az n-edrendi homogén linedris differencidlegyenlet

megoldasainak vektortere az elobbi megéllapitas alapjan N-n dimenziés. Ennek
egy béazisat most is alaprendszernek nevezziik.

A fenti elsérendii egyenletnek a homogén esetben van N-n darab I — V™ meg-
oldésbol allé alaprendszere. Egy ilyen alaprendszernek a nulladik komponensei
adjak az n-edrendii egyenlet egy alaprendszerét, mert

— megoldasai az eredeti n-edrendli egyenletnek, és linearisan fliggetlen I — V
fiiggvények (ha ugyanis linedrisan osszefiiggék volndnak, akkor minden derivélt-
juk is linearisan 6sszefiiggd volna, igy a derivaltak egyiittese, az elsérendii egyenlet
alaprendszere is Osszefligg6 volna),

— az nm-edrendli egyenlet minden megoldasa ezeknek a linearis kombindcidja
(mert minden megoldds az elsérendli megolddsédnak nulladik komponense, és az
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els6rendii egyenlet minden megolddsa az ottani alaprendszer tagjainak linedris
kombinécidja).

10.3. Kiilonosen fontosak és érdekesek a K értékii allandé egyttthatés n-edren-
di linearis differencidlegyenletek, amelyek az el6zoek alapjan a kovetkezd alakuak:
adott ag,...,a,—1 € K, b: I — K folytonos fiiggvény és

(z: R = K)? 2™ 4 a, 127 4 4 ayd + agx = b.

Tudjuk (az elsérendfire valé visszavezetésbdl, 14sd 8.1.), hogy az n-ed rendii &l-
landé egytitthatés homogén linearis differencidlegyenlet megoldédsai végtelen sok-
szor differencidlhatdk, és az eléz6 pont alapjin a C* (R, K)-nak n dimenzids line-
aris alterét alkotjak. Vezessiik be a

D:C®(R,K) = C®(R,K), 17

linedris leképezést, a ”differencidldas operatorat”. Tekintsiik tovabba a
n—1
Pi=id + > ajid
k=0

polinomot, amelyet a differencidlegyenlet karakterisztikus polinomjanak hivunk.
Ertelmezhetjik a P(D) : C*(R,K) — C*(R,K) linedris leképezést (Analizis
11.8.3.), és ezzel a differencidlegyenlet az

(z: R — K)? PD)x=b

alakot oOlti.
10.4. Ha ) € K, hasznéljuk az exp® : R — K, t — e jelolést.

Minden nehézség nélkiil ellenérizhet6, hogy
(i) D exp* = Aexp?, vagy méasképpen,

(D — X\ exp* =0;
(i) barmely m, k pozitiv egész szdmra

d
(D — )\)mk—]'R exp® = ak-m
: (k—m)!

idk { 0 ha m > k,

exp’\ ha m < k.

10.5. Tegyiik most fel, hogy K = C. Ekkor P = [[;_,(idc — A;)™, ahol
A1, ..., As a P polinom kiilénbo6z6 gyokei, amelyek multiplicitdsa rendre myq, ..., ms.
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Allitds A 10.3.-ban megadott 4llandé egyiitthatés n-edrendii homogén line-
aris differencidlegyenlet egy alaprendszere

idk
{5 e

ahol \; a differencialegyenlet karakterisztikus polinomjanak gybéke m; mul-
tiplicitassal.

=0,1,...,m; — 1, i:1,..‘,s},

B1ZONYITAS A polinom gydktényezds alakjénak megfeleléen P(D) = [[;_,(D —
A;)™i. Ebbdl azonnal 14tjuk 10.4. alapjén, hogy a fenti fliggvények megoldésok,
tovabba a szdmuk n. Azt kell tehdt csak megmutatnunk, hogy ezek a fliggvények
linearisan fiiggetlenek.

Tegytik fel, hogy Osszefliggék, azaz

s m;—1
= Z Z gexp =0

i=1 k=0

és van olyan i,, k., hogy ¢; ., # 0. Ekkor létezik a {0,1, ..., m; — 1} halmazban
olyan legnagyobb k;_, hogy c;,r, # 0, de ¢;,x =0, ha k > k;,.

Ha M (D) := (D — \;,)keo [Lijizi, (D — Ai)™, akkor egyrészt f = 0 miatt
M(D)f = 0, mésrészt a 10.4. formuldi alapjan M (D)f # 0, ami ellentmondas,
tehdat a széban forgé fiiggvények linedrisan fliggetlenek.

10.6. Vizsgaljuk most azt, amikor K = R. A differencidlegyenletet minden
tovabbi nélkiil felfoghatjuk komplex értékiinek, és alkalmazhatjuk az el6z6 ered-
ményt. Tudjuk tovabbd, hogy ekkor, ha A\ nem valds gyoke a P valés polinomnak,
akkor A\* is gyoke. Ezért az alaprendszerben egyiitt szerepelnek

t* (ariyt t* (a-ip)t
t— ge és t— Ee
alaku figgvények. Ezek Osszegének fele és kiillonbségének 1/2i-szerese is megoldds;
igy kapjuk a valds

k k

t t
t— ye tcos Bt és t— Eeat sin 5t

figgvényeket, amelyek a valos differencidlegyenlet alaprendszerét alkotjak.

10.7. Az n-edrendii inhomogén linearis differencidlegyenlet Gsszes megolddsat
is megkaphatjuk gy, hogy egy tetszdlegesen valasztott megoldashoz hozzdadjuk
a homogén egyenlet Osszes megoldasat. Egy tetszéleges megoldast most is az al-
landék varidldsanak maédszerével allithatunk el6. Ennek alkalmazhatésdgahoz az
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els6rendiire val6 visszavezetéshez kell fordulnunk. Ha rq,...,r, az n-edrendl ho-
mogén egyenlet egy alaprendszere, akkor az inhomogén egyenlet egy megoldasat
> h_; ckry alakban keressiik, ahol a ¢ egyiitthatok olyan fiiggvények, amelyekre
n n
Star=b Y ar=0 (i=1,....n-1)
k=1 k=1
teljesiil.
Viszont olykor egyszeriibb lehet6ségiink is van: ha
— a differencidlegyenlet dllandé egytitthatos,
— az inhomogenitéds polinom, exponencialis, szinusz-, koszinuszfiiggvények szor-
zatanak linedris kombinécidja,
akkor a megolddst az inhomogenitdshoz hasonlé alakban kereshetjik. (Megje-
gyezziik, hogy a szinusz és koszinusz fliggvények altalaban egyiitt szerepelnek a
megolddsban, még akkor is, ha az inhomogenitdsban csak az egyikiik van jelen.)

10.8. Feladatok
1. Adjuk meg az
(z:R = R)? T—F—2+2=0
homogén differencidlegyenlet egy alaprendszerét.

Hogyan médosul a valasz az ugyanilyen alaki, de x : R — C ismeretlenre felirt
differencidlegyenletre?

2. Adjuk meg az

(x:R—C)? T+t +2x=0
differencidlegyenlet egy alaprendszerét.

3. Keressiik meg az (z: ()R = R)? 42 = ﬁ differencidlegyenlet Gsz-
szes megoldésdt az dllanddk varidlasdnak maddszerével (nem baj, ha egy integréldst
nem tudunk konkrétan elvégezni).

4. Legyen w € RT. Adjuk meg az

(z:R—=R)? i4w?z=0
homogén differencidlegyenlet egy alaprendszerét és Gsszes megoldasat.
Legyen tovabba 8 € RT, k € R, és keressiik meg az
(z:R—>R)? F+wlr=¢

inhomogén differencidlegyenlet egy megoldasat, ha

(i) ¢(t) = kt?, (i1) ¢(t) = ke, (#ii) ¢(t) = k cos ft.
(Utmutatés: keressiik a megoldast at? 4 bt + ¢, aePt, acosft, illetve at cos ft

alakaban, ahol a, b, ¢ valés szdmok; tigyeljiink a § = w esetre.)
5. Keressiik meg az

(z: ()R = R)? & 4+ y& = kcos Ot
differencidlegyenlet Gsszes megoldédsat, ha v, k, 8 € R.
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IIl. EGYEB SPECIALIS TiPUSU
DIFFERENCIALEGYENLETEK

11. Szétvalaszthaté differencidlegyenletek

11.1. Legyenek h: R — K és g : V — V nyilt halmazon értelmezett folytonos
fiiggvények. Ekkor az

(z:R—V)? Z—j = h(t)g(x)

differencidlegyenletet szétvalaszthaténak nevezziik (a jobb oldalon szétvalik a két
valtozo6tol valo fuggés).

Ha g az x, egy kornyezetében globalis Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor
a differencidlegyenlet jobb oldala barmely (¢,,z,) egy kornyezetében teljesiti az
univerzalis Lipschitz-feltételt.

Az autoném differencidlegyenletek specidlis szétvalaszthaté egyenletek (h =4l-
lando). Ugyancsak szétvdlaszthatdk a legegyszeriibb differencidlegyenletek, ame-
lyekben a jobb oldal nem tartalmazza az ismeretlen fiiggvényt (g =4llands).

11.2. Keressiik a fenti differencidlegyenletnek a (¢,,x,) ponton dthaladé meg-
oldésat!

Egyszerii tény, hogy ha g(x,) = 0, akkor az x, konstans fliggvény megoldés.

Ennél tobbet dltalaban csak a V = K esetben mondhatunk.

Jegyezziik meg mindenek el6tt, hogy h-nak van primitiv fiiggvénye, vagyis olyan
H:R— K, hogy H = h.

Vegyiik elszor a V = R esetet. Ha g(z,) # 0, akkor van az x,-nak olyan U
kornyezete, amelyen 1/g értelmezve van, folytonos és nem valt eléjelet, 1étezik pri-
mitiv fiiggvénye. Ha ¢ az 1/¢g primitiv fliggvénye U-n, akkor ¢ szigortian monoton,
tehat injektiv, és ezért értelmes a

t=r(t) = (p(zo) + H(t) — H(to))
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fliggvény, amely a kezdetiérték-probléma megoldasa. Valéban, nyilvanval6, hogy
r(to) = x,, és az ismert

1y 1
(SD ) - 4,0/ ° 4,0_1

képlet alapjan r kielégiti a differencidlegyenletet is.

Vegyiik ezutdn a V = C esetet és tegylik fel, hogy g : C — C differencialhato.
Ekkor hasonlé formulét irhatunk fel, mint az elébb. Ugyanis 1étezik 1/g-nek ¢
primitiv fiiggvénye az z, egy kornyezetén, ¢ folytonosan differencidlhaté, a deri-
valtja nem nulla az x,-ban, ezért az inverzfliggvény-tétel miatt injektiv az x, egy
U (konvex) kdrnyezetén.

11.3. Megtalédltuk tehat a kezdetiérték-probléma megoldasat, hangsilyozzuk, a
V = K esetben. Erdemes egy egyszerii ”konyhaszabalyt” adni, amellyel kénnyen
észben tarthatjuk, hogyan is allithatjuk el6 a megoldast. Ime: a differencidlegyen-

let p
o = h(t)g(x)

alakjaban valasszuk szét a valtozdkat formadlisan az egyenletek atrendezési szaba-

lya szerint:
dx

9(x)
Ezutdan mar csak integralni kell a két oldalt a kezdeti értéktol a véltozo értékig,
hogy megkapjuk a megoldast implicit alakban:

r(t)l t
[ o= [n
x g t

o o

= h(t)dt.

Itt a bal oldali integrél a valés esetben a szokasos integralt jelenti, a komplex eset-
ben pedig az x,-t és az r(t)-t 6sszek6td barmely gorbére — példaul egyenesszakaszra
— vett integralt.

11.4. Feladatok

1. Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenleteknek (amelyek z : R — R fligg-
vényekre vannak felirva a ¢ véltozéban) a (t,, x,) ponton dthaladé maximélis meg-
olddsait (vizsgdljuk meg a differencidlegyenletek értelmezési tartomdnyét, amely
megszoritast adhat a t, és x, értékére):

t
@iz%,(@iz—% (@) & = —, (iv)d=—,
X X
1
(v) & =—, (vi) 4 = ax? ahol a € R adott.
X

2. Keressiik meg az aldbbi differencidlegyenleteknek (amelyek = : R — R fiigg-
vényekre vannak felirva a ¢t valtozéban) a maximdlis megolddsait:
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t3
N t i) = (1 2t7 N .
(i) & = x cos (#) © = (1+x%)e", (itd) & -
Vigyazzunk a nem 0Ossszefiigg6 értelmezési tartoméannyal!
3. Prébéljuk megoldani az
) x
(x:R—V)? I:W, x(to) =xo #0
T

kezdetiérték-problémét! (A megoldés értéke mindeniitt parhuzamos x,-val, ezért
a feladat visszavezethet6 K értékii differencidlegyenletre.)
4. Az el6z6 feladathoz flizott utmutatas felhasznalasaval oldjuk meg az

(z:R—V)? Z—f:xsint, x(to) =0 #0

kezdetiérték-problémaét!

5. Oldjuk meg az 1. feladatot ugy, hogy a keresett fliggvény x : R — C! Hasz-
naljuk fel a 11.3.-beli formulat, ha lehet, és probalkozzunk a differencidlegyenletek
valés alakjaval is (azaz x = x1 + ixe, majd a valés és képzetes rész szétvilasztdss-
val frjunk fel differencidlegyenletet az (x1, ) : R — R? fiiggvényre). Hasonlitsuk
Ossze a kétféle mddszert az egyes esetekben!

6. Hasonlitsuk 0ssze az

(r:R—R)? =]z ésaz (z:R—C)? &=|x|

differencidlegyenletek maximalis megoldésait! (Utmutatés: a masodik differen-
cidlegyenletet irjuk fel valés alakban: iy = \/2% + 23, @2 = 0.)
7. Keressiikk meg az
(z:R—C)? &=2a"

differencidlegyenlet maximalis megoldasait.

12. Szétvalaszthatéra visszavezethetd differencidlegyenletek

12.1. Legyen F' : V — V nyilt halmazon értelmezett folytonos fliggvény, és a
differencidlegyenlet
x

wimevy sora ()

alaki (szokés az ilyen differencidlegyenletet homogén fokszdmuinak nevezni).
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Definidljuk az u := ﬁ : R — V 1j ismeretlen fiiggvényt. Differencidlva az
z = idg u egyenlOséget azt kapjuk, hogy & = u + idg @, amibdl az

Fu)—u
(u:R—V)? U= L
ldR
szétvalaszthaté differencidlegyenletet nyerjiik.
Ennek megoldédsaibol egyértelmiien elé tudjuk allitani az eredeti differencidle-
gyenlet megoldésait.

12.2. Legyen a,b,c € R, a # 0 és F : R »— R nyilt halmazon értelmezett
folytonos fliggvény. Az

(r:R—R)? & = F o (azx + bidg + ¢)

differencidlegyenletet az u := ax + bidg + ¢ 1j ismeretlennel, az @ = ad + b Ossze-
fliggés alapjan az
(u:R—R)? 4=aF(u)+b

autoném (tehdt szétvilaszthatd) differencidlegyenletre vezetjiik vissza.
Ennek megoldésaibdl egyértelmiien elé tudjuk allitani az eredeti differencidle-
gyenlet megoldéasait.

12.3. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy F-re a 12.1.-ben és 12.2.-ben kir6tt feltételek elegendék
ahhoz, hogy az 14j differencidlegyenlet jobb oldala nyilt halmazon értelmezett és
folytonos legyen.

2. Legyen A : 'V — V folytonos linearis leképezés, b,c € V, F' : V »— V nyilt
halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, és tekintsikk az (z : R — V)? & =
F(Az+bidg + ¢) differencidlegyenletet. Az u := Az +bidg + ¢ 4j ismeretlenre itt is
autonom egyenletet kapunk. Biztos, hogy megkapjuk az 1j egyenlet megoldasaibdl
az eredetiét is?

3. Oldjuk meg a megismert médszerrel az (z : (t)R — R)? & = ¢, 2(1) =
0 kezdetiérték-problémat, és hasonlitsuk Ossze a megolddas menetét a kordbbival
(11.5.1. feladat), amikor az eredeti egyenletet szétvélaszthaténak vettiik.

4. Keressiik meg az
de t+zx
:R—R)? — =
(@ R—=R? =i,

differencidlegyenlet maximélis megoldédsait! (A jobb oldal szdmldldjat is, neve-
z0jét is elosztva t-vel homogén fokszamu egyenletet kapunk. Vizsgaljuk meg az
értelmezési tartomdnyokat!)
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13. Egzakt differencidlegyenletek

13.1. A most targyalasra kertl6 differencidlegyenletek leginkabb sikgeomet-
riai (azaz R%-ben megfogalmazott) feladatokban keriilnek el8, ezért a szokdshoz
hiven itt az ismeretlen fiiggvényt y-nal, a fliggvény valtozojat x-szel, a differenci-
alast pedig vesszével jeloljiik. Legyenek p, ¢ : R? — R nyilt halmazon értelmezett
folytonos fliiggvények, és tekintsiik az

dy _ p(z,y)
dr q(z,y)

(y:R»— R)?

differencidlegyenletet. Célszertinek latszik ezt atirni

(*) p(z,y) + Q(%y)% =0

alakba (86t szokdsos a még ”szimmetrikusabb” p(x,y)dz + ¢(z,y)dy = 0 forma is,
amit mi nem haszndlunk) és megengedni a differencidlegyenlet értelmezési tarto-
manyéaban azokat az elemeket is, amelyekben g a nulla értéket veszi fel.

A (%) differencidlegyenletet egzaktnak nevezziik, ha van olyan F : R? — R
differencidlhato6 fliggvény, hogy

p=OF, q= 0F.

13.2. Az F fuggvény DF = (01 F,0-F) derivéltjaval az egzakt differenciéle-

gyenlet igy fogalmazhaté meg:
dy
DF(xz,y)-(1,==)=0
(z,9)-(1,27)

(itt a pont az R? — R linedris leképezés, azaz 1 x 2 -es matrix hatésat jeloli az R?
elemein).

Ezutan nyilvanval6, hogy az intervallumon értelmezett ¢ fliggvény pontosan
akkor elégiti ki az egzakt differencidlegyenletet, ha van olyan ¢ valés szam, hogy

F(z,¢(x)) =c (z € Domg).

Az egzakt differencidlegyenlet megoldésait tehat ezen implicit fliggvénykapcso-
latbol hatarozhatjuk meg.

13.3. Keressiik az egzakt differencidlegyenletnek az y(x,) = y, kezdeti feltételt
kielégité megolddsat. Az implicitfiiggvény-tételbdl (Analizis IV.B.7.2.) tudjuk,
hogy ha 02 F(x0,Y0) = q(x0,Y0) # 0 (azaz (z,,Yy,) benne van az eredeti, nem at-
fogalmazott differencidlegyenlet értelmezési tartomdnyaban), akkor van az x, egy
kornyezetén értelmezett ¢ fliggvény, amelyre

F(x,¢(x)) = F(x0, Yo) (x € Domg),
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és ez megoldas lesz.

Viszont q(x,,y,) = 0 esetén (azaz amikor (x,,y,) nincs benne az eredeti, nem
atfogalmazott differencidlegyenlet értelmezési tartomanydban)

— ha p(x,,y0) # 0, akkor nincs megoldds;

— ha p(x,,y,) = 0, akkor lehet, hogy van megoldds, lehet, hogy nincs.

13.4. Hogyan dontjiik el egy (%) alaki differencidlegyenletrdl, hogy egzakt-
e vagy sem? Ha p,q folytonosan differencidlhaték és (ugyanazon) a csillagszerii
halmazon vannak értelmezve, tovabba

821) = 81q7

akkor van olyan F, amelynek a parciélis differencidlhdnyadosai p és ¢ (Analizis
V.B.11.5.). S6t azt is tudjuk, hogy bérmely (x,,y,) koril egy tégldban F-et a
kovetkezdképp lehet elallitani:

Fle) = [ " (e ) de + / " gy dn.

Yo

o

13.5. El6fordulhat, hogy a () differencidlegyenlet nem egzakt, de egzaktta
tehetd, vagyis az egyenlet egzakt lesz, ha megszorozzuk egy alkalmas p : R? »— R
fliggvénnyel, amelyet integralé tényezoének szokés hivni.

Most néhany egyszerti modszert targyalunk, hogyan lehet integralé tényezot
talalni csillagszer(i halmazon értelmezett differencidlegyenlet esetén. Az alapOsz-
szefliiggés az, hogy up masodik valtozo szerinti parcidlis derivéltja és pq elsé valtozo
szerinti parcidlis derivaltja legyen egyenld, amibdl

(*) p(O2p — 01q) = qO1jt — pDaju

adédik.

Miel6tt a részletekre térnénk, felidéziink egy jelolést: ha f és ¢ R — R fiiggvé-
nyek, akkor f ® g: R? — R, (z,y) — f(2)g(y); specidlisan példaul f @ 1 olyan
kétvaltozds fiiggvény, amely nem fiigg a masodik valtozdotol.

(i) Ha p nem fligg a mdsodik valtozétdl, akkor (x) {gy {rhaté: % = 8;—“.
Itt a jobb oldal nem fiigg a masodik valtozétol, tehdt a bal oldal sem, azaz van

olyan f : R — R fiiggvény, hogy

Oop — O1q _

() fol.

Ha tehat p = v ® 1, akkor a ”7, = f Osszefiiggésre jutunk, amibol

o= (e [ 1) o
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Egyszeriien lathat6 ezutdn, hogy a (xx) feltétel elégséges is ahhoz, hogy legyen
olyan p, amely nem fligg a méasodik valtoz6todl és a fenti alaku.
(ii) Teljesen hasonléan, ha

Oap — O1q _

—1®g, akkor u—1®<expo/g).
p

(iii) Az el6z6 kettd kombindcidjabdl: ha van olyan f és g, hogy

Dp—01g=q(f®1)— (1®g)p, akkor u= <expo/f> ® <expo/g).

(iv) Ha g = X o w, ahol w : R? »— R valamilyen ”egyszerti” fiiggvény és \ :
R — R, akkor 01 = (N ow)0iw; ezt és a mésodik parcidlis derivaltra vonatkozé
hasonl6 kifejezést befrva a () Osszefliggésbe, latjuk, hogy ha van olyan ¢ : R — R,

hogy

Op —O1q _

——— =pouw, akkor pu=(expo | ¢]ow.
qOw — pOow

13.6. Feladatok

1. Keressikk meg az y : R — R fiiggvényre az x valtozoval felirt kovetkezo
differencidlegyenletek (értelmezési tartomédny?) Osszes megolddsat:

(i) y =

Y COS TY

S Aot ji —9%) —x(z —2y)y’ =0
pr— (ii) y(y — 2x) — x(x — 2y)y’ = 0,

(i31) x® + xy® + (2%y + y*)y' = 0.
(Az utolsét jol nézziik meg, nem lehet-e egyszer(ibbé tennil!)

2. Keressiink integrald tényezot az alabbi differencidlegyenletekhez:

(Z) y/ _ (1 —l—xy)y

— (i) y' (ye” —1) +y = 0.

3. Fejtsiik ki, pontosan milyen formaju a 13.5.(iv)-ben targyalt feltétel az ”egy-
szerll” w(z,y) = x +y és w(x,y) = xy fiiggvények esetén.
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14. Néhdany egyéb differencialegyenlet

Ebben a fejezetben az ismeretlen fliggvény mindig = : R — R, a valtozdt pedig
t jeloli.

14.1. Euler-féle differencidlegyenlet: adott a,b € R, az f : R — R nyilt halma-
zon értelmezett folytonos fliggvény, és

t2% 4 ati + bx = f.

A differencidlegyenletet t2-tel valé osztéssal tehetjiik explicitté. Ez azt jelenti,
hogy {0} x R biztosan nincs benne az értelmezési tartomanydban, vagyis minden-
képpen kiilon vizsgdlandé az értelmezési tartomanynak az R~ x R-ben és Rt x R-
ben levd része.

A differencidlegyenletet egyszeriibb alakra, masodrendii 4llandé egyiitthatds in-
homogén lineéris differencidlegyenletre vezethetjiik vissza: példdul az RT x R tar-
tomanyban legyen z := x o exp. Ekkor nem tul hosszi szamolds utan azt kapjuk,

hogy
ZF—(1—a)2+bz= foexp.

14.2. Bernoulli-féle differencidlegyenlet: adottak a g, h : R — R nyilt halmazon
értelmezett folytonos fliggvények, az o valds szam, h # 0, a # 0,1, és

T=gx+ hz®.

A z:= '~ {§j ismeretlenre az

z=gz+h
11—«

inhomogén linedaris differencidlegyenletet kapjuk.

14.3. Riccati-féle differencidlegyenlet: adott a g, h,k : R — R nyilt halmazon
értelmezett folytonos fliggvény, és

t=gx+hz®+k.

A Riccati-féle differencidlegyenletet egy r megolddsanak ismeretében visszave-
zethetjiik Bernoulli-féle differencidlegyenletre; ugyanis ekkor a z := y—r ismeretlen
fliggvényre a

2= (2hr + g)z + h2?

Osszefiiggés adodik.
Ha g = 0 és 1étezik olyan a,b,€ R\ {0}, @ € R, hogy h = a, k = bidg, akkor a
Riccati-egyenlet specialis:
i = ax?® + bt®.
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Ha a = 0, az egyenlet szétvélaszthaté. Tovabba a bizonyos értekeinél az egyen-
let szétvalaszthatora vezethetd vissza.

A legegyszerlibb, amikor @« = —2. Ekkor a z := 1/z fliggvényre homogén
fokszamu egyenletet kapunk (amely visszavezethetd szétvélaszthatéra).

Ha oo = — 32" ahol 0 # n € Z, akkor példaul n > 0 esetén, a {(t,z) € R xR |
tex = —1/a} halmaz kizdrdsaval a 8 := a%r?’ jeloléssel a differencidlegyenletet az

1
) Py + 1)

s:=t/8, z(s) :=

helyettesitéssel
dz = —bB2% — aBs~ (1P
ds
alakira hozhatjuk, amely ismét specélis Riccati-féle, és —(1 4 () = —%.

Az ismertetett transzformaciot tehat n-szer alkalmazva az o = 0 esetre jutunk.

14.4. Legendre-féle differencidlegyenlet: adott n € Ny, és
(1 —t3)i — 2ti +n(n+ 1)z = 0.

Ennek a differencidlegyenletnek van n-edfokd polinom-megoldasa, amelyet Le-
gendre-polinomnak hivunk. Ha P, (t) = >_, cxt®, akkor

n n—1
P(t) =Y kept™™ =" (k+ Doxgat”,
k=1 k=0
n n—2
Pl(t) = k(k—1ext* > =" (k +2)(k + 1)cpsat”.
k=2 k=0

Feltéve, hogy P, kielégiti a differencidlegyenletet, a

Ck(k+1)—n(n+1)
T Ty Dkt

rekurzios képletet kapjuk, amelybol az egytitthatok paros n esetén cq tetszéleges
és c1 := 0 vélasztasaval, paratlan n esetén ¢y := 0 és ¢y tetszOleges valasztasaval
kiszamithatok.

14.5. Hermite-féle differencidlegyenlet: adott n € Ny, és
T —2tr + 2nx = 0.

Ennek is van n-edfoki polinom-megoldasa, amelyet Hermite-polinomnak hi-
vunk és H,-nel jeloliink. Az elébbi médszerrel az egyiitthatékra a
2(k —n)
Chpa = ——————C
T k(R +2) "
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rekurzids képletet kapjuk.
14.6. Feladatok

1. Mit tegyiink, ha az Euler-féle differencidlegyenletet az R~ x R részben kell
megoldanunk?

2. Mi a Bernoulli-féle differencidlegyenlet értelmezési tartomanya?

3. Kiilonosen egyszerii — és fontos — az & = ax + bz" ! alaki Bernoulli-féle dif-
ferencidlegyenlet, ahol a,b € R\ {0} ésn € N. A (t,, z,) kezdeti feltételt kielégits

megoldasa
b 1o\ "
t — (signz,)” <— + e~nalt=to) ( + >> .
a Ty a

Mi a maximaélis megolddsok értelmezési tartomanya?
4. Oldjuk meg az

dr T 2

'R R)? = — 4+ —
(z:R—R) FTRE TR

differencidlegyenletet az x(1) =1, az 2(1) = —1 és az x(—1) = 1 kezdeti feltétellel.
5. Keressiik meg az

1
(z: ()R — R)? &= —4a? + I

maximélis megoldésait!
6. Mutassuk meg, hogy a P,, Legendre-polinomokra

(1 —id2)P,) +n(n+1)P, = 0.
Felirva ezt az m indexre is, a két Osszefiiggésbol azt kapjuk, hogy
(1 —id2)(Py P, — PPL)) + (n(n+1) — m(m + 1)) P, Py, = 0.

Léssuk be ennek alapjan, hogy

1
/ P,P, =0 ha n#m.
-1
7. Az Hermite-polinomokra
(pHy,) +2npH, =0
teljesiil, ahol p(t) := e’ (t € R). Irjuk fel ugyanezt az egyenl6séget H,,-re is,

szorozzuk be az egyenloségeket H,,-mel illetve H,-nel, vonjuk ki Sket egymasbdl,
azutan lassuk be, hogy

/ H,H,p=0 ha n#m.
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15. Megoldasi otletek

Lattuk az elézéekben, hogy egyes differencidlegyenletek bizonyos fogasokkal
mas, jobban kezelhet6 alakra hozhatok. Most tovabbi, alkalmi 6tleteket mutatunk,
amelyek kiindulé pontot jelenthetnek mas differencidlegyenletek megoldasahoz.

15.1. A magasabb rendli differencidlegyenleteket az elméletben visszavezet-
tiik els6rendiire; a gyakorlatban viszont sokszor kényelmesebb egy elsérendi dif-
ferencidlegyenletet magasabb rendiivé alakitani; ez kiillonsen allandé egyiitthatds
homogén linearis egyenleteknél elényos.

Tekintsiik az

((z,y) : R—>R)? & =ay,
y=bx+cy
differencidlegyenletet, ahol a, b, c € K.

Differencidlva az els6 egyenloséget, majd ebben gy helyébe beirva a maésodik
egyenlGség jobb oldalat, azt kapjuk, hogy

& —ct —abx = 0.
A karakterisztikus polinom gyodkeit és ezzel a masodrendii differencidlegyenlet

egy 11,72 alaprendszerét konnytszerrel eloallithatjuk, amibdl az elsérendi diffe-
rencidlegyenlet alaprendszere

15.2. Keressiik meg az

((3?1,582) : (t)R — R2)7 T = 2txo,

(ﬁg = 2tl’1

homogén linedris differencidlegyenlet egy alaprendszerét!
Osszeadva és kivonva egymasbodl a két egyenletet azt kapjuk, hogy

(1 + zo) = 2t(x1 + x2), (21 —22) = —2t(x1 — 22).
Ezek kiil6nallé homogén linedris (szétvalaszthatd) differencidlegyenletek R — R

fliggvényekre, azonnal meg tudjuk oldani &ket: (z1+z2)(t) = aet”, (x1—22)(t) =
bt
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Tehat az eredeti egyenlet minden megoldasa
1 (aet” +be t
tes = 2
2 <aet2 — bt

alaku, vagyis az alaprendszer

15.3. Adjuk meg az

((z,y) : (1R — R?)? j;:l—l, z(0) =1

kezdetiérték-probléma maximalis megoldasat!
Tintesstik el a tortet mindkét sorban:

yi =y —1, azaz y(z —1) = -1,
(x—t)y=1

Osszeadva az egymds alatti egyenléségeket azt kapjuk, hogy

(y(z —t))=0.

A differenciélas alatti fliggvény tehat allando; figyelembe véve a kezdeti feltételt
y(z —t) = 2, azaz 1~ = ¥. Ezt az egyenldséget visszairva a differencidlegyen-
letbe y = 4 adddik, amit azonnal meg tudunk oldani az adott kezdeti feltétellel:
y(t) = 2et/2. Az olvaséra bizzuk, fejezze be a feladat megoldésat.

15.4. Oldjuk meg az

‘R — R2 i = -y 2(0) =
((z,y) : R — R?)? vz O
- y(0) =3

j=———
VIta?+y2

kezdetiérték-problémaét!

A differencidlegyenlet elsd egyenl6ségét x-szel, a masodikat y-nal megszorozva,
aztan Osszeadva Oket azt kapjuk, hogy za + yy = 0, tehdt a kezdeti értéket is
figyelembe véve, x2 + y? =éllandé= 10. Ezzel
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ami méar példdul a 15.1. mddszerrel konnyen megoldhaté.

15.5. Keressiik meg az

(w,9) R—RY?  &=y(l+a?), 2(0)=1,
g=x2(1+y%), y(0)=1
kezdetiérték-probléma maximalis megold4sat!
Hasznéljuk az = = d—f, Y= % jelolést, majd osszuk el a differencidlegyenlet

alsé sordt a felsével, egyszertisitsiink formalisan di-vel (meg fogjuk mutatni, hogy
ennek a "konyhamddszernek” mi az értelme), igy kapjuk a

dy _z(l1+y?)
de  y(1+z2)

differencidlegyenletet y-ra az = fiiggvényében. Ennek megolddsa a kezdeti felté-
tel figyelembe vételével (z = 1 esetén y = 1) y(z) = z. Beirva ezt az eredeti
differencidlegyenlet els6 egyenléségébe, az z-re kapunk ismét egy autoném diffe-
rencidlegyenletet. Az olvasora bizzuk, oldja meg ezt a megfelel6 kezdeti feltétellel.

Azt kell tehdt még megmutatnunk, mi értelme van a dt-vel vald egyszeriisités-
nek. A kezdeti feltétel szerint ©:(0) = 1 > 0. Mivel a keresett fliggvény folytonosan
differencidlhato, ez azt jelenti, hogy a 0 koriil egy I intervallumban — amelyet te-
kinthetiink az x értelmezési tartomanydnak— levé t-kre ©(t) > 0, azaz = szigorian
monoton né I-n. Létezik tehdt 7!, az = inverze, amely szintén intervallumon van
értelmezve, folytonosan differencidlhaté, és

1

-1\ __
(@)  Gog!

(itt jénak lattuk a differencidldst vesszével jelolni). Tehdt az

g]::yoxfl

fliggvényre
. = Loyt
zox~l

7= (ioa)

all fonn, azaz § olyan differencidlegyenletnek tesz eleget, amelynek jobb oldala az
eredeti jobb oldal két komponensének a hanyadosa. Csak el kell hagyni a kala-
pot y-rél, a jobb oldalt viszont tgy tekinteni, hogy az eddigi ¢ helyett most az

x "valtozd” fliggvénye, és maris megkapjuk az el6bbi ”konyhamédszerrel” nyert
differencidlegyenletet.

15.6. Feladatok

1. Hasznalhaté-e a 15.5 feladat médszere a 15.4. feladat megoldaséra, és vi-
szont?
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2. Adjuk meg az

(z,y,2) : R = R3)? T=y+z,
y=x+z
z=x+y

homogén linearis differencidlegyenlet egy alaprendszerét!
3. Oldjuk meg az

(((El,xz) Ro— R2)? i’l = T2, 1’1(0) = ].,
1

i’g = 2%?, 1'2(0) =

kezdetiérték-problémat!
4. Oldjuk meg az

(z,y) :R—R)?  @=yV1+a2, 2(0)=2,
y=xv1+9y2% y(0)=1

kezdetiérték-problémét!
5. Keressiikk meg az

(z,y) :R—R*)?  g=ay+y? z(-1)=0,
g=zy+a®, y(-1)=1

kezdetiérték-probléma megoldését!
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IV. ALKALMAZASOK

Ebben a részben olyan egyszerii geometriai, fizikai, kémiai, biol6giai stb. problé-
mékat targyalunk, amelyek differencidlegyenletre vezetnek. Mindeniitt felallitjuk
a megfelel§ differencidlegyenletet; ezek &ltaldban heurisztikus meggondoldsokon
alapulnak, ne vérja tehat senki, hogy a differencidlegyenletet matematikai pon-
tossdggal vezessiik le (nem is lehet, hiszen a feladat t6bbnyire nem matemati-
kai objektumokra vonatkozik); a differencidlegyenletnek és megolddsanak kell méar
matematikai pontossdgunak lennie. A kapott differencidlegyenletrél megallapit-
juk, milyen tipusu, altalaban kozoljiik a megoldas végeredményét, és az olvasora
hagyjuk, végezze el a megoldés 1épéseit.

16. Geometriai feladatok

A kévetkezékben gérbén mindig R2-beli gorbét értiink; a differencidlegyenletek
elméletét pedig leginkabb gy prébaljuk hasznositani, hogy a gorbét — vagy lega-
14bbis egy részét — fiiggvény grafikonjaként allitjuk eld. R? elemeit altaldban (z, y)-
nal jeloljiik; ennek megfeleléen a differencidlegyenletekben az ismeretlen fiiggvény
jele altalaban y, amelynek valtozdja x.

16.1. Keressiik azon gorbéket, amelyekre az igaz, hogy barmely pontja és a
pontban allitott normalisnak az elsé tengellyel valé metszetpontja kozti tavolsag
allandé.

Az elsé tengellyel parhuzamos egyenesek ilyen goérbék.

Van esetleg mds is: legyen egy ilyen gorbe az x +— y(z) fiiggvény grafikon-
ja. Az (z,y(z)) ponton athaladé normélis egyenlete — feltéve, hogy v'(x) # 0 —
€ — (€~ 2) + y(a).

Ez az egyenes az els6 tengelyt azon &, értéknél metszi, amelyre a fenti fliggvény
értéke nulla: &, = y(x)y'(r) + z. A feltétel szerint tehdt van olyan ¢ nemnegativ
szam, hogy

(v = (y(a)y' (@) + 2))" +y(2)* =&,

vagyis a gorbét (egy olyan részét, amely fliggvénygrafikon) az

y:R—R)?  (y°+1)y=c
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implicit differencidlegyenlet irja le. Vegyiik észre, hogy itt elejtheté mar az a kiko-
tés, hogy a fliggvény derivaltja ne legyen nulla. Ebbol a gorbének arra a részére,
ahol a fliggvény nem nulla, és a derivaltja nemnegativ, az

(y:R—R)? oy =4/=—-1

explicit differencidlegyenlet vonatkozik.
Ez autoném differencialegyenlet. Maximalis megoldasai

y(z) = /2 — (v —a)? ({reR||z—a| < x<al})

és
y@)=—/@—(@—a? ({zeR|lz—al<co>a))
ahol a adott valds szam. Az z-re kirétt elsé feltétel azért kell, hogy a gyokos
kifejezésnek értelme legyen, a mésodik pedig azért, hogy a fliggvény derivaltja ne
legyen negativ.
Atalakitva a fenti egyenléséget azt kapjuk, hogy a fiiggvény grafikonja

{(fC,y) €R2 | y>0,x<a,(m—a)2+y2 202}7

illetve
{(z,9) eR? |y <0,z > a,(z —a)> +y* = ).

Ezek (a,0) kézépponti, ¢ sugari negyedkorok. Nyilvan a mésik két negyedkor
is ilyen gorbe (ezeket akkor kapjuk, ha az implicit differencidlegyenletbdl azt az
explicitet szarmaztatjuk, amelyben a derivalt negativ). Ha tehdt nem szoritkozunk
fliggvény grafikonjaval megadott gorbékre, akkor megallapithatjuk, hogy a kere-
sett gorbék az els6 tengellyel parhuzamos egyenesszakaszokbdl és olyan korivekbdl
tevédnek Ossze, amelyek kozéppontja rajta van az els6 tengelyen.

16.2. Hatarozzuk meg azokat a gorbéket, amelyek barmely pontja felezi a
ponthoz tartozé normalisdnak a két tengely kozé es6 szakaszét!

Tegyiik most is fel, hogy a gorbe egy fliggvény grafikonja. Az el6z6 feladatbdl
tudjuk, hol metszi az (z,y(z)) ponthoz tartozé normadlis az elsé tengelyt. A mé-
sodik tengelyt pedig a ——— (—x) + y(x) pontban metszi, feltéve, hogy v/ (z) # 0.

y'(x)
A feladat szerint tehat

_y@)y(z) +x v ty@)
=Ty y(r) = I

Mindkét egyenléség ugyanarra az

(y:R— R)? yzg
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differencidlegyenletre vezet, ahol elejthetd az a kikotés, hogy a fliggvény derivaltja
ne legyen nulla, viszont meg kell kovetelniink, hogy a fliggvény ne vegye fel a nulla
értéket. Ennek a szétvélaszthaté differencidlegyenletnek az értelmezési tartoméd-
nya szétbomlik két 6sszefliggd halmazra: az egyikben y > 0, a mésikban y < 0. Az
els6 Osszefiiggd komponensben haladé maximalis megoldasait a, b valos szamokkal
lehet jellemezni, gy, hogy

z€R hab?—a?>0,
y(z) = Va2 + (b2 — a?) x> Vb2 —a? hab?—a?<0, a>0,
z<vb2—a2 hab?>—a2<0, a<O.

Hasonléképp lehet megadni a maximalis megolddsokat a masik 0sszefliggd kom-
ponensben. Ha nem szoritkozunk fiiggvénygrafikonokra, megéllapithatjuk, hogy a
feladat feltételeinek eleget tesznek az {(z,y) € R? | y? — 22 = ¢} alakd gérbék,
ahol c tetszOleges valds szam. Ezek a + 45 fokos egyenesek, és olyan hiperboldk
amelyek végérintéi ezek az egyenesek (pontosabban ezekbdl a gorbékbdl ki kell
hagyni a masodik tengellyel valé metszéspontjaikat, amelyekre nem igaz az eredeti
feladat feltétele).

16.3. Melyek azok a gorbék, amelyeket a kovetkezo feltétel jellemez: barmely
pontjukhoz tartozé érint6, a pontot az origoval Osszekoto egyenesre a pontban
allitott meroleges és az els6 tengely olyan egyenlészari haromszoget hataroznak
meg, amelynek alapja az elsé tengelyen van?

Most is fliggvénygrafikonnal inditunk. Az el6irt egyenlOszariasag azt jelenti,
hogy az alapon levé szdgek tangense egyenld. Az egyik szog az érintének az els6
tengellyel bezdrt szoge vagy annak kiegészitd szoge; ennek tangense y'(x) vagy
—y'(x). A mésik szog tangensére a kovetkezdt tudjuk mondani. Az (z,y(z)) pon-
ton és az origdn athaladé egyenes irdnytangense y(x)/x, ezért a ponton athaladd,

X

az el6bbi egyenesre merdleges egyenes egyenlete £ +— —m(ﬁ —z)+y(x). Ez az

els6 tengelyt a &, = x + y(x)?/z pontban metszi. E pont és a széban forgé gorbe-

pont egymdstol 4/ ?’(9%)4 + y(x)? tévolsdgra van. A gorbepontnak az origétdl vald
tavolsagat elosztjuk ezzel a tavolsaggal, igy kapjuk meg a kérdéses tangenst:

x? 4+ y(z)? N

y@i+ary@?  |y(@)]
2
Tehét az w
x
y:R—R)? =
|yl
differencidlegyenletre jutunk, amely az 3y’ = % és y = —% explicit differencidle-

gyenleteket adja. Ezek megolddsat —az el6z6 feladat figyelembevételével — rabizzuk
az olvasoéra.
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16.4. frjuk le azokat a gorbéket, amelyekre az teljesiil, hogy barmely pont-
juk ugyanolyan tavolsagra van az origétdl, mint a pontbeli érintének a masodik
tengellyel valé metszete!

Az (z,y(x)) pontbeli érintd egyenlete & — y'(z)(¢ — z) + y(x). Ez a mésodik
tengelyt a —y'(z)x + y(x) pontban metszi. A feltétel tehdt az

(y:R—R)? |y —y'z|=+/2%+y?

differencidlegyenletre vezet, amely szintén két explicit egyenletet foglal magaban.

Nézziik az egyiket:
2
y =21+ Z.
T x

A differencidlegyenlet értelmezési tartomédnya szétesik két osszefiiggd részre: az
egyikben x > 0, a mésikban x < 0. Szoritkozzunk az elsé 6sszefiiggd komponensre.

A differencidlegyenlet homogén fokszami, igy az u := £ 1j ismeretlenre az
T a2
(u:RY — R)? u’:—i
x

szétvalaszthato egyenletet kapjuk. Ennek maximélis megoldéasai
u(z) = sh(—Inz + ¢), (r € RY),

ahol ¢ tetszéleges valés szam. EbboOl mar egyszeriien kapjuk a keresett gorbék
egyenletét.

16.5. Milyen alaku az a tiikor, amely egy adott iranybdl érkez6 minden fény-
sugarat egy pontba (a fékuszba) gytijt ossze?

Vegyiik a tiikornek egy a fokuszon dtmend sikmetszetét. Helyezziink e sikba
olyan koordinatarendszert, amelynek origéja a fékusz, masodik tengelye pedig az
adott irdnnyal parhuzamos. A tiikdr metszete egy gorbe lesz, amelyet fliggvény
grafikonjaként allitunk eld.

A gorbe (z,y(x)) pontjdban a beesési merdleges irdnyvektora (1, —ﬁ% feltéve
persze, hogy v'(z) # 0. Ez a vektor egyenld szoget zar be a beesés irdnyvektora-
val és a visszaverddés irdnyvektortdnak negativjaval. Az elébbi (0, —1), az utébbi
(z, (y(x)). Tehdt a beesési merdlegesnek a skaldrszorzata a megfelel$ egységvekto-
rokkal ugyanaz:

- <1,y,z$)> (0,1) = <1’y’zx)> . <\/m2 fy(x)z’ Va? —Z:y(x)2> |

2
W:R—R? =2+ 1+
X xr
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differencidlegyenletet kapjuk, amely homogén fokszami. Ertelmezési tartomanya
szétesik az R~ x R és RT x R 6sszefiiggd halmazokra. Maxim4lis megolddsai

2z —1 (x € RT)
ylr) = —; { (x €R)
alakiak, ahol c tetszéleges nem nulla valés szam.
Vildgos, hogy a két félsikban futé megfelelé gorbéket ossze lehet illeszteni az
2 = 0 pontban (amit a differencidlegyenlet alakja kizart). Tehdt a tiikkor barmely
keresztmetszete parabola.

17. Fizikai feladatok

A feladatokndl minden mennyiséget valamilyen alkalmas mértékegységekre vo-
natkoztatva adunk meg, vagyis az értékeit valos szamoknak tekintjiik.

17.1. Harmonikus rezgések. Egy test rugalmas er6 hatdsa alatt mozog, azaz a
testre hato er6 nagysiga aranyos egy kozéppontbdl mért elmozdulasanak nagysé-
gaval, irdnya pedig ellentétes az elmozduléssal. frjuk le a test mozgdsat!

A mozgas terét R3-mal, az idét R-rel reprezentalva a mozgést leiré Newton-
egyenlet

(x:R—=R*»?  mx=—kx

alakd, ahol m > 0 a test tomege, £k > 0 a rugalmassigot jellemz6 ugynevezett
direkciés er6. Ez allandé egyiitthatds, homogén linearis differencidlegyenlet. Az
ismeretlen fiiggvény mindharom komponensére ugyanilyen differencidlegyenlet all
fenn, elég tehat az

(z:R—=R)? Ftwlr=0

differencidlegyenletet tekinteni, ahol w := /k/m. 10.6. alapjan ennek minden
megoldésa
t — acoswt + bsinwt

formaban irhaté, ahol a,b € R. A fenti fiiggvény alkalmas ij konstansokkal
t — ccos(wt — @)

alakra is hozhatd, ahol ¢ € R, ¢ €] — 7/2,7/2].

Ha példaul ugy inditjuk a mozgast, hogy a 0-nak vélasztott idépillanatban a
testet a kozéppontban (z(0) = 0) adott sebességgel meglokjik (&(0) = v,), akkor
a=0,b=1v,/w,illetve ¢ =7/2, c = v,/w.

Ha viszont a mozgdst gy inditjuk, hogy kitéritjiik a testet (2(0) = A), azutdn
elengedjiik (£(0) = 0), akkor a = A, b =0, illetve ¢ =0, ¢ = A.
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17.2. Csillapitott rezgések. Tegyilik most fel, hogy a rugalmas erén kiviil egy
surlédasi er6 is hat a testre, amely ardnyos a test sebességével, és azzal ellentétes
irdnytd. A Newton-egyenletet az el6bbiek mintdjara

(z:R—=>R)? &+ 20 +wir =0

alakra hozhatjuk, ahol @ > 0. Ez is egyszerti, alland6 egyiitthatds, homogén
linearis differencidlegyenlet. Karakterisztikus polinomjanak gyokei

—a++Vva?—w? —a—va?-w?

(i) Ha o > w (erés csillapitas), akkor a karakterisztikus polinomnak két kiilén-
boz6 valés gyoke van, tehdt a 5 := va? — w? jeloléssel az Osszes megoldds

t e (aePt + be PY)

alakt, ahol a,b € R.

(ii) Ha o < w (gyenge csillapitas), akkor a karakterisztikus polinomnak két
komplex gyoke van, amelyek egymds konjugaltjai, tehdt az w. := vw? — a? jelo-
léssel az Gsszes megoldas

t e *(acoswet + bsinw,t)

alakt, ahol a,b € R.
(iii) Ha o = w (kritikus csillapitds), akkor a karakterisztikus polinomnak egy
valds gyoke van, amelynek a multiplicitasa kettd, tehat az 6sszes megoldas

t e e (a + bt)

alaki, ahol a,b € R.
Vegyiik észre, hogy mindharom esetben barmely megoldas a nulldhoz tart, mi-
kozben t tart a végtelenhez.

17.3. Kényszerrezgések. Tegyiik fel, hogy a testre, az el6z0eken kiviil még egy
periodikus ”kiils6 er6” is hat, vagyis a Newton-egyenlet az

(z:R—>R)? &+ 20 + w?x = f,cos Mt

alakot olti, ahol f, > 0, A > 0. Ez allandé egyiitthatds, inhomogén linedris diffe-
rencidlegyenlet. Osszes megolddsat megkapjuk, ha egyetlen megoldédséhoz hozzé-
adjuk a homogén egyenlet 6sszes megoldasat. Egy megoldasanak megkereséséhez
célszerli az

(z:R—CQC)? i+ 20 + Wit = foe
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komplex differencidlegyenletet tekinteni, amelynek valds része az eredeti. A meg-
oldast t — AeM~¢ alakban keressiik, ahol A > 0 és ¢ €] —7/2, 7/2] valés szamok.
Az egyenletbe helyettesitésbél az adédik, hogy

Ae™ (=X + 2ia) + w?) = f,,
amibol

fo m/2ha A\ =w,

4= ’ Y= 20\
V(W2 = A2)2 + 4a2)\2 arctg5%3z ha A # w.

Megvan tehat az inhomogén egyenlet egy megoldasa:
t — Acos(At — ).

Ez olyan rezgés, amelynek a frekvencidja megegyezik a kényszerit6 er6 frekven-
cidgjaval, de a kényszerité er6hoz képest ¢ ”faziskésésben” van, azaz maximalis
kitérését az eré maximélis értéke utdn @/ idével éri el.

Amint azt az el6z6 pontban megjegyeztiik, a homogén egyenlet minden megolda-
sa a nulldhoz tart, ahogy mulik az id6, tehat megfelel6 id6 elteltével az inhomogén
egyenlet megoldédsa ”1ényegében” a most megadott megoldas lesz, vagyis a test a
fent leirt kényszerrezgést fogja végezni.

Erdekes megvizsgalni a kényszerrezgés amplitiddjat, azaz legnagyobb kitérését,
amit A-val jeloltiink. Latjuk, hogy ennek maximuma van a A = w értéknél, vagyis
akkor, ha a kényszerité erd frekvencidja megegyezik a rezgé rendszer alapfrekven-
cidgjaval. Ez a rezonancia jelensége. Esetleg az amplitido olyan nagy is lehet, hogy
az akkora kitérés mdr til van a rugalmassigi hatdron (vagyis amikor mér a fenti
leirds nem alkalmazhatd), és maradandé valtozds jon létre.

Megemlitjiik, fizikakonyvekben gyakran olvasni, hogy ha nincs csillapitds (a =
0), akkor rezonancia esetén az amplitidé végtelenné valik. Ennek persze {gy nincs
értelme; ehelyett az igaz, hogy ekkor A = w esetén az inhomogén egyenletnek egy
megoldasa t — t{—:} cos(wt — 7/2); ez olyan rezgés, amelynek az amplitiddja az
ido6vel linedrisan no.

17.4. Mozgas surlédasos sik lejton. frjuk le egy m tomegili anyagi pont moz-
gésdt egy 0 < a < 7/2 hajldsszogli lejtén, ha a tomegpont és a lejtd kozott a
surlédési egytitthaté p > 0.

A surlédési er iranya ellentétes a sebességgel, tehat alkalmas koordinatarend-
szerben a Newton-egyenlet a tomegpont sebességére

2 . v

(v:R—R%?  mv=(mg)) — u\mngm
alaki lesz, ahol mg) és mg, a stlyerének a lejtével parhuzamos, illetve a lejtére
meroleges komponensét jeloli. Vegyiik fel tgy a koordinatarendszert a sikon, hogy
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az els6 tengely mutasson a nehézségi erétér vetiilete irdnydba (amelyet a lejtd ird-
nyanak neveziink). Ezzel a védlasztdssal és a k := gsina, A := gcosa jeloléssel
ez a

U1

2 2’
VU7 + 05

V2
2 2
VU1 + v

alakot Olti. Jol jegyezziik meg, hogy a differencidlegyenlet értelmezési tartoméanya
R x (R%\ {0}), tehdt nulla kezd8sebességii megoldasokrél nincs értelme beszélniink
(legaldbbis egyeldre; a 25.5.-ben szét ejtiink errdl is).

Két esetet kell megkiilonboztetniink.

(i) Ha va(to) = 0 (a kezd&sebesség parhuzamos a lejtd irdnydval), akkor vq(t) =
0 és ezért az els6 sebességkomponensre a differencidlegyenlet

((v1,v2) : R — R?)? U1 =K — pA

1'}2 = —,u)\

(v1: R— R)? 01 = Kk — pAsignog

alakira redukdlédik. Ennek maximélis megolddsait mar ismerjiik (14sd 4.7.3.).
Kérjik az olvasét, az itteni esetre alkalmazva diszkutalja a megoldasok fizikai je-
lentését (pl. k < p igy is frhatd: tga < p). Felhivjuk a figyelmet, a megolddsok
mindig csak addig vannak értelmezve, mig a sebesség nulldra nem csokken (a t6-
megpont meg nem 4ll).

(ii) Ha wva(t,) # 0, akkor az altaldnossdg megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy
va(to) > 0, és lesziikitjitk vizsgdlatainkat olyan intervallumra, ahol vy > 0.

Ekkor az els6 egyenletet vs-vel, a masodikat vi-gyel megszorozva, majd a két
egyeneletet egymasbdl kivonva azt kapjuk, hogy

’[)1’[)2 — 1)11.)2 = RUV2.
Ezt elosztva v3-tel és a z := vy /vy jeldlés bevezetésével a

. K . 1
) S
U2 2241
egyenletrendszerre jutunk. Minthogy ve > 0, alkalmazhatjuk az egyenletek egy-
méssal valé elosztdsdnak médszerét (14sd 15.5.), amivel a

dz 22 +1
dvg =" (%]
szétvalaszthatd egyeneletet kapjuk, ahol 7 := N—"”"/\ = tha. Az egyenlet megoldédsat

a kezdeti értékek figyelembevételével az

arshz — arshz, = —n(lnvy — Invy(0))
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formuldbdl szdrmaztathatjuk, ahol z, := v1(0)/v2(0). Ebbél

v _ gy — (@)

(%] 2

adddik, ahol a adott — v1(0)-bdl és v4(0)-bdl kiszdmithaté — nulléndl nagyobb szém.
A fenti kifejezést betéve az eredeti masodik egyenletbe végiil is a

2
#)TI —+ (avz)n

(ava

’[}2 = —u)\

szétvalaszthaté differencidlegyenletet nyerjiik. Ennek elemzését az olvaséra bizzuk.

17.5. Jelolje R a Fold sugarat. Egy test a Fold kozéppontjatol 2R tavolsag-
bol nulla kezd&sebességgel indulva leesik. Mikor éri el a Fold felszinét, ha nincs

kozegellenallas?
Legyen h a test pillanatnyi tavolsiga a Fold koézéppontjatol. Ekkor a testre
2
haté gravitdcids erd —mg,f‘; , tehét a
. gR?

differencidlegyenletet kell megoldanunk a h(0) = 2R, h(0) = 0 kezdeti feltétellel.
Szorozzuk be az egyenletet h-tal; felismerjiik, hogy ekkor a

(M)?*\._ (gR*\.
2 ) \nh
egyenl6ségre jutunk, amibdl latjuk, hogy a zardjel alatti mennyiségek csak egy
konstansban térnek el egymédstol, tehdt — a kezdeti feltétel figyelembevételével —

. [2gR?
h=— . —gR.

Vegyiik itt a h = 2Rsin®u helyettesitést; ez megtehetd, hiszen h értéke 2R
és 0 kozott valtozik. Ekkor u-ra olyan differencidlegyenletet kapunk, amelyet ki
tudunk integralni. Kérjiik az olvasot, fejezze be a szadmitdsokat.

17.6. Egy homogén koézegben mozgd testre haté kozegellenallasi eré nagysiga
aranyos a test kozeghez viszonyitott sebességnagysidganak négyzetével és ellentétes
irdnyud a sebességgel. frjuk le a test sebességét az ido fliggvényében.

A kozeghez viszonyitott teret R3-mal reprezentélva itt a Newton-egyenlet nem
mas, mint a

(v:R— R3)? mv = —k|v|v
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differencidlegyenlet, ahol v a keresett sebesség, m a test tomege, k az ardnyossagi
tényezd. Keressiik meg a v(t,) = v, kezdeti értéket kielégité megoldést.

Nyilvén, ha v, = 0, akkor ¢ — v(t) = 0 a megoldds (a kozegben nyugvd test
nem indul el). Ha viszont v, # 0, akkor egyszeriien beldthatd, hogy v = |v| ‘X:‘
alaku fuggvény kielégiti a differencidlegyenletet, ezért az egyértelmiiség miatt ilyen
lesz a megoldds is (a test sebessége padrhuzamos marad a kezdeti sebességgel). fgy
a sebesség nagysagara — amelyet a kovetkezdkben v-vel jeldliink — kapunk egy

differencidlegyenletet. Tehat a

(v:R»— RT)? mo = —kv? v(to) = vo >0

kezdetiérték-problémat nyertiik, amelynek maximalis megoldasa

v(t)

Vo
= R — (t>to —m/kv,).

17.7. A homogén kbzegben mozgé testre a kozegellendllasi erén kiviil egy al-
landé erd (példdul gravitdcids erd) is hat. Keressiik meg a test sebességét az id§
fiiggvényében!

Hasznaljuk az el6z6 feladat jeloléseit, és legyen mg € R? az allandé erd. Ekkor
a sebesség idobeli valtozasat

(v:R—R?*)? mv = —k|v|v +mg

irja le. Ez meglehet6sen kellemetlen differencidlegyenlet, altalaban nem tudjuk
zért alakban megadni a megolddsat. Beldthaté azonban (hogyan?), hogy ha a
kezdeti sebesség parhuzamos az erdvel, akkor a mozgdas soran a sebesség parhuza-
mos marad az erével, tehat ekkor az erével parhuzamos sebességkomponensre —
amelyet most megint v-vel jeloliink — a

(v:R—R)? mb = —kv* +mg v(to) = Vo

kezdetiérték-problémat frhatjuk fel, ahol mg € R™ az erd nagysaga.
Ha v, = \/? , akkor a megoldas a v, konstans fiiggvény.
Ha 0 <, < /72, akkor a maximalis megoldds

ot /B (B~ 1)
o= 1+ /L v, th (\/%(t - to))

Vegyiik észre, hogy a sebesség nagysdga a kezdeti sebesség értékétdl fliggetleniil
a y/mg/k értékhez tart, ahogy az id6 mulik.
Kérjiik az olvasét, keresse meg a megoldast a v, > /52 és a v, < 0 esetben!

(teR).
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17.8. Egy [ hosszusagu kotelet tartunk fekve egy asztalon gy, hogy a végébdl
d hossziségi rész lelog. Az asztal és a kitél kozotti strléddsi egyiitthaté . Irjuk
le a kotél mozgasit, miutdn elengedtiik, addig, mig el nem hagyja az asztalt! Te-
kintsiik a kotelet abszolit hajlékonynak, és éljiink azzal a kozelitéssel, hogy a kotél
minden pillanatban az asztal szélénél derékszogben megtorik. (Az asztalon csiszd
rész pontjai nem nulla vizszintes iranyt sebességgel érik el az asztal szélét, s ekkor
kezdenek el fliggbleges irdnyban is mozogni. A vizszintes sebességiiket megtartjak,
ezért a kotél, még ha abszolit hajlékony is, a mozgdsa soran nem derékszogben
torik meg az asztal szélénél.)

Legyen m a kotél tomege. Jelolje = a kotél pillanatnyilag lelogd részének a
hosszét. Ekkor a kotelet gyorsité erd (a kotélrész tomege ardnyos a hosszdval)
mgg — umg%. Tehat a Newton-egyenletbdl az

(z : R —]0,1[)? = M T — 1g, x(to) =d, @(t,) =0
kezdetiérték-probléméat kapjuk. Tegyiik fel, hogy d(1+p)—pl > 0, ami annak felel
meg, hogy a lelégé rész silya nagyobb, mint a surlédési eré. A differencidlegyen-
let masodrend{i, allandé egyiitthatés, inhomogén linedris egyenlet lesziikitése (x
nemnegativ és kisebb l-nél). Az y =z — % 4j ismeretlenre az egyenlet homogén
lesz:

j=a’y,

ahol a? = M. Ennek az egyenletnek alaprendszere exp®,exp— . Ebbdl az

eredeti kezdetiérték-probléma megoldasa:

g N 9Ot _m
= (1= 2 ) o (2L )+ 2 e

ahol I az az intervallum, amelyet az hatdroz meg, hogy a formuldban szerepld
kifejezés értéke 0 és | kozé essen.

17.9. Egy kotél surlédasmentesen csuszik le egy csigardl. frjuk le a kotél moz-
gasit, ha a csiga sugara elhanyagolhaté a kotél hosszahoz képest!

Jelolje x a kotél lefelé mozgd részének a pillanatnyi hosszat. Ha m a kotél to-
mege, akkor a kotélre haté er6 mgax —mg(l — ). Ez ugyanaz, mint az el6z6 feladat
=1 esetére.

17.10. A radioaktiv bomlasnal az idGegység alatt elbomlott témeg mennyisége
aranyos a még meglevé tomeggel. frjuk le az anyag mennyiségét az id6 fliggvényé-
ben, ha az ardnyossagi tényez6 A > 0 és kezdetben m, tomeg volt.

Az 7idGegység alatt elbomlott témeg” nem mads, mint a tdmegbomlds sebessége,
az m tomegnek mint az id6 fiiggvényének a derivéltja. Ebbdl az

(m:R— RT)? m=-=Am, m(t,) =m,
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kezdetiérték-problémat kapjuk. A differencidlegyenlet autoném, a kezdetiérték-
probléma maximalis megoldasa

m(t) = mee Nt7t) (1 e R).

17.11. Egy kup alaki edényben (tolcsérben) viz van, ami az edény aljén le-
vl lyukon keresztiil folyik Kki. frjuk le az edénybeli vizszint h magassagat az id6
fliggvényében, ha kezdetben h, magassigig allt a viz. Surlédési és viszkozitasi
veszteségektdl tekintsiink el.

Ha h magassagnal egy kevés m tomegi viz kifolyik v sebességgel, akkor a viz
szintjének csokkenése miatt kozelitéleg mgh helyzeti energia dtalakul mv? /2 moz-
gési energiava (itt hasznéltuk ki azt, hogy nincs sturlédési veszteség), vagyis a
kifolyas sebessége v/2gh.

A kupalak azt jelenti, hogy adott egy a € RT, és az edény aljatdl szamitott h
magassagban a keresztmetszet ah sugard kor.

At id6 alatt a vizszint h magassdgrol h + Ah-ra csokken. Ekkor az edényben a
viz térfogata koriilbeliil (Ah)(ah)?m-vel csokkent. Ez egyenld a kifolyt koriilbeliili
A\/2ghAt térfogattal, ahol A a lyuk keresztmetszete. A két mennyiséget egyenlévé
téve, elosztva At-vel, majd tartva vele a nulldhoz, a

. A2
(hRHRJF)? h: —Tgh_3/27 h(to) = ho
a’m
kezdetiérték-problémat kapjuk. A differencidlegyenlet autoném, a kezdetiérték-
probléma maximalis megoldasa

544/29 2/ 2a%r
h(t) = (3?2 - ==Xt — ¢, t<to h2/?).
0= (12 - T - ) <t el

17.12. Egy szobdban szarad egy szivacs. Az idSegység alatt elpdrolgott viz-
mennyiség ardnyos a szivacs pillanatnyi viztartalmaval és azzal, mennyivel kiilon-
bozik a szoba levegbjének pillanatnyi parakoncentraciéja a telitettségi értéktol.
frjuk le a szivacsban levé viz mennyiségét az id6 fiiggvényében.

Mit is kell tudnunk a feladat megoldhatosagahoz?

— a parolgas a aranyossagi tényezojét,

— a szobaban levd levegé M tomegét,

— a telitettségi parakoncentracié k értékét,

— a kezdeti parakoncentracio k, értékét,

— a szivacsban levd kezdeti m, vizmennyiséget.

Tehéat ha m jeloli a szivacsban levo pillanatnyi viz tomegét — vagyis m : R — R
a keresett fligvény —, akkor az

(m:R—RY)?  h=—am ( <n+mM’”)) m(to) = mo
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kezdetiérték-problémat irhatjuk fel. Célszerli a differencidlegyenletet az

( mo) b «Q
a:=—alk—Ko—— ), ab:=—
M M

1j konstansokkal egyszeriibb alakra hozni:
m = a(l —bm)m.

Ennek megoldasa az adott kezdeti feltétellel
(i) ha a = 0, akkor

My M
mt) = ——7F——— <t>t0— >;
1+ gt —to) am,
(ii) ha a # 0, akkor

Mo

t>t — llnbm’i"
bm, — e~(t=to) (bm, — 1) ° a bm,—1)"

Kérjiik az olvasét, adja meg a megoldasok hatarértékét az értelmezési tartoma-
nyuk alsé és fels6 végpontjdban, és vizsgalja meg a megolddsok és a hatarértékek
fizikai jelentését (a szivacs nem csak szaradhat, hanem nedvesedhet is)!

m(t) =

17.13. Egy tavon hizik a jég: a jégpancél alatt folyamatosan fagy meg a viz.
Feltéve, hogy viz homérséklete éppen a fagyasponton van, irjuk le, hogyan valtozik
a jég vastagsdga az idében!

A leveg6 hidegebb a viznél, a vizbdl a jégen keresztiil hOvezetéssel tavozik el a
fagyaskor felszabaduld belsé energia.

A feladat megoldaséhoz tehat ismerniink kell

— a viz térfogategységének q fagyashojét,

— a hévezetés sebességét, amelyrél feltessziik, hogy (a Newton-féle térvénynek
megfeleléen) ardnyos a viz és a levegé hémérsékletének T kiilonbségével, a té A
felszinével, és forditva aranyos a jégréteg h vastagsagaval; az aranyossagi tényezot
jelolje a.

Ahhoz tehdt, hogy a jégréteg At id6 alatt Ah-val névekedjék, meg kell fagynia
AAR térfogatt viznek, ezért At id6 alatt ¢ AAR bels6 energidnak kell elvezetédnie.
A hévezetés sebességére tett feltevésiink szerint ez egyenld “% At-vel.

fgy a jégréteg vastagsigara az a := % jeloléssel a

(h:R—RY?  h=2

h

differencidlegyenletet kapjuk. Ennek a h(t,) = h, >
megoldasa

0 kezdeti feltételt kielégito

h(t) = /A2 +2a(t —t,)  (t >t, — h3/2a).
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17.14. Tegyiink néhény észrevételt feladatainkkal kapcsolatban.

(i) A kezdetiérték-problémék &dltaldban azt a fizikai szitudciét irjdk le, hogy
valamely idépillanatban elinditunk egy mozgast adott feltételekkel. Tehat a kez-
detiérték-problémak megoldédsai fizikailag csak a kezdeti t, id6pillanat utani idok-
re érdekesek, noha matematikailag altaldban értelmesek a megoldasok a t, elotti
id6kre is. Tobbnyire azért ezeknek a t, elétti részeknek is adhatunk valami fizikai
értelmet. Példdul a kozegben mozgd test esetén (17.6.feladat) a megoldés a t,
elott egy bizonyos intervallumon is értelmezve van. Ennek azt a jelentést tulaj-
donithatjuk, hogy ha a test mar kordbban is a kozegben mozgott volna ugy, hogy
a t, pillanatban v, a sebessége, akkor a t, — m/kv, idépontndl hamarabb nem
indulhatott.

(ii) Tapasztalati tény, hogy kozegben kiils§ erd hidnydban mozgé test egy idé
utan megéll, a radioakativ anyag egy id6 utan teljesen elbomlik, stb. Hogyan kap-
juk meg a fenti megoldasokbdl, mennyi idének kell eltelnie, mig ez bekovetkezik?
Sehogy. A 17.6., illetve 17.10. feladat megolddsaban v, illetve m mindig nagyobb,
mint nulla. Az igaz minddssze, hogy hatarértékiik a végtelenben nulla; vagyis
"végtelen sok” id6 utdn a test megall, az anyag elbomlik.

Hogyan magyarazzuk ezt az eltérést a tapasztalattol? Ugy, hogy a jelenséget
leiré egyenletek maguk is csak kozelité érvénytiek.

Gondoljunk arra, hogy egy kozeg sohasem idedlisan homogén, picinyke moz-
gésok, slirliségingadozdsok stb. mindig jelen vannak (Brown-mozgds). Ezért a
kozegellenéllas és a sebesség kozott megallapitott Osszefiiggés csak akkor igaz, ha
a sebesség nagysiga elegendden nagy a kozegbeli ingadozasokhoz képest. Tovabba
a test nem all soha a koézegben, a sebessége ingadozik a kozeg ingadozasainak meg-
feleléen. Ezek az ingadozdsok azonban kicsik a ”szemmel lathaté” mozgasokhoz
képest, ezért ugy vessziik, hogy &all. Teh&at ha a leirds azt adja, hogy a sebesség
nagysaga egy id6 utdn egy “megfelelden kis” érték alda csckken, akkor a leirdst
jonak fogadhatjuk el.

Hasonldan, a radioaktiv bomldsnél a tomeget ”folytonos” valtozonak tekintet-
tiik (azaz bérmilyen valds értéket felvehetett), noha tudjuk, hogy az anyag részecs-
kékbdl all, igy egy anyagdarab tomege mindig pozitiv szamszorosa az egy atom
(molekula) tomegének. A megéllapitott differencidlegyenlet csak akkor ad jé lei-
rast, ha egy atom tomege sokkal kisebb az 0ssztomegnél (az atomok széma igen
nagy). A lefrdst tehat jénak tekinthetjiik, ha azt adja, hogy egy bizonyos id6 utén
a tomeg egy "megfeleléen kis” értéknél kisebb lesz.

18. Vegyes feladatok

18.1. A hajdkoteleket kikotéskor ra szoktdk csavarni egy hengeres bakra. Szé-
mitsuk ki, mekkora erével kell tartani a kotél végét a racsavart kotél hosszanak
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fliggvényében, ha p a surlédési egyiitthaté a kotél és a henger kozott, és f, erével
fesziti a hajé a kotél masik végét.

Jellemezziik a felcsavart kotél pontjait a hajohoz kapcsol6dé kotélrésznek a hen-
geren levd érintkezési pontjatdl szamitott forgdsszoggel. Jelolje f(p) a ¢ szoggel
jellemzett pontban a kotélben ébredd tartderd nagysagat. Maga az er6 érinto
irdnyu és a pozitiv forgas felé mutat.

Vegyiik a kotélnek a ¢ és p + Ap kozé es6 részét. Ez nyugalomban van, tehat
a ra hato erék ereddje nulla. Hat ra a két végén a kotélben ébred6 erd, a surlédasi
erd és a feliilet tartéereje.

A p és o+ Ap pontban haté erék eredéjének sugdriranyid komponense adja meg
koriilbeliil a ¢ pontban a feliiletre nyomé erét; ez f(p + Ap)sin Ap nagysigu.

Ezért az érint6 iranyd komponensre f(p + Ap)cos Ap + pf (¢ + Ap) sin Ap —
f(p) =0 adddik.

Ha Ay elég kicsi, akkor cos Ap ~ 1, sin Ap ~ Ay, ezért a fenti egyenlGséget
igy frhatjuk:

flo+Ap) = (o) = —puf(p+ Ap)Ap.

Ap-vel leosztva és tartva nulldhoz végiil az

(f:R—R? [ =—pf

differencidlegyenletre jutunk. Ennek az f(0) = f, feltétel melletti megolddsa
flp) = foe™ % (p >0).

18.2. Egy kotelet (lancot) felfiiggesztiink két végpontjdnal rogzitve. Milyen
alaki lesz a kotél?

Nevezziik el a kotél egyik végét kezdetnek, a masikat végnek. A kotél egy
pontjdban ébredd erdnek azt az erot hivjuk, amelyet a kezdettol a pontig terjedo
kotélszakaszra a kotél mésik része gyakorol.

Szemeljiik ki a kotél egy kis darabjat. A darabkira a két végén haté erék
egyensulyt tartanak a nehézségi erével. Ez azt jelenti, hogy a vizszintes irdnyu
komponens a kotéldarab két végén ugyanakkora. Minthogy a kotéldarab tetszo-
leges volt, megéllapithatjuk, hogy a kotélben ébredd erd vizszintes komponense
allando6 a kotél mentén; jeloljitk ezt h-val.

Vegytink fel gy egy koordinatarendszert, hogy a nehézségi er6 irdnya a maso-
dik tengellyel parhuzamosan negativ iranyba mutasson. frjuk le a kotél alakjat
megadd gorbét az y fliggvény grafikonjaval gy, hogy a gorbe kezdete a végétél
"balra” legyen. Jelolje v a kotél egységnyi hosszusagara es6 tomegét és f a kotél-
ben ébred¢ erd fiiggdleges komponensét, a gorbe paraméterezésének fliggvényében
(azaz f(x) az (x,y(z)) pontban ébredd erd fiiggbleges komponense). Az erd érinté
irdnyu, ezért a fliggbleges és a vizszintes komponensének a hanyadosa éppen az
érinté iranytangense, azaz

f(z) = hy'(x).
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A kiszemelt kotéldarab feleljen meg a Az paraméterintervallumnak. Tudjuk,
hogy a kotéldarab hossza (Analizis V.B.20.2.,B.20.8.1.) kériilbelil \/1 + ¢/ (z)2Ax.
Az egyenstly feltétele tehat az, hogy

flz+ Az) — vV 1+ (x)? Az,

amibdl — az f' = hy" figyelembevételével — azt kapjuk, hogy a gorbét az

(y:R—R)? y”=% 1+ (y)?

differencidlegyenlet irja le. Ez az vy’ fliggvényre elsérendii, autoném. Megold4sa

y'(z )—sh(ha:—i-a)

ahol a valamely valés szdm. Ez most mér elsérendi autoném differencidlegyenlet
y-ra; megoldasa

y(z) = ﬁch<hnc-i-a)—b,

ahol b is valamely valds szam.

Ezért szokas a ch fiiggvényt a lancgorbe fiiggvényének nevezni.

A h és a, b konstansokat konkrét esetben meg lehet hatdrozni abbdl, hogy milyen
hosszi a kotél és hol van felfliggesztve. Példaul, ha a kotél hossza 21, és azonos
magassagi, egymdstdl 2d tdvolsdgra levd pontok kozott van felfiggesztve, akkor (a
koordinatarendszert ugy valasztva, hogy a felfliggesztési pontok az els6 tengelyen
legyenek az origdtdl azonos tavolsagra), akkor a = 0, és a mésik két konstanst a

b= %Ch (74), 1= %Sh (34)

egyenletrendszer hatdrozza meg, amelynek masodik egyenletét az fil JVIF W)=
21 Osszefliggésbol szarmaztatjuk.

18.3. Egy ”végteleniil nyijthatd”, eredetileg I hosszisagi gumiszal egyik vége
egy falhoz van erOsitve. Masik végérdl elindul egy katicabogar a fal felé a gumi-
szalhoz viszonyitott allandé v sebességgel. Ugyanekkor a gumiszal masik végét
a falhoz viszonyitott allandé u sebességgel elkezdjiik hizni az ellenkezd iranyba.
Eléri-e a katica a falat?

Kezdjik az id6 szamitdsat az indulas pillanatéval. Jelolje = a katica t pillanat-
beli helyét a falhoz viszonyitva. Ekkor a gumiszdl hossza | + ut. At id6 alatt a
gumiszal uAt-vel nyilik meg, ennek ardnyos részével keriil arrébb a guminak az

a pontja, ahol a bogdr allt; tehat a kérdéses pont ==— +ut uAt-vel keriilt tavolabb a
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faltol. Ezalatt az id6 alatt azonban a katica —vAt utat tett meg a fal felé a gumi-

szalhoz viszonyitva, tehdt 6sszes elmozduldsa a falhoz képest Ax = =22 uAt—vAL,
amibdl az p
x U
‘R — R)? — = — 0)=1
(@:R—R) @ Trat T 0

kezdetiérték-problémdat szarmaztatjuk. A differencidlegyenletnek (a fenti formé-
ban) az értelmezési tartoméanya nem 6sszefiigg. Minket nyilvédn az az Gsszefiiggd
rész érdekel, amely a pozitiv idSket tartalmazza; ez {t € R | ¢t > —l/u} x R. Erre
lesziikitve a differencidlegyenlet inhomogén linedris (nem allandé egyiitthatds). A
homogén egyenlet megoldésai ¢ — ¢(l + ut) alakiak, ahol ¢ valés szdm. Allandsk
varidldsaval megkereshetjiik az inhomogén egy megoldasat, amibdl végiil is — a ¢
konstans megfelel$ vélasztasaval — megkapjuk a kezdetiérték-probléma megoldé-

sét: A <1_Zln<l+lut)> (t > —l/u).

A feladat kérdésére igen a valasz, ha van olyan ¢, amelyre z(t) = 0. Ilyen ¢
létezik: t = (e*/V — 1)l /u.

18.4. A roéka iildozi a nyulat a mezén. A nyul egyenes mentén fut allandé v
sebességgel. A roka mindig a nyul felé fut, dlland6 v nagysdgui sebességgel. Milyen
péalyan halad a réka?

Tllessziink koordinatarendszert a mezore gy, hogy a nyul fusson a méasodik ten-
gelyen pozitiv iranyban és az origd legyen az a pont, ahol a nyil volt az tild6zés
kezdetén. Irjuk le a réka pélydjat az o — y(x) fiiggvény grafikonjéval. A réka
az (x,,Yo) pontban volt, amikor megpillantotta a nyulat; a trividlis x, = 0 esetet
(amikor a pélya egyenes) leszamitva az altaldnossdg megszoritasa nélkil feltehet-
jik, hogy z, < 0.

A t pillanatban a nytl a (0, vt) pontban van, a réka pedig az (z, y(z)) pontban.
A roka sebességének iranya parhuzamos a két pontot Osszekoté szakasszal, tehat
az y'(z) = % oOsszefiiggést irhatjuk fel. Sajnos ez még nem differencidlegyen-
let, hiszen a t itt ”idegen” véltoz6. Kikiiszoboléséhez azt hasznaljuk fel, hogy a
réka altal megtett at egyrészt ut, mésrészt a palydja addigi szakaszanak a hossza,
azaz ut = f;o v/ 1+ (v')2. Ebbdl t-t kifejezve és az el6bbi Osszefiiggésbe beirva azt
kapjuk, hogy

v x
y/x:*;/ VI+()? +v,

amibdl differencidlassal végiil is az

W R—R)?  y'o=—"y/T+ ()

u

differencidlegyenletet kapjuk, amely az 3’ fiiggvényre elsérendii, szétvalaszthato.
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Ennek megolddsa az a := 22—¥"27% M(f:co)”/ “ jeloléssel

To

! _ Y —v/u_i_ v/u
Y (@) = (=) - (=),
amibol y mar egyszerii integralassal adodik.

A feladat megoldasédval kapcsolatban az aldbbi észrevételeket tehetjiik. Ugy vet-
tiik a koordindtarendszert, ami a szokasoknak megfelel6 természetes valasztasnak
latszik, hogy a roka mozgasanak az els6 tengelyre vett vetiilete pozitiv iranyban
haladjon (ezt fejezi ki az (x, < 0) feltétel, amely miatt z < 0). Ha azonban
forditva fogtunk volna hozza (x, > 0), akkor a végformula egyszer(ibb lett volna,
—x helyett x szerepelne. Azt viszont szerencsésen tettiik, hogy a nyul a médsodik
tengely mentén fusson; kérjiik az olvasot, allitson fel differencidlegyenletet — persze
megint z — y(z) fiiggvényre —, ha a nydl az elsé tengely mentén fut; latni fogja,
mennyivel bonyolultabb feladatra jut.

18.5. Kisérleti eredmények azt mutatjak, hogy ha a szaporodast semmi sem ga-
tolja (van elegend élelem), akkor egy adott teriileten é16 bioldgiai faj id6egységre
es6 szaporodésa aranyos a meglevé egyedek szamaval. Ha a jeloli az aranyossagi
tényezot, akkor az egyedek = szdmara az

(r:R—RH)? T =azx

differencidlegyenletet kapjuk az egyedek szaménak idobeli véltozasara, azzal a kis
csalassal, hogy megengediink akarmilyen pozitiv valés szamot, nem csak egészet.
Megjegyezziik, hogy itt a > 0.
Ezt a differencidlegyenletet mar jol ismerjiik. A (¢,,x,) kezdeti feltételnek eleget
tevé megoldasa
o(t) = z ettt (t eR).

18.6. Ha a faj nagyon elszaporodik az adott teriileten, akkor kevés lesz a tépla-
1€k, ez zavarokat okoz az egyedek élettevékenységében, ami visszahat a szaporodés-
ra is. A kisérletek kimutattak, hogy meg lehet adni egy k ”kritikus” egyedszamot
ugy, hogy az idGegységre esO szaporodas nemcsak a meglevo egyedek szaméval
aranyos, hanem azzal is, mennyivel kevesebb a meglevé egyedek szdma a kritikus-
nal; ezt a szokdsos formuldkkal Az ~ «a(k — x) xAt alakban fejezhetjiik ki. Uj
konstansok bevezetésével tehat az

(z:R—R")? & =a(l —bx)x

differencidlegyenletet kapjuk, ahol a,b > 0 adott szamok.
Ezt a differencidlegyenletet is ismerjiik a 17.12. feladatbdl. A (¢,,xz,) kezdeti
feltételnek eleget tevé megoldasa, ha z, > %,

o ]‘ bO
x(t) = ’ <t>toln ‘ >

bz, — e~alt=to) (hz, — 1) a bz,—1
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18.7. Az eddigiekben kozelebbrol meg nem hatdrozott faj legyen most egy té-
ban €16 hal, amelyet idérol idére lehaldsznak. Ezt azzal fejezziik ki, hogy idéegység
alatt ¢ > 0 mennyiségii egyeddel csokkentjiik az egyedek szamat. Ekkor tehat az
egyedek szaméanak id6beli valtozdsara az

(r:R—RM)? t=a(l —br)x—c

autonom differencidlegyenletet allithatjuk fel. Ennek megoldasahoz alakitsuk at a
jobb oldalt (amely mésodfoki polinom):

1\’ _ &
1— = _ 2_ T\ _ _ = @
a(l —bx)x — ¢ ab (x 5 + ab) ab ((x 2b> ¥ ) ,

ahol d/2 := "Z);‘Z‘:‘. Az u = x — 1/2b ismeretlenre ezzel az
d2
U= ab(z Fu?)

differencidlegyenletet kapjuk (amely lényegében ugyanaz, mint a 17.7.-beli).

Vizsgéljuk elészor azt az esetet, amikor d # 0 és a fenti egyenletben a negativ
elojel szerepel, azaz amikor a — 4bc > 0, ami annak felel meg, hogy az eredeti jobb
oldalnak két kiilonbo6z8 valds gyoke van. Ekkor az u(t,) = u, := z, — 1/2b kezdeti
feltételnek eleget tevé megoldds

~ ha u, = d/2, akkor u(t) =d/2 (t € R);

- ha |u,| < d/2, akkor

2 u(t) Up \ _
p (arthd/2 - arthd/2> =ab(t —t,);

—ha |u,| > d/2, akkor

2 u(t) Uo
z h—2 _ h — _
(arct 72 arct /2) ab(t —t,),

amelyek értelmezési tartoményat igy lehet meghatarozni, hogy a bal oldalon
értelmes mennyiségek alljanak.
Ezekbél, az arth és arcth fliggvények ismert logaritmikus kifejezését hasznéalva,
végiil is azt szarmaztatjuk, hogy az eredeti differencidlegyenlet megoldésa
—ha x, =1/2b+ d/2 (azaz x, gyoke az eredeti differencidlegyenlet jobb olda-
lanak), akkor
z(t) =z, (teR);



72 18. Vegyes feladatok

—ha x, # 1/2b+ d/2, akkor

~—

1 d (l’o _ ﬁ 4 %)edab(t—to) =+ (l‘o _
2

)= —
z(t) % + (w0 — 2 + L)edablt—te) — (7, —

8|2
[SIISHINJISH
N

ahol t a kezdeti értéktél fiiggd intervallumot futhat be, a kovetkezbképpen:

—ha z, > 1/2b+ d/2, akkor t > t, + - ln%,

-—ha0<1/2b—-d/2 <z, <1/2b+d/2, akkor t e R;

~ha 0 < z, < 1/2b—d/2, akkor t < t, + 7% %, pontosabban,
minthogy eredeti értelmét tekintve x csak pozitiv értéket vehet fel, van egy egyér-
telmiien meghatarozott T' € R, amely kisebb vagy egyenl6 az elébbi egyenl6tlenség
jobb oldalédn all6 mennyiségnél, és ¢t < T.

Kérjik az olvasét, adja meg a feladat megolddsit akkor, ha a — 4bc = 0 (a

differencidlegyenlet jobb oldaldnak egy valds gydke van) és akkor, ha a — 4bc < 0
(a differencidlegyenlet jobb oldaldnak nincs valds gyoke).

In

18.8. Nem érdemes mindig ugyanakkora mennyiséget lehaldszni: ha kevés hal
van, kevesebbet kell, nehogy nagyon megfogyatkozzon az allomany; ha tobb van,
akkor lehet tobbet. Ijgy moédositjuk tehat az elobbi feladatot, hogy a lehalaszas
mértéke legyen ardnyos a téban levé hal mennyiségével (amirdl példdul mintavé-
tellel lehet becslést kapni). Ekkor az

(r:R»— RM)? z=a(l—bx)x—px

differencidlegyenletet allithatjuk fel, ahol p adott pozitiv szém, p < a. A jobb
oldal (@ — p)(1 — abxz/(a — p))x alakra hozhatd, amibdl latjuk, hogy ez lényegében
ugyanaz a differencidlegyenlet, mint amit 18.6.-ban targyaltunk.

18.9. A téban kétféle halfajta él: az egyik névényi anyagokkal, rovarokkal stb.
taplalkozik (ponty), a masik ragadozd, az el6z6 halfajtdra vadédszik (csuka). A
ponty szaporodédsat befolyédsolja a csukdk szdma: minél tobb a csuka, annél kisebb
a (tényleges, azaz el nem pusztuld) szaporulat. Ugyanakkor, a csukdk szaporo-
dasat is befolyasolja a pontyok szdma: ha nincs elég ponty, nincs elég taplalék, a
(tényleges) szaporulat lecsokken. Ezért a két halfajta "ragadozé-zsékmény” tipu-
su egylittélésére az tgynevezett Lotka—Volterra-modellt allithatjuk fel: ha = és y
jeloli a lehetséges zsdkmanyok, illetve ragadozdk pillanatnyi szamat, akkor

=a(f-yz,  G=v(@—0y,
amelyet a konstansok megfelel6 atnevezésével
T = kx — axy, y=—ly+bxy

alakban irhatunk, ahol k,[, a,b pozitiv valds szamok.
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Ezt az egyenletet nem tudjuk kiintegralni. Késébb visszatériink a vizsgalatara.

V. TOVABBI ISMERETEK

19. A paraméterektdl vald folytonos fliggés

19.1. Elemi fizikai ismereteink koézé tartozik, hogy az idedlis (" matematikai”)
inga lengését a fliggblegestél mért szogének (kitérésének) iddbeli valtozdsdval, a
¢ : R — R fiiggvénnyel irjuk le, amely eleget tesz a

Y= —w? sin ¢

differencidlegyenletnek, ahol w := \/? , g a nehézségi gyorsulas értéke, [ pedig az
inga hossza.
Ehelyett azonban "kis kitérésekre” a

¢ =-—wp

kozelito egyenletet vessziik, hiszen ¢ kis értékeire ¢ és sing ”alig kiilonbozik”
egymastol.

Azt fogjuk most megvizsgalni, mennyiben jogosak a fentihez hasonlé kozelité-
sek. Kozelebbrdl, azt keressiik, mennyire térnek el egyméastol az

(0) (x :R—V)? & = f, 0 (idg, x), z(to) =
(1) (z:R—V)? = fy o (idg, x), x(t)) =z

kezdetiérték-problémék megoldédsai, ha f, és fi ”alig kiillonbozik” egymastol, to-
vabba t, és t1, valamint z, és 1 "majdnem ugyanaz”.
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19.2. Allitds Legyen P metrikus tér (a metrikdt nem neveztiik meg, mert
nem fog szerepelni a jelélésekben) és

f:PxRxV =V, (ptx)— ft )

nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, amely az értelmezési tartoma-
nyanak minden pontja egy kornyezetében a V valtozdja szerint univerzalis
Lipschitz-feltételnek tesz eleget. Legyen

(%) P—>RxV, p— (ty,zp)
folytonos leképezés, és tekintsiik az
() i = fp o (idg, z), z(tp) = zp (p € P)

kezdetiérték-problémét. Ekkor minden p, € P esetén létezik a p,-nak K(p,)
kérnyezete, valamint I,,(t,,) és Gg(xp,) kérnyezetek, hogy a K (p,) bdrmely p
elemére van a fenti kezdetiérték-problémanak egyetlenr,, : Io(t,,) = Gg(xp,)
megolddsa. Tovabba a

PéC(T%O)’Gﬁ(%O)), p—=rp
hozzédrendelés (a sup-normdra vonatkozdan), valamint a
PxR—V, (p,t) = rp(2)
hozzarendelés folytonos.

BizoNYITAS Van a p,-nak olyan N(p,) kornyezete és olyan n,8 > 0, hogy az
N(po) x I)(tp,) x Ga(zp,) halmazon f korlatos (jelolje M a korlatjat és zarjuk ki a
trividlis M = 0 esetet) és a 'V véltozdja szerint univerzalis Lipschitz-tulajdonsigi
(jelolje L a Lipschitz-konstanst). Legyen

N
4M’ 4L"

a := min{n,

és legyen K(p,) C N(p,) a po-nak olyan kornyezete, hogy minden p € K(p,)
esetén
B

Ity — tpo‘ <aq, lzp — xp, || < 9

teljesiiljon (ilyen kornyezet van a (x) leképezés folytonossiga miatt).
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Tudjuk, hogy
$ 1= C (Tulty,), Gilay,))

a sup-normaval teljes metrikus tér.
Legyen r € S esetén

(b)) = 2 + / fols.r(s)ds  (t € Laty,)).

Ha p € K(p,), akkor
®p[S] C S,

hiszen 5
1(0p7)(t) = 25, | < 5 +2aM < 5.

Tovabbé ¢, kontrakcié S-en, p-tél fiiggetlen kontrakciés konstanssal:
l6yrs = dpralll < 2aLlirs = 2]l < 5l = 72l
Végiil, barmely r € S esetén a p — ¢,r hozzarendelés folytonos, ugyanis
[(@prr)(t) = (dpr) ()| <[l — @I+
/ " fy (s ds + / (5D = fylor(s)) ds

)

teh&t

|||¢p’7" - (prl” <lzp — po + M|tp’ - tp| +/ ||fp’(57r(3)) - fp(S,T(S))H ds.

La(tpo)

A jobb oldal nulldhoz tart, mikozben p’ tart p-hez, ugyanis

— az els6 és a masodik tag nulldhoz tart, mert a (x) leképezés folytonos,

— a harmadik tag nulldhoz tart f folytonossdga és a Lebesgue-tétel miatt (2M
az integralhaté majordns).

Alkalmazhatjuk tehdt a paramétertdl fiiggd kontrakcidk tételét (Analizis II-
1.B.9.4.): minden p-re a széban forgd kérnyezetbdl létezik ¢,-nek r, fixpontja,
tovabbd a P — S, p — 1, leképezés folytonos, ezért

[l (s) = 1p (D) < llrp (8) = ()| + lIrp(s) = rp (O < [l =7l + lIp(s) = rp (D]

kévetkeztében (p,t) — ry(t) is folytonos.
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Kordbbi ismereteink alapjdn (lasd 2.3.), r, lesziikitése az értelmezési tartom4-
nyanak belsejére a (xx) kezdetiérték-probléma megolddsa.

19.3. Szokds a P halmazt ”paraméterhalmaznak” nevezni és azt mondani, hogy
”a megoldésok folytonosan fliiggenek a paraméterektol”.

Azt is mondhatjuk, hogy ha a kezdeti értékek és a jobb oldalak csak kicsit kii-
16nboznek, akkor a megoldasok is csak kicsit kiilonboznek a kezdeti ”idépontok”
egy kornyezetében. Erre gy is szokas hivatkozni, hogy ”a megoldasok folytonosan
fliggenek a kezdeti feltételtdl és a jobb oldaltol”.

19.4. Kiemeljiik a fenti igen altalanos tételnek a kovetkezo két specidlis alakjat.

1. Adott (to,x,) € Rx V, P := C(I4(ty) x Gg(x,), V), fp(t,x) :== p(t,x) és
(tp,zp) = (to, o) (a paraméterhalmazt a differencidlegyenlet jobb oldalai alkot-
jak, a kezdeti érték rogzitett (nem fiigg a paramétertdl)).

2. Adott egy f fiiggvény, P = Domf C Rx V, f, = f minden p € P esetén, és
a 19.2.-beli (x) leképezés az identitds (a paraméterhalmazt egy adott differencidle-
gyenlet kezdeti értékei alkotjék (a jobb oldal régzitett, nem fiigg a paramétertdl)).

Erdemes tjra lefrni, mit is mond ez utébbi esetben a tételiink. Tekintsiik az

(r:R—V)? & = f o (idg,x)

differencialegyenletet. Legyen (t,,x,) € Domf, és tegyiik fel, hogy f az I, (t,) x
G3(x,) halmazon a V-viltozéja szerint univerzalis Lipschitz-feltételnek tesz eleget
az L Lipschitz-konstanssal; legyen tovabba M # 0 az f korldtja ezen a kornyeze-
ten. Vezessiik be az
. g 1
a := min{n, 0L 4L}

jelolést. Ekkor minden (s,y) € Ia(t,) x Gg/a2(w,) esetén van a differencidlegyen-
letnek az (s,y) kezdeti feltételt kielégits rs ,, : In(to) — G(x,) megolddsa. Az

Io(to) GB/Z(IO) — C(Ia(tO)vGB(IO))v (s,9) — Tsy
leképezés, valamint az
Io(to) X Ia(to) X Gga(xo) =V,  (t,8,y) = 1s4(t)

leképezés folytonos.

19.5. Az el6bbi tételt egy kissé mésképp is megfogalmazhatjuk az aldbbi hasz-
nos becslés segitségével.
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Allitds (Gronwall-lemma) Legyen I intervallum és o : I — R folytonosan
differencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, van olyan 6 és L pozitiv szam, hogy

6] < Lo + 6.

Ekkor barmely t,,t € I esetén

5
< Lit—t,| Lit—tol _ 1) |
o(t) <o(ty)e + 7 (e 1)

B1zoNYITAS Rendezziik 4t a ¢ < Lo + § egyenlStlenséget tigy, hogy csak § ma-
radjon a jobb oldalon, vegyiik a fiiggvények értékét az s helyen, majd szorozzuk
be az egyenlStlenséget e L(s—to) _yal:

&(S)G—L(sfto) _ LJ(S)e*L(S*tO) < ge—L(s—to)

A bal oldal nem mas, mint az s — o(s)e” (%) fiiggvény differencidlhanyado-
sa; ezért az egyenl6tlenség mindkét oldalét ¢,-t6l t-ig (ahol ¢ > ¢,) integrélva azt
kapjuk, hogy

4]
—L(t—to) _ < — —L(t—to) _
o(t)e o(t,) < 7 (e 1) ,

amibodl egyszertii atrendezéssel megkapjuk a kivant eredményt t,-nal nagyobb t-re.

Ezutdan a —¢ < Lo + ¢ egyenl6tlenséget rendezziik at az el6z6hoz hasonléan,
vegyiik a fiiggvények értékét az s helyen, majd szorozzunk be eX(*~to)_val, integ-
raljunk ¢-t6l to-ig (ahol t < t,), és megkapjuk a kivdnt eredményt t,-ndl kisebb
t-re.
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19.6. Allitds Haszndljuk a 19.1. jeloléseit (emlékeztetiink arra, hogy f,
és f1 folytonos fiiggvények). Tegyiik fel, hogy a (t,,x,) egy Ip(t,) X Gg(x,)
kornyezetében
— f, értelmezve van és a V valtozdja szerint univerzalis Lipschitz-feltételnek
tesz eleget az L Lipschitz-konstanssal (ekkor, tudjuk, itt f, korldtos is; jelolje
M az f, egy korlatjat);
— f1 is értelmezve van, és létezik 6 > 0 gy, hogy || f1(t, ) — fo(t, )| < 6 min-
dent € I, (t,),x € Gg(x,) esetén (ekkor fy is korlatos; egy korlatja M +¢);
— 1 6s 11 a 19.1.-beli (0), illetve (1) kezdetiérték-problémanak egy I, (t,)
intervallumon értelmezett olyan megolddsai, amelyek grafikonja benne van
az emlitett kornyezetben.

Ekkor, ha a norma V-n skalarszorzatbol szarmazik, fenndll a kévetkezé
egyenlétlenség:

0
Ira(8) = ro()l) < (M +0)lts — to] + llor = o) eHt7te! 4 = (k= —1)

(t € In(to))-

BizoNYITAS Azokra a t-kre, amelyekre 71 (t) —7,(t) = 0, biztosan teljesiil a kivant
egyenlStlenség. At o(t) := ||r1(t) —ro(t)|| fliggvény — a normdra tett kikétésiink
folytan — differencidlhaté, ahol nem nulla, és

| <) = 7ro(t),71(t) = To(t) > |
l71(2) = ro(t)]
11t r1 () = folt,ri@O) + [1fo(t 1 (2)) = folt o (E))]];

itt, szokasosan, a skalarszorzatot <,>-val jeloltiik, és felhasznaltuk a Cauchy—
Schwartz-egyenl6tlenséget. A jobb oldal tagjait a Lipschitz-feltételnek, illetve f;
és fo egymashoz vald viszonyanak megfeleléen feliilrol becsiilve azt talaljuk, hogy
|6| < Lo + 6. Ebbél a Gronwall-lemma alapjan

|o(t)] = <At ra () = folts ro (D) <

[71.(8) = 7o(t)]] < I71(to) — rolto)|leXIttel 4 — (L|t ol _ )

A jobb oldal els6 tagjaban az ||ri(t,) — ro(to)|l < |Ir1(te) — r1(t)|| + ||r1(t1) —

ro(to)|l, majd az [|r1 (to) — 1 (£1)]| = Hfj; Fi(s,m(s)) ds|| < (M +8)|t1 —to| becslést
alkalmazva megkapjuk a kivant eredményt.

19.7. Vessiik 6ssze a 19.2.-ben és a 19.6.-ban kapott eredményeinket.

A 19.2. §llitdsban minden fliggvényrdl feltettiik, hogy eleget tesz a Lipschitz-
feltételnek; kovetkezményként kaptuk, hogy egy kornyezetben levé minden para-
méterértékre a megoldas ugyanazon az intervallumon értelmezve van.
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A 19.6. allitdsban nem sziikséges, hogy fi is eleget tegyen a Lipschitz-feltétel-
nek, viszont meg kell kovetelni, hogy a megoldasok ugyanazon az intervallumon
legyenek értelmezve.

A 19.2. Allitas csak egy megfelelGen kis « értékre biztositja az eredményt; a
19.6. allitasban « akarmilyen lehet, csak az a fontos, hogy legyenek értelmezve a
megoldasok a megfelel§ intervallumon.

Ha ismeriink példaul ad9.2.-bél egy intervallumot, amelyen minden megoldés
értelmezve van, akkor a 19.6. konkrét becslést ad a megoldédsok eltérésére.

19.8. Feladatok

1. Becsiiljiik meg, legfeljebb mekkora a hiba egy kozelité félperiédusban (a
[0, 7/w] id6tartamban), ha az inga lengését a szokdsos kozelit egyenlettel irjuk
le, azzal a kezdeti feltétellel, hogy ©(0) = ¢, < 3,6° = 27/100, ¢(0) = 0.
(Utmutatés: |sing — @] < ¢3/3L.)

2. Tekintsiik paraméternek a csillapitott rezgések differencidlegyenletében az «
csillapitasi tényezot, és vizsgaljuk meg, miképpen fliggnek téle a megoldésok.

3. Bérmely || - || norma (véges dimenzids vektortéren) ekvivalens egy skalar-
szorzatbol szarmazd norméaval. Ennek a ténynek és a 19.6. allitasnak az alapjan
adjunk becslést ||r1(t) — ro(t)||-re.

20. Kis paraméter a bal oldalon

20.1. Tudjuk, hogy ha a differencidlegyenlet jobb oldala folytonosan fiigg va-
lamely paraméterektol, akkor a megoldasok is folytonosan fiiggnek ezektdl a pa-
raméterektdl. Mit tudunk modani akkor, ha a paraméterek a bal oldalon vannak?
Bizonyos esetekben persze at tudjuk vinni 6ket a jobb oldalra, és akkor semmi
gond sincs; maskor azonban ezt nem tehetjiikk meg, tehat 1j problémaval allunk
szemben.

Kozelebbrdl, tekintsiik a o > 0 paraméterértékekre az

((z,y) : R—V xR)? &= f(z,y), x(0)=x,
(%) oy =g(,y),  y(0) = vo

kezdetiérték-problémat. Természetesen o-val dtoszthatunk, és igy a jobb oldalon
jelenik meg a paraméter, amelytél minden folytonosan fiigg. Felvethetjiik azon-
ban a kérdést, mit tudunk mondani a ¢ — 0 hataresetrdl; ez nyilvan kivezet az
eddigiek korébol, hiszen az atosztassal nyert jobb oldalnak nincs hatarértéke eb-
ben az esetben. Ha nem osztunk at o-val, akkor a bal oldalnak formélisan nulla
a hatarértéke, viszont ezzel a masodik fiiggvénykomponens differencidlhdnyadosa
kiesne az egyenletbdl, tehat nem szokasos differencidlegyenletre jutnank.
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Vegyiik formdlisan a o = 0 esetet. Ekkor — j6 esetben — a g(z,y) = 0 egyenlet-
bol y kifejezhet6 az x fiiggvényeként. Jeloljik ezt a fliggvényt g-nal, és tegyiik be
az elso egyenletbe y helyére; igy az

(%) (z:R—V)? &= f(z,9(x)), x(0)=uz,

kezdetiérték-problémat kapjuk.

Mi mondhaté a (x) és a (xx) kapcsolatar6l?

20.2. Tegyiik fel, hogy

- f: VxR Vésg:V xR— R folytonosan differencidlhaté fiiggvények,

— g-nek az R valtozdja szerinti parcidlis derivaltja szigorian negativ: létezik
olyan a > 0 szadm, hogy Drg < —a.

Legyen (z,,y,) € Domg, g¢(zo,y,) = 0. Ekkor az implicitfiiggvény-tétel értel-
mében van az x,-nak egy kornyezetén értelmezett folytonosan differencidlhaté

7:V—R, amellyel g(z,9(x))=0 és y,=y(z,).

Allitds Hasznaljuk az eddigi jeloléseket és éljiink az el6bbi feltevésekkel. Le-
gyven (ry,qs) ésr a (x), illetve a (xx) kezdetiérték-probléma megolddsa, ahol
y(0) = §(z,). Tegyiik fel tovabbd, hogy minden megoldds értelmezve van
valamely [0, T] intervallumon. Ekkor minden t € [0, T esetén

lim r,(t) = r(t),

o—0

lim ¢, (t) = g(r(t)),

o—0

és a konvergencia t-ben egyenletes.
BIZONYITAS Vezessiik be a

(1) i=10(07),  N6(7) = go(07)

fliggvényeket. Ezekre

§o = Uf(gmno)a 50(0) = Zo,

o = 9(€os 7o) Nn0(0) = (o)
teljestul. Itt mar a jobb oldalon ”jél” szerepel a paraméter, azaz vehetjik a o =0
értéket; igy jutunk a & és n fliggvényhez, amelyekre

f = 07 5(0) = Zo,
n=g&mn), n0)=7i(x,)
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teljesiil. Egyszertien kapjuk, hogy e fliggvények allanddok:

§=To, M= g(xo)-

Rogzitsiink egy tetszéleges € > 0 szamot.
Az g folytonossdga miatt van olyan 0 < d. < €, hogy

|g({L‘) - Q(.’L'o)‘ <e€ ha HCL’ - xo“ < 55'

A megoldasoknak a paraméterektdl valo folytonos fiiggése szerint van olyan
To > 0és o1 > 0, hogy minden 0 < 7 < 7, és 0 < 0 < o1 esetén ||&,(T) — zo(=
SN < de és [no(7) — §(x0) (= (7)) <€, azaz

7 (t) = @oll < e a0 (t) — G(wo)| <€
O<o<o1, 0<t<or,).
4 folytonossdga miatt az is igaz, hogy a fenti o és t értékekre
[9(rs () — g(zo)| <,
és ezekbol
lgs(t) — G(rs(t))] < 2, O<o<o, 0<t<om).

A figgvények folytonossaga miatt fenndll az egyenl6tlenség a o7, f6lotti vala-
mely intervallumban is. Most megmutatjuk, hogy elég kis o-kra az iménti egyen-
16tlenség az egész [0, T'] intervallumon teljesiil, azaz létezik olyan oo > 0, hogy

190 (1) = 9(ro(t))] <2¢ (0 <03,0<t<T).

Tegyiik fel ugyanis ennek az ellenkez&jét, és vezessiik be az egyszeriiség kedvéért
a

Qba(t) = qa(t) - Q(Ta(t))
jelélést. Ekkor minden n € N esetén létezik o, < L ést, € [0,7] gy, hogy
|po,, (B)| < 26, ha t < t,, és
|0, (tn)] = 2e.

Ez azt jelenti, hogy a t — %|¢gn (t)|? fiiggény derivéltja a t, pontban nemnegativ,
azaz

bo, (tn) (9 (To, (tn), 4o, (tn)) .,

On
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Minthogy g(r,(t),4(r-(t))) = 0, a Lagrange-féle kozépértéktételbél azt kapjuk,
hogy ¢(rs(t),q,(t)) = Drg(rs(t),0(c,t))p,(t), ahol (c,t) valamely "kozbiilss”
hely. Ezért az el6z6 egyenlGtlenség szerint

DRQ(TU,L (tn)7 Q(Una tn))

On

4¢®

- (ban (tn)gl(ro’n (tn)) : f(ro'n (tn)7 9o, (tn)) > 0

minden n-re. A bal oldal masodik tagja korlatos, elsé tagja negativ és nem lehet
nagyobb —4e2an-nél; ha tehit n elég nagy, akkor a bal oldal negativ: ellentmon-
désra jutottunk.

Az r, fiiggvény az

(x :R»—V)? = f(x,g9(x) + qo(t) — §(rs())), (0) =z,

kezdetiérték-problémédnak is megoldasa. Az el6bbi becslésiink és f folytonos dif-
ferencidlhatésdga miatt ennek a kezdetiérték-problémanak a megolddsa és a (k)
kezdetiérték-probléméanak a megolddsa nem nagyon tér el egymaéstol, pontosabban
a 19.6. alapjan, ha L az f derivaltfiiggvényének a korldtja, akkor

lre(t) = ()] < 2¢ (e =1) (0 <02,0<t<T),

ami azt jelenti, hogy r, egyenletesen tart r-hez a [0,T] intervallumon, mikézben
o tart a nulldhoz.

Ennek és g-nak a folytonossiga kovetkeztében g or, egyenletesen tart §or-hez,
mikozben o tart a nulldhoz. Végil a |¢g, —gor| < |¢gs —Gors|+|ors —gor]
egyenlGtlenség alapjan azt is megallapithatjuk, hogy q, egyenletesen tart 4 o r-hez
a [0, T] intervallumon, mikozben o tart a nulldhoz.

20.3. Vegyiik észre azt a fontos tényt, hogy az el6z6 tételben csak a nullatdl
"elére” terjedd intervallumon tudjuk biztositani a megolddsok konvergenciajat. Ha
Drg pozitiv volna, akkor a nullatdl "hatrafelé” terjedd intervallumon teljesiilne a
konvergencia.

Szemléltessiik eredménytinket egy egyszeri példan. Tekintsiik az

((z,y) : R=>R)?  @=y, 2(0) = ,,
ocy=z+ay, y0)=ax,

kezdetiérték-problémat, ahol a = +1.
A differencisdlegyenlet linedris, amelyet a

(O
1

Qe —
N
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linedris leképezés hataroz meg. Ennek a linearis leképezésnek a sajatértékei

a++1+40 a+1+ 20+ ordo(o)

)‘+ (U) = 2% 2% ’
a—+1+40 a—1—-20—ordo(o)
A-(o) = 20 B 20 '

A kezdetiérték-probléma megolddsanak els6 komponense

S ) Mw A (o)t
Ay(o) = A—(0) Ap(o) =A(a)"° '

Az exponencialis fiiggvények egyiitthatéjanak van hatarértéke, mikézben o tart

a nulldhoz: = 2+1, illetve “TH

Vegyiik az a = —1 esetet. Ekkor

t— xp e (Ot 4

lim Ay (o) =1, lim A_(0) = —c0.
o—0 o—0
Negativ t-kre tehat a megoldasnak nincs hatarértéke, mikozben o tart a nulld-
hoz, pozitiv t-kre viszont konvergédl a t — x,e! fiiggvényhez, amely az eredeti
kezdetiérték-probléma megoldéasa a o = 0 helyettesitéssel.
Az olvaséra bizzuk, vizsgalja meg az a = 1 esetet.

20.4. Feladat

Elektrodinamikéban ismert eredmény, hogy adott palyan mozgd ponttoltésre a
sajat elektromdagneses sugarzasa ugynevezett visszahaté erét gyakorol, amely ara-
nyos a mozgas harmadik derivaltjaval. Ezért a ponttoltés mozgasat tigy prébaljk
meghatarozni, hogy a Newton-egyenletet kiegészitik a sugéarzasi visszahatd erd-
vel. Tekintsiink most el attél, hogy ez a gondolat logikailag hibds (adott mozgds
esetén ismert a visszahaté er6, azt nem hasznalhatjuk a mozgas meghatarozasa-
ra), és vizsgdljuk meg a szokdsos eljardst rugalmasan kotott elektron sugdrzdsdra
vonatkozéan. Az elektron mozgasat a feltevések szerint az

(*) (z : R —R)? —o0i +i+wir=0

differencidlegyenlet irnd le. Mivel o "kicsi”, els6 kozelitésben vehet az eredeti he-
lyett az & + w?z = 0 differencidlegyenlet, amelybél ¥ = —w?i adédik. Ezt beirva
az eredeti egyenletbe, azt a csillapitott rezgémozgas

() (z:R—R)? i+ ow?d +wir =0

differencidlegyenletével kozelitik.
Ez az eljaras kétséges, ugyanis nem jo kozelités a legmagasabb rendl differen-
cidlhdnyados elhagydsa a "kis” egytitthaté miatt. Ezt elsorendli egyenletre vald
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atfogalmazdssal lathatjuk. Az eredeti differencidlegyenlettel ekvivalens elsérendii
rendszer

((z,v,a) : R = R3)? iP=wv, 0=a, o0a=a+wr

Az utolsé egyenlet jobb oldaldnak a szerinti parcialis derivaltja pozitiv, tehat
az a kozelités, hogy o helyébe nulldt irunk, nem megfelels. Persze, ettél még a
csillapitott rezgémozgassal valo kozelités jo lehetne, hiszen két rossz 1épés eredmé-
nyezhet jot. Mutassuk meg, hogy a leirt eljaras valéban nem helyes, amit pontosan
a kovetkezéképpen fogalmazhatunk meg.

Legyen r, a (*) egyenletnek az

z(0) = o, #(0) = v,, #(0) = —ow?v, — w?z,
kezdeti értéket kielégité megolddsa és h, a (xx) egyenlet megolddsa az
z(0) = o, %(0) = v,
kezdeti feltétellel. Bizonyitsuk be, hogy pozitiv t-kre

(xx%) T (1 (1) ~ ho(1) £ 0, lim (5 (1) — o (1) £ 0.

Utmutatés: (i) A differencidlegyenlet \ — oA — \? — w? karakterisztikus po-
linomjanak az egyiitthatoibdl kiolvashatd, hogy harom valés gyoke nem lehet; a
valés gyoke pozitiv, a komplex gyok (amelynek a konjugéltja is gyok) valds része
negativ.

(ii) Irjuk fel a karakterisztikus polinomot o(A—a)(A+b+ic)(A+b—ic) alakban,
ahol a, b, c a o-t6l fliggbd pozitiv szamok.

(iii) Az egylitthatdk osszehasonlitasabdl azt kapjuk, hogy

ola—2b) =1, ,b*+c*—2ab=0, oca(b®+c?)=w?

(iv) Az els6 egyenldséghél a > 2b kovetkezik, és az, hogy a a végtelenhez tart,
mikézben o tart a nulldhoz. Az els6 és a harmadik egyenléségb6l (1 + 20b)(b? +
c?) = w?, amely szerint b is, c is korldtos marad, mikozben o tart a nulldhoz.

(v) A gyokok ilyen ismeretében frjuk fel az eredeti és a ,,kozel{té” differencidle-
gyenletnek a megfelel6 kezdeti feltételt kielégité megoldasait, és mutassuk meg,
hogy (* * %) teljestil rdjuk.
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21. A paraméterektdl valé differencidlhaté fuggés

21.1. Tegyiik fel, hogy f: R x V — V az értelmezési tartomanydnak minden
pontja egy kornyezetében univerzdlis Lipschitz-feltételnek tesz eleget a V-valtozdja
szerint, és jelolje R(t; s,y) az

(%) (z:R»— V)? = f o (idg, z)

differencidlegyenletnek az
z(s) =y

kezdeti feltételt kielégité maximélis megolddsanak a ¢ helyen felvett értékét.

Definicid AzR xR x V=V, (t,s,y)— R(t;s,y) leképezést a (x) diffe-
rencialegyenlet karakterisztikus fiiggvényének hivjuk.

Minden (s,y) € Domf esetén megadhaté egy I, intervallum, az (s,y) kezdeti
értéket kielégité maximadlis megoldas értelmezési tartomdnya. A karakterisztikus
fliggvény értelmezési tartomanya tehét

U LuxGuw.

(s,y)€Domf

Nyilvén, ha (s,y) € Domf, akkor (s, s,y) benne van R értelmezési tartomanya-
ban és R(s;s,y) = y.

A megoldédsok egyértelmiiségébdl kovetkezik a karakterisztikus fiiggvény alap-
vet6 tulajdonsaga: ha t,t" € I, ,,, akkor

(%) R(t;t', R(t';s,y)) = R(t;5,y).

21.2. Allitds A differencidlegyenlet karakterisztikus fiiggvénye nyilt halma-
zon van értelmezve és folytonos.

BizoNYITAS Emlékeztetiink arra, hogy R x V-n a ”végtelen” normét haszndljuk;
ekkor a (t,z) € R x V pont e sugard kérnyezete K (t,z) = {(s,y) | |s —t| <
e lly — all < e

Egy H C R x 'V halmaz € sugaru kornyezete az

U Kt

(t,x)eH

halmaz.
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El8szor beldtjuk, hogy DomR nyilt halmaz. Legyen (t4,t,,z,) € DomR, és
tegyiik fel, hogy ¢4 > ¢, (a mésik eset hasonldan tdrgyalhatd).

At — R(t;t,,x,) fliggvény a differencidlegyenlet megolddsa, ezért folytonos;
kovetkezésképpen H := {R(t;t0,2o) | to < t < t4} kompakt halmaz f értelme-
zési tartomdnydban (a kompakt [t,,t] intervallum folytonos képe). Ezért van
olyan € > 0, hogy a H halmaz e sugari kornyezetének a lezartja — jelolje ezt K
— is benne van f értelmezési tartomanyaban. K korlatos és zart, tehat kompakt
halmaz. Alkalmazhatjuk rd a 3.2.-beli eredménytiinket: van a K halmazhoz L glo-
bélis Lipschitz-konstans. Ez azt jelenti, hogy H minden pontjanak — a 3.3. allitas
jeloléseinek megfelel6 — n := ¢, 5 = € szdmokkal jellemzett kornyezetében az f
ugyanazzal az L Lipschitz-konstanssal Lipschitz-feltételnek tesz eleget.

Jelolje M # 0 az f korlatjat a K halmazon, és legyen

. e 1
a := min{e, 4M’4L}'
Van olyan n természetes szam, hogy t, + na < ty, t, + (n+ 1)a > t;. Legyen

t;i=to +ia, x;:= R(t;;t0,20), (i=0,1,...,n).

—nLa —nLa

Ha [s —t,| < <57 és ||y — 20| < ““5—, akkor a 19.2. folytan (1, s,y) benne
van R értelmezési tartomanyaban, és 19.6. szerint

”R(tl; S,y) — Cﬂl” < ce—(n—DLla

Ez maga utdn vonja a 19.2. alapjan, hogy a (t1, R(t1;s,y)) kezdeti feltételt
kielégité megoldds értelmezve van és egyértelmi az egész I, (t1) intervallumon; ez
a megoldds az el6z6nek a folytatdsa, ami azt jelenti, hogy (te, s,y) benne van R
értelmezési tartomanydban. Tovabba ismét a 19.6. szerinti becsléssel azt kapjuk,
hogy

| R(ta; s,y) — x2| < ee™ (=D L,

fgy lépegetve tovabb — ha egyaltalan 1épegetni kell, mert n > 0 — végiil is azt
kapjuk, hogy (t,, s, y) benne van R értelmezési tartomédnyaban, és a (t,, R(t,; s,y))
kezdeti feltételnek eleget tevd megoldds értelmezve van az egész I, (t,) intervallu-
mon, amely tartalmazza t,-ot, s6t annak egy kornyezetét is.

Mindezek egyiitt azt jelentik, hogy a (t4,t,,%,) az R értelmezési tartomdnyéd-
nak bels6 pontja, azaz DomR nyilt halmaz.

Tudjuk, hogy ha ¢ és s elég kozel van egymdshoz, akkor a (¢,s,y) — R(t;s,y)
hozzérendelés folytonos (14sd 19.4.; ott csak lokdlis megolddsokrdl beszéltiink, és
az s, (t) jelolést alkalmaztuk). Ezért a 21.1.beli (x*) Osszefliggés alapjan az el6-
70 ”1épegetés” felhasznalasaval lathatjuk, hogy R véges sok folytonos leképezés
kompozicidjaként allithaté eld, igy maga is folytonos.
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21.3. Emlékeztetiink arra, hogy ha létezik az f-nek a V-valtozdja szerinti par-
cidlis derivéltja, Dv f, (Analizis IV.B.4.3.), akkor Dy f(¢t,z) : V — V folytonos
linearis leképezés.

A||ftés Ha f folytonosan differencialhatd, akkor R folytonosan differencial-
hato.

B1zoNYITAS Meglehetésen sszetett és hosszadalmas igazolni ezt az 4llitast. Egy
kicsit ertsebb feltétel mellett azonban igen szép bizonyitas adhaté. Mi most fel-
tessziik, hogy f kétszer folytonosan differencialhaté. Tekintsiik az

((I,Z,Z):RHVXVXLinV)? z = f(t,x),
z2=Dvf(tx)-z,
(*) Z=Dvyf(t,x)-Z

differencidlegyenletet, ahol — és a kdvetkezékben a jobb attekinthetéség kedvéért —
a pontszorzas jeloli linearis leképezések hatdsat vektorokon és linearis leképezések
kompozicidjat (szorzatét) is. Feltevésiink szerint f kétszer folytonosan differenci-
alhato, ezért ennek a differencidlegyenletnek a jobb oldala folytonosan differenci-
alhato.
Jelolje
t= (R(t;s,9),8(t;5,y), O(t: 5, y))

a fenti differencidlegyenletnek az
(+) x(s) =y, z(s)=—f(s9), Z(s)=idy

kezdeti értéket kielégit6é (egyértelmil) maximélis megolddsat.

Rogzitsiink egy (t,,x,) értéket. A 19.4. szerint létezik valamely I intervallum
a t, koriil és x,-nak valamely G kornyezete ugy, hogy minden s € I és y € G
esetén a megoldas értelmezve van az egész I intervallumon. Minthogy most a ”pa-
raméterek” a kezdeti értékek, a 19.3.-ban mondottak szerint a megoldédst az egész
I x I x G halmazon egyenletesen konvergens fokozatos kozelités hatarértékeként
kaphatjuk meg. A kozelité sorozatra — értelemszeri jeloléssel —

Ro(t; S, y) =Y, go(tv Say) = Oa @O(ta S, ?J) = ldV7

t
Roltisg) =y + [ S Rua(ris,)an
t
g’n(tv ;S y) = _f(su Z/) + / DVf(Ta Rnfl(’r; S, y))gnfl(T7 S, y) dT7

S

t
On(t: 5,y) = idy + / Dy £(7, Rur(7: $,)) @1 (73 8,) dr
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4ll fenn.
Nyilvanvalé, hogy
8Ro(t;8,y) 6Ro(t; 7Say)
7:02015;, , =id —90t77
B &o(ts s,y) 3y dvy (t;s,y)

A paraméteres integralok differencidlhatésdgardl szol6 tétel alapjan (Analizis
V.B.11.4. és B.11.8.4.) R,-et differencidlva teljes indukcidval beldthatjuk, hogy
minden n természetes szamra

OR,(t; s,y) OR,(t;5,9)
-5 - n t; b b - = @n t; b )
B &n(t;s,y) By (t;s,y)
tovabba nyilvanvaldan
ORn(t;5,y)

o = [t Rua(tis,y).

Ez azt jelenti, hogy az (R,)nen flggvénysorozat és parcidlis derivéltjainak a
sorozata — amely szintén folytonos fliggvényekbdl all — egyenletesen konvergens
az I x I x G halmazon. FEzért R, hatarértéke, R, parcidlisan differencidlhaté
minden véltozdja szerint (Analizis IV.A.4.1.), a parciélis derivaltak is folytonos
fliggvények, tehat maga R is folytonosan differencialhaté az I x I x G halmazon
(Analizis IV.B.4.6.).

A 21.2.beli "1épegetéssel” a 21.1.beli (xx) Osszefliggés alapjan R véges sok foly-
tonosan differencidlhaté leképezés kompozicidjaként allithato eld, igy maga is foly-
tonosan differencialhaté. m

Bizonyitasunk gondolatmenetét alkalmazva magasabb rendi derivaltakra azt is
belathatjuk, hogy ha a differencidlegyenlet jobb oldala n+ 1-szer folytonosan diffe-
rencidlhatod, akkor a karakterisztikus fiiggvény n-szer folytonosan differencialhato.
Természetesen az is igaz, hogy elég, ha a differencidlegyenlet jobb oldala n-szer
folytonos differencidlhaté.

21.4. A||ftés Teljestiljon az elozé allitas feltétele. Ekkor a 21.1.-beli diffe-
rencidlegyenlet R karakterisztikus fiiggvényére

OR(t;s,y) n OR(t;s,y)
Js oy

f(57y):0

minden széba jové (t,s,y) € R x R x V esetén.

BiZONYITAS Az eléz8 bizonyitdsunk azt is mutatja, hogy £(¢;s,y) = W,
OR(t;s,1
O(t; s,y) = %, azaz

OR(t; s, OR(t; s,
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a 21.3.-beli () differencidlegyenletnek a (%) kezdeti feltételt kielégité megoldasa.
”Szorozzuk be” jobbrdl a 21.3.-beli differencidlegyenlet utolsé sorat f(s,y)-nal,
aztédn adjuk hozza az el6z8hoz; {gy az u =z + Z - f(s,y) jeloléssel az
(z,u) : R—V xV)? T = f(t,x),
4=Dvf(t,z) u

x(s)=y, u(s)=0
kezdetiérték-probléméhoz jutunk, amelynek nyilvénvaléan ¢ — (R(t;s,y),0)
megoldésa. z és Z helyébe az R megfelelo parcidlis derivaltjait téve az u =
Osszefiiggés adja a bizonyitandé allitast.

a
0

21.5. A karakterisztikus fliggvény jelolésében a pontosvesszovel azt fejezziik
ki, hogy az els6 valtozd jelentése a differencidlegyenlet szempontjabdl més, mint
a masik kettéé. Most azt fogjuk vizsgélni, milyen tulajdonsagi a karakterisztikus
fiiggvény a V-véltozdja szerint. Ezért megvaltoztatjuk a jelolést:

Ry s(y) := R(t; 5, 9).

Rogzitett ¢ és s esetén tehat R, : V — V leképezés.
Nyilvanvalé, hogy
Rt,t C idy.

A 21.1. (xx) Osszefiiggés szerint
Rt,t’ o Rt’,s C Rt,s

minden szdéba jovo ¢t s esetén (itt megengedjiik, hogy a kompozicié esetleg az
tires fiiggvény legyen). Ebbdl adédik, hogy R; s injektiv (aminek az a szemléle-
tes tartalma, hogy kiilonbozé kezdeti feltételeknek eleget tevé integralgorbék nem
metszik egymaést) és

R, =Ry,

Mivel R értelmezési tartomanya nyilt, nyilvanvalé, hogy DomR; ; = {v € V|
(t,s,v) € DomR} nyilt halmaz. R folytonossiga (folytonos differencidlhatésaga)
pedig maga utdn vonja R; s folytonossigat (folytonos differencidlhatésdgét).

A modottakat érdemes Osszefoglalni:

Allitds R, kis homeomorfizmus, vagyis
— nyilt halmazon van értelmezve,
— folytonos,
— injektiv,
— az inverze is folytonos.
Ha a differencialegyenlet jobb oldala folytonosan differencialhato, akkor
R: s kis diffeomorfizmus, vagyis a fenti tulajdonsagok teljesiilnek rd a folyto-
nossag helyett folytonos differencialhatésaggal.
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21.6. Tudjuk, hogy V-n szamszorz6 erejéig egyetlen eltolasinvarians Borel-
mérték van (Analizis V.B.16.3.(iv)). Fizikai alkalmazdsokban meriil fel a kérdés,
vajon a fazistér R; , transzformiciéja megtartja-e az invaridns mértéket.

Emlékeztetiink vektormez6k divergencidjara (Analizis IV.B.18.). Tekintsiik a
differencidlegyenlet jobb oldaldt: minden rogzitett ¢ esetén f(t,-) : V »— V vek-
tormez6. Ha f differencidlhatd, a divergencidjat a V-véltozé szerinti parcialis
derivalttal értelmezziik: Dy - f := TrDv f.

Allitds Ha f kétszer folytonosan differencidlhaté és a divergencidja nulla,
akkor minden t, s esetén R; s megtartja V eltoldsinvaridns mértékét.

B1zoNY{TAS Azt kell megmutatnunk, hogy |det DR, 5| = 1, amihez elég azt beldt-
nunk, hogy
8 (det DRt,S)

=0
ot ’

hiszen det DR; s = det Didy) = 1.

Megjegyezziik, hogy DR s(y) = OR(t;s,y)/0y; tovabba az f-re kirétt feltétel-
bol kévetkezoen az R karakterisztikus fliggvény kétszer folytonosan differencidlha-
6.

Tudjuk, hogy a det:Lin(V) — K fiiggvény differencidlhatd; derivéltjdnak érté-
ke egy injektiv (egyben bijektiv) A : V — V linedris leképezésben a Lin(V) —
K, H — (detA)Tr(HA™1) linedris leképezés. Ezért

ddet DR, _
(%) eat“:(detDRt,s)T&«( 5 (DR..) 1).

Vizsgéljuk meg a nyom (Tr) alatti mennyiséget egy adott y € V helyen:

5‘DRt7S(y)

ot (DRt,s)il(y)'

Az el6bbi megjegyzésiink alapjan a két differencidlds sorrendje felcserélhetd:

ot = iy ot ay = Df(ta R(t; S, y)) : DRt,s(y)'

aDRt,S(y) _ 0 <8R(ta ) y)) _ af(ta R(t; ) y))

Végiil is 1atjuk, hogy a Dv f(t, R(t; s,y)) mennyiség nyomét kell venniink a (x)

egyenl6ség jobb oldalan; ez éppen az f divergencidja, ami nulla, tehat belattuk,
amit akartunk.

21.7. Befejezésiil azt mutatjuk meg, hogy ha a differencidlegyenlet jobb olda-
la elég siman fiigg bizonyos paraméterektol, akkor a karakterisztikus fliggvény is
siman fligg azoktdl a paraméterektol.



V. TOVABBI ISMERETEK 91

A||ftés Tegyiik fel, hogy P egy U véges dimenziés vektortér nyilt részhal-
maza, D az R x V nyilt részhalmaza és P x D — V., (p,t,x) — f,(t,z)
folytonosan differencidlhaté. Jeldlje t — R, (t;s,y) az

(iL’RHV)? i':fp(tvx)a x(s) =Y

kezdetiérték-probléma maximéalis megoldédsét. Ekkor a (p,t,s,y) —
R, (t;s,y) fiiggvény folytonosan differencidlhatd.

B1zoNYITAS Az

((u,x) ‘R — (U,V))? =0 u(s) = p,
z = fu(t,l'), ZL’(S) =Y

kezdetiérték-probléma meghatédrozta karakterisztikus figgvény, (¢,s,p,y) —
R(t;s,(p,y)), folytonosan differencidlhaté az eddigi ismereteink alapjan. Igen
konnyt elllenérizni, hogy R,(t;s,y) = R(t; s, (p,y))-

21.8. Feladatok

1. Mi a kapcsolat egy homogén linedris differencidlegyenlet karakterisztikus
fiiggvénye és rezolvense kozott?

2. Allftsuk el6 a 11.5.1. feladatban szerepls differencidlegyenletek karakterisz-
tikus fliggvényeit (ligyeljiink a "kivételes” kezdeti értékekre!).

22. Differencidlegyenletek transzformiacidja

22.1. Egyes specialis differencidlegyenleteknél lattuk, hogy 1j keresett fiiggvény
vagy uj valtozd bevezetésével a differencidlegyenletet mas, jobban kezelhetd alakra
hozhatjuk (pl. szétvalaszthaté véltozdjura visszavezethetd egyenletek, Euler-féle
differencidlegyenlet). Ezeket a transzformécidkat a kovetkezOképpen foglalhatjuk
Ossze az

(%) (z:R—V)? &= fo(idr,z), z(to) =,
kezdetiérték-problémaval kapcsolatban.

(i) Legyen h : R — R folytonosan differencidlhatd, sehol sem nulla, ¢, € Dombh.
A z := hx fiiggvényre a

(z:R— V)? 2:hf(idR,%)+h

S
N
—
o~
S
N
Il
>
—
o~
S
N
8
Q
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kezdetiérték-probléma all fenn, amelynek megoldasabol egyszertien megkapjuk az
eredetinek a megoldasat.

(ii) Legyen 7 : R »— R injektiv és folytonosan differencidlhaté, ¢, € Ranr. A
z :=x o7 fliggvényre a

(z:R—V)? t=fo(r,2)r, z(17(t,)) =z,

kezdetiérték-probléma &ll fenn, amelynek a megolddsabol nyilvanvalé médon kap-
juk vissza az eredetinek a megoldasat.

22.2. Most a differencidlegyenletnek az el6z6ektol eltéro, igen széles keretek
kozott hasznalhato transzformaciéjat értelmezziik.

Legyen U véges dimenzids vektortér (mint 1tni fogjuk, ugyanannyi dimenzi-
6s, mint V); a kovetkez6kben feltessziik, hogy mind V, mind U valds vektortér,
ami nagyon fontos a fiiggvények differencialhatésdganak értelme miatt. Legyen
F : R xV — U folytonosan differencidlhaté leképezés, amelyre az teljesiil, hogy
masodik valtozdjaban kis diffeomorfizmus, azaz minden szdéba jové valds t-re

F,:V— U, x— F(t,x)

injektiv és az inverzével egylitt folytonosan differencidlhaté. Az F-nek R- és V-
valtozdja szerinti differencidlhdnyadosat szokdsosan Dy F', illetve Dy F' jeloli.

Legyen (t,,x,) az F értelmezési tartomanyaban. A differencidlegyenlet keresett
x fliggvényével vezessiik be a z(t) := F(t,x(t)) = Fi(x(t)) fiiggvényt. Erre a

(z: (OR—TU)?  2=DpF(t, F ' (2)) + DvF(t, F ' (2)) - f(t, F ' (2)),

(xx) 2(to) = F(to, o)

kezdetiérték-problémat kapjuk. Azt mondjuk, hogy a (x%) kezdetiérték-probléma
a (%) kezdetiérték-probléménak az F &ltali transzformaéltja.

Igen egyszeri, szinte magatol értet6dd, de fontos eredmény, hogy r akkor és csak
akkor megoldédsa a (x) kezdetiérték-problémédnak, ha ¢t — F(¢,r(t)) megolddsa a
(%) kezdetiérték-problémdanak.

22.3. Erdemes azt az esetet kiilon is megemliteni, amikor F' nem fligg az R
valtozojatol, azaz van olyan G : V »— U, hogy F; = G minden valds t-re. Ekkor a
transzformalt kezdetiérték-probléma:

(z: (MR—U)?  2=DG(G™'(2)- f(t,GT'(2), 2(to) = G(xo).
Kiilonosen fontos ez a specialis eset akkor, amikor f sem fiigg az R-valtozdjatol,

vagyis az
(z:R—V)? = g(x)
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autonoém differencidlegyenletnél, mert ekkor a transzformalt egyenlet is autoném
lesz.

22.4. Ezekben a transzformaciékban tulajdonképpen az a lényeg, hogy az ere-
deti irdanymez6t mas irdnymezébe tanszformaljuk, amit igy foglalhatunk Gssze.
Vezessiik be az

F:RxV —RxU, (tz)— (tF(tz))

leképezést, amely szintén kis diffeomorfizmus. Az inverzére F~1(t, z) = (t, F; ()
teljesiil. Az R x V-n adott (1, f) irdnymez6t ezzel a kis diffeomorfizmussal dtvisz-
sziik az R x U-n értelmezett

(DF-(1L.H)o B~ (t2) > (1,(DeF + Dy F - f)(t, ' (2))

irdnymezdbe, és az ezzel meghatarozott differencidlegyenletet vessziik.
Az autoném esetben pedig a V-n adott eredeti g vektormezot vissziik at az U-n
értelmezett

(DG -g)o G~

vektormezdbe, és az ezzel meghatarozott autoném differencidlegyenletet vessziik.

Végil megemlitjiik, hogy ezek a transzformécidk altalaban csak lok&lisak, az-
az nem mindentiitt, csak a széban forgd kezdeti érték egy kornyezetében vannak
definiédlva.

22.5. Az irdnymezd alkalmas transzformécidjaval az eredeti differencidlegyen-
letet egyszeriibb alakra hozhatjuk. Felmeriil a kérdés, mi a legegyszertibb elérhet6
alak? A vélasz az, hogy minden elég sima irdnymez6 lokdlisan kiegyenesithetd,
amit a kovetkez6 allitas fogalmaz meg pontosan.

Allitas Legyen f : R x V »— V folytonosan differencidlhaté. Ekkor Dom f
minden pontjanak van olyan kdérnyezete, amelyben az (1, f) irdnymezdt az
R x V-ben értelmezett (1,0) konstans irdnymezébe transzformélhatjuk alkal-
mas F—pal a 22.4. szerint.

B1zoNYIiTAS Vegyiik a (t,,x,) pontot; ennek a kornyezetében levd (¢, z) elemekre
legyen F(t,x) := R(t,;t,x), ahol R a differencidlegyenlet karakterisztikus fiigg-
vénye. A karakterisztikus fliggvénynek a 21. fejezetben megismert tulajdonsdgai
kovetkeztében F(t,,z,) = x,, F folytonosan differencidlhaté, F; kis diffeomor-
fizmus minden t-re, tovdabba DrF + Dy F - f = 0, és ezzel a bizonyitas véget is
ért.

22.6. Az autoném egyenlet vektormezojének transzformacidjara is mondhatunk
hasonlét. A bizonyitdshoz megel6legezziik a 23. fejezet bizonyos fogalmait.
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Allitas Legyen g : V ~ V folytonosan differencidlhaté, g(z,) # 0. Ekkor
van az x,-nak olyan kérnyezete, amelyben a g vektormezét a g(x,) konstans
vektormezdbe transzformalhatjuk alkalmas G-vel a 22.4. szerint.

B1zoNYITAS Vegyiik a g(z,) # 0 vektor altal kifeszitett egy dimenzids alteret, és
ennek egy kiegészito alterét; jelolje P, és P az ezekre az alterekre vald egyméas men-
ti vetitést (Analizis I1.8.2.(vi)). Hax € V, akkor van egyetlen olyan ¢(x) valds szdm
—ne feledjiik, a vektortereket most valdsaknak tekintjik — hogy P,(x) = t(x)g(z,).
Nyilvdn a V = R, z — t(x) hozzdrendelés lineéris és t(g(z,)) = 1.

Ezekkel és a 21.5-ben bevezetett jeloléssel a G inverzét tudjuk konnyen megadni:

G (2) = Ryzeu,y (zo + P2 — 1,)).
G~ kis diffeomorfizmus az z, egy kornyezetében, G~1(x,) = ,; tovabbd
DG7Y(2) = Ri(o—uyy (o + P(2 — 2))t(-) + Ris—uyy P().-
Ezért G~1 a konstans g(z,) vektormezét g-be transzformélja:

DG?I(Z) 'g(xo) :Rt(z—xo)(xo + P(Z - xo)) = g(Rt(z—xo)(xo + P(Z - xo)))
= g(G7(2)).

22.7. A kiegyenesitésekrol szolé tételek elvi és nem gyakorlati jelentGségiiek.
A differencidlegyenletek transzforméicidjdnak a gondolatdt ugyanis ugy vezettiik
be, hogy a differencidlegyenletet egyszeriibb alakra hozzuk a megoldasok egysze-
riibb megtaldlasa végett. A kiegyenesitéssel a lehetd legegyszertibb alakot érjiik el;
csakhogy a kiegyenesitést a differencidlegyenlet karakterisztikus fiiggvényével hoz-
tuk létre, azaz a kiegyenesitéshez ismerni kell a differencidlegyenlet megoldasait.
Azt is mondhatjuk, hogy a kiegyenesités és a differencidlegyenlet megolddsainak
megtaldlasa egyenértéki feladat.

22.8. Feladatok

1. Transzformaljuk 4t a 22.1.-beli kezdetiérték-problémat KN -beli kezdetiérték-
probléméra G : V — K¥ linedris koordinatézédssal!
2. Transzformaljuk egyszeriibb alakra a kovetkez6 differencidlegyenleteket:

d 1 |
(z:RT — RT)? d—f = zlnz (1 + t) (legyen F'(t, z) := %),

dfxile(xzft)

R— RM?
(2 >_) ) dt 2x

(legyen F(t,x) := Va2 —1).
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Vizsgédljuk meg a transzformalt egyenletek értelmezési tartoményat!

3. Természetesen nemcsak egyszeriisiteni lehet differencidlegyenletet, hanem
bonyolulttd tanszformélni is. Alkalmazzuk az igen egyszeri (z : R - R)? & ==
autoném differencidlegyenletre az R x R — R, (¢, ) — tshx transzforméciot!

4. Mutassuk meg, hogy az

((z1,22) : R — R?)? i1 = a9+ 21 (1 — 22 — 22),

By = —x1 4 22(1 — 22 — 22)

differencidlegyenletet polarkoordinatazéssal

((r,p) : R— RT x —]m,7[)? i =r(l—1r?),
alakira transzformalhatjuk.

23. Autondm differencidlegyenletek

23.1. Emlékeztetiink arra, hogy egy differencidlegyenletet autonémnak neve-
ziink, ha a jobb oldala nem fiigg a keresett fliggvény véltozéjatol (az ”idétél”),
azaz ha

(x:R—V)? & =g(x)

alaki. Az autoném differencidlegyenleteknek sok érdekes és fontos tulajdonsa-
ga van; ezekkel fogunk most megismerkedni. Ebben a fejezetben mindig feltesz-
sziik, hogy a differencidlegyenlet jobb oldala az értelmezési tartoméanydnak minden
pontjdnak egy kornyezetében eleget tesz a Lipschitz-feltételnek, tehat minden kez-
detiérték-problémanak van egyetlen maximélis megoldasa. Megoldason mindig
maximalis megoldast értiink.

23.2. Az egyik egyszeriien bebizonyithaté — mondhatnank nyilvdnvalé —, de
szerfolott fontos tény, hogy az autoném differencidlegyenlet megoldasainak 6sszes-
sége invarians az ”iddeltolasra”’: ha r az autoném differencidlegyenlet megoldésa,
akkor barmely a € R esetén ¢ — r(a + t) szintén megoldds, amely a —a + Domr
intervallumon van értelmezve. Szokdsos jelolésiinkkel (Analizis 1.17.4.) ezt igy
fogalmazhatjuk meg: ha r megoldas, akkor r o L, is megoldés.

23.3. Emlékeztetiink arra, hogy integralgérbének vagy megoldésgorbének egy
megoldas grafikonjat nevezzilk, a fdzisgérbe pedig egy megoldas értékkészlete.
Tudjuk, hogy ha a Lipschitz-feltétel mindeniitt teljesiil, akkor kiilonb6zé meg-
oldasgorbék nem metszhetik egymast, fazisgérbékre azonban ez altaldban nem
igaz (ldsd 4.6.). Viszont autoném egyenletek fazisgorbéi nem metszhetik egymast.
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Persze kiilonb6z6 megolddsoknak lehet ugyanaz a fazisgorbéje, de akkor ezek a
megoldasok egymas eltoltjai. Pontosan a kovetkez6t mondhatjuk.

Allitas Legyen r, és ry az autoném differencidlegyenlet megoldédsa. Ekkor
az alabbi kijelentések egyenértékiiek:

(i) létezik olyan a € R, hogy ro =11 0 Lg,

(ii) Ranry = Ranr,,

(iii) Ranr; N Ranry # 0.

BizoNyiTAs Nyilvdnvaléan csak azt kell megmutatnunk, hogy (i) kovetkezik (iii)-
bdl.

Tegyiik tehdt fel, van olyan t; és to, hogy r1(t1) = ra(ta). Tudjuk, hogy r :=
r1 o Ly, —¢, is megoldds. Minthogy r(t2) = r1(t1) = ro(ta), és a kezdetiérték-
problémak megoldasa egyértelmii, azt allithatjuk, hogy r = ro, amivel be is bizo-
nyitottuk, amit akartunk.

23.4. Allitds Az autoném differencidlegyenlet r megolddsa a kévetkezs tu-
lajdonsagok egyikével rendelkezik:

(i) az egész R-en értelmezett konstans,

(ii) az egész R-en értelmezett periodikus, nem konstans

(iii) injektiv.

B1zoNYiTAS Tegyiik fel, hogy r nem injektiv, azaz van olyan t; és to, to > t1,
hogy r(t1) = r(ta); legyen T := to — t;. Tudjuk, hogy r o Ly is megoldds, és
(roLr)(t1) = r(tz) = r(t1), tehdt ro Ly = r. Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy
r értelmezési tartoméanya invarians a T-vel valé eltolasra, azaz Domr = R.

Ha inf{T > 0| ro Ly = r} > 0, akkor r periodikus. Ha viszont az infimum
nulla, akkor — r folytonossaga kovetkeztében — r konstans.

23.5. Emlékezziink a differencidlegyenletek karakterisztikus fliggvényére:
R(t;s,y) jelenti egy differencidlegyenlet (s,y) € R x V kezdeti feltételt kielégitd
megoldédsanak a ¢ helyen felvett értékét. Hasznaltuk az Ry s(y) := R(t; s, y) jelolést
is.

Allitds Az autondém differencidlegyenlet karakterisztikus fiiggvényére
Rt,s = Rtfs,O

teljesiil minden széba j6vé t, s esetén.

BizoNYITAS Legyen r := R(-;0,y), azaz r megoldds és 7(0) = y. Ekkor 7o L_,
is megoldds és (ro L_5)(s) = y, ami azt jelenti, hogy r o L_s = R(-;s,y), azaz
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R(t —s;0,y) = R(t;s,y). W
Eredménytlinknek egyszerti kovetkezménye, hogy autoném differencidlegyenlet
esetén

Rt70 = R07_t (t S R)
23.6. Vezessiik be autoném differencidlegyenletre az
Rt = Rt,O

jelolést; minden ¢ valds szam esetén R; : V — V kis homeomorfizmus; ha a diffe-
rencidlegyenlet jobb oldala folytonosan differencialhaté, akkor kis diffeomorfizmus.
Az

RipoRso=RipoRo,—s C Ry s = Ryys

egyenlség felhasznalasaval a 21.5.-beli Osszefliggéseket most igy lehet dtfogalmaz-
ni:

- Ry Cidvy,

- R;7'=R_,,

- R,oR, C Rt+s
minden ¢,s € R esetén. Itt is megengedjiik, hogy a fiiggvények kompozicidja iires
legyen.

23.7. Most megadjuk egy specialis tipusd autoném differencidlegyenlet fazis-
gorbéinek jellemzését.

Allitas Az
((x,y) R — RQ)? z = p(x,y),
(*) v =q(z,y)

differencidlegyenlet fdzisgorbéinek az {(z,y) € R? | p(z,y) > 0} halmazba
eso részét az

dy _ q(x,y)
dr  p(z,y)

() (y: R»— R)?

differencialegyenlet megolddsainak grafikonjai adjdk.

BizoNYiTAs Tekintsiik a () differencidlegyenletnek a széban forgd halmazra vett
leszlikitését. Ha (u,v) ennek a differencidlegyenletnek a megoldésa, akkor @ > 0,
tehdt v szigorian monoton né. Az inverze is folytonosan differencidlhaté, és vou ™!
kielégiti a (xx) differencidlegyenletet, amint arrél kénnyli meggy6z6dni. Mivel
(u,v)ou~t = (idg,vou~t), nyilvdnvals, hogy vou~! grafikonja egyenld Ran(u,v)-
vel.
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Ha viszont n a (xx*) differencidlegyenlet megolddsa, akkor vegyiik az
(z :R—R)? = =p(x,nox)

differencidlegyenlet egy u megolddsat, és legyen v := 5o u. Ekkor (u,v) a (x)
differencidlegyenlet megoldésa, és az n grafikonja éppen az (u,v) értékkészlete. M

Természetesen hasonlé allitas mondhaté arra a halmazra, ahol p negativ érté-
keket vesz fel, és értelemszerii médositdssal (z és y szerepének a felcserélésével)
azokra a halmazokra is, ahol ¢ pozitiv, illetve negativ.

23.8. Feladatok

1. Az (z: ()R — R)? & = 1+ ¢ differencidlegyenlet segitségével mutassuk
meg: ha egy differencidlegyenlet kiilonboz6 fazisgorbéi nem metszik egymast, az
nem jelenti azt, hogy a differencidlegyenlet autoném.

2. Az (z: R — R)? &= —5 differencidlegyenletre R,(y) = \/y> — t. Mutas-
suk meg, hogy a t < 0, s > 0 esetet kivéve R; o Ry = Ry4s.

3. Az (z : R — R)? & = 2 differencidlegyenletre Ry(y) = 1/ (t + i) . Vizs-
galjuk meg, milyen t, s értékekre all fenn az R; o Ry = Ry, egyenldség.
4. TIrjuk a Lotka-Volterra-differencidlegyenletet (ldsd 18.9.) az egyiitthatok

alkalmas atnevezésével
((z,9) : R — R?)? z=kr—axy, 1y=—ly+bry

alakba. Ekkor a {(0,0)} és az {I/b, k/a} egyelemii halmazok fazisgorbék. Mutas-
suk meg a 23.7.-beli eredménytink alapjan, hogy az elobbiektdl kiilonbozd fazis-
gorbéket {(z,y) € R? | bxr — llnz + ay — klny = const.} alakban lehet megadni.

5. Legyen r a 23.1.-beli autoném differencidlegyenlet olyan megoldasa, hogy
Ranr korldtos és Ranr C Domg. Ekkor Domr = R.

Bizonyitsuk be, hogy hasonlé 4llitds érvényes akkor is, ha R helyett RT-t és r
helyett r-nek az R*-ra valé lesziikitését vessziik.

6. Vizsgaljuk meg az (z,y) : R — R? fiiggvényre felirt kovetkez6 differencidle-
gyenletek fazisgorbéit:

(i) #=y@®+y°-1), g=a@@®+y°-1),
(i) ¢=a49y*-1, yg=a>4+y>—1.

(Ugyeljiink azokra a helyekre, ahol a jobb oldal nulldvé vélik!)
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24. Invarians részhalmazok

24.1. Tekintsik az
(%) (z:R—V)? & =g(x)

autonom differencidlegyenletet és tegyiik fel, hogy g mindeniitt eleget tesz a meg-
felel6 Lipschitz-feltételnek. Ekkor, mint tudjuk, minden kezdetiérték-probléménak
létezik egyetlen maximalis megoldasa.

Definicié Azt mondjuk, hogy a fazistér — azaz V — F részhalmaza invari-
dns a differenciglegyenletre, ha bdarmely xz, € F esetén a (0,x,)-on dthaladdé
r maximalis megoldasra Ranr C F' teljestil.

F lokdlisan invaridns, ha minden pontjanak van olyan U koérnyezete V-
ben, hogy a kérnyezetre lesziikitett differencialegyenletre nézve F NU inva-
rians.

Nyilvanvald, hogy F' C 'V akkor és csak akkor invaridns részhalmaz, ha barmely
r maximalis megolddsra Ranr N F' vagy iires, vagy Ranr-rel egyenld.

24.2. Kilonosen fontos az az eset, amikor az invaridns részhalmaz részsokasag
(Analizis TV.B.13-14.). Durvédn azt lehet mondani, hogy a fdzistér részsokasdga
akkor és csak akkor (lokdlisan) invaridns a differencidlegyenletre, ha a g vektor-
mezének a részsokasagon felvett értékei az érintGtérben vannak.

1. Allitds Ha az F C V részsokasdg invarians a differencidlegyenletre, akkor
minden x € F esetén g(x) € T,(F).

B1zoNYITAS Legyen r olyan megoldés, amelynek értékkészlete benne van F-ben.
Ekkor az r derivaltjanak az értékei érintévektorok, tehat g(r(t)) = 7(t) € Ty (F).
Mivel az F' minden z pontjahoz van olyan fazisgérbe, amely rajta athalad, készen
is vagyunk a bizonyitassal.

2. Allitds Ha az F részsokasdg minden x pontjara g(x) € T,(F) teljestil,
akkor F lokalisan invaridns a differencidlegyenletre.

BizoNYITAS Vegyiik az F' egy z, pontjat. Ennek van olyan U C V kornyezete,
amelyben megadhaték K : U — RM és S : U — RVN~M folytonosan differen-
cidlhato fiiggvények gy, hogy G = (K,S) : V — RY koordinitazas (azaz kis

diffeomorfizmus) és FNU = S ({0}) (itt N a 'V valés dimenzidja, M az F dimen-
zi6ja); tovébbd T, (F) = Ker DS(x), ha x € FNU. Lévén DG = (DK DS), az
adddik, hogy DG - g = (DK - g,0).
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Transzforméljuk G-vel a differencidlegyenletet! Vezessiik be a y(§,n) := (DK -
9)(G7L(&,m)) és a &, = K(x,) jelolést, és vegyiik figyelembe, hogy S(z,) = 0.
Ekkor az eredeti differencidlegyenlet a (0,x,) kezdeti feltétellel a

((fﬂ?) :R— R x RN_M)? f = ’7(&77)’ f(O) = &0,
n =0, 77(0) =0

kezdetiérték-probléméba transzformélédik. Ennek maximélis megoldésa (p,0) ala-
kii; az eredeti kezdetiérték-probléma r = G~1(p,0) megolddsa maximalis U-ban,
és S or =0 teljestl, azaz Ranr C FNU.

24.3. Definicié Legyen U véges dimenziés vektortér. Az S : V — U
folytonosan differencialhato fiiggvényt az autonom differencidlegyenlet elsd
integraljanak nevezziik, ha Domg C DomsS és DS - g = 0.

Mechanikdban az els6 integrél elnevezés helyett a megmaradé mennyiség hasz-
nalatos.

Allitads Ha S az autoném differencidlegyenlet elsé integralja és ¢ € RanS,

—1
akkor F := S ({c}) invaridns részhalmaz.

BizoNYITAS Legyen r maxim4lis megoldds, amelyre r(0) € F. Ekkor Dom(Sor) =
Domr és (Sor)= ((DS)or)-7=(DS-g)or=0. Mivel S(r(0)) = ¢, megéllapit-
hatjuk, hogy S(r(t)) = ¢ minden t € Domr esetén, azaz Ranr C F. m

Erdemes megjegyezni, hogy ha dimU < dimV és DS(z) rédképezés minden

-1
x € S ({c}) esetén, akkor ez a halmaz részsokasag.

24.4. A gyakorlatban legtobbszor egy kezdetiérték-probléma megolddsdnak
csak a kezdeti ”idé” utdni (”jovébeli”) értékei az érdekesek. Legyen r az autoném
differencidlegyenlet olyan maximalis megoldasa, amely értelmezve van a nulldban;
erre bevezetjik az

Ranr := Ran (70,00

jelolést.
Definicié A fizistér F részhalmaza (+)-invaridins a differencidlegyenletre,

ha bdrmely z, € F esetén a (0,x,)-on dthaladé r maximédlis megolddsra
Ranir C F teljesiil.

24.5. A||ftés Legyen S : V — U folytonosan differencialhaté, Domg C
DomS és DS - g < 0. Ha ¢ € RanS, akkor F' := {x € DomS | S(z) < ¢}
(+)-invaridns halmaz.
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BiZoNYITAS Vegyiik el8szor is észre, hogy barmely r megolddsra Dom(S o r) =
Domr, tovabbé S o 7 monoton fogyd, mert interallumon van értelmezve, és

(Sory=((DS)or)-i=(DS-g)or <0,

Ha tehat r maximélis megoldds, akkor minden ¢ € Domr, ¢ > 0 esetén S(r(t)) <
S(r(0)) < ¢, azaz r(t) € F.

24.6. Fizikai alkalmazasokban gyakorta felmeriil olyan differencidlegyenlet,
amely eleve részsokasagon van csak értelmezve. Gondoljunk példaul arra, hogy
a Newton-egyenletet olyan tomegpontra irjuk fel, amely egy gomb felszinén mo-
zoghat. Az invaridns részsokasagokrdl szerzett tudasunk alapjdn kezelhetjiik az
ilyen differencialegyenleteket is.

(i) Legyen F részsokasig V-ben, M := dimF; tegyiik fel, hogy g az F-en adott
folytonosan differencialhaté vektormezo, azaz

—Domyg C F és g(z) € T,(F) minden = € Domyg esetén,

— az F barmely p paraméterezésére RM ~— RM ¢ — (Dp‘1 . g) (p(&)) foly-
tonosan differencidlhaté. (Ha p és g két paraméterezés, Rang C Ranp és p-re
folytonosan differencidlhaté a fenti leképezés, akkor ¢-ra is.)

Az

(z:R— F)? & =g(x), xz(t,) =z, € Domg

kezdetiérték-probléma megoldasa olyan r : R — F' C 'V differencialhato fiiggvény,
amelyre

— Ranr C Domyg,

— 7(t) = g(r(t)) minden ¢t € Domyg esetén,

~to € Domr, r(t,) = .

(ii) A g folytonos differencidlhatésiga alapjan megéllapithatjuk, hogy a részso-
kasdgon adott differencidlegyenlettel meghatarozott barmely kezdetiérték-problé-
manak létezik egyetlen maximalis megoldésa.

Legyen ugyanis p az F' olyan paraméterezése, hogy z, € Ranp. A

E:R—RM)? &= (Dp ' g)p(€), &to)=p"(x0)

kezdetiérték-problémanak létezik lokalisan egyértelmt p : R — RM megoldésa.
Nyilvanvald, hogy r := pop az eredeti kezdetiérték-probléma lokélisan egyértelmi
megoldasa.

24.7. Feladatok

1. Ha r az autoném differencidlegyenlet maximélis megoldasa, akkor Ranr in-
varidns halmaz.

2. Ha g(z,) = 0, akkor {z,} invaridns halmaz.

3. Az autoném (élland6 egyiitthatés) homogén linedris differencidlegyenletet
meghatarozé linearis leképezés sajatalterei invarians halmazok.

4. Invaridns-e két invaridns halmaz uniéja és metszete?
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5. Szokés azt mondani, hogy ha a fazistér N dimenzids, akkor N — 1 fliggetlen
megmaradé mennyiség van. Ezt a kovetkezéképpen tudjuk pontosan megfogal-
mazni: ha g folytonosan differencidlhaté, g(a) # 0, akkor van az a-nak egy U
kornyezete, egy N — 1 dimenziés U vektortér, S : U — U folytonosan differenci-
alhato leképezés, amelynek derivédltja minden pontban raképezés, és ha E az U-n
értelmezett akdarmilyen értékli megmaradd mennyiség, akkor létezik az U-ban ér-
telmezett F' fliggvény, amellyel E = F o S. Bizonyitsuk be ezt az allitast az alabbi
utmutatas alapjan:

(i) Létezik olyan N —1 dimenziés U linedris altér V-ben, hogy V = Rg(a)+U;
van egyértelmiien meghatérozott o € R és b € U, amelyekkel a = ag(a) + b,

(i) ¢ : Rx U — V, (t,u)+— Ri(u) kis diffeomorfizmus a (0,b) egy kérnye-
zetében (inverzfliggvény-tétel),

(iii) S :=pry o ¢!,

(iv) S(x) = S(y) pontosan akkor, ha x és y ugyanazon a fazisgorbén van.

25. Kezdeti érték a hataron

25.1. Mindeddig a differencidlegyenlet jobb oldala nyilt halmazon volt értel-
mezve, és a kezdeti pont ennek a nyilt halmaznak az eleme. Azonban gyakorlati
alkalmazdsokban idénként felmeriil annak sziikségessége, hogy a differencidlegyen-
letet ne nyilt halmazon értelmezziik, vagy hogy a kezdeti feltétel az értelmezési
tartomany hatarara essék. E két altaldanositas bizonyos mértékig fedi egymast; mi
most csak az utébbival fogunk foglalkozni.

Erdemes példaval megvilagitani, milyen lényeges olykor, hogy a kezdeti feltétel
a differencidlegyenlet értelmezési tartomanydnak a hatdaran van.

Vegyiik a jég vastagoddsat a tavon, amint azt 17.13.-ban térgyaltuk. A dif-
ferencidlegyenlet értelmezési tartomanyabdl hidnyzik a nulla vastagsdg, vagyis az
eddigiek szerint nem tudjuk kezelni azt az esetet, amikor elkezd kialakulni a jég-
pancél. Ugyanakkor a megoldas formailag értelmes azzal a kezdeti feltétellel is,
hogy h(t,) = 0, legaldbbis a ¢, uténi idére, de fizikailag amigy is csak ez utébbinak
van értelme.

Masik példank a tomegpont mozgasa a surlodasos sik lejtén. Itt a differencidle-
gyenlet értelmezési tartomanyabdl hidanyzik a nulla sebesség, tehat az eddigiek
szerint nem tudjuk kezelni azt a fizikailag fontos esetet, amikor a tomegpont kez-
ddésebesség nélkiil indul el a lejtén. Ha feltessziik, hogy ilyenkor a lejt6 irdnyaban
kezd6dik el a mozgas (v2(0) = 0), a megoldds ismét formailag értelmes lesz akkor
is, amikor v1(0) = 0, legaldbbis a t, uténi idékre, és megint csak ennek van fizikai
értelme.

A példék — a feladat fontossdganak illusztrélasan kiviil — azt is kérvonalazzdk:
ha meg akarjuk engedni valamiképp, hogy a kezdeti feltétel a hatarra essék, akkor
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le kell mondanunk arrél, hogy a megoldast a kezdeti ”pillanat” egy egész kornye-
zetében értelmezziik; csak egy ”féloldali kornyezetrsl” lehet szé.

25.2. Definicid Legyen f olyan fiiggvény, mint kordabban, azaz R x V nyilt
részhalmazén értelemzett 'V értéki folytonos fiiggvény, és legyen (t,,x,) a
Domf hatdrpontja. Az

(z:R—V)?

& = f o (idg,z),
(%) z(to) = o

kezdetiérték-probléma eldre haladé megolddsa olyan r : R — V fiiggvény,
hogy

(i) » megolddsa a differencidlegyenletnek,

(ii) t, a Domr intervallum alsé végpontja és lim;_,; () = x,.

A hétra halad6 megoldést gy definidljuk, hogy az (ii)-beli els6 feltételt kicse-
réljiik a kovetkezore: t, a Domr intervallum felsé végpontja.

A fizikai alkalmazasok szempontjabdl a tovabbiakban mindig csak el6re haladd
megoldasokat tekintiink, ezért az egyszertiség kedvéért elhagyjuk az ”elére haladd”
jelzét; természetesen minden dtfogalmazhat6 hétra haladé megoldasokra is.

Azt fogjuk vizsgalni, milyen feltételek mellett van a fenti kezdetiérték-prob-
lémanak megoldasa, és ha van, mikor egyértelmii. Kiilonféle feltevések mellett
nagyon sok megdllapitds tehetd. Mi csak két fontos tipust tdargyalunk (tovdbbd
egy kiilonleges speciélis esetet).

25.3. Legels6 gondolatunk az lehet, hogy minden bizonnyal az a legjobb eset,
amikor a differencidlegyenlet jobb oldala folytonosan kiterjesztheté a hatarra. Ez
valéban igy is van, ekkor lényegében érvényben marad a Picard—Lindelof-tétel;
bizonyos dolgokra azonban iigyelniink kell.

Tegyiik fel, hogy a differencidlegyenlet jobb oldalanak van hatarértéke az ér-
telmezési tartomdnyédnak hatdran levd (t,,x,) pontban; jelolje ezt a hatdrértéket
F(tor o).

Minthogy a megoldas grafikonja az (1, f(t,,x,)) vektor irdnydban indul és benne
van a differencidlegyenlet értelmezési tartoméanyaban, az elsé és legfontosabb felté-
tel az, hogy ez a vektor a differencialegyenlet értelmezési tartoménya felé mutasson,
azaz legyen olyan ¢ > 0, hogy minden 0 < s < § esetén (to, o) + (1, f(to, o)) €
Domf.

Aztéan észrevehetjiik, hogy ha kovetni akarjuk a Picard-Lindelof-tétel bizonyi-
tasdnak gondolatmenetét, altaldban nem vehetjik az x, konstans fiiggvényt a
szukcessziv approximécié indulé ("nulladik”) 1épésének, hiszen lehet, hogy a t,-
ndl nagyobb t-kre (¢, z,) nincs benne f értelmezési tartoménydban. Viszont azt is
lathatjuk, hogy ez az indulé 1épés nagyon durva, mert erésen kiilonbozik a keresett
megoldastdl. Sokkal jobb azzal a linedris fiiggvénnyel (egyenessel) kezdeni, amely-
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nek irdnya megegyezik a keresett megoldds irdnyéval, azaz (1, f(to, ,))-szal (ez
az eredeti sorozatos kozelités 7elsé” 1épése). Ekkor azt is latjuk, hogy a kozelités
tovabbi 1épései ennek az egyenesnek a kozelében maradnak, tehat a Lipschitz-fel-
tételt csak itt haszndljuk ki, nem a kezdeti feltétel egy egész kornyezetében.

Ezek a megjegyzések megvilagitjdk, miként okoskodjunk abban az esetben, ami-
kor a differencidlegyenlet jobb oldala folytonosan kiterjeszthetd (t,,x,)-ra.

Allitas Tekintsiik a 25.2.-ben meghatarozott kezdetiérték-problémat. Te-
gyiik fel a kévetkezlket:

(i) létezik f-nek hatéarértéke (t,,x,)-ban, jeldlje ezt f(to, zo);

(ii) 1étezik egy kup (to, z,)-tdl jobbra az (1, f(t,, z,)) koriil az f értelmezési
tartomanyaban, azaz létezik n, 8 > 0 1gy, hogy

K :={(t,x) e Rx V|

to <t <to+m,llz— (T + f(toszo)(t —to))[| < Bt —1,)}
C Domf U{(to,z0)};

(iii) f a mdsodik véltozdjaban univerzalis Lipschitz-feltételnek tesz eleget
K-n, azaz van olyan L > 0, hogy

1f(tx) = ftl < Llle =yl ((t2), (ty) € K).

Ekkor van olyan o > 0, hogy a 25.2.-ben értelmezett kezdetiérték-problé-
madnak létezik egyértelmii megolddsa a |t,,t, + a| intervallumon.

B1zoNYITAS Most is megmutathatjuk, hogy f korldtos K-n, de ez itt nem lesz
elég: vizsgdlatainkat le kell sziikiteni K egy olyan részhalmazdra, amelyen f nem
nagyon kiillonbozik f(t,, z,)-t6l. Minthogy f folytonos K-n, van olyan 0 < 7’ <7,
hogy

sup{[[f(t, ) = f(to, zo)I | (t,2) € K to <t <to+1'} <.

Legyen
1
0 < mi I
< o< mln{n , QL}
Minthogy K zart halmaz R x V-ben,
S = {r € C([to,t, + ], V) | Graphr C K}

zart részhalmaz a C([t,, t,+a], V) Banach-térben (mert S-beli konvergens sorozat
hatarértéke is S-ben van), tehét S teljes metrikus tér. Vegyiik észre, Graphr C K
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azt jelenti, hogy ||7(t) — (zo + f(to, o)t — to))|| < B(t — t,) minden széba jové
t-re.

Megmutatjuk, hogy a 2.3.-ban értelmezett ¢ leképezés S-et 6nmagaba képezi.
Ha ugyanis r € S, akkor

16(r)(t) = (xo + f(to, o) (t — to))l| < ) 1f(s,7(5)) = f(to, xo)llds < B(t —to)

minden t € [t,,t, + a] esetén.

Azt, hogy ¢ lesziikitése S-re kontrakcid, szordl széra gy bizonyithatjuk, mint
3.3.-ban.

Tehat ¢-nek S-en létezik egyetlen fixpontja; ez adja a kezdetiérték-problémanak
egyetlen megoldasat a |t,,t, + o[ intervallumon. m

Megjegyezziik, ha (1, f(t,, 2,)) nem mutat Domf felé, azaz minden § > 0 ese-
tén van olyan 0 < ss < 4, hogy (to, zo) + ss(1, f(to, o)) ¢ Domf, akkor nincs a
kezdetiérték-problémanak megoldésa.

25.4. Sajnos, a 25.1.-ben felhozott fontos példak egyike sem tartozik az eld-
z6 esetbe: ott a differencidlegyenlet jobb oldala nem terjeszthetd ki folytonosan
a hatarra. Viszont ekkor is tudunk mondani valamit, mert a differencidlegyenlet
specialis alak.

Allitas Legyent,,x, € R, >0,8>06sh: [to,to+n[—= R, p: [T, 20+ B[~

R folytonos fiiggvény, p(x,) = 0. Ha minden t €t,,t, + 1| és x €)z,, T, + S|
esetén % > 0, akkor az

(2 : ()R — R)? :'c:h((;)

o

~

3

z(t,) =

8

kezdetiérték-probléménak létezik egyértelmii megolddsa egy |t,,t, + o inter-
vallumon, ahol o valamely 0 és i kozé es6 szam.

B1ZONYITAS Léssuk el8szor formdlisan a teenddinket. A valtozdék szokdsos szét-
valasztasaval az r megoldasra az

r(t) t

To to

formulat kapjuk. Ha tehdt P és H a p, illetve a h primitiv fiiggvénye, akkor
P(r(t)) — P(z,) = H(t) — H(t,), amibdl

(%) r(t) = PTH(H(t) — H(to) + P(x0)).
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Nézziik meg, mikor értelmesek a fenti formulak.

p folytonos és sehol sem nulla az értelmezési tartomanyanak a belsején, ezért
hatdrozott eléjelli; vegyiik azt az esetet, amikor p(z) > 0 =z €]z,,x, + S[. Ekkor
tehat P intervallumon értelmezett olyan folytonos fliggvény, amely differencialhato
az értelmezési tartomanyanak a belsején és differencidlhdanyadosa pozitiv. Ezért
P szigordan monoton névd, gy létezik P~L : [P(z,), P(zo + B)[— [T0, 70 + B,
amely folytonos és értelmezési tartomdnyédnak a belsején differencidlhaté (Analizis
IV.A.2.3. és A.1.8.).

Feltételiink szerint h is pozitiv a |t,, t,+n[ intervallumon, ezért H(t)—H (t,) > 0,
ha t €]t,,t, + n]. Lévén H is folytonos, van olyan o > 0, hogy minden ¢, < ¢ <
to + « esetén P(x,) + H(t) — H(t,) € [P(x,), P(x, + B)[. Ezekre a t-kre értelmes
a (%) formula.

Latjuk tehat, hogy a kezdetiérték-problémanak van megoldasa. Tegyiik fel,
hogy van egy masik r; megoldds is ugyanazon az intervallumon. Ez — mint a szét-
vélaszthaté differencidlegyenlet megoldédsa — biztosan rq(t) = P~ (H(t) — H(t1) +
P(z1)) alakd, ahol (t1,21) a Domf eleme. Alkalmazzuk a P folytonos fiiggvényt
a

tli_)r?o P~Y(H(t) — H(to,) + P(z,)) = gﬁ, PY(H(t) — H(t1) + P(z1))
egyenléség mindkét oldaldra; azt kapjuk, hogy —H (t1)+ P(x1) = —H (t,) + P(x,),
amibdl viszont mar 1 = r kévetkezik. W

Megjegyezziik, hogy az allitasban szerepld h(t)/p(x) > 0 feltétel szemléletesen
azt jelenti, hogy az indulds irdnya a hatarrél most is az értelmezési tartomény felé
mutat (bar a hatdron most nem értelmes az indulds irdnya, de a hatar kozelében
az irdny az értelmezési tartomdny ”felé mutat”). Ha ez a feltétel nem teljesiil,
nincs megoldas.

25.5. Most egy olyan specialis, az eddigiektol eltérd, de a mechanikaban fontos
esetet targyalunk, amelyben a kezdeti feltétel a hatarra esik: surlédédsos feliileten
levé test induldsa nyugvo helyzetébdl. Csak sik feliiletet vesziink; més feltiletekre
a 24.6. alapjan nem nehéz az altalanosités.

A feladatot matematikailag a kovetkezéképp fogalmazhatjuk meg: a sikot R2-
vel reprezentaljuk és adott

- a sikra meréleges nyoméerd nagysaga, f1 : R x R? x R2 — R™,

- a sfkkal parhuzamos toléerd (hiizéerd), f : R x R* x R? — R?,

- a p > 0 surlédési tényezo.

A mozgast leir6 Newton-egyenlet:

(%) (z: R — R?)? miﬁ:f”(t,x,jc)—qu(t,x,x')%.

A differenciédlegyenlet nincs értelmezve nulla sebességre; a nulla sebességii hely-
zetek, azaz R x R? x {0} elemei a differencidlegyenlet értelmezési tartomanyanak
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a hatdran vannak. A jobb oldali fiiggvénynek nincs hatarértéke ezekben a pon-
tokban, és a differencidlegyenlet nem is szétvalaszthatd, tehdt el6z6 eredményeink
nem hasznalhatok az

(%) x(to) = xo, @(ty) =0

kezdeti feltételre. Ha egy kicsit utanagondolunk, azt is lathatjuk, hogy a hataron
levé kezdeti feltételt kielégité megolddsnak a 25.2.-ben adott eredeti meghatéaro-
zésa itt nem elég. Tudjuk ugyanis, hogy ha a tolder6 kisebb a surlédési eronél,
akkor a test nem indul el. Ha pedig nagyobb, akkor elindul, és kezdeti mozga-
sdnak irdnya egybeesik a toléerd irdnydval. Ezért a () differencidlegyenletnek a
() kezdeti feltételt kielég{td r megolddsat csak akkor értelmezziik, ha

|fH (to’ Zo, 0)| > MfJ_(tO7 Lo, 0)7
és ekkor azt is megkoveteljiik az eddigi

t_l>1t£n+or(t) - T t_l>1t£n+or(t) =0

feltételeken til, hogy
T(t) B f\I(tmxovO)
im  — = .
t=toF0 [F(E)] [ ) (to, o, 0)]

Vizsgédljuk meg a sirlédasos stk lejtén nyugalombdl indulé tomegpontot. A
megfelel§ differencidlegyenletet a 17.4.-ben taldljuk meg. Az ottani jeldlésekkel
Kk > pA, azaz tga > p jelenti azt, hogy a huzderé nagyobb a sturlédési erénél.
Ekkor a vi(t,) = 0, wv2(t,) = 0 kezdeti feltétel esetében létezik az elébbiekben
értelmezett megoldas:

vi(t) = (k —pA)(t —t,), wva(t) =0 (t >t,).

25.6. Feladatok

1. Legyen a adott valds szam, és tekintsiik az
(z: (R —R)?  &=a+(t>—az?)>?

differencidlegyenletet. Ennek értelmezési tartomdnya {(¢,z) € R? | t* — 2% > 0},
amelynek a hatéra {(t,z) € R? | t> — 22 = 0}. A differencidlegyenlet jobb oldala
folytonosan kiterjeszthet6 az egész hatarra, ott az értéke a lesz.

Teljesiti-e a Lipschitz-feltételt a kiterjesztett fliggvény? Mely pontokbdl indul
elore halad6 és mely pontokbdl indul hatra haladé megoldas?

2. Bizonyitsuk be a 25.4. allitds megfelel$jét arra az esetre, amikor a p értelme-
zési tartomdnya [x1, 2], p(z,) = 0 és p(z) # 0 minden x €]z, z,[ esetén (ekkor a
h(t)/p(x) < 0 feltételt kell elSirni).
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3. Legyen k : R x V — R folytonos fiiggvény. Hogyan értelmezziik az

(z:(OR—V)? &= k(t,x)ﬁ, 2(t) =0

kezdetiérték-probléma megoldasét, és mit tudunk allitani réla? (Utmutatés: vizs-
géljuk kiilon azt az esetet, amikor 1étezik 1ir% k(t,x)/||z|| és azt, amikor nem léte-
r—

zik.)
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VI. STABILITASELMELET

26. Alapvet6 fogalmak

26.1. Lattuk, hogy egy differencidlegyenlet megoldasai folytonosan fiiggnek a
kezdeti feltételektdl; ez magédban foglalja azt, hogy két megoldas a kezdeti ”id6-
pont” egy kornyezetében kevéssé tér el egymadstdl, ha a kezdeti értékeik kozel
vannak egymashoz. Ez persze megengedi azt, hogy ”"kés6bb” nagyon is eltérjenek.
Példa erre az (x : R — R)? & = z differencidlegyenlet. Ennek az 2:(0) = 0 kezdeti
feltételli megolddsa az azonosan nulla fiiggvény, az x(0) = x, # 0 kezdeti feltétell
megolddsa pedig ¢ — elx,. Barmilyen kozel legyen is x, a nulldhoz, ez a megold4s
elég nagy t-kre a nullatdl igen tavol van.

Gyakorlati szempontbdl fontos tudni, mikor teljestil az, hogy két megoldas egy-
mas kozelében marad, ha egymas kozelébol indul. Ugyanis a gyakorlati problémak-
ra felirt differencidlegyenletek altalaban a valdsdg idealizdlt modelljei, amelyek a
lényeges vonasokat tiikkrozik, bizonyos ”aprosagokat” viszont figyelmen kiviil hagy-
nak. Ha ezek az aprésagok egy megoldasban lényeges zavart okoznak, akkor az a
megoldas nem jol tiikkrozi vissza a valdsdgos folyamatot. Gondoljunk példaul arra,
hogy leveg&ben mozgé testet irunk le a 17.7.-ben targyalt differencidlegyenlettel. A
levegl sohasem teljesen "nyugodt”, mindig vannak benne piciny aramlasok. Egy
ilyen dramlat (piciny széllokés) eltériti a testet. Ha ez a kis eltérités a tovébbi
mozgasban nagy eltéréshez vezetne, akkor a differencidlegyenlet eredeti megoldésa
(amely nem veszi figyelembe a kis eltéritést) nem tiikrozi j6l a valésagot. Altalaban
a kis zavar nem okoz nagy eltérést, de egyes esetekben igen. Vegytik azt, amikor
a test egy fiiggdlegesen allé6 autégumi belsd gerincén csiszik le. A Newton-egyen-
let szerint a test rajta marad a gerincen. Mindennapos tapasztalatunk azonban,
hogy — piciny széllokések, az autégumi razkédasa stb. miatt — a valésagban a test
messze elhagyja a gerincet.

Stabil az a mozgas, amelyre az teljesiil, hogy az olyan mozgasok, amelyek va-
lamikor a kozelében voltak, azok a kozelében is maradnak. Ennek az intuitiv
fogalomnak a pontos matematikai megfelel6jét fogjuk targyalni ebben a fejezet-
ben.
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26.2. Definicié Az
(r:R—V)? & = f o (idg, x)

differencialegyenlet r, megoldasat stabilnak nevezziik, ha
(i) értelmezve van egy |[t,, oo[ intervallumon;
(ii) minden € > 0 esetén létezik §. > 0 tigy, hogy
— ha r a differencidlegyenlet megoldasa és létezik t; € Domr, NDomr, amely-
re [r(t1) — ro(t1)|| <o,
— akkor r értelmezve van a [t1,00[ intervallumon, és minden t > t; esetén
Ir(t) = ro(t)]] < e.
Instabilnak mondunk egy megoldast, ha nem stabil.

26.3. Egy differencialegyenlet konstans megoldédsat a differencidlegyenlet egyen-
silyanak nevezziik. Barmilyen megoldas stabilitdsat vissza tudjuk vezetni egy ma-
sik differencidlegyenlet egyensilyanak stabilitdsara. Valéban, legyen 7, az f jobb
oldalu differencidlegyenlet megolddsa, és vezessiik be a ¢(t,x) := f(¢t,r,(t) — x) —
7o(t) fuggvényt. A konstans 0 megolddsa — azaz egyensilya — a ¢ jobb oldald
differencidlegyenletnek, és ennek a stabilitasa egyenértékii az eredeti egyenlet r,
megolddsanak stabilitasaval.

A mondottakbdl nyilvanvald, hogy egy autoném differencidlegyenlet nem egyen-
sulyi megoldasanak stabilitdsa egyenértékii egy nem autoném differencidlegyenlet
egyensilyanak stabilitdsdval. Az autoném differencidlegyenletek egyensilyanak
stabilitdsa tehat sziikebb kordi, mint az autondém egyenletek akarmilyen megol-
déasainak stabilitdsa. Ezt azért jo latni, mert a tovdabbiakban csak az autoném
differencidlegyenletek egyensulyanak stabilitasaval foglalkozunk, vagyis a stabili-
taselmélet egy sziikebb teriiletével.

26.4. Tekintsiik tehat most az
(%) (z:R»—V)? z = g(x)

autonom differencidlegyenletet. Az x, konstans fiiggvény akkor és csak akkor
egyensilya a differencidlegyenletnek, ha x, € Domg és g(z,) = 0.

Autoném differencidlegyenlet egyensilya mindig az egész szdmegyenesen van
értelmezve. Egy megoldas stabilitasa szempontjabol mindig valamely ¢,-nal na-
gyobb t-k jatszanak szerepet. Most vehetjiik azt, hogy t, = 0. Tovabba a stabilitas
definiciéjaban szerepl6 t; helyett is mindig vehetjiik a t; = 0 értéket. Ugyanis, ha
r olyan megoldds, hogy ||7(¢1) — x,| < ., akkor r o L;, olyan megoldds, amelyre
|(ro Ly, )(0) —,|| < &. Erdemes tehat erre a specidlis esetre kiilon is megismételni
a stabilitds definicigjat.

Az autoném differencidlegyenlet x, egyensilya akkor stabil, ha minden ¢ > 0
esetén létezik §. > 0 dgy, hogy
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—ha r az autoném differencidlegyenlet megoldasa, 0 € Domr és ||r(0) —z,| < e,

— akkor r értelmezve van a [0, oo[ intervallumon, és minden ¢ > 0 esetén ||r(t) —
Zol|l < e

Az autoném differencidlegyenlet egyensilyanak stabilitasaval kapcsolatban min-
dig olyan megoldasokat vizsgalunk, amelyek értelmezve vannak a nullaban, tovab-
béa a megoldasoknak csak a nullandl nagyobb helyeken felvett értékei jonnek sza-
mitasba. Ezért a stabilitdsi vizsgalatoknal a tovdbbiakban kiilon emlités nélkil
mindig

— Ugy vesszilk, hogy barmely széban forgdé megoldéas értelmezve van a nullaban,

— megolddsokon a megolddsoknak a [0, oo[ intervallumra vald lesziikitését értjiik.

Célszerli tovabba a kovetkez6 elnevezéseket bevezetni: azt mondjuk, hogy egy
r megoldas

— az A halmazbdl indul, ha r(0) € A,

— a B halmazban halad, ha r(t) € B, (¢t € [0, c0[).

Ezekkel a stabilitds definicidja igy fogalmazhaté at: az x, egyensily stabil, ha
az x, minden G kornyezetéhez létezik olyan N kornyezete, hogy az N-bol induld
minden megoldds a G-ben halad.

Végiil az y pontbdl indulé megoldast az r, szimbélummal jeloljik; tehét r, va-
lamely maximadlis [0, T'[ intervallumon értelmezett megoldas (T = oo lehetséges),
amelyre r,(0) = y.

26.5. Definicid Az autoném differencidlegyenlet x, egyensilyat aszimp-
totikusan stabilnak nevezziik, ha stabil és van olyan 8 > 0, hogy minden
r megolddsra, amelyre ||r(0) — z,|| < 8 teljesiil,

tlirgo r(t) = x,.

Masképp ugyanez: az x, egyensuly aszimptotikusan stabil, ha stabil és van az
z,-nak olyan kornyezete, hogy az abbdl indulé minden megoldas a végtelenben
T,-hoz tart.

Az x, vonzasi tartomanya az a legh6vebb halmaz, amelybdl indulé megolddsok
a végtelenben x,-hoz tartanak.

26.6. Erdemes megjegyezni, hogy az aszimptotikus stabilitas definici6jabol nem
hagyhato el a stabilitdas kovetelménye: van olyan instabil egyensily, amelynek vi-
szont egy kornyezetébdl indulé megoldasok az egyensilyhoz tartanak a végtelen-
ben.

26.7. Egy aszimptotikusan stabil egyensily izoldlt egyensily, vagyis egy kor-
nyezetében rajta kiviil més egyensily nem lehet (ugyanis mds egyensiilybdl induld

megoldas abban az egyensilyban marad, és nem tarthat a széban forgé egyensuly-
hoz).



112 26. Alapvetd fogalmak

Az viszont el6fordulhat — sét gyakran el6 is fordul —, hogy egy differencidlegyen-

letnek sok, egyméastdl nem izoldlt egyensilya van: az egyenstlyok _gl({O}) halmaza
nem tulsagosan erés feltételek mellett részsokasdg V-ben.

Definicié Legyen az E nem iires halmaz minden eleme az autoném differen-
cidlegyenlet egyensiilya. Azt mondjuk, hogy F szigorian aszimptotikusan
stabil, ha

— FE minden eleme stabil egyensiily,

— F minden elemének van olyan U kérnyezete, hogy az U-bdl indulé minden
r megolddsra lim;_,.. 7(t) € E.

Vegyiik észre, nincs kizarva, hogy F-nek csak egy eleme legyen; ekkor persze
visszakapjuk az aszimptotikus stabilitas fogalmat.

26.8. JOl szemlélteti a kovetkezo kép az eddigi fogalmakat.

Egy tomegpont, amely egy gomb belsé feliiletén mozoghat, a gdmb alsé pontja-
ban stabil egyensilyban van. Ha van sturlédas, akkor az egyensiily aszimptotikusan
stabil: a test, egy kis 10kés utan, végiil is Ujra a gémb aljan allapodik meg. Ha
nincs surlédas, akkor az egyensuly stabil, de nem aszimptotikusan stabil: a test,
egy kis 16kés utan, ide-ode fog mozogni a gomb aljanak a kozelében, de nem &ll
meg.

Mozoghasson most a témegpont egy vizszintes valyiban. A valyu aljan min-
dentitt egyensilyban van. Ha nincs surlédas, akkor egyik egyensily sem stabil: a
test, egy kicsit meglokve a valyu irdnyaban, messzire elmegy az eredeti egyensulyi
helyétdl. Ha van surlédas, akkor az egyensulyok Osszessége szigoruan aszimptoti-
kusan stabil: a test, egy kis 10kés utan, tjra megdll a valyu aljan, nem messze az
eredeti helyétol.

26.9. A stabilitaselméletben — és a differencidlegyenletek elméletében mashol
is — fontos szerepet jatszanak az w-hatarpontok, amelyek a sorozatok siirtisédési
pontjainak megfeleld objektumok.

Definicié Az r : Rf — V fiiggvénynek az x € V az w-hatdrpontja, ha
minden T > 0 és p > 0 esetén a

{te[T oo [r(t) € Gyla)}
halmaz végtelen.
Vildgos, hogy x akkor és csak akkor w-hatarpontja az r fliggvénynek, ha minden

T >0¢é p>0esetén {r(t) | t > T} NGy(x) # 0, ami azzal egyenértéki, hogy
minden T > 0 esetén x benne van az {r(t) | t > T} halmaz lezdrtjdban, azaz

x € ﬂ{r [t >T};

T>0
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ebbdl az is kovetkezik, hogy az r w-hatdrpontjainak halmaza zart.

26.10. Allitds (i) = az r-nek akkor és csak akkor w-hatarpontja, ha létezik
olyan N — R™, n — t,, sorozat, amelyre lim,, t,, = co és = lim,, r(t,).

(ii) Ha létezik r-nek hatédrértéke a végtelenben, akkor ez a hatdrérték az r
egyetlen w-hatarpontja.

(iii) Ha r korldtos, akkor létezik w-hatdrpontja.

BizonyiTAs (i) és (ii) nyilvdnval6 az w-hatdrpont definiciéjabdl. Ha r korldtos,
akkor barmely végtelenhez tarté ¢, (n € N) sorozat esetén r(t,) (n € N) korld-
tos sorozat, ezért van konvergens részsorozata; e részsorozat hatarértéke az r-nek
w-hatarpontja.

26.11 Vegyiik most a 26.4.-beli autoném differencidlegyenletet, és legyen y €
Domg. Azt mondjuk, hogy z € V az y-nak w-hatdrpontja (a differencidlegyenletre
vonatkozéan), ha a differencidlegyenlet r, megoldédsa értelmezve van a teljes [0, co[
intervallumon és = az r,-nak w-hatérpontja.

Az y w-hatarpontjainak Gsszességét az 2, szimbdlummal jeloljiik.

A||ftés Ha z € Q, N Domyg, akkor Ranr, C €.

BizoNyiTAS Tudjuk, van olyan végtelenhez tarté t, (n € N) sorozat, hogy z =
lim,, ry(t,). Legyen t az r, értelmezési tartomdnydban. Ekkor (a 23.6-beli tulaj-
donsédgok kovetkeztében)

r.(t) = Ri(2) = Rt(li}ln ry(tn)) = lirrbn Ry(ry(tn)) = liTan Ri(R:, () =
=limRyi¢, (y) = limry,(t +t,) € Q.

26.12. Feladatok

1. Stabil egyensiily egy kornyezetébdl indulé minden megoldas korldtos. Visz-
szafelé ez nem igaz: van olyan instabil egyensuly, amelynek egy kornyezetébél
indulé minden megoldés korldtos. Ennek igazoldsdra vizsgéljuk meg az (z : R —
R)? & = x — 23 Bernoulli-féle egyenlet 0 egyensilyat. (A differencidlegyenlet
megolddsai a 14.7.3.-ban taldlhatok meg.)

2. Vizsgéaljuk meg az el6bbi feladatban szerepls differencidlegyenlet 1 és —1
egyenstlyat, stabil-e, aszimptotikusan stabil-e. Ha aszimptotikusan stabil, adjuk
meg a vonzasi tartomanyat.

3. Végezzik el az eléz6 feladatban eldirt vizsgdlatot az (z : R — R)? & =
x + 2% ugyancsak Bernoulli-féle egyenlet egyenstlyaira.

4. Magasabb rendii differencidlegyenlet egyensiilyat a megfelel elsérendii diffe-
rencidlegyenlet-rendszer egyensilyaval értelmezziik. Nyilvanvald, hogy az egyen-
sily itt is konstans megoldds (a derivéltjai, az elsérendli rendszer tovabbi kompo-
nensei, nulldk).
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Mutassuk meg a megoldasok ismeretében, hogy

— a rezgémozgas 0 egyensilya stabil, de nem aszimptotikusan stabil,

— a csillapitott rezgémozgas 0 egyensilya aszimptotikusan stabil.

5. Tegytik fel, hogy az E halmaz elemei a differencidlegyenlet izolalt egyen-
salyaibdl all. Ekkor F szigord aszimptotikus stabilitdsa egyenértékli azzal, hogy
minden eleme aszimptotikusan stabil.

6. Egy autoném differencialegyenlet értelmezési tartomanyaban levé H halmazt
stabilnak szokas nevezni, ha minden, a H-t tartalmaz6 G nyilt halmazhoz 1étezik
a H-t tartalmazé N nyilt halmaz ugy, hogy az N-b6l indulé megoldasok G-ben
haladnak. Tovabba a H halmaz aszimptotikusan stabil, ha stabil és valamely, a
H-t tartalmazdé U nyilt halmazbdl indulé megoldasoknak a H-t6l valé tavolsédga a
nulldhoz tart a végtelenben.

FEzzel kapcsolatban érdemes megemliteni, el6fordulhat, hogy

(i) a stabil H halmaz minden eleme egyenstily, de egyik sem stabil,
(ii) a stabil H halmaz egyetlen eleme sem egyensuly,

(iii) az aszimptotikusan stabil H halmazhoz kozeledé megoldasok egyike sem
éri el a H halmazt (azaz nincs hatdrértékiik a végtelenben).

A mondottak illusztraldsa végett tanulmanyozzuk az ((x,y) : R — R?) fiiggvé-
nyekre felirt

és

i=1, §=-y
differencidlegyenleteket. (Az (i)-(iii) esetek koziil melyik felel meg a vélytiban
surlédds nélkiil mozgd témegpontnak?)

7. Egy z, stabil egyenstuly akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha van
olyan 5 > 0, hogy minden z € Gg(z,) esetén Q, = {z,}.

27. Linedris egyenletek stabilitdsa

27.1. Tekintsiik az allandé egytitthatos
(%) (z:R—=V)? T = Ax

homogén linearis differencidlegyenletet, ahol A # 0. A differencidlegyenlet egyen-
silyainak Osszessége KerA, amely valodi linearis altér V-ben, tehat nem iires;
legaldbb az azonosan 0 megoldas egyensuly, amelyet szokas trivialis egyensulynak
is nevezni.
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Aszimptotikusan stabil egyensiily izoldlt egyensily, ezért csak akkor lehetséges,
ha A magja egy elemii (csak a 0 egyensily), azaz A injektiv (és egyben bijektiv is,
hiszen V véges dimenzids).

Az allandé egyiitthatés, homogén linedris differencidlegyenlet j6 tulajdonsa-
ga, hogy barmely megoldasanak stabilitasi tulajdonsagai egyenértékiiek a trivialis
egyensilyanak stabilitdsi tulajdonsagaival.

Allitas Az dllandé egyiitthatés homogén linedris differencidlegyenlet barmely
megolddsdnak (aszimptotikus) stabilitdsa, illetve instabilitdsa egyenértékil a
0 megoldés (aszimptotikus) stabilitdsdval, illetve instabilitdasaval.

BizoNyiTAS Tegyiik fel, hogy a t — e*z, megoldés stabil. Ekkor minden ¢ > 0

szamhoz 1étezik §. > 0 gy, hogy ha ||z — x,|| < &, akkor ||tz — ez, | < €
minden ¢ > 0 esetén.

Mivel etz — et4x, = et (x — z,), ebbdl nyilvinvalé a 0 egyensily stabilitésa:
ha y olyan, hogy ||y < ., akkor |[e'dy| < e.

Ervelésiinket megfordithatjuk, és a nulla stabilitdsabdl kovetkeztethetiink bar-
mely megoldas stabilitdsara.

Ugyanilyen egyszerii az aszimptotikus stabilitds és az instabilitas kérdése is. m

Ennek az eredménynek az alapjan szokds magéat a differencidlegyenletet (aszimp-
totikusan) stabilnak, illetve instabilnak nevezni, és elég a trividlis egyenstily sta-
bilitasi tulajdonsdgait vizsgalni.

27.2. A homogén linedris differencidlegyenlet megolddsait le tudjuk irni az A
sajatértékeivel, sajatvektoraival és esetleges ”héttérvektoraival” (ldsd a 8. feje-
zetet). Minden megoldés ¢ + e t* alaki fiiggvények és vektorok szorzatdnak
Osszegeként all el6, ahol A az A sajatértéke, k pedig 0 és m — s kozotti egész szam
(m és s a X sajétérték algebrai, illetve geometriai multiplicitdsa).

Ennek alapjan viszonylag egyszeriien jellemezhetjiik a differencidlegyenlet sta-
bilitasi tulajdonsagait.

A V minden eleme z~ + 2%+ 2 alakban frhaté fel, ahol =, 2%, z* olyan sajat-
vektorok, illetve "hattérvektorok” linearis kombinacidja, amelyek negativ, nulla,
pozitiv valds részi sajatértékekhez tartoznak. Az ilyen kezdeti értékli megoldast
tgy kapjuk, hogy alkalmazzuk rd e*-t. A t — ea—, el eAlxT fiiggvények
tulajdonsagait konnyi meghatarozni.
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Allitds (i) Ha az A linedris leképezés minden sajitértékének a valds része
negativ, akkor a (x) differencidlegyenlet aszimptotikusan stabil.

(ii) Ha az A linedris leképezésnek van olyan sajdtértéke, amelynek a valds
része pozitiv, akkor a differencialegyenlet instabil.

(iii) Ha az A linedris leképezésnek nincs pozitiv valds részii sajatértéke,
tovabba

— minden nulla valds részii sajatértékének algebrai és geometriai multipli-
citdsa megegyezik, akkor a differencidlegyenlet stabil,

— van olyan nulla valds részii sajatértéke, amelynek algebrai és geometriai
multiplicitdsa kiilonbozik, akkor a differencidlegyenlet instabil.

BizoNyYiTAs (i) Ha minden A valds része negativ, akkor A magja nulla, azaz csak
az x, = 0 egyenstly, tovabba a vektorok fent emlitett eléallitdsaban 2° = 2 = 0;
tudjuk, hogy

— van olyan K > 0 szam, hogy |e*t*| < K minden \ sajatérték, minden
k=0,...,m—sést >0 esetén, ezért |[ez~| < K||z~||, ami maga utdn vonja,
hogy a 0 stabil egyenstly;

— limy_y00 €*tF = 0 minden A-ra és k-ra, ezért lim;_ oo ez~ = 0, ami azt

jelenti, hogy a 0 aszimptotikusan stabil egyensily.

(ii) Ha van pozitiv valds részili sajatérték, akkor a 0 minden kornyezetébdl indul
t — ezt nem korlitos megoldds, tehéat a 0 instabil egyensiily.

(iii) Itt mindenképpen z* = 0.

— Ha a nulla valés részili sajatértékek geometriai és algebrai multiplicitdsai meg-
egyeznek, akkor az z°-bdl szdrmazé megoldasokban csak konstans fiiggvények és
tiszta képzetes kitevéjlii exponencidlisok jelennek meg, tehat van olyan K > 0,
hogy minden ¢ > 0 esetén ||eA*z?| < K||2°||; természetesen hasonlé igaz etz -re
is. Kovetkezésképpen a 0 egyensuly stabil.

— Ha van olyan nulla valds részii sajatérték, amelynek az algebrai multiplici-
tasa nagyobb, mint a geometriai multiplicitasa, akkor a megoldasokban a kons-
tans fiiggvények és képzetes kitevGji exponencialisok mellett hatvanyfiiggvények
is megjelennek, tehat a 0 minden kérnyezetében van olyan z°, hogy t — e?tz
nem korlatos, igy az egyensily nem lehet stabil.

27.3. A szigoru aszimptotikus stabilitds az egyensilyok halmazara vonatkozd
tulajdonsag. Ezért, ellentétben az elézéekkel, ezt nem lehet visszavezetni egyetlen
egyensuly tulajdonsigaira.

Allitas Tegyiik fel, hogy KerA # {0}. Ebben az esetben KerA akkor és csak
akkor szigoriian aszimptotikusan stabil, ha az A nulla sajatértékének algebrai
és geometria multiplicitasa megegyezik, minden mas sajatértékének a valds
része negativ.
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B1zoNYITAS Ha a sajatértékekre kirétt feltételek teljesiilnek, akkor minden egyen-
stily stabil az el6z6 pont szerint, és az ottani jeldléssel most T = 0, tovabbd z°
nulla sajatértékii sajatvektor, tehdt e*z® = 29, Mivel limy_,o ez~ = 0, az
29 4+ 2~ pontbdl indulé megoldds az x° egyensiilyhoz tart a végtelenben.

Tegyiik most fel, hogy a sajatértékekre kirdtt feltételek nem teljesiilnek.

Ha a nulla sajatérték algebrai multiplicitdsa nagyobb, mint a geometriai mul-
tiplicitdsa, vagy van pozitiv valés részii sajatérték, akkor az egyensulyok instabilok
az elozo allitds szerint.

Ha a nulla sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasa egyenl6, nincs pozitiv
valds részii sajatérték, de van nulla valds részii A # 0 sajatérték, akkor két eset
lehetséges:

— A algebrai multiplicitdsa nagyobb, mint a geometriai multiplicitasa; ekkor az
egyenstlyok instabilak;

— A algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik, akkor az egyensilyok sta-
bilak, viszont ha g a A-hoz tartozé sajatvektor, akkor nem létezik lim;_, o etz?,
tehat nem egyensilybdl induldé megoldas nem tart egyensilyhoz.

27.4. Egy linedris leképezés sajatértékeit egy N-ed foku polinom — a linearis le-
képezés karakterisztikus polinomjdnak — gyokeiként kaphatjuk meg (N := dimV).
Viszont a gyokok pontos meghatarozasa nélkiil is kaphatunk felvilagositdst a gyo-
kok jellegére a polinom egyiitthat6ibdl. Bizonyitas nélkiil kozoljik az tagynevezett
Routh-Hurwitz-kritériumot: a N

Z akidf(
k=0

polinom minden gyokének valds része akkor és csak akkor negativ az ay > 0
esetben, ha a

anN_—_1 anN 0 0 0 0 0 0
anN—3 anN—2 aGN-—-1 an 0 0 0 0
aN-5 an—4 an-3 an-—2 an—1 ay O ... 0
0 ag a1 az as ag
0 e PN NN 0 0 ao al as
0 ... - - 0 0 0 0 ag

N x N-es matrix minden sarokaldeterminansa pozitiv.
Ez a kritérium N = 2 esetére azt adja, hogy

as >0, a1 >0, a9 >0,
N = 3 esetére pedig azt, hogy

a3 >0,as >0,a; >0,a0 >0 és asa; > agas.
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27.5. Feladatok
1. Vizsgédljuk meg a kizart A = 0 trividlis esetet stabilitds szempontjabodl.
2. Mit tudunk mondani a szigori aszimptotikus stabilitdsrél, ha KerA = {0}?
3. Tekintsiik az
(z:R—=>V)? t=Ax+b

allandé egyiitthatds inhomogén linedaris differencidlegyenletet. Ennek x, akkor és
csak akkor egyensilya, ha Az, = —b. Mutassuk meg, hogy az inhomogén egyenlet
barmely megoldasanak stabilitdsi tulajdonsagai megegyeznek a megfelel6 homogén
egyenlet trividlis egyensulyanak stabilitasi tulajdonsdgaival.

4. Mutassuk meg, hogy az

((I1,$2,$3) IR—)RB)? j?l = T9, ,j32=l‘3, j33=—$1—1
differencidlegyenlet instabil.
5. Magasabb rendii allando egytitthatds linearis differencidlegyenlet egyensulya-
inak stabilitasa az eddigiek szerint targyalhaté az elsérendii differencidlegyenletre
valé visszavezetéssel. Vizsgédljuk meg az

(z:R—>R)? THI+c+22=0

differencidlegyenletet stabilitas szempontjabol.
6. Milyen « valds szam esetén aszimptotikusan stabil az

(z:R—=R)? zW4ad +2i4+3+32=0

differencidlegyenlet?

28. Ljapunov méddszere

28.1. Tovabbra is az
(z:R—V)? & =g(x)

autonom differencidlegyenlet egyensulyainak a vizsgdlata a célunk.

Ljapunov moédszerének a lényege az, hogy bizonyos fliggvények — amelyeket
Ljapunov-fliggvényeknek szoktunk hivni — segitségével kovetkeztetni tudunk az
(aszimptotikus) stabilitdsra, illetve instabilitdsra.

Az L :V — R folytonosan differencidlhaté fiiggvényre vezessiik be az

L=DL-g:V—R
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jelolést (ez a fliggvény az L-nek a g vektormezd szerinti derivéltja), amelyet szokds
az L differencialegyenlet menti derivaltjanak is hivni.
Ha r a differencidlegyenlet megoldédsa, akkor

(Lory=Lor.
Ha z, a differencidlegyenlet egyensilya, akkor L(zx,) = 0.

28.2. Allitds Legyen z, az autoném differencidlegyenlet egyensiilya. Ha
létezik az x, egy kornyezetében értelmezett folytonosan differencidlhato L
fiiggvény 1gy, hogy
— L-nek szigori minimuma van z,-ban,

L]
— L-nak maximuma van x,-ban,
akkor x, stabil egyensuily.

L] L]

B1zONYITAS Mivel L az z,-ban nulla, és ez a maximélis értéke, L < 0. Az &l-
taldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy L(z,) = 0 (L-hez egy konstanst
hozzdadva ez mindig elérhetd); ekkor tehat L(x) > 0, ha x # x,. Legyen ¢ > 0
olyan, hogy {z € V | ||z — z,|| < €} is benne van L értelmezési tartoményaban.
Az {x € V | ||x — z,|| = €} halmaz kompakt, ezért L felveszi rajta a minimumat,
amely nagyobb, mint nulla (amely a fiiggvény szigori minimuma). Valaszthatunk
tehat egy olyan m szdmot, hogy

0<m< L(x) (lz = zo|| = €).
L folytonossaga miatt viszont létezik olyan d. < €, hogy
L(z) <m (|lz — x| < be)-

Most megmutatjuk, hogy ha |z — z,|| < d, akkor r, (az z-bdl indulé megoldés)
értelmezve van az egész [0, oo[ intervallumon és |7, (t) — x,|| < €, vagyis az z,
egyenstly stabil.

Minthogy ||rz(0) —x,|| < é. < €, az r, folytonossdga miatt van olyan legnagyobb
T > 0 (esetleg T = 00), hogy ||r5(t) — || < € minden 0 < ¢t < T esetén.

Ha ||r(t) — x,|| < € minden ¢ € Domr, esetén, akkor a 23.8.5. szerint T = oo,
és készen vagyunk.

Az ellenkezd esetben T' € Domr, és ||rx(T) — zo|| = €, igy L(ry(T)) > m.
Viszont

(LOT‘x)':LOTxSO,

tehdt a bal oldali fiiggvény monoton csokken, ezért (Lor,)(T) < (Lor;)(0) < m.
Ez az ellentmondds azt mutatja, hogy az utobbi eset nem lehetséges.
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28.3. Allitds Legyen z, az autoném differencidlegyenlet egyensiilya. Ha
létezik az x, egy kornyezetében értelmezett folytonosan differencialhaté L
fiiggvény tgy, hogy

— L-nek szigori minimuma van x,-ban,

— L-nek szigord maximuma van x,-ban,

akkor x, aszimptotikusan stabil egyensiily.

B1zONYITAS Az el6z8 tétel értelmében x, stabil egyenstly. Ezért minden € > 0
esetén létezik §. > 0 ugy, hogy az x,-nak a J. sugaru kornyezetébol indulé megol-
dés az € sugaru kornyezetében marad.

Tegyiik fel, hogy x, nem aszimptotikusan stabil. Ekkor 1étezik olyan z, ||z —
Zol| < 0¢, hogy limy oo 72 () = x, nem teljesiil. Ez utébbit igy is megfogalmaz-
hatjuk: van olyan 0 < 1 < ¢, hogy minden n természetes szamhoz létezik t,, > n,
amelyre ||r;(t,) — @0l > 7. Viszont ismét csak a stabilitds miatt létezik 6, > 0
ugy, hogy az z,-nak a d, sugard kornyezetébdl indulé megoldés az n sugard kor-
nyezetében marad.

Ezért 6, < |lry — x,|; ha ugyanis volna olyan t,, hogy ||rz(t,) — 2| < 9y,
akkor ||r;(t) — x|l < 1 teljesiilne minden ¢ > ¢, esetén, ami lehetetlen a feltéte-
lezéstink alapjan. Viszont z valasztasa és x, stabilitdsa folytan az is igaz, hogy
lre — 20| < €. Ez azt jelenti, hogy Ranr, benne van az L értelmezési tartoménya-
nak {y | 6, < |ly — o] < €} kompakt részhalmazdban. Kévetkezésképpen (1évén
L folytonos) L o r, korldtos fiiggvény.

L]
Az allitdsunk feltétele szerint L-nek szigori maximuma van x,-ban (ahol a nulla
értéket veszi fel), ezért

—M :=sup{L(y) | 6, < ||y — zo|| < €} <O.

L[]
Integréljuk az (Lor,) = Lor, fliggvényt 0 és t kozott:

to

L(ry(t)) — L(z) = /0 L(ry(s))ds < —Mt (t>0).

A bal oldal mint ¢ fiiggvénye korldtos, a jobb oldal viszont nem korlatos; az
eredeti feltételezésiink ellentmondésra vezetett, ezért tarthatatlan.

28.4. Allitds Legyen z, az autoném differencidlegyenlet egyensilya. Ha
létezik az x, egy kornyezetében értelmezett folytonosan differencialhaté L
fiiggvény tgy, hogy

— L-nek nincs lokalis minimuma x,-ban,

— L-nek szigord maximuma van x,-ban,

akkor x, instabil egyensiily.
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B1zoNYIiTAS Fogalmazzuk meg a stabilitds tagaddsat, amit bizonyitani akarunk:
van olyan € > 0, hogy minden 6 > 0 esetén létezik x5, amelyre ||xs — z,| < J és
lres — ol £ € teljestil.

Legyen € > 0 olyan, hogy az x,-nak a 2e sugari kornyezete is benne van L
értelmezési tartoméanyaban.

Feltehetjik az altaldnossdg megszoritdsa nélkil, hogy L(z,) = 0. Minthogy
L-nek nincs lokalis minimuma z,-ban, minden § > 0 esetén van olyan x4, hogy
lzs — x|l < & és L(zs) < 0. Viszont L folytonos x,-ban, ezért létezik olyan s,
hogy ||z — x,|| < As esetén L(z) > L(xs)/2.

L]

Az allitasunk feltétele szerint az L fiiggvény az x,-t kivéve mindeniitt negativ;

minthogy L o r,; az L o r,, dertivaltja, ez utébbi fliggvény szigordan monoton
csOkken: L(ry,(t)) < L(rgy;(0)) = L(xs) minden ¢ > t, esetén. Ez viszont az
el6bbi megéllapitasunk szerint csak gy lehet, hogy ||72; — Zoll > As.

Tegyiik fel, hogy |72, — @o|| < €. Elismételve az el6z6 bizonyitas utolsé hdrom
bekezdését gy, hogy 6,-t kicseréljiik As-val, ellentmondasra jutunk, tehat valéban
lrzs — @ol| £ €, és ezzel bebizonyitottuk, amit akartunk.

28.5. Az imént tdrgyalt harom alapvet6 tételnek sokféle médositasa ismeretes.
A tovabbiakban megismerkediink harom fontos valtozattal.

L]
Az aldbbi eredmény formadlisan a 28.4.-et adja vissza az « = 0, K = L és a
szigoru maximum esetére.

Allitas Legyen z, az autoném differencidlegyenlet egyensiilya. Ha létezik

— az x, egy kornyezetében értelmezett folytonosan differencialhaté L fiigg-
vény, amelynek nincs lokalis minimuma x,-ban,

—az x, egy kornyezetében értelmezett K folytonos fiiggvény, amelynek ma-
ximuma van az To-ban,

—a >0,

ugy, hogy

L=oa(L—L(z,)) + K — K(z,),

akkor x, instabil egyensily.

BizZoNYITAS Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkil feltehetd, hogy L(x,) = K(z,) = 0.
Legyen € > 0 olyan, hogy az x, koriili € sugart zart gomb benne van L és K ér-
telmezési tartoménydban. Ekkor K(x) <0, ha ||z — z,|| < e.

Tegyiik fel, hogy az egyensuly stabil. Ekkor van olyan §. > 0, hogy minden
|z — zol| < O esetén ||r.(t) — || <€ (t > 0). Kovetkezésképpen K or, < 0.

Mivel L-nek nincs lokélis maximuma z,-ban, van olyan x, amelyre ||z —x,| < 0,
és L(x) < L(z,) = 0.

A feltétel szerint

(Lorgyy=a(Lory)+ Kor.
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Ez inhomogén linedris differencidlegyenlet Lor,-re; minthogy (Lor,)(0) = L(x),
a 8.1. és a 9.2 alapjan

(Lory)(t) = e (L(x) + /Ot e~ (K o15)(s) ds> .

Ebbdl 1atszik, hogy lim; o0 (L © 1) () = —o0, ami viszont lehetetlen, mert r,
értékkészlete benne van az x, koriili € sugaru zart gombben, amelyen L folytonos,
ezért L or, korlatos. Tehat az a feltételezésiink, hogy z, stabil, ellentmondésra
vezetett.

28.6. Allitas Legyen z, az autoném differencidlegyenlet egyensiilya. Ha
létezik az x, egy kiornyezetében értelmezett folytonosan differencialhaté L
fiiggvény tgy, hogy

— L-nek szigorii minimuma van x,-ban,

— L-nek maximuma van x,-ban,

tovabbad

— létezik 5 > 0 1gy, hogy minden, az x,-tdl kiilonb6z6 r megoldasra, amelyre
I7(0) — || < B teljesiil, Lor # 0,

akkor x, aszimptotikusan stabil.

B1zoNYITAS A feltételek szerint x, stabil, teh4t minden € > 0 esetén 1étezik 6. > 0
ugy, hogy ha ||z — x,|| < de, akkor ||7;(t) — x,|| < € minden t-re.

Az r, értékkészlete benne van az x, korili € sugaru zart gémbben, amelyen
L folytonos, ezért L o r, korldtos; tovabbd monoton csokken is, mert (L or,) =

Lor, <0. Ezért 1étezik
¢p := lim (Lory)(t).

t—o0

Megmutatjuk, hogy ha z az z-nek w-hatarpontja, akkor L(z) = ¢,. Valéban,
ekkor van olyan végtelenhez tarté t,, (n € N) sorozat, hogy z = lim,, v, (¢,), ezért
L(z) = L(lim,, 72 (t5,)) = lim,, L(r,(t,)) = cq.

Tegylk fel, hogy az egyensily nem aszimptotikusan stabil. Ekkor (lasd a
26.12.7. feladatot) van olyan z, hogy |z — .| < dc és Q, # {z,}. Minthogy
Q, nem ires (ldsd 26.10.(iii)), ez azt jelenti, hogy van az z-nek az x,-t6l kiilon-
boz6 z w-hatdrpontja. Viszont tudjuk, hogy Ranr, C Q, (ldsd 26.11.), vagyis

L(r,(t)) = ¢; minden t-re, amibél Lor, = (Lor,) =0, ami viszont ellentmond a
feltételtinknek.

28.7. Hasonléan bizonyithaté be a kovetkez6 eredmény is.
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Allitas Legyen x, az autoném differencidlegyenlet egyensilya. Ha létezik
az x, egy kornyezetében értelmezett folytonosan differencialhaté L fliggvény
agy, hogy
— L-nek nincs lokalis minimuma x,-ban,
L]
— L-nek maximuma van x,-ban,
tovabba
— létezik B > 0 ugy, hogy minden, az xy-tdl kiilonbézé r megoldasra, amelyre

I7(0) — x| < B teljestil, Lor #0,
akkor x, instabil.

28.8. A targyalt tételekben szerepld, stabilitdsi tulajdonsagokat leir6 fiiggvé-
nyeket Ljapunov-fliggvényeknek szokas nevezni.

Erdemes megjegyezni, hogy a Ljapunov-fliggvényeknek csak az egyenstly egy
kornyezetében kell értelmezve lennie, tehat tulajdonképpen mindig lokalis széls6é
értékekrdl van sz6. A tételek érvényben maradnak, ha a maximum és minimum
szavakat felcseréljiik, hiszen ha egy fliggvénynek maximuma (minimuma) van, ak-
kor a negativjdnak minimuma (maximuma).

Ljapunov médszere a stabilitasvizsgalatokhoz nagyon hatékony; csak az a kér-
dés, hogyan talalunk megfelel6 Ljapunov-fiiggvényeket. Altaldnos eljaras nincs ré;
prébalkozni kell, talalgatni. Bizonyos tipusu fizikai feladatokban azonban a feladat
maga kinalja a Ljapunov-fiiggvényt.

L]
Vegyiik észre: a stabilitds kritériumaban az a feltétel, hogy L-nek maximuma

legyen x,-ban, megengedi azt, hogy L a konstans nulla fiiggvény legyen. Ha tehat
L a differencidlegyenlet elsé integralja (megmaradé mennyiség), és L-nek szigori
minimuma van x,-ban, akkor x, stabil egyensuly.

28.9. Reprezentdljuk fizikai teriinket R3-mal, az id6t R-rel. Az U : R3 — R
nem azonosan nulla kétszer folytonosan differencidlhaté potencidllal leirhaté ero-
mez6ben mozog az m tomegl test, amelyre a sebességével ellentétes iranyu sur-
16d4si eré hat (ennek nagysdga fligghet a test helyzetétdl és sebességétdl). Ezt a
strlédasi erét egy o : R? x R3 — RY fiiggvénnyel jellemezziik gy, hogy a test
Newton-egyenlete

(z: R — R3)? mi = —DU(z) — a(z, @),
amelynek elsérendii alakja
((z,v) : R — R® x R3)? & =wv, mi=-DU(x)— a(z,v)v.
Tegyiik fel, hogy DU(z,) = 0; ekkor (z,,0) egyensily.

(i) Vizsgaljuk el8szor azt az esetet, amikor U-nak szigori lokdlis minimuma van,
és tekintsiik az
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mivl?

L:R*xR*—R, (z,v)— +U(z)

fiiggvényt (az energidt). Erre
L]
L(z,v) = —a(z,v)|v|*.

Konnyt latni, hogy L-nek szigoru lokalis minimuma, L-nak pedig lokélis ma-
ximuma van (z,,0)-ban, tehét az egyenstly stabil, akdr van sturl6dds, akdr nincs.

Ha nincs surlédas, akkor L = 0, tehat az egyensily biztosan nem aszimptotikusan
L]

stabil. Ha van surlédés, akkor sincs L-nak szigort lokalis maximuma az egyensily-
ban, tehat a 28.3. allitds nem alkalmazhat6 az egyensily aszimptotikus stabilitasa-
nak megéllapitdsara. Viszont barmely nem egyenstilyi ¢ — (x(t), v(t)) megolddsra
t — v(t) nem a nulla fliggvény, ezért ha a sirlédés olyan, hogy a(x,v) >0 v # 0
esetén, akkor a 28.6. allitds alapjan megéllapithatjuk, hogy az egyensily aszimp-
totikusan stabilités.

(i) Vizsgéljuk most azt az esetet, amikor U-nak z,-ban szigori lokdlis maxi-
muma var.

Ha a surlédés olyan, mint az el6z6 esetben, akkor az energia ismét Ljapunov-
fliggvény az egyensily instasbilitdsara a 28.7. allitas szerint.

Ha viszont nincs surlédés, akkor

L:R*xR*—R, (z,v)—DU(x) v

(az eré teljesitménye) Ljapunov-fliggvény az egyensily instabilitdsara. Valéban,
L-nek nincs minimuma (x,,0)-ban: L(z,,0) = 0 és L az (x,,0) akdrmilyen kor-
nyezetében pozitiv és negativ értéket is felvehet. Viszont

Lw,v) = DU (@)(w,0) = - DU)

amely az (z,,0) pont egy kornyezetében a pontot kivéve mindeniitt negativ.

28.10. Ljapunov médszerével meg tudjuk mutatni, hogy egy merev testnek a
legnagyobb és legkisebb tehetetlenségi nyomatéku f6tengelye koriili szabad forgasa
stabil.

Legyenek a merev test f6 tehetetlenségi nyomatékai A > B > C > 0. Legye-
nek p,q és r a szogsebesség komponensei ezen irdnyokban. A merev test szabad
forgasat ezekkel a jelolésekkel az tigynevezett Euler-egyenletek irjék le:

. B-C . C-A . _A-B
p= A qr, 4= B p, 1= C pg.
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Az elsé tengely koriili szabad forgast a differencidlegyenlet egy (p,,0,0) megol-
désa — egyensilya — adja, ahol p, # 0. Tudjuk, hogy az energia kétszerese és az
impulzusmomentum négyzete megmaradé mennyiségek, vagyis az

E:R> %R, (pq,r)— Ap*>+ Bg® + Cr?,
J:R* =R, (p,qr)— A%p? + B2 + C?%r?

fiiggvények a fenti differencidlegyenlet els6 integraljai, amint err6l konnyd kozvet-
leniil is meggy6z6dni. Legyen E, := E(p,,0,0) = Ap2, J, := J(p,,0,0) = A%p2.
Vilasszunk egy a pozitiv szamot, és legyen

L:=a(E—E,)?+ (J - J,)*

(Itt « egy ”dimenziondlis konstanst” jelképez, amely azért kell, hogy a ”fizikai
dimenziék” rendben legyenek: az energia és az impulzusmomentum négyzete va-
16jdban nem valds értékii fliggvények, mds a mértékegységiik). Nyilvdn L is meg-
marad6 mennyiség. Tovabbd L > 0 és L(p,,0,0) = 0, azaz L-nek a széban forgé
egyensilyban minimuma van. Megmutatjuk, hogy ez a minimum szigord (vagyis a
fliggvény csak itt veszi fel a nulla értéket), ami maga utédn vonja, hogy az egyensuly
(a szabad forgds) stabil. Tegytik fel, hogy L(p,q,r) = 0. Ekkor

Ap2 + qu +Cr? = Ap?)7 A2p2 + BQq2 +C?%? = AQp?).

Szorozzuk be az elsé egyenletet A-val, és vonjuk ki beldle a mésodikat; azt
kapjuk, hogy
B(A-B)¢* +C(A-C)r* =0.

Minthogy az egyiitthaték pozitivak, ez csak ugy lehet, hogy ¢ = r = 0, amibdl
pedig mar p = p, kovetkezik.

Hasonléan igazolhatd, hogy a legkisebb tehetetlenségi tengely koriili szabad for-
gas is stabil.

Ezzel szemben a kozépso tehetetlenségi tengely kortili szabad forgas instabil.
Ezt a kovetkezSkben sorra keriild linearizélds médszerével bizony{thatjuk be (1dsd
a 29.12.2. feladatot).

28.11. Feladatok
1. Tekintsiik az
(z :R—R)? = g(x)

differencidlegyenletet. Legyen g(x,) = 0, és tegytik fel, hogy
(i) g szigortan monoton fogy6 az x, egy kornyezetében;
(
i

ii) g szigordan monoton névé az x, egy kornyezetében;
(iii) g-nek z,-ban szigori minimuma van;
(iv) g-nek z,-ban szigori maximuma van.
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Mutassuk meg egyszerii okoskodéssal, hogy az (i) esetben az egyensily aszimp-
totikusan stabil, az sszes tobbi esetben instabil. Keressiink Ljapunov-fiiggvénye-
ket is allitdsunk bizonyitdsara (vegylk az idg — z, fliggvény alkalmas hatvényait).

2. Gy6zodjink meg arrdl, hogy potencialis erémezoben lehet egy test stabil
egyensulyban anélkiil, hogy a potencidlnak minimuma volna. (U'tmutatés: tekint-
siik az egy dimenzids esetben az

[ exp(=1/x?) cos(1/x) ha z#0
U(x)'_{() ha z=0

potencidlt.)

3. Alkalmas hatvéanyfiiggvényeket véve Ljapunov-fliggvénynek mutassuk meg,
hogy az (z,y) : R — R? fiiggvényekre felirt aldbbi differencislegyenletek (0,0)
egyenstilya rendre aszimptotikusan stabil, aszimptotikusan stabil, stabil, instabil:

e=y—23 )= —x—y>
(i) y—a°, g y°,
(il) & =y — 2%, y=—y* -
(iii) & =y, g = —xd/3,

(iv)i=y+a°,  §=-z+y’

(Péld4ul a (iii) differencidlegyenlet Ljapunov-fiiggvénye (z,7) — (3/8)2%/3 +

(1/2)y*.)

4. Vizsgéljuk meg az
(z:R—R)?  &+ai®+bsinz=0

egyenstlyanak stabilitasat, ahol a, b adott nem nulla valés szamok.
5. Vizsgaljuk meg az

((z,y) :R—=R*)?  i=az’+by, §=—cx+dy

differencidlegyenlet (0, 0) egyensilydnak stabilitdsét az a, b, ¢, d valés szdmok fiigg-
vényében. Mit mondhatunk, ha R? helyett C?-t vessziik?
6. Mit tudunk mondani az
(@y) RoR)?  G=—z—y+(m—y) §=—a—y—(v—y)°
differencidlegyenlet (0, 0) egyensilydnak stabilitasarél? (Transzformaljuk az egyen-
letet egyszeriibb alakral)
7. Mutassuk meg, hogy a merev test minden tehetetlenségi tengelye korii-

li szabad forgdsa stabil, ha két f§ tehetetlenségi nyomaték megegyezik (A=B a
28.10.-beli differencidlegyenletben).
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29. A linearizalas mddszere

29.1. Legyen x, az
(z:R—V)? = g(x)

autoném differencidlegyenlet egyensulya, és tegyiik fel, hogy g folytonosan diffe-
rencidlhat6. Ekkor g(x) = Dg(z,) - (z — z,) + ordo(x — z,), tehat a 19.6. szerint
a fenti differencidlegyenletnek az x, egy kornyezetében jo kozelitése az

(r:R—V)? & =Dg(zo) - (x — )

allandé egyiitthatos linearis differencidlegyenlet, amelyet az eredeti egyenlet line-
arizalasanak hivunk.

Az allandé egylitthatés linedris differencidlegyenletek stabilitdsanak vizsgdlata
elvileg igen egyszeri. Felmerill a kérdés, vajon a linearizalt egyenlet (aszimp-
totikus) stabilitdsabdl, illetve instabilitdsdbdl tudunk-e kovetkeztetni az eredeti
egyenlet egyensiilyanak (aszimptotikus) stabilitdsdra,illetve instabilitdsara. Bizo-
nyos esetekben a vélasz igenld. Ehhez azonban sziikségiink lesz a linedris leképe-
zések néhany algebrai tulajdonsagara, amelyeket a kovetkezékben targyalunk.

29.2. Allitas Tegyiik fel, hogy V komplex vektortér, legyen B € Lin(V,V*)
és A € Lin(V). Az

(%) (X € Lin(V,V*))? A*X+XA=B

egyenletnek létezik egyértelmii megoldasa, ha az A barmely két sajatértéké-
nek Osszege nem nulla.

BizoNYiTAs Vildgos, hogy a Lin(V,V*) — Lin(V,V*), X +— A*X + X A leké-
pezés linedris, tehat a fenti egyenlet pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien,
ha ennek a linearis leképezésnek a magja nulla, azaz a nulla nem a sajatértéke.
Legyen « a széban forgé linedris leképezés sajatértéke; ekkor van olyan X # 0,
hogy A*X + XA = aX, amit a kovetkezOképpen irunk &t:

(A* — al*)X = X(—A),

ahol I := idy, tehdt I* = idy-. Ebbé&l barmely n természetes szamra (A* —
al*)"X = X(—A)" addédik, ezért barmely r polinomra fenndll az

(xx) r(A* —al*) X = Xr(—A)

Osszefiiggés.
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Most megmutatjuk, hogy az A — ol és a (—A) linedris leképezéseknek van meg-
egyez6 sajatértékiik. Tegytik fel ugyanis ennek az ellenkez6jét, vagyis hogy a

A= det(A —al — M) =det(A* — al* — XI[*) :=p1 ()
és
A= det(—A — M) := pa(A)
polinomoknak nincs kozos gyokiik. Ekkor a parcialis tortekre bontds ismert for-
muléja alapjan (Analizis 1.28.9.) van olyan ¢; és g2 polinom, hogy
1 @ 92

—— ==+ =, azaz piq2 +p2q1 = 1.
P1p2 D1 D2

Barmely V — V linearis leképezést behelyettesitve a karakterisztikus polinom-
jaba nullat kapunk. Ezért p;(A* —al*) = 0, amibdl (p1¢2)(A* — al*) = 0; hason-
16an, (p2q1)(—A) = 0, ami viszont azt adja a széban forgé polinomokra vonatkozé
Osszefiiggés szerint, hogy (p1g2)(—A) = I. A (xx) egyenldséget a p1ge polinomra
alkalmazva tehat azt kapjuk, hogy X = 0, ami nem lehet. Tehéat az A — ol és
a (—A) linedris leképezések karakterisztikus polinomjdnak van kozos gyoke, azaz
van olyan A komplex szam, hogy a + A és —\ az A linearis leképezés sajatérté-
ke. Feltevésiink szerint viszont e két sajatérték Osszege, azaz o nem nulla, és ezt
akartuk bizonyitani. m

Ugyanilyen &llitas igaz, ha V valds vektortér, csak akkor a linearis leképezések
sajatértékei helyett a komplexifikalt linearis leképezések sajatértékeit kell venni.
A tovabbiakban is mindig igy értjiik a sajatértékeket.

29.3. Emlékeztetiink arra, hogy az L : V — V* linearis leképezés szimmetri-
kus, ha L* = L, és antiszimmetrikus, ha L* = —L (Analizis 11.14.5.). Egyszerii
tény — kérjiik az olvasét, mutassa meg —, hogy ha B szimmetrikus, illetve antiszim-
metrikus a 29.2. allitasban, akkor az egyenlet megoldédsa is szimmetrikus, illetve
antiszimmetrikus.

Az L : V — V* szimmetrikus linearis leképezés pozitiv definit, illetve negativ
definit, ha (Lz|z) > 0, illetve (Lz|z) < 0 minden 0 # z € V esetén. Pozitiv
szemidefinit, illetve negativ szemidefinit, ha (Lz|x) > 0, illetve (Lz|z) < 0 minden
x € V esetén.

AQrL:V =K, zw— (Lz|x)leképezés ("kvadratikus forma”) folytonos. Ezért
az {& € V| ||z| = 1} kompakt halmazon korldtos: van olyan A,, A\; € R, hogy
Ao < Qr(z) < Ag, ha ||z|] = 1. Tehdt ha B negativ definit szimmetrikus linearis
leképezés, akkor van olyan 0 < 8, < B¢, hogy

—Bellzll* < (Bx | ) < —Ballz]* (€ V).

Ertelemszerfien hasonlé igaz C' pozitiv definit linearis leképezésre alkalmas po-
zitiv szamokkal:

Yallzl* < (Cx [ 2) <fll=* (z € V).
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Pozitiv (negativ) definit leképezések Osszege pozitiv (negativ) definit. Ha B
negativ definit, C pozitiv definit, akkor B 4+ C az el6z6 jelolésekkel

— negativ definit, ha v, — 8y < 0;

— pozitiv definit, ha v¢ — 8, > 0.

A @y, kvadratikus forma differencidlhaté is, és DQp (z) = (Lzx|) + (L(-)|x).

29.4. Az eddig mondottak és az autoném differencidlegyenletek egyensulyanak
stabilitdsi tulajdonsagai az alabbi tényeken keresztiil kapcsolédnak Gssze.

Tekintsiik a

(z:R—=V)? = Ax

allandé egytitthatés homogén linedris differencidlegyenletet. Legyen M : V. — V*
szimmetrikus linearis leképezés. Ekkor

O (z) := DO (z)- Az = (Ma|Az)+ (M Az|z) = (A"M+MA)zlz) (€ V),

azaz
[ ]
Qm = QamMyma-

Tegyiik fel, hogy A*M + M A negativ definit. Ha van olyan 0 # = € V, hogy
0 = Qu(z), akkor van olyan y € V, hogy 0 > Qs (y). Ugyanis a differencidlegyen-

let r,, megolddséra @ ysor, szigorian monoton fogy, hiszen (Qpror, ) = Qarory, < 0.
A tovébbiakban M mindig a 29.2.-beli (%) egyenlet egyértelmii megolddsét jeloli
adott (megfelel$ tulajdonsdgi) B mellett, azaz

A*M+ MA = B.

29.5. Allitds Ha az A € Lin(V) minden sajitértékének a valds része nega-
tiv és B € Lin(V,V*) szimmetrikus, negativ definit, akkor a 29.2.-beli (x)
egyenlet egyértelmii megoldasa szimmetrikus, pozitiv definit.

B1zoNYITAS A feltételek szerint A semelyik két sajatértékének az osszege sem nul-
la, tehat a széban forgd egyenletnek van egyértelmi és szimmetrikus megoldéasa;
jelolje ezt M.

Tudjuk, hogy most a 29.4.-beli alland6 egyiitthatés homogén linearis differen-
cidlegyenlet aszimptotikusan stabil.

L] L]

Tekintsiik a Q); kvadratikus forméat. Erre Q) = Qp, tehat Qpr-nak szigord
maximuma van a nulldban. Ha M nem volna pozitiv definit, akkor volna olyan
0 # 2 € V, hogy 0 > Qu(x), ezért az el6z6 pont alapjan volna olyan y € V
is, hogy 0 > Qu(y). Nyilvan ugyanilyen egyenlStlenség igaz az y minden valds
szamszorosara is, tehat @ ps-nek a nulldban nincs minimuma. Ezért a 28.4. &llitas
szerint a 29.4.-beli differencidlegyenlet instasbil, ami ellentmondas. Kovetkezés-
képpen M pozitiv definit.
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29.6. Allitds Ha az A € Lin(V) valamely sajatértékének a valds része
nemnegativ és barmely két sajatértékének az Osszege nem nulla, tovabba
B € Lin(V, V*) szimmetrikus, negativ definit, akkor a 29.2. egyenlet egyér-
telmii megolddsa szimmetrikus és nem pozitiv szemidefinit.

B1ZONYITAS A feltételek szerint 1étezik az egyenletnek egyetlen megolddsa, amely
szimmetrikus; jelolje ezt M. Csak azt kell beldtnunk, hogy M nem pozitiv szemi-
definit.

Most a 29.4.-beli allandé egyiitthatés homogén linedris differencidlegyenlet nem

aszimptotikusan stabil. A Qj; fiiggvényre most is azt kapjuk, hogy Qy = @Qp
-nek szigord maximuma van a nulldban. M nem lehet pozitiv definit, mert akkor
Qp-nek szigori minimuma volna a nulldban, ami azt jelentené a 28.3. szerint,
hogy a linedaris differencidlegyenlet aszimptotikusan stabil. Viszont M nem lehet
pozitiv szemidefinit sem, mert a 29.4.-beli gondolat alapjan van olyan y, hogy

Qm(y) = (Myly) negativ.

29.7. Allitas Tegyiik fel, hogy az A : V. — V linedris leképezésnek van olyan
sajatértéke, amelynek a valos része pozitiv. Ekkor talalhaté olyann > 0, hogy
minden 0 < o« < n szam és minden B : V. — V* szimmetrikus, negativ definit
linedris leképezés esetén az A helyett az A, := A— (a/2)I-vel felirt 29.2.-beli
(%) egyenletnek létezik egyetlen szimmetrikus megolddsa és az nem pozitiv
szemidefinit.

Bi1zoNYITAS Legyen ), az a sajatértéke A-nak, amelyre p, := ReX, > 0, és vezes-
siikk be a

yi=min{|A+ N| | A+ X]#0 X\ az A sajatértéke}

jelolést. Minthogy van A-nak nullatél kiillonboz6 sajatértéke, a jobb oldalon &llé
halmaz nem iires (hiszen A = X nincs kizdrva a fenti képletben). Valasszunk
ezutdan egy olyan 7 pozitiv szdmot, amely egyarant kisebb p,-nél is, v-nal is.

Legyen 0 < o < n; az A, linedris leképezés sajatértékei A — /2 alakdak, ahol
A az A sajatértéke. Barmely két ilyen sajatérték Osszegére

A—a/24+ N —a/2= A+ )X —a#0,

tehdt az A,-val és a szimmetrikus, negativ definit B-vel felirt 29.2.-beli (x) egyen-
letnek létezik egyetlen megoldasa, jelolje ezt M,. Még azt is tudjuk, hogy M, is
szimmetrikus.

Tovébbd Re(A\, — a/2) = po — /2 > 0, tehdt az

(z:R—>V)? = Az
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L]
differencidlegyenlet a 27.2. 4llitds szerint instabil. Qas, = @B, ennek szigord ma-
ximuma van a nulldban, ezért a 28.2. &llitas folytan () as, -nak nem lehet minimuma
a nulldban, azaz M, nem pozitiv szemidefinit.

29.8. Az eddigi el6késziiletek utan most mar megfogalmazhatjuk, milyen in-
formaciokat nyerhetiink a differencidlegyenletek linearizalasaval a stabilitasrél.

Allitas (i) Ha a Dg(z,) linedris leképezés minden sajatértékének a valds része
negativ, akkor a 29.1.-beli differencialegyenlet x, egyensulya aszimptotikusan
stabil.

(ii) Ha a Dg(z,) linedris leképezésnek van pozitiv valds részi sajatértéke,
akkor a 29.1.-beli differencidlegyenlet x, egyensilya instabil.

B1zoNYITAS Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil vehetjiik ugy, hogy z, = 0, hi-
szen egy egyszerl eltoldssal — a z := x — x, helyettesitéssel — transzformélhatjuk
a differencidlegyenletet anélkiil, hogy barmit is valtoztatnank a jobb oldal deri-
valtjan. Vezessiik be az A := Dg(0) jelolést, és legyen B : V — V* tetszéleges
szimmetrikus, negativ definit linearis leképezés.

(i) A 29.5. 4llités alapjan egyetlen olyan M : V — V* szimmetrikus, pozitiv de-
finit linedris leképezés van, amelyre A*M + M A = B. Megmutatjuk, hogy Qs az
eredeti differencidlegyenlet Ljapunov-fliggvénye, amely biztositja az aszimptotikus
stabilitast.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az el6z6 néhany allitdsban a linedaris differencidle-

gyenletre vonatkozd Qpr := DQps - A jatszott fontos szerepet. Most viszont az
eredeti nemlinedris differencidlegyenlet all vizsgalataink kozéppontjdban, ezért itt
L]

DQ ;- g az alapvetd; az dltaldnos elmélet szerint most ezt kellene @ ps-tal jelolniink.
A tévedések elkeriilése végett azonban keriiljitk ezt a jelolést.
Tehat

DQu () - g(x) = DQps(x) - Ax + DQ () - ordo(x) = (Bz|x) + 2(Mz|ordo(x)).
A 29.3.-ban mondottak szerint (5 := 8y) |(Bz|z)| > 8, ha ||z| = 1, amibél
(%) (Balz)] > Bllzl*  (z € V).

Jordo(x)|
llll

Az ordo fiiggvény tulajdonsdga kivetkeztében van olyan d > 0, hogy

2|\§\;/1||7 ha ||z|| < 4, tehat

<

|2 lordo(x)]

2|(Mz|ordo(x))| < 2[| M| ||| Tzl

<|(Bzlz)l (=] <9).

Ezek szerint tehat
DQum(z)-g(x) <0  ([lz]| <9).
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Osszefoglalva tehat: M pozitiv definit, azaz Q-nek szigord minimuma, DQ ;-
g-nek pedig szigori maximuma van a nullaban, ezért a 29.1.-beli differencidlegyen-
let egyenstlya aszimptotikusan stabil.

(ii) A 29.7. allitas alapjan van olyan i > 0, hogy tetszéleges 0 < o < 1 szdm-
hoz létezik egyetlen olyan M, : V — V* szimmetrikus, nem pozitiv szemidefinit
linedris leképezés, amelyre A} M + M A, = B, azaz A*M + MA = aM, + B.

A kovetkez6 Osszefliggések érvényesek:

DQus, (z) - g(x) = DQ ., (z) - Ax + DQpy, () - ordo(z) =
= a(M,z|z) + (Bz|z) + 2(Myzx|ordo(z)).

|ordo(x)| <

R('jngtett « esetén most olyan § > 0 szdmot kell vélasztanunk, hogy Tzl

2HM T teljestiljon, ha ||z|| < &; ekkor

K(z) := (Bz|z) + 2(Myz|ordo(z)) < 0 (l]| < 9),

és az L := Q1o fiiggvénynek nincs minimuma a nulldban; a 28.5. allitds alapjan
tehdt a 29.1.-beli differencidlegyenlet egyenstlya instabil.

29.9. Foglaljuk Gssze eredményeinket, hogy pontosan lassuk, mit is tudunk.

Az el6z6 allitds (i) része tgy is megfogalmazhatd, hogy az eredeti egyenlet x,
egyensilya aszimptotikusan stabil, ha az x,-ban linearizalt egyenlet aszimptotiku-
san stabil.

Az §llitas (ii) része nem ugyanilyen az instabilitdst illetden. Tudjuk ugyanis,
hogy a linedris egyenlet lehet instabil akkor is, ha egyetlen sajatérték valds része
sem pozitiv: ha valamely nulla valés részli sajatérték algebrai és geometriai mul-
tiplicitdsa nem egyezik meg. Tehat, ha a linearizalt egyenlet instabil, abbdl nem
kovetkezik az eredeti egyensily instabilitasa.

Jegyezziik meg jol, hogy a nem aszimptotikus stabilitdsrdl a linearizalas mod-
szere nem ad felvildgositast: lehet a linearizélt rendszer stabil anélkiil, hogy az
eredeti egyenlet egyensiilya stabil volna.

A 28.11.3. feladat példai kitiinéen megvilagitjdk a helyzetet. Az eredeti egyen-
letek (0,0) egyenstilya koriil linearizdlt egyenletek

(i) és (iv): &=y, g=-=

(i) és (iil): =y, y=0.
Megéllapithatjuk, hogy az eredeti egyenlet egyensulya

(i) aszimptotikusan stabil, a linearizalt egyenlet stabil;
(ii) aszimptotikusan stabil, a linearizélt egyenlet instabil;
(iii) stabil, a linearizalt egyenlet instabil;

(iv) instabil, a linearizalt egyenlet stabil.

29.10. A stabilitdselmélet igen tanulsigos alkalmazédsa a centrifugalregulator
miikodésének vizsgalata.
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A gbzgépek miikodését uigy szabalyoztak, hogy a cs6ben, amelyben a g6z aram-
lik a kazantdl a munkatér felé, egy forgathaté lapatot helyeztek el, amely allasatél
fliggben kiillonbo6z6 mértékben akadédlyozza a gbz aramlasat. Ez a lapat egy korin-
géhoz (forgathaté ridra fliggesztett nehezék) van csatolva oly médon, hogy minél
jobban kilendil a koringa, annél jobban leszlikiti a lapat a csé keresztmetszetét;
a koringa pedig a gép munkakerekéhez (a forgé részhez) van csatolva.

Ha a g6zgép miikodése kdzben valami miatt tobb goz kezd aramlani, vagy csok-
ken a munkaterhelés, akkor gyorsabban forog a munkakerék; emiatt jobban ki-
lendiil a koringa; kovetkezésképpen a lapat jobban utjat dllja a géznek, ami azt
eredményezi, hogy csokken az aramlé géz mennyisége: visszadll a normalis miiko-
dés.

Egyszertien el lehet mondani, és gy tiinik, remekiil miikodik ez a visszacsato-
las. A matematikai vizsgdlatok azonban rdmutatnak, hogy nem minden tovabbi
nélkiil j6 ez a rendszer.

Jelolje

— ¢ a koringa kilendiilésének a szogét, [ a koringa rudjanak a hosszat, m a végén
levd tomeget,

— w a munkakerék szogsebességét, © a munkakerék tehetetlenségi nyomatékat,
F (a munkavégzés miatt) a ra haté forgatényomatékot,

—n a munkakerék és a koringa kozti &ttételt (azaz a munkakerék egy fordulatara
a koringa n fordulata jut).

A koringara a felfiiggesztésénél sirlddasi erd hat, amelyet a koringa szogsebes-
ségével aranyosnak tételeziink fel; legyen b az ardnyossagi tényezo.

A munkakerékre a goz az ataramlott mennyiségével ardanyos forgatényomatékot
gyakorol; az ataramlott mennyiség pedig a keresztmetszettel ardnyos; a lapat ¢
szogl allasanal a szabad keresztmetszet cos p-vel ardnyos. Végil is a goz forgato-
nyomatékat k cos g alakban irhatjuk fel.

A munkakerék-koringa rendszerének mozgdsegyenlete

mlp = mn?w?lsin @ cos p — mygsing — by,
Ow = kcosp — F.

Ez némi atrendezés utan elsérendii differencidlegyenlet formajaban igy irhato:

¢ =1,
i 2 2 - g .. b
P =n"wsingpcosp — = sinp — —1,
l ml
k F

J= —=COSp— —.
YT o

Ennek a differencidlegyenletnek keressiik (p,, 0, w,) alaki egyensulyat. Azt kap-
juk, hogy
9

COSpp = — = —+—
T % n2lw?’
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amibdl

_arCCOSE Wy = gk
Yo = i o=\ 2E

Az elsérendl differencidlegyenlet jobb oldaldnak — a (p,%,w) fliggvényében
megadott R? — R? leképezésnek — a derivéltja a (¢,,0,w,) helyen, figyelembe
véve a fenti Gsszefliggéseket, a kovetkezo:

0 1 0
gk sin? @, b 2gsin ¢,
{F Im lw,
_k 513 Po 0 0

Ennek A sajatértékeire a

3 %)\2 n gk sin? Yoy 2gk sin® @,

IF Olw, 0

Osszefiiggést kapjuk. A Routh-Hurwitz-kritérium szerint a gyokok valds része ak-
kor és csak akkor negativ (ami biztositja az egyensily aszimptotikus stabilitdsit),
ha

b 2

ImF ~ Ow,’

amit at szoktak irni
Wo Im
E—— > R
2F © bO

alakba, mert itt a bal oldalon az F' — w,(F) : \/% fliggvény derivaltjdnak
abszolut értéke &all. Jobb azonban, ha beirjuk w, helyébe a megfelel6 kifejezést,
igy kozvetleniil a gép adatai kozott kapunk Gsszefliggést:

b S 2nF3/2
132m = O6+/gk '

Ez az egyenlStlenség tehét elégséges (de nem sziikséges) feltétele a j6 szabalyo-
zasnak. Lathatjuk, hogy ha a koringa tul hosszi, a nehezék til nagy tomegii, vagy
kicsi a surlédas, akkor veszélybe keriilhet a gbzgép megfelel6 miikodése.

29.11. A linearizalds mddszere bizonyos esetekben jol hasznalhat6 a 29.1.-be-
li differencidlegyenlet egyensilyaibdl allé halmaz szigorti aszimptotikus stabilita-
sanak kimutatasara is. Ebbol a legegyszertibb — fizikai alkalmazasokban mégis
alapvetoen fontos — eredményt targyaljuk.
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Allitas Legyen H := {z, € Domg | g(x,) = 0}, és tegyiik fel, hogy
(i) létezik olyan nem nulla dimenzids Z valddi linedris altér V-ben és a € V,
hogy H = (a + Z) N Domyg,
(ii) minden x € H esetén Dg(x)-nek
— a magja (a nulla sajatértékii sajataltere) Z,
— a nulla sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitasa egyenlo,
— minden nem nulla sajatértékének valds része negativ.
Ekkor H szigorian aszimptotikusan stabil.

B1zONYITAS Legyen x, a H tetszbleges eleme. Meg kell mutatnuk, hogy z, stabil
egyenstily és van olyan kornyezete, hogy az abbdl indulé megoldéasok végtelenbe-
li hatérértéke a H eleme. Az &ltaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
z, = 0.

A feltétel szerint Ker(Dg(0)) = Z. Jelolje U a Dg(0) nem nulla sajatértékeinek
megfelel6 sajatalterek és esetleges hattéraltereik kifeszitette alteret. Minthogy a
nulla sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasa egyenld, U és Z kiegészito
alterek. Legyen G : V — U x Z az a linedris bijekcid, amely a vektorokhoz a
megfelel6 vetiileteket rendeli.

Transzforméljuk a differencidlegyenletet G-vel. Az (a,b) :== GogoG™1! jeléléssel
az aldbbi differencidlegyenletet kapjuk:

((u,2) : R>»— U x Z)? = a(u, z),

Z = b(u, z).

Azt tudjuk, hogy ezen differencidlegyenlet egyensilyainak halmaza ({0} x Z)N
Dom(a, b), azaz a(0,z) = 0, b(0,z) = 0 minden széba jové z esetén, és most a
(0,0) egyestlyt vizsgaljuk.

Az U altér valasztasa szerint

Duya(0,0) Dza(0,0)) 1_ (A0
(Dléb(o,o) Dib(o,0)>_GDg<0)G _<o 0)’

ahol A : U — U olyan linedris leképezés, amelynek minden sajatértéke negativ
valds részi.
Kovetkezésképpen — a differencialhatosag definiciéja alapjan —

a(u, z) = a(0,0) + Dya(0,0)u + Dza(0,0)z + ordo(u, z) = Au + ordo(u, 2).

A tovébbiak szempontjabdl célszer(i lesz az ordo(u, z) = ||ul|a(u, z) format hasz-
nalnunk, ahol lim, )0 a(u,2) = 0.

Hasonléan lathatjuk, hogy b maga "kisordd” fliggvény, amelyet az el6z6vel Gssz-
hangban b(u, z) = ||u||f(u, z) alakban {runk.
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Ezekkel a jelolésekkel tehat a differencidlegyenletiink az

((u, 2)R»— U x Z)? = Au+ |Julla(u, 2),
(%) 2= ||ullB(u, 2)
alakot oOlti.

Vegyiink egy tetszlleges B : U — U”* szimmetrikus, negativ definit linearis
leképezést. Ekkor a 29.5. szerint van egyetlen olyan M : U — U* szimmetrikus,
pozitiv definit linearis leképezés, hogy A*M + M A = B. A 29.3. alapjan B+20cM
negativ definit, ha o > 0 elég kicsi. Vegyiink egy ilyen o-t, és legyen p > 0 olyan,

hogy
Qpr2om(u) == (B+20M)u | u) < —pllul®

minden u € U esetén.
Mivel « hatérértéke a nulldban nulla, van olyan 1 > 0, hogy

la(u, 2)[| < ha  ([lull <, |2 <n),

_r

Al

tovabba létezik K > 0 gy, hogy
1B(u,2)| < K, ha  ([Jull <n, [lz]] <n).

Vegytink egy az n-ndl kisebb § pozitiv szdmot. Legyen (p,q) a (x) differencidle-
gyenlet olyan maximalis megoldédsa, amelyre

PO < 6(<n),  llg(O)] < (< n).

Vezessiik be a
B(t) = e”'p(t) (¢ € Domp)

fiiggvényt. Erre
pt) = op(t) + Ap(t) + | p(t)lla(p(t), a(t))

teljesiil, tovdabbd p(0) = p(0); a megoldds folytonossidga miatt pedig van olyan
[0, T] intervallum, hogy

1p(#)

[ <n, lg@®I<n  (t€][0,T]).

Ekkor persze az is igaz, hogy ilyen t-kre ||p(t)]| < 7.
Egyszerti szamolas adja, hogy

(@ 0 p)(t) = Qp200 (B(t)) +2(B(t) | M [|(t)]l(p(t), q(1)))-
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A jobb oldal elsd tagja kisebb vagy egyenld mint —pl[p(t)||?, a masodik tag ab-

szoliit értéke pedig kisebb, mint 2||M || ||p(t)||%p/ (4] M])) = (p/2)|p(t)||?. Ezért az

Osszeg biztosan negativ, azaz

(Qumoep)(t) <0 (te[0,T]),

vagyis Q@ o p szigorian monoton csokken a [0, 7] intervallumon.
M pozitiv definit, ezért van olyan pu > 0, hogy ulul|? < Qs (u) minden v € U
esetén. Ezt és az el6z6 eredménytinket a

plp®)1? < Qur(B(1)) < Qu(p(0)) < [|M 6
egyenldtlenségben foglalhatjuk dssze, amibél a k := /|| M]|/p (> 1) jeloléssel
PO < w5 (t €10,T])
adodik. Még inkdbb igaz, hogy
lp@)| < w6 (t €[0,T]).
Tovabba a .
alt) = a0)+ [ e IAp(e).a(s)) ds
Osszefiiggésbol, 1évén az integrandus normaja kisebb, mint e"7*K«xd, a

ol < (1+55)5 @ep)

egyenl6tlenség adddik.
Legyen € az n-nal kisebb tetszbleges pozitiv szam, és vélasszuk a é. > 0 szdmot

gy, hogy .
(1+H>55<6, és Ko <€
o
teljestiljon. Minthogy x nem kisebb 1-nél, az is igaz, hogy . < € < 7.
Ha ||p(0)]| < 4, lg(0)|] < &, akkor az el6z8ek szerint

1@ <& lp@)l <e llg®l <e (¢ €[0,T]).

Ebbdl az kovetkezik, hogy a megoldas értelmezési tartomanyaban levé minden t-re
fennallnak ezek az egyenlStlenségek; ugyanis ha valamely t'-re valahol egyenldség
allna, a megoldasok normdja akkor sem lenne nagyobb 7-ndl, amibdl viszont a
becsléseink alapjan ismét megkapnank, hogy a normak kisebbek e-nal. Ebbdl a
maximalis megoldasok hatartol hatarig terjedése miatt megallapithatjuk, hogy a
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megoldédsok az egész [0, oo[ intervallumon értelmezve vannak, és a fenti egyenlSt-
lenségek alapjdn a (0,0) egyensily stabil.
Azt is latjuk, hogy ha p a nulldnak egy kornyezetébdl indul, akkor p korlatos,
és p(t) = e~ *p(t) folytdn
tlggo p(t) = 0.
Tovabba a ¢ norméjara vonatkozé korabbi becslésiink alapjan latjuk, hogy 1é-
tezik

oo
Jim a(t) =a(0) + [ e 5(5)|5(0(5),a(s)) d.
o 0
Ezek azt jelentik, hogy a (0, 0) egy kornyezetébdl indulé megolddsoknak 1étezik
a hatérértéke a végtelenben, és ez benne van a ({0} x Z) N Dom(a,b) halmazban.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

29.12. Feladatok

1. Keressiik meg az alabbi (z,y) : R — R? fiiggvényekre felirt differencidle-

gyenletek egyensulyait és vizsgaljuk meg stabilitasukat:
(i) & =e"tY —1, g =sin(z+y);

(i) t=e" =1, gy =sin(z+y);

(iii) & = 22 —y? — @y, 9= —x+2Y;

(iv) 2 =y —p(a®/3 —z), o= —x, ahol p valés szam.

2. Mutassuk meg a linearizalds modszerével, hogy egy merev testnek a kozéps6
tehetetlenségi tengelye koriili szabad forgasa instabil.

3. Szigoruan aszimptotikusan stabil-e a kovetkezo differencidlegyenletk egyen-
stulyainak halmaza:

((l‘,y) :RHRQ)? &= (1_‘%')37 y: (1_33)2’

((x,y):R>—>R+><R)? i:xyz7 ':_g.
X

30. Bifurkacié

30.1. Tudjuk, hogy a megoldasok folytonosan, sét alkalmas feltételek mellett
differencialhatéan fliiggnek a paraméterektol; vajon hogyan fiigg télitkk az egyensu-
lyok stabilitdsa?

El6szor nézziink néhany érdekes és tanulsdgos példat x : R — R fliggvényekre
felirt differencidlegyenletekre.

30.2. Az
T=2"—p
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differencidlegyenletnek

— nincs egyensilya, ha p < 0;

— egy instabil egyenstlya van, a 0, ha p = 0;

— két egyenstilya van, \/p és —/p, ha p > 0. Ezek koziil az elsd instabil, a
masodik aszimptotikusan stabil.

Az 1. dbra — az ugynevezett bifurkéciés diagram — mutatja az egyensilyokat a
p fliggvényében; a folytonos vonal az aszimptotikusan stabil egyensilyokat jelzi, a
szaggatott vonal pedig az instabil egyensilyokat. Taldlkozdsuknal az iires kérdes-
ke azt jelenti, hogy az a pont instabil. Tele korocskével stabil pontokat jeloliink
majd.

-="
-
-
-

O

1. abra

30.3. Az
2

T =2x"—px
differencidlegyenletnek
— két egyenstlya van, a 0 és p, ha p < 0, ezek koziil az els6 instabil, a masodik
aszimptotikusan stabil;
— egy instabil egyenstlya van, a 0, ha p = 0;
— két egyensilya van, a 0 és p, ha p > 0, ezek koziil az els6é aszimptotikusan
stabil, a masodik instabil.

2. abra
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30.4. Vizsgaljuk az
t=-—2+a+p
differencidlegyenlet egyensulyait, vagyis a jobb oldali polinomnak a gyokeit. A
Cardano-képlet alapjan ismert, hogy

~ ha |p| > 2/(3V/3), akkor egy valés gyok van;

~ha |p| = 2/(3v/3), akkor harom valés gyck van, amelyek kéziil ketté megegye-
zik;

—ha |p| < 2/(3v/3), akkor harom kiilonbéz6 valés gydk van.

A polinom grafikonja a 3. dbran ldthaté grafikonnak (p = 0 eset) az eltoltja.

A

3. abra

A 28.11.1. feladat eredménye alapjan megallapithatjuk, hogy ha egy gyok van,
az aszimptotikusan stabil; ha harom gyck koziil kettd egybeesik, akkor az egybeesd
gyokok instabilak, a harmadik aszimptotikusan stabil; ha harom kiilonb6z6 gyck
van, akkor a két szélsé aszimptotikusan stabil, a kozéps6 instabil. A bifurkacios
diagramot a 4. abra mutatja.

4. abra
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Ez a hiszterézis jelenségének felel meg. Gondoljuk meg, hogy valamely x meny-
nyiség véltozasat a fenti differencidlegyenlet irja le egy p "kiils6” paraméter fligg-
vényében. Adott p értéknél a széban forgd mennyiség az x, egyensulyi értékét
veszi fel. Megvaltoztatjuk egy kicsit a paraméter értékét p’-re. Ezen 1j viszonyok
kozott x, mint kezdeti dllapot nem egyensilyi, azaz x valtozni fog. Ha p és p/
elég kozel vannak egymaéashoz, akkor az x mennyiség értéke az id6 muldsaval be
fog allni az x,-hez kozeli x, egyenstlyba. Ha azonban p "nagyon koézel van” a
kritikus 2/(3v/3) értékhez, akkor a paraméterben egy kis valtoztatds is azt ered-
ményezheti, hogy p és p’ kozrefogja a kritikus értéket. Ekkor az z mennyiség az
x,-t6l tavoll egyensilyhoz fog torekedni. Az 5. abran vékony, nyilazott vonal
szemlélteti az egyensulyok egymasutanjat a paraméterérték folyamatos novelése,
illetve csokkentése esetén.

A

=
-
’

PSSP VI P P PR
L
-

.

5. abra

30.5. (i) Az
&= —pz

differencidlegyenletnek

— egy instabil egyenstlya van, a 0, ha p < 0;

— hdrom egyensilya van, a 0, a \/p és a —,/p, ha p > 0; ezek koziil a 0 aszimp-
totikusan stabil, a mésik kettd instabil (l4sd a 6. abrat).

Ez a vasvilla-bifurkacié vilagitja meg a bifurkacié elnevezés eredetét: bifurkacié
elagazast jelent.

6. 4bra 7. abra
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(ii) A forditott vasvilla-bifurkdcié az

&= —a®—px

differencidlegyenletnek felel meg (ldsd a 7. 4brét); ennek

— hdrom egyensilya van, a 0, a v/=p és a —/—p, ha p < 0, ezek koziil a 0
instabil, a masik kettd aszimptotikusan stabil;

— egy aszimptotikusan stabil egyensulya van, a 0, ha p > 0.

Azt szokds mondani, hogy az (i) esetben szubkritikus bifurkacié van: széta-
gazik egy instabil egyensily, mikézben stabilld vélik; az (ii) esetben a bifurkécié
szuperkritikus: egy stabil egyensily szétdgazik, mikozben instabilld valik.

30.6. Utols6 példank az Andronov—Hopf bifurkicié, amely az

(z,y) :R—=R)? @ =—y+a(-p+n@®+y?),

g=a+y(—p+n@®+y?)
differencidlegyenlet egyensilyaira vonatkozik, ahol n = +£1.

Polarkoordinatakra attérve a differencialegyenletet

((r,) :R—=R)? 7 =r(=p+nr?),
p=1
alakidra transzformélhatjuk. (Pontosabban, eredeti értelmét tekintve (r, o) érték-
készlete csak az RT x| — m, [ halmazba eshet; {gy a fenti differencidlegyenlet a
transzformalt differencidlegyenlet kiterjesztése, altala megszabadulunk a feladat
lényegét nem érintd korldtozasoktdl.)

Az r-re vonatkozo6 egyenlet n két értékére éppen a kétféle vasvilla-bifurkacié-
nak felel meg. A p-re vonatkozo egyenlet pedig azt mutatja, hogy a poldrszog
”egyenletesen forog az idében”.

Vegyiik kozelebbrol szemiigyre az n = 1 esetet, és "forditsuk vissza” a polarko-
ordinatas alakbdl 1atszo eredményeket az eredeti koordinatakra:

—ha p <0, akkor az origd az egyetlen egyensily, ez instabil;

—ha p > 0, akkor az origd aszimptotikusan stabil egyensily, és a /p sugari kor
instabil ”hatdrciklus”, azaz olyan halmaz, amely egy periodikus megoldds fazis-

gorbéje, és mint halmaz instabil (ldsd 26.9.6.); a megolddsok ”letekerednek” réla
(ldsd a 8. dbrat).

8. abra 9.abra
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Az n = —1 esetben

— ha p < 0, akkor az origd instabil egyensily, és a /p sugart kor aszimpto-
tikusan stabil ”hatarciklus”, azaz olyan halmaz, amely egy periodikus megoldés
fazisgorbéje és mint halmaz aszimptotikusan stabil (14sd 26.12.6.); a megolddsok
"ratekerednek” (lasd a 9. dbrat);

—ha p > 0, akkor az origd az egyetlen egyensiily, ez aszimptotikusan stabil.

30.7. Térjlink most ra a bifurkacidk egy altalanos jellemzésére.

Tegyiik fel, hogy P egy U véges dimenzids vektortér nyilt részhalmaza, D a V
nyilt részhalmaza és P x D — V,(p,x) — gp(z) kétszer folytonosan differenciél-
haté. Tekintsiik az

(x:R—V)? & = gp(z)

differencidlegyenletet. Tegyiik fel, hogy a P valamely eleme — amelyet a tovab-
biakban az altalanossiag megszoritdsa nélkiil 0-nak vesziink — esetén van olyan
xo, hogy go(zo) = 0. Igaz-e, hogy a 0 egy kdrnyezetében levé p-kre létezik z,
ugy, hogy g,(z,) = 0, és ha igen, hogyan viszonylanak az x, egyensily stabilitasi
tulajdonsagai az x( stabilitdsi tulajdonsagaihoz?

Allitas Ha Dgo(z) injektiv, akkor van olyan, az U nulldjénak egy kornyeze-
tében egyértelmiien meghatarozott folytonosan differencialhaté p — x, € V
leképezés, hogy g,(z,) = 0.

Tovébbd, ha Dgo(xo) minden sajdtértékének a valds része nem nulla, akkor
van olyan kérnyezet is, hogy az abban levé p-kre az x), egyensuly stabilitdsi
tulajdonsagai megegyeznek az x( stabilitasi tulajdonsagaival.

BizoNYiTAS Mivel V véges dimenzids, a Dgo(zg) : V — V linedris leképezés bi-
jektiv is és természetesen az inverzével egyiitt folytonos. Ez pedig azt jelenti, hogy
az UxV —V, (puz)+— gp(z) figgvénynek a mésodik valtozdja szerinti par-
cidlis derivaltja (0, z)-ban eleget tesz az implicitfiiggvény-tétel kovetelményeinek
(Analizis TV.B.7.2.); létezik tehdt az U nulldjadnak egy kornyezetén értelmezett
p — x, folytonosan differencidlhaté leképezés gy, hogy g,(z,) = 0.

Minthogy a sajatértékek folytonosan fliggnek a linearis leképezésektol, ha p elég
kozel van 0-hoz, akkor Dg,(x,) sajétértékei elég kozel vannak Dgg(zo) sajatértéke-
ihez, ami azt jelenti az adott feltétel mellett, hogy a megfeleld sajtatértékek valds
részeinek elOlejele megegyezik. Azt pedig tudjuk, hogy a differencidlegyenlet jobb
oldaldnak derivaltja egyértelmiien jellemzi a stabilitdsi tulajdonsigot, ha nincs
nulla valés részii sajatértéke (29.8.4llitds). m

Bifurkacio — eldgazas vagy stabilitasi tulajdonsdg valtozasa — tehat csak olyan
egyensulyban lehet, ahol a differencidlegyenlet jobb oldalanak derivaltja nulla valés
részu sajatértékkel is rendelkezik.
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30.8. Feladatok
1. Vizsgéljuk meg az

(x :R—R)? i=—24+ (mp+ 1z +p

differencidlegyenlet egyensilyait a p € R fiiggvényében, ahol m rogzitett valds
szam. Targyaljuk kiillén az m > 1, m = 1, m < 1 eseteket. Rajzoljuk fel a bi-
furkaciés diagramokat (vagyis szemléltessiik a p — X, fiiggvényt, ahol X, a p
értéknek megfeleld egyenstlyok halmaza).

2. Vizsgaljuk meg az

(z:R—R)? i=—2>4fax+b

differencidlegyenlet egyensilyait az a,b € R fliggvényében. Rajzoljuk fel a bifur-
kéciés diagramot (amit most hdrom dimenziéban tudunk szemléltetni).
3. Vazoljuk fel az (z1,72) : R — R? fiiggvényekre felirt aldbbi differencisle-
gyenletek bifurkaciés diagramjat p € R fliggvényében:
(i) &1 = pry + 22, @2 = —21 + pT2;
(ii) T, =x2, To=—T2+ l’% — D
(iii) 41 = 3pr1 — 3pre — 2% — 23, o = pr — 2.
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VIl. ELSORENDU PARCIALIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

31. Kvazilinedris egyenletek

31.1 Legyen tovabbra is V véges dimenzids vektortér. Emlékeztetiink, hogy
ha u : V — R differencidlhaté fliggvény, akkor Du(x) : V — R linedris leképezés,
azaz Du(x) € V*.

Definicié Legyen f: VxR — V ésh: V x R — R folytonos fiiggvény. Az
(u:V—R)? Du - (f o (idv,u)) = ho (idy, u)

elsérendii kvazilinearis parcialis differenciidlegyenlet értelmezési tar-
tomdnya a Dom fNDomh halmaz. A differencidlegyenlet megolddsan olyan
— nyilt halmazon értelmezett — ¢ : V — R folytonosan differencialhato fiigg-
vényt értiink, amelynek grafikonja benne van a differencidlegyenlet értelme-
zési tartomanyaban és

Do(x) - f(z,¢(x)) = h(z, ¢(x))  (z € Dom ¢).

A parciélis elnevezés onnan ered, hogy a V.= R" esetben a bal oldalon

N

Z(azu) fi(,u)

=1

jelenik meg. A kvézilinedris jelz6 pedig arra utal, hogy a differencidlegyenlet az
ismeretlen fliggvény derivaltjaban linearis.

A kozonséges differencidlegyenleteknél megszokott médon konkrétan megadott
fliggvények esetén szokas a valtozot is feltiintetni a differencidlegyenletben, vagyis
azt {rni, hogy Du - f(x,u) = h(z,u).
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31.2. Definicid A fenti kvézilinedris parciélis differencidlegyenlet karak-
terisztikus differencialegyenletén az

((z,u) : R— V xR)? & = f(z,u),

kozonséges differencialegyenletet értjiik. A karakterisztikus differencidlegyen-
let megoldasanak fazisgorbéjét karakterisztikus gérbének nevezziik.

A karakterisztikus differencidlegyenlet autoném differencidlegyenlet V x R-ben,
azaz fazistere V x R. Egy (r,7) karakterisztikus gorbe tehdt V x R-nek, még ko-
zelebbrdl, a kvazilinearis parcialis differencidlegyenlet értelmezési tartomanyanak
a részhalmaza.

31.3. A kvazilinearis parcialis differencidlegyenlet ¢ megolddsanak grafikonja
a V x R részhalmaza. Megmutatjuk, hogy a megoldas-grafikont a karakterisztikus
gorbék mintegy ”behalozzak”: egy feliilet akkor és csak akkor megoldas grafikonja,
ha minden pontjan athalad a feliiletben fekv6 karakterisztikus gorbe.

Allitas A ¢ : V — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény akkor és csak
akkor megoldasa a kvazilinedris parcialis differencidlegyenletnek, ha minden
x, € Dom¢ esetén van olyan (r,~) karakterisztikus gérbe, hogy r(0) = x, és
y=¢or.

B1zoNYiTAS Tegyiik fel, hogy ¢ a kvéazilinedris parcialis differencidlegyenlet meg-
oldéasa, x, € Dom¢. Legyen r az

(z:R—V)? &= f(z,¢on),
z(0) =z,

kezdetiérték-probléma megoldédsa és v := ¢ o r. Egyszeril szamoldssal meggy6-
z6dhetiink arrdl, hogy (r, v) kielégiti a karakterisztikus differencidlegyenletet, azaz
karakterisztikus gorbe; tehat ¢ teljesiti a sziikséges feltételt.

Tegyiik most fel, hogy ¢ teljesiti a sziikséges feltételt. Ekkor ¢ grafikonja nyil-
vanvaléan benne van a differencidlegyenlet értelmezési tartomanyaban. Tovabba
egyrészt

1(0) = (¢ 0 7)(0) = Dg(r(0)) - #(0) = Do(o) - f (0, $(0)),

masrészt
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Ez barmely x, € Dom¢ esetén fennall, tehat ¢ megoldas.

31.4. Most megfogalmazzuk a kezdetiérték-probléma megfelelgjét, amelyet
itt Cauchy-feladatnak szokas nevezni. Kozonséges differencidlegyenlet megoldéasa
"egyvéltozds” fiiggvény, azaz egydimenzids vektortéren (affin téren) van értelmez-
ve; kezdeti értékét egy pontban, vagyis egy nulla dimenziés részsokasagon irjuk
el6. A parcidlis differencidlegyenlet megolddsa N-dimenzids vektortéren értelme-
zett fliggvény; kezdeti értékét egy (N — 1)-dimenzids részsokasdgon {rjuk eld.

Definicié Legyen H a V-nek (N — 1) dimenziés részsokasaga (N := dimV),
és u, : H — R folytonos fiiggvény. Az

(u:V—R)? Du - f o (idv,u) = h(idv, u),

ulg = uo

Cauchy-feladat megoldasan a kvazilinearis parcialis differencialegyenlet olyan
¢ megolddsat értjiik, amelyre ¢(z) = u,(2) teljesiil minden z € H esetén.

31.5. A 31.3. allités sugallja, hogyan &llitsuk el6 a Cauchy-feladat megoldasat:
minden z € H esetén a (z,u,(z)) ponton keresztiilfektetiink egy karakterisztikus
gbrbét, és ezeknek a gorbéknek az Osszessége megadja a megoldas grafikonjat. En-
nek alapjan bizonyos feltételek mellett megmutatjuk, hogy a Cauchy-feladatnak
létezik egyetlen megoldasa a H egy kornyezetében.

Allitds Tegyiik fel, hogy f, h és u, folytonosan differencidlhatck, tovabba
minden z € H esetén f(z,u,(z)) ¢ T,(H) (ez utébbi szimbdlum a H-nak z
feletti érintéterét jeloli). Ekkor van a Cauchy-feladatnak egy, a H-t tartal-
maz6 nyilt halmazon értelmezett egyértelmii megoldasa.

BizoNYITAs Jeldlje ¢ — (Ry(y,v),I'i(y,v)) a karakterisztikus differencidlegyen-
letnek az z(0) = y, u(0) = v kezdeti feltételt kielégitd megoldasat (14sd 23.6.).
Legyen p : RVN=1 = V a H egy paraméterezése és

V= U, OD.

Az u, fiiggvény folytonos differencidlhatdsidga éppen azt jelenti, hogy v folyto-
nosan differencialhato.
Tudjuk (ldsd 21.3.), hogy

RxRN"1 s VXR, (t,€) = (R, Tu) (p(€),v(€))

folytonosan differencidlhaté. Természetesen folytonosan differencidlhaté az elsd
komponense, a

P:RxRYN"1us V., (t,€) — Ri(p(€),v(€))
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fiiggvény is. Mivel ez t-ben eleget tesz a karakterisztikus differencidlegyenlet els6
komponensének és Ro(y,v) =y, a t szerinti és a £ szerinti parcidlis derivaltakbol
konnyen kapjuk, hogy

DP(0,¢) = (f(p(€),v(€)) Dp(§)),

ahol £ a p értelmezési tartomanyanak barmely eleme, és az R x RV ~1 — V linedris
leképezést a szokdsos méatrixalakban frtuk, azaz ha (o, n) € R x R¥~1 akkor

DP(0,8)(a,m) = f(p(§),v(§)) + Dp(&)n.

Tudjuk, hogy Dp(€) injektiv, és H-nak p(€)-beli érintStere éppen Dp(&) érték-
készlete. Ebbdl és a H érintéterére kirdtt feltételbdl kovetkezik, hogy DP(0,€)
injektiv; mivel azonos dimenzids vektorterek kozotti linearis leképezés, bijektiv is.
Ez az inverzfiiggvény-tétel folytan azt jelenti, hogy a P értelmezési tartoményéa-
ban levd bérmely (0, &) egy kornyezetében P kis diffeomorfizmus. Rogzitsiink egy
&o-at, vegyiik a (0,&,)-nak egy ilyen kornyezetét, és jeloljik (t,€)-vel a kérnyezet
elemeit. Legyen U ennek a kornyezetnek a P &ltali képe, és jelolje (f, é) a P itteni
inverzét. Ekkor tehat

H(Ri(p(&),v(€)) =t.  E(Re(p(&).v(€))) =&,

specidlisan #(p(¢)) = 0.
Az értelmezésbdl igy nyilvanvald, hogy

U—R, x ¢(x) =Ty, (pEx),vE@))

a kvdzilinedris parcidlis differencidlegyenlet megolddsa és ¢(z) = u,(z), ha z €
U N H. A karakterisztikus differencidlegyenlet megolddsainak egyértelmiiségébol
és a 31.3. allitasbol kovetkezik, hogy ¢ az U-ban a Cauchy-feladat egyetlen meg-
olddsa. A H részsokasagot az ilyen U nyilt halmazok lefedik. Az egyértelmiiség
miatt az egyes ilyen nyilt halmazon értelmezett megolddsok GsszeilleszthetSk (azaz
értelmezési tartomanyaik kozos részén megegyeznek); az osszes ilyen megoldas 6sz-
szeillesztése az eredeti Cauchy-feladat egyértelmii megoldasa lesz a H-t tartalmazd
valamely nyilt halmazon.

31.6. Megjegyzések (i) Specidlis esetben a Cauchy-feladat is ”val6di” kez-
detiérték-probléma. Legyen ugyanis V. = R x U és H = {t,} x U. Ekkor u,
tekinthet6 az U-n adott fiiggvénynek, és az u|g = u, feltételt

w(to, ) = o

formaban irhatjuk, ami azt jelenti, hogy meg van adva a keresett fliggvény a t,
”id6épontban”.
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(ii) Ha az f(z,u0(2)) ¢ T.(H) feltétel nem teljesiil, tobb megolddsa is lehet a
Cauchy-feladatnak. Példdul N = 2 esetén, ha {(z, u,(2)) | z € H} karakterisztikus
gorbe, akkor végtelen sok megoldas van.

(iii) A megolddst gyakorlatilag tigy allithatjuk eld, hogy az

IE:Rt(p(f)vV(f))’ u:Ft(p(f)’V(f))

egyenl6s;gekbol t és € kikiiszobolésével Osszefiiggést allapitunk meg = és u kozott.
31.7. Példaként oldjuk meg az

(u: R? — R)? ToOhu — x10u = 0,

u(l,€) =€ (€R)

Cauchy-feladatot.

Itt tehdt H = {1} x R, amelynek paraméterezése p(§) = (1,£), és ennek meg-
felelden v(&) = €2 (¢ € R). A karakterisztikus differencislegyenlet a megfelels
kezdeti feltételekkel a kovetkezo:

il = T2, 1‘1(0) = 1,

d’;2 = —T1, m2(0) = 57
=0, u(0) = &2,
Megoldasa:
x1 = &sint + cost,
x9 = £cost —sint,
u=E2.
Ebbdl u(z1,xs) = 22 + 23 — 1.

31.8. Feladatok
1. Keressiik meg az

(u : RQ — R)7 .1328111, — J)182U = l‘?ﬂ?g + .Ill‘g

kvazilinearis parcidlis differencidlegyenletnek azt a megoldasat, amely eleget tesz
az

feltételnek.
2. Oldjuk meg az

(u :R? — R)? Ohu + x1x302u — x12203u = 0,
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uw(0,£1,6) =6& (&L eR, & ER)

Cauchy-feladatot.

3. Melyik az a feliilet R3-ban, amely dtmegy az {(r1,z2,23) € R? | 21 + 25 =
1,23 = 2} egyenesen és az (1,—1,0) vektorral adott 0 < a < 7/2 szdget zar be?
(Tegyiik fel, hogy a feliiletet egy u : R? — R fiiggvény grafikonja.)

32. Altaldnos egyenletek

32.1. Legyen F : V x R x V* — R folytonos fiiggvény, és foglalkozzunk most
az

(%) (u:V—R)? F o (idy,u,Du) =0

differencidlegyenlettel; ennek a megoldasa olyan — nyilt halmazon értelmezett —
¢ : V — R folytonosan differencidlhaté fliggvény, amelyre Graph(¢, D¢) C DomF
és F(z,¢(z),D¢(x)) = 0 minden z € Dome esetén.

E parcidlis differencidlegyenlet karakterisztikus differencialegyenletén az

(z,u,d) : R — V x R x V*)? & = DsF(z,u,d),
= (d|D3F(z,u,d)),
d=—DF(z,u,d) — DoF(x,u,d) - d

kozonséges differencidlegyenletet értjiik.

Kérjilkk az olvasét, ellendrizze, hogy ebben a differencidlegyenletben minden
rendben van: ha x : R »— V  akkor & értékei V-ben vannak; F-nek a harmadik
(azaz V*-valtozdja) szerinti parcidlis derivéltja pedig V** = 'V értéki flggvény,
tehdt az els6 egyenléség értelmes sthb.

A (%) parcidlis differencidlegyenlet karakterisztikus savjan a karakterisztikus
differencidlegyenlet olyan (r,v,w) megoldasat értjiik, amelyre F o (r,v,w) = 0
teljesiil.

Allitds A ¢ : V — R folytonosan differencialhaté fiiggvény akkor és csak ak-
kor megolddsa a (x) parcidlis differencidlegyenletnek, ha minden x, € Domg
esetén van olyan (r,~y,w) karakterisztikus sdv, hogy r(0) = x, és v = ¢ o
r, w=Dg¢or.

BizoNYITAS Tegylik fel, hogy ¢ a parciélis differencidlegyenlet megoldésa, z, €
Dom¢. Legyen r az

(z:R—V)? & =DsF(z,¢po0x,Dpoux),
z(0) =z,
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kezdetiérték-probléma megoldésa és v := ¢ or, w := D¢ or. Egyszerli szdmoléssal
meggy&zdédhetiink arrdl, hogy r és v kielégiti a karakterisztikus differencidlegyenlet
megfeleld részét. Tovabba

w=(D*por) -7

Az F o (idv, ¢, Dp) = 0 egyenléség differencidlasabdl azt kapjuk, hogy
D3 F o (idy, ¢,D¢) - D?¢ = =D, F o (idv, ¢, D¢) — Do F o (idy, ¢, D¢) - Do.
Komponaljuk mindkét oldalt az r fiiggvénnyel; a bal oldalon
D3F o (r,7,w)-D*¢por=7-(D*por)=w
adddik, a jobb oldalon pedig
—D1F o (r,v,w) — DaF o (r,v,w) - w,

tehdt (r,v,w) karakterisztikus sdv, {igy ¢ teljesiti a sziikséges feltételt.

Tegyiik most fel, hogy ¢ teljesiti a sziikséges feltételt. Ekkor minden z, €
Domg¢ esetén van olyan (r,v,w) karakterisztikus siv, hogy r(0) = z,, v(0) =
#(2,), w(0) = Dg(z,) és persze F(r(0),7(0),w(0)) =0, azaz

F($Ov¢($0)7D¢(fco)) =0.

Ez barmely z, € Dom¢ esetén fennall, tehdt ¢ megoldés.

32.3. A Cauchy-feladatot az altaldnos esetben pontosan tgy fogalmazzuk meg,
mint a kvézilinedris parcidlis differencidlegyenletekre (31.4. definicié). Megoldha-
tésdgardl is hasonlét mondhatunk, mint a 31.5.-ben

Allitas Tegyiik fel, hogy F kétszer folytonosan differenciglhatd, u, folytono-
san differencidlhato, tovdbbd minden z € H ésd € V* esetén D3 F(z,u,(2),d) ¢
T.(H). Ekkor van a Cauchy-feladatnak egy, a H-t tartalmazé nyilt halmazon
értelmezett egyértelmii megoldasa.

B1zoNYITAS Az F-re kirétt feltétel szerint a karakterisztikus differencidlegyenlet
jobb oldala folytonosan differencidlhaté, ezért a karakterisztikus differencidlegyen-
let minden kezdeti feltétel mellett egyértelmiien megoldhato.

Legyen p és v ugyanaz, mint a 31.5. bizonyitasiban. Az

RYZEx VI 5 RxRYTL - (€,d) = (F(p(€), v(€),d), Dp(€)” - d — Dr(§))

fiiggvénynek (D3F(p(¢),v(£),d) Dp(€)*) a V*-valtozéja szerinti parcidlis deri-
valtja, amely az érintéterekre kirdtt feltételiinkbol kovetkezden injektiv. Ezért az
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implicitfliggvény-tételbdl a p értelmezési tartoménya minden pontjanak egy kor-
nyezetében létezik egyetlen 6 : RV ~! »— V* folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
amelyre

F(p(§),v(£),6(¢)) =0,  Dp(§)"-(§) —Dr(§) = 0.

Jelolje t — (Rt(y,v,e), iy, v,e), Qt(y,v,e)) a karakterisztikus differencisle-
gyenletnek az 2:(0) = y, u(0) = v, d(0) = e kezdeti feltételt kielégité megolddsat.
Ezutan ugyanugy lehet folytatni, mint a 31.5. bizonyitasaban:

RxRY"1 =V, (t,6) = Ry(p(€), v(€),6(8))

lokélisan injektiv, és ha (£, é) jelol egy ilyen lokalis inverzet, akkor

T — Fi(z) (p(é(@% U(é(ib)% 6(5(1')))

a Cauchy-feladat egyértelmli megoldasa a H egy pontjanak egy kornyezetében. Az
ilyen megoldédsok Osszeillesztésébél megkapjuk a kivant megolddst. A részleteket
az olvaséra bizzuk.

32.4. Tekintsiik példaként az
(u:R2—R)?  (Ou)?+ (u)? =1, u(é=1 (E€R)

Cauchy-feladatot.

Itt tehdt F(z1,72,u,d1,d2) = d? +d3 — 1 és H = {(z1,72) € R? | 21 = 22},
amelynek paraméterezése p(§) = (£,£) (€ € R); erre Dp(&)* = (1,1). Tovébba
v(§) = 1, amelyre Dy (&) = 0.

H egyenes, amelynek érintétere minden pontban énmaga. F-nek (dy,ds) sze-
rinti parcidlis derivéltja 2(dy,ds), és ez benne lehet H-ban (H érintSterében), igy
az el6z6 allitdsunknak idevagé feltétele nem teljesiil. Latjuk is, hogy a (most &-t81
fiiggetlen)

d34+di—1=0, di+dy=0

egyenletnek két megolddsa van: 61 = —d, = 1/\/5 és 01 = —09 = —1/\/5. Ennek
megfelelGen a karakterisztikus differencidlegyenlet a megfelel6 kezdeti feltételekkel
a kovetkezo:

1 = 2dq, x

x'g = 2d2, xT9
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Ebbél d; = —dy = £+1/4/2, amelyet betéve az els6 harom egyenletbe azt kapjuk,

hogy
T =+V2A+E, o =FVUA+E, uw=2t+ 1.

Innen ¢ és £ kikiiszobolésével a Cauchy-feladat alabbi két megoldasat nyerjiik:

1
u(xry,xe) = £—(x1 — 22) + 1.
(w1, 2) \/5(1 2)

32.5. Feladatok

1. A 32.4.-beli példank differencidlegyenletéhez vegyilik az alabbi kezdeti felté-
telt: H := {(x1,22) € R? |22 + 2% =1}, wulyg =0.

2. Oldjuk meg az

(u: R? — R)? (O1u)? = my29, u(0,§) =¢ (§€R)

Cauchy-feladatot.
3. Oldjuk meg az

(u:R3 — R)? (O1u)? = 122, u(0,£,§) =¢ (§€R)

Cauchy-feladatot.
4. Keressiik meg az

(u:R®— R)? 22101u + 20u — (O3u)? = 2u, u(1,£,6) =262 (€ €R)

Caucy-feladat megoldasat.



