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|. BEVEZETES

1. Alapvetd tudnivaldk

1.1. A funkciondlanalizis alapstruktirai a normélt terek és specidlisan a ska-
larszorzatos terek. Az elkdvetkezékben mindig K feletti vektortereket tekintiink,
azaz a valds és komplex terek elméletét, ahol csak lehet, egyszerre targyaljuk.
Kiilonosen fontos lesz szamunkra ezen terek teljessége, igy a kovetkezd szokasos
elnevezéseket vezetjiik be.

Definicidé Egy teljes normalt teret Banach-térnek, egy teljes skaldrszorza-
tos teret Hilbert-térnek neveziink.

Mint tudjuk (Analizis I11.B.7.4.), badmely normadlt tér teljessé tehets. Egy ska-
larszorzatos tér teljessé tétele szintén skaldrszorzatos tér, azaz a teljessé tett tér
normaja is skalarszorzatbdl szarmaztathaté; ezt majd a III. fejezetben megmutat-
juk.

1.2. Emlékeztetiink a kovetkezé fogalmakra a vektorterek elméletébol. Az E
vektortér H részhalmaza linearis burkanak vagy a H 4ltal kifeszitett altér-
nek nevezzilkk a H-t tartalmazé E-beli linedris alterek metszetét A H halmaz
linearisan fiiggetlen, ha minden x€H esetén z nincs benne a H\{z} halmaz
linearis burkdaban. H generator E-ben, ha linearis burka E. Egy linearisan fiig-
getlen generdtort algebrai bazisnak vagy Hamel-bazisnak neveziink. Minden
vektortérben 1étezik Hamel-bdzis (Analizis 11.3.2.)

Definicié Legyen (E,||.|) normélt tér; ekkor a HCE részhalmaz zért li-
nearis burkanak nevezziik a H-t tartalmazo E-beli zart linearis alterek
metszetét. A H halmaz topologikusan linedrisan fiiggetlen, ha minden
x€H esetén x nincs benne a H\{x} halmaz zdrt linedris burkdban. H totd-
lis E-ben, ha zart linedris burka E. Egy topologikusan linedrisan fiiggetlen
totalis halmazt topologikus algebrai bazisnak vagy Schauder-bazisnak
neveziink.
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Schauder-bazis nem feltétleniil 1étezik, azaz van olyan normadlt tér, amelyben
nincs topologikus algebrai bazis.

A H linedris burkat SpanH-val jeloljiikk. Ez a legsziikebb linedris altér, amely
tartalmazza H-t. A H zart linedris burka nyilvan zart linedris altér, és a legszii-
kebb, amely tartalmazza H-t.

1. Allitds Normalt tér linedris alterének lezartja linedris altér.

BizONYITAS Ha L egy normdlt linedris altere, akkor (Analizis II1.B.4.9.) L+LC
L+L =1L, és \eK esetén AL = \L = L , igy L is linedris altér.

2. Allitds Normdlt térben a H részhalmaz zart linedris burka SpanH.

B1zoNYITAS Ez zart linedris altér, amely tartalmazza H-t, és a legsziikebb ilyen,
mert ha M zart linearis altér és H C M, akkor a linearis burok és a lezéras ismert
tulajdonsagai szerint SpanH C M és SpanH C M. m

Egy H halmaz tehat pontosan akkor totalis E-ben, ha a linearis burka sirii
E-ben.

Tudjuk, hogy normalt tér véges dimenzids linedris altere mindig zart (Analizis
II1.B.6.3.). Nem zért linedris alterekre a 2. fejezetben ldtunk sok példét.

1.3. Ha E és F vektorterek (azonos test felett), akkor az A:E—F' linedris leké-
pezésre © € DomA esetén A(z) helyett szokdsosan a tomor Ax jelolést hasznéljuk.

Teljes normalt térbe képez6 folytonos linedris leképezések egyértelmiien kiter-
jeszthetok folytonos linedris leképezéssé az értelmezési tartomanyuk lezartjara.
Kozelebbrél: ha E normélt tér, F Banach-tér, LCE linedris altér, A : L — F
folytonos linedris leképezés, akkor létezik egyetlen A : L — F folytonos linedris
leképezés tigy, hogy ACA. Tovabba ||A|| = ||A]| teljesiil (Analizis I11.B.10.5).

1.4. Sokszor lesz sziikségiink a végtelen Osszegzés (sorok) kovetkezd altaldnosi-
tasara.

Definicié Legyen I nemiires halmaz és jelolje F(I) az I nemiires véges rész-
halmazainak halmazdt. Az (E,| - ||) normalt térbeli (x;);c; rendszert Osz-
szegezhetonek nevezziik, ha létezik olyan x € E, hogy minden >0 esetén
létezik J.€F(I) tigy, hogy minden KeF(I), KDJ. esetén

€K

<e.

Egyszer(i tény, hogy ha (z;);c; Osszegezhetd, akkor az Gsszege vagyis a defini-

ciéban szerepl§ x egyértelmil; ezt a vektort a > x; szimbélummal jeldljiik.
i€l
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Ha (2;);er Osszegezhetd, akkor teljesiti a Cauchy-kritériumot: minden >0 ese-
> T
ieK
(Ha E teljes, akkor ez a feltétel elégséges is ahhoz, hogy a rendszer Gsszegezhetd
legyen.) Specidlisan i¢J. esetén {i}NJ. = 0, igy ||z;||<e, ezért {i€l | ||z;i]|>e}
véges halmaz, hiszen a J. része. Mivel

tén 1étezik J.€F(I) gy, hogy minden KeF(I), KNJ. = § esetén <e.

fiel |20} = | {iel | lail|>1/n},

neN

igaz a kovetkez6 fontos tény.

Allitds Ha (2)ier Osszegezhetd, akkor az {i€l | x;7#0} halmaz legfeljebb
megszamlalhato.

Megemlitjiik, hogy az (x;);cr Osszegezhetdségének definicidja egyenértékil azzal,
hogy az I — FE, i — x; figgvény integralhat6 az I szamlalémértéke szerint; ezt
E =K esetén az eddigi tanulmanyaink alapjan az Olvas6 egyszeriien belathatja.

1.5. Bizonyos vektortereken nem normét, hanem félnormat tudunk természetes
médon megadni.

Definicié Legyen E vektortér. Ap: E—R{ leképezés félnorma, ha minden
z,yeE és AeK esetén

(NP) p(Az) = [Alp(z) ,

(NA) p(z+y)<p(x)+p(y)-

Ha p félnorma az E vektortéren, akkor NP szerint p(0) = 0, tehét egy félnorma
abban kiilonbozik egy normatdl, hogy nemnulla vektoron is vehet fel nulla értéket.
Hasonléan, mint normék esetében, belathatjuk, hogy minden z,ycE esetén

Ip(z)—p(y)|<p(z—y). (*)

A félnorma definicids tulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy N := {zeE | p(z) = 0}
linedris altér E-ben. A (x) Osszefliggés szerint ha x —y € N, akkor p(x) = p(y),
ezért az E /N faktortéren (Analizis I1.6.1.) a

p: E/N-RJ, p(xr+ N):=p(z).

leképezés jol definidlt, és konnyli beldtni, hogy p norma E/N-n, amelyet a p-hez
asszocidlt normdnak, az (E/N,p) normélt teret a p-hez asszocidlt normalt
térnek nevezziik.

1.6. A félnormahoz asszocidlt normalt tér fenti konstrukciéjanak speciélis esete
az, ami az Analizis V. B.II1.14. fejezetében szerepel.
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Legyen (X, A, 1) o-véges mértéktér, (E,|.|) normalt tér. Emlékeztetiink arra,
hogy B(E) (az E Borel-halmazainak sszessége) az E nyilt halmazai atal generalt
o-algebra. Egy f: X — E fliggvényt akkor mondunk mérhetdnek, ha A — B(E)-
mérhetd, azaz minden E-beli Borel-halmaz f altali 6sképe az A eleme.

Legyen 1<p<oo (figyelem: ez a p nem ugyanaz, mint az el6bb, vagyis nem fél-
norma; sajnalatos médon ugyanazt a p szimbdélumot szoktdk hasznalni altaldban
a félnorma jelolésére és itt a kitevére, és mi is kovettiik ezt a szokdst). Ekkor
1<p<oo esetén

LP(X, A u; E) :={f: X—E | f mérheté és | f|” p-integralhat6},

illetve
LYX, A 1i; E) :={f : X—E | f mérhetd és |f| u-korldtos}

vektorterek, és

1

Ll : £OX, A s E)—RE,  frs /If\”du ,

illetve
-loo : £L2(X, A, i; )R, fr> pu— ess sup|f|

félnorma rajtuk. Tovabba, 1<p<oco esetén az
N = {feL’(X, A, 1; E) | [|f], = 0}
altér megegyezik a
Z :={f: X—FE| f mérhets, f =0 p-m.m.}

altérrel, igy az (LP(X, A, u; E), ||.|p) félnormélt térhez asszocidlt normalt tér éppen
az Analizis V.B.III.14.1.-ben definialt (L?(X, A, u; E), ||.||,) tér lesz, mely a Riesz-
Fischer-tétel (Analizis V.B.III.15.2.) szerint teljes, azaz Banach-tér, ha (E,|.|)
Banach-tér.

Az LP(X, A, u; E) := LP(X, A, u; E)/N linedris tér elemei egyméssal p-majd-
nem mindeniitt egyenlé fiiggvények ekvivalenciaosztalyai, F' € LP(X, A, u; E) ese-
tén ||F||, :=||f|p , ahol fE€F tetszlleges.

Erdemes azt is felidézni, hogy ha A" jeloli az A-nak a u szerinti teljesitését
(Analizis V.B.6.7.), és A’ olyan o-algebra, hogy A C A’ C A", akkor u egyértel-
mien kiterjeszthet A’-ra. Ekkor LP(X, A, u; E) C LP(X, A, u; E) és szigoru tar-
talmazds 4ll, ha A valédi része A’-nak, viszont LP(X, A, u; E) = LP(X, A, u; E).

Megjegyzés Ezutan a jelolésbdl elhagyjuk a o-algebrat és a szokasnak megfe-
leléen L7 (X, E)-t frunk. Tovdbba a matematikdban meghonosodott kis pongyo-
lasaggal az L7 (X, E) elemeirdl mint fiiggvényekrdl beszéliink (fliggvényosztélyok
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helyett); tehat amikor azt mondjuk, hogy az L% (X, E)-beli f fiiggvény, akkor az
f-fel p-majdnem mindentitt egyenlo fliggvények osztalyara gondolunk.

Ha E = K, akkor K-t is elhagyjuk a jel6lésbdl, kivéve persze, ha hangsulyozni
akarjuk, hogy csak a valos illetve a komplex esetrol van szo.

R¥-en a Lebesgue-mérheté halmazok a Borel-féle o-algebra Lebesgue-mérték
szerinti teljesitésének az elemei. A Lebesgue-mértéket is el szokas hagyni a jelo-
1ésbél, tehat LP (RN, E)-t, LP(RY)-t frunk.

Emlékeztetiink a mér kordbbi tanulmdnyainkban is hasznalt {?:=LP(N, P(N), s)
jelolésre, ahol s a szamlalémérték; [P elemei tehat p = oo esetén a K értéki kor-
latos sorozatok, 1 < p < oo esetén pedig a p-edik hatvényon (abszolitértékben)
Osszegezhetd sorozatok.

Altaldban, ha I nemiires halmaz, [P (I)-vel jeloljiik a korldtos illetve a p-edik
hatvdnyon az 1.4. értelmében Gsszegezhetd I — K fliggvények Osszességét (a meg-
felel normdval ellatva).

1.7. Fontos tudatositanunk, hogy az LP-terekben a sorozatok konvergencidja
a norméaban vett konvergenciat jelenti; ezt sokszor jeldlésben is hangsilyozzuk,
hogy a fiiggvények koroben megszokott pontontkénti vagy majdnem mindentitti
konvergenciatél megkiilonboztessiik.

Ha tehdt f, f, € LF (X, E) (neN), akkor f = 1171}1 fn az LL(X, E)-ben — amit

roviden igy is jeloliink: f = (LP)lim f,, — azt jelenti, hogy
n
lim || f — fullp =0, mdsként ugyanez: lim /|f — fnlPdu = 0.
X

Ha ez teljesiil, akkor az f,, sorozatnak van olyan részsorozata, amely pontonként
p-majdnem mindeniitt konvergal f-hez.

Abbdl viszont, hogy f, pontonként p-majdnem mindeniitt konvergal f-hez,
nem kovetkezik, hogy LP-ben is konvergdl f-hez. Az n—nx _,,, ,,, sorozat Le-
besgue-majdnem mindeniitt a nulldhoz tart, viszont semmilyen p esetén sem tart
nulldhoz az LP(R)-ben (sehova sem tart, nem konvergens).

1.8. Feladatok

1. Legyen (E,| - ||) normdlt tér. Emlékeztetiink, hogy az = € E tdvolsdga a
H C E részhalmaztdl d(z, H) := inf{||z — y|| | y € H}. Mutassuk meg, hogy ha L
linearis altér, akkor minden 0 # A € K esetén d(Az, L) = |\|d(z, L). (Utmutatas:
Az — y| = |Al |z — $yl|, és mikézben y befutja L-et, 1y is.)

2. Legyen M zart linedris altér egy (E,| - ||) normalt térben, és x € E\ M.
Mutassuk meg, hogy ha z, € M és A\, € K olyan, hogy li7rln(zn + A\pz) = 0, ak-

kor lim \,, = 0 (kovetkezésképpen az is teljesiil, hogy lim z, = 0). ([jtmutatés:
d(z, M) > 0, d(z,, + Az, M) = d(Apz, M) = |\, |d(x, M) és 0 = limd(z, +
Anz, M).)
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3. Ismert algebrai tény, hogy linearis alterek komplexus Osszege lineéris altér.
Zart linedris alterek komplexus Osszege is linearis altér, de nem feltétlentil zart.
Adjunk ellenpéldat az aldbbi vazlat alapjan!

Legyen az [2-ben x,, az a vektor, amelyben a (2n—1)-edik komponens 1, a tobbi
nulla, és y, az a vektor, amelyben a 2n-edik komponens 1, a tobbi nulla (n € N).
Ekkor (z,, Tm) = (Yn, Ym) = Onm;, (Tn,Ym) = 0 minden n, meN esetén.

Legyen a, = cos(1/n), Bp = sin(1/n) és z, = anTn+Bnyn (n€N). Ekkor
(zn, 2m) = Opm (m,neN). Jelolje M és N az (zp)nen illetve a (2p,)nen vektorok

kifeszitette zart linedris alteret. Minthogy Y. B2< 3" 1/n?<+o00,y:= Y. Bnyn
neN neN neN
€12, s6t benne van az M és N kifeszitette zart linedris altérben. Tegyiik fel, hogy

benne van az M és N kifeszitette linearis altérben (azaz M és N komplexus
oszegében), vagyis y = z+z, ahol ze M |, ze N. Ekkor (16vén (yn, 2m) = OnmBm)

B = (Yn, ¥) = (Yn, T+2) = (Yn, 2) = <yn7 Z <Zm7z>zm> = (2n, 2) Bn

meN

amib6l (z,,z) = 1 minden n € N esetén, és ez lehetetetlen.
4. Mutassuk meg, hogy

e; :=(1,0,0,0,...), e2:=(0,1,0,0,...), e3:=(0,0,1,0...),

Schauder-bézist alkotnak [P-ben 1 < p < oo esetén, azonban az (1,1,1,1,...) € [*°
nincs benne ezeknek a vektoroknak a zart linearis burkdban.

5. [1-ben az el6bbi vektorok és (1, %, i, ...) egyltt linedrisan fiiggetlen halmazt
alkotnak, amely azonban nem topologikusan linedrisan fiiggetlen.

6. Igazoljuk, hogy ha H egy normalt tér részhalmaza, akkor SpanH-nak elemei

a Y. apr, alakd konvergens osszegek, ahol x,, € H minden n-re (a H-bdl vett
neN
konvergens “végtelen linedris kombindciok” ), de dltaldban nem minden eleme ilyen

alakd. (A H := {x, | E C [0,1], E Lebesgue-mérhet6} halmaz totalis L'[0, 1]-ben
(lasd a kovetkezd fejezetet), de az idj,; € L'[0,1] fliggvény nem &llithaté eld
H-beli elemek végtelen linedris kombindciéjaként.)

7. Tudjuk, hogy egy E vektortér algebrai bazisdn értelmezett, vektortérbe ha-
t6 leképezés egyértelmiien kiterjeszthet6 az E-n értelmezett linearis leképezéssé.
Igaz-e, hogy egy normélt tér {x; | i € I} Schauder-bézisdn értelmezett, normalt
térbe haté A korlatos leképezés (azaz létezik K > 0, ugy, hogy || Ax;|| < K|z
minden i-re) egyértelmiien kiterjeszthet6 korldtos (azaz folytonos) linearis leké-
pezéssé?  (Vegyiik (?>-nek a 3. feladatban adott {e, | n € N} Schauder-bézi-

sat, és legyen Ae, := e;. Ha A folytonosan kiterjeszthetd, akkor A Y ape, =
neN

> ande, = (Z an> e1. Van olyan (o, )nen, amely négyzetesen felosszegezhe-
neN neN
t6, de nem &sszegezhetd.)
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8. Ha egy Schauder-bazison értelmezett leképezés kiterjeszthet6 az egész tér-
re folytonos linearis leképezéssé, akkor a kiterjesztés egyértelmti. Ha tehdt két
folytonos linearis leképezés megegyezik egy Schauder-bazison, akkor egyenlok.

N-M
9. Legyenek 1<M<N természetes szamok. KV-en az x— Y. |z;| leképezés
i=1
félnorma. Adjuk meg az asszocialt normalt teret!

10. Legyen K CR kompakt halmaz. Ekkor az R — K folytonos fiiggvények vek-
torterén az f— max |f(x)| leképezés félnorma. Adjuk meg az asszocidlt normélt
xTE

teret!

11. Agz altalanositott Osszegzés az altalanositott sorozatok hatarértékének ko-
vetkez6 fogalmabdl specidlis esetként adodik.

Az (S, <) rendezett halmazt felfelé iranyitottnak nevezziik, ha minden két-
elemii részhalmaza feliilrdl korldtos S-ben (azaz barmely két elemhez van olyan
elem, amely mindketténél nagyobb vagy egyenld).

Ha S felfelé iranyitott, akkor minden véges részhalmaza feliilrol korlatos.

Legyen (.5, <) felfelé irdnyitott rendezett halmaz. Ha X nem tires halmaz, akkor
XT elemeit X-beli X-ben haladé dltaldnositott sorozatoknak nevezziik.

Legyen (M,d) metrikus tér. Az M-ben haladdé (z;);c; altaldnositott sorozat
konvergens és hatarértéke acM, ha minden >0 esetén létezik i.€l 1gy, hogy
minden (€1, i>i. esetén d(z;,a)<e. Az (x;);cr dltaldnositott sorozat Cauchy-fé-
le, ha minden £>0 esetén létezik i.€l ugy, hogy minden i€l | i>i. és jEI | j>i.
esetén d(x;, x;)<e.

Belathaté, hogy konvergens altalanositott sorozat hatarértéke egyértelmii. To-
vabba, konvergens altalanositott sorozat Cauchy-féle, és ha M teljes, akkor fordit-
va is igaz.

Ha I nemiires halmaz, akkor (F(I),C) felfelé irdnyitott rendezett halmaz:
J,KeF(I) esetén JUKeF(I) a {J, K} felsd korlatja. Az (x;);er rendszer akkor

osszegezhatd, ha az F(I)—E, J— > x; altaldnositott sorozat konvergens.
i€

2. Sirl linearis alterek

2.1. Sokszor vessziik hasznat, ha tudjuk, hogy egy normalt térben valamely “jé
tulajdonsagi” linedris altér stirti. Most konkrét Banach-terek egyes stirti linedris
altereit irjuk le.

Viladgos, ha egy linearis altér tartalmaz egy stiri alteret, akkor maga is stiri.

Tovéabba, ha egy siiril lineédris altér minden eleme el6all egy mésik altérbdl vett
sorozat hatarértékeként, akkor az a masik linedris altér is stirti.

2.2. Egyszer(i tény, hogy [P-ben 1 < p < 0o esetén a véges sorozatok (vagyis
amelyeknek csak véges sok tagja nem nulla) sliri linedris alteret alkotnak; [°°-
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ben azonban nem: az (1,1,1,1,...) € [* sorozatnak barmely véges sorozattdl a
tavolsaga 1.

2.3. Legyen (X, A, 1) o-véges mértéktér, és tekintsiik az LF (X) Banach-teret,
1 <p<oo(az X — K mérhetd és p-ik hatvanyon integralhaté fliggvények — pon-
tosabban fliggvényosztalyok — terét). Ha S olyan félgy(ir(i, hogy az éltala generalt
o-algebrdnak a p szerinti teljesitése tartalmazza A-t, akkor a p-integralhaté S-
1épesés fiiggvények sfirti linedris alteret alkotnak L (X)-ben (Analizis V.B.15.3.:
a S-1épcsés fliggvények ugyanazok, mint a R-1épcsos fliggvények, ahol R az S ger-
neralta gytirt). L;°(X)-ben az A-lépesés fiiggvények siirtin vannak, de altaldban
az S-1épcsdsok nem.

2.4. Emlékeztetiink arra, hogy egy M metrikus téren értelmezett K értékii f
folytonos fiiggvény tartdja az

{zreM]|f(x)#0}

halmaz.

Allitas LP(R™)-ben 1 < p < oo esetén a kompakt tartdjii folytonos fiiggvé-
nyek stirt linedris alteret alkotnak.

BizonvyiTAs Tekintsiik elészor az N = 1 esetet. A korldtos intervallumok osszes-
sége tartalmaz egy olyan S félgytiriit (példaul az alulrdl nyilt, felillrél zért korldtos
intervallumokat), amely generélja a Borel-halmazokat. Legyen I :=]a, b[ korldtos
intervallum (mindegy, hogy a végpontok egyike vagy mésika hozzétartozik-e vagy
sem); ekkor neN esetén

0 haz <a-—1,
n(m—a—i—%) haa—%<x§a,

Gnr(r) =4 1 haa <z <b,
n(b+%fx) hab<z§b+%,
0 hab+%<x

kompakt tartoju folytonos fiiggvény, és

JE
R
1\? ! 1 P 2
= /np T—a+ — d:r—i—/np b+ ——2) de=———,
n n n(p+1)
b

a1
n

tehat (LP)lim ¢, 5 = x,.
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r

Ezért a Z kX, S-lépesds figgvény a ( > ck¢n71k)neN kompakt tartéja folyto-
k=1 k=1
nos fliggvények sorozatanak a hatarértéke, és ezzel bebizonyitottuk, amit akartunk.

N
Az N > 1 esetben az SV félgytir(i generdlja a Borel-halmazokat. Mivel az _X1 I;
i
tégla karakterisztikus fiiggvénye (z1,...,2n) = [] x;, (%), ezt az (21,...,28) =
i=1

H &n.1,(z;) kompakt tartéju foytonos fiiggvények sorozatdanak hatérértékeként
tudJuk eléallitani, és aztdn a gondolatmenetet gy folytathatjuk, mint az N = 1
esetben. m

Megjegyezziik, hogy ¢ ;1 pontonként x_-hoz tart, tehat x,-hez csak majdnem

mindeniitt konvergal, ha I nem zart. Olyan sorozatot is gyarthattunk volna, amely
mindeniitt x,-hez tart, de a késObbiek szempontjabdl ez elényosebb.
2.5. Azt mar tudjuk, hogy
0 ha t <0,
n:R—=-R, t— 1
e 2 hat>0

végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvény. Ha 0 < r < R, akkor

n(R* - z°)
WE = r2) + (R = )

SrR:R=R, o=

olyan végtelen sokszor differencidlhatoé fliggvény, amelyre

& r(r) =0 halz| >R,
0<¢-r(z) <1 har<|z| <R,
&or(z)=1 halz| <r

Allitas LP(RY)-ben 1 < p < oo esetén a kompakt tartdjii végtelen sokszor
differencialhaté fiiggvények stirii linearis alteret alkotnak.

BizoNYiTAS Tekintsiik el8szor az N = 1 esetet. Vegyiink egy I :=|a,b[ interval-

7 . b—
lumot, és legyen 7 := 5%,

(b’ﬂ,f(x) = §T,’I‘+% (LU - a;b) .

Ekkor
b+1

/|¢M—xl|p /mnu / Bntl? < 2,

a_,
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és ezutan ugy folytathatjuk, mint az el6z6 pontban.

2.6. Bér az el6z6 eredménylink magdban foglalja a 2.4-belit (a kompakt tart6ja
végtelenszer differencialhaté fliggvények altere sziikebb a kompakt tartdju folyto-
nos fiiggvények alterénél), mégsem hidbavalé az el6z6 bizonyitds, mert dltaldno-
sithaté metrikus terekre, ahol a differencialhatésagnak nincs értelme. Nevezetesen
metrikus térben minden zart halmazhoz és 6t tartalmazé nyilt halmazhoz megad-
haté olyan folytonos fiiggvény, amely a zart halmazon 1, a nyilt halmazon kiviil
0, és mindenhol mashol a 0 és 1 kozott veszi fel az értékét (Analizis I11.B.8.14.).
Ha p o-véges Borel-mérték, azaz egy M metrikus tér Borel-halmazain van adva,
és minden kompakt halmaz mértéke véges, akkor 1 < p < oo esetén L? (M)-ben a
kompakt tartoju folytonos fiiggvények sirt linearis alteret alkotnak.

2.7. Legyen ICR intervallum (nem sziikségképpen koréldtos), és tekintsiik
LP(I)-t. Mivel az egypont halmazok Lebesgue-mértéke nulla, LP(I) = LP(I), azaz
lényegtelen, hogy az intervallum nyilt-e, zart-e. Viszont az I-n értelmezett folyto-
nos fliggvények tartéja szempontjabdl nem mindegy. Ha I nyilt, és az f: I — K
folytonos fiiggvény tartéja kompakt, akkor f egyértelmiien kiterjeszthetd az I le-
zartjara folytonos fiiggvénnyé ugy, hogy a kiterjesztés tartéja megegyezik az f
tartdjaval; ekkor a kiterjesztés az I végpontjaiban nulla értéket vesz fel. Viszont
egy nem nyilt I intervallumon kompakt tartoju folytonos fiiggvény nem sziikség-
képpen nulla az I végpontjaiban.

Ertelemszer(i, mit jelent az, hogy az f : I — K folytonos fliggvény tartdja
kompakt az I belsejében.

Mivel az I intervallum belsejében levo intervallumok tartalmaznak egy olyan
félgytirtit (példdul az alulrdl nyilt, feliilrél zart intervallumokat), a 2.6. bizonyité-
sdhoz hasonléan érvelhetiink, hogy igazoljuk az alabbi allitast.

Allitas 1 < p < oo estén LP(I)-ben az I belsejében kompakt tartéjii végte-
lenszer differencialhaté fiiggvények stirii linedris alteret alkotnak.

2.8. Legyen KCR kompakt intervallum. A K-n értelmezett K értéki foly-
tonos fliggvények a maximum-norméval ellditva Banach-tér (Analizis I11.B.8.12.),
amelyet C'(K)-val jelolink.

Allitds (Weierstrass—féle approximaciés tétel) A C(K) Banach-térben
a polinomok alkotta linedris altér stirii.

B1zoNYITAs Tekintsiik elészor a K := [0, 1] esetet. Legyen © := id , és defi-
nidljuk a [0, 1] intervallumon a kévetkezd, igynevezett Bernstein-polinomokat:
neN és ke{0,1,... ,n} esetén

Pk = (Z) oF(1-e)"*.
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Ekkor az .
() ety = 3 (k)xy -
k=0

fliggvény elsd valtozobeli nulladik, els6 és masodik parcialis derivaltjat komponalva
a (0,1-0) filggvénnyel kapjuk, hogy

Y pnk=1, > kpnr=n0, > k(k—1)pni=n(n—1)0"
k=0

k=0 k=0

Tovabba ezen formulakbol konnyen szarmatathatjuk, hogy
n
> (k=n©)’pn i = nO(1-0) <
k=0

Legyen f€C([0,1]) és e>0. Ekkor f egyenletes folytonossdga miatt 1étezik §>0
Ugy, hogy minden z,yeK , |z — y|<d esetén |f(z) — f(y)|<e.
Definialjuk n€N esetén a

=Zf( )i

polinomot. Ha z€[0,1] , és
H :={k€{0,1,....,n | |z—k/n|<d},

akkor k¢ H esetén

1
J— — >
nd(k nx)>1,

igy

(@)= Pr(x)| =

n

= Z(f() f(k/n))pn g (@ <Z|f F(k/n)|ppx(x) =
= Z|f Fk/n) Pk (2 +Z |f (@)= f (k/n) .k () <

keH k¢H

<e+ Y |f@)—fk/n)par(@) <e+2|f| Y parle) <

kg¢H kg¢H

- 2|f 2||f
H |Z k —nx) )§€+7l|25|2”n:5+ T|l|52H.
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2|l £

5> akkor || f — P,||<2¢, és ezzel bebizonyitottuk, amit akartunk.
Térjiink most 4t a K := [a,b] (a< b) esetre. Ekkor

I/gy7 ha n>

Tr—a

b—a

¢ la,b]—[0,1], =+~

folytonos bijekci6, az inverze is folytonos. Ha feC([a,b]), akkor fop~1eC([0,1]).
Ha (P,)nen olyan polinomsorozat, mely [0, 1]-en egyenletesen konvergal az fop~?
fliggvényhez, akkor P,o¢ olyan polinomsorozat, mely egyenletesen konvergal az
[a, b] intervallumon az f fliggvényhez.

2.9. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy a véges értékii sorozatok Gsszessége stiril linearis altér [P-ben
minden 1 < p < oo esetén!

2. Az S félgytiriibeli véges mértékli halmazok karakterisztikus fiiggvényei totalis
halmazt alkotnak L% (X)-ben 1 < p < oo esetén.

3. Bizonyitsuk be, hogy {idﬁl’b] | nENO} Schauder-bézis C([a, b])-ben!

4. Eredményeink alapjan mutassuk meg, hogy két siirii linearis altér metszete
lehet a nulla-altér.
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II. A FUNKCIONALANALIZIS ALAPTETELEI

3. A Baire-féle kategodriatétel

3.1. A||fté$ Metrikus térben

(i) véges sok stirii nyilt halmaz metszete strt,
(ii) véges sok iires belsejii zart halmaz unidjanak belseje iires.

BizoNYITAs (i) Legyen G és H két tetsz8leges nyilt részhalmaza egy M metrikus
térnek. Ekkor GCGUH® = (GNH)UH?®, igy GCGNHUH®, ezért GNHCGNH. Ha
G stirti, akkor ebbdl kovetkezik, hogy HCGNH, igy ha H is stirti, M = H ¢ GNH,
tehat GNH strt halmaz M-ben.

(ii) Ha S és T fires belsejii zart részhalmazai M-nek, akkor a G := S® és H := T
stirti nyilt halmazok, igy (1) szerint GNH sfirfl, és ezért a (GNH)® = SUT halmaz
belseje iires.

3.2. Az el6bbi allitas masodik pontjat az els6bdl egyszerti komplementacioval
bizonyitottuk. Az is nyilvanvald, hogy az els6 pont is igy kovetkezik a masodikbodl,
vagyis (i) és (ii) egyenértékii.

Megszdmlalhat6 sok halmaz esetén az (i) és (ii) tulajdonsdgok nem feltétlentil
teljesiilnek. Csak azt tudjuk bebizonyitani, ugyancsak egyszerii komplementécio-
val, hogy a két tulajdonsig egyenértékii, vagyis ha az egyik teljesiil, akkor a mésik
is.

Allitas Egy metrikus térre a kévetkezbk ekvivalensek:

(i) Megszamlédlhato sok stirii nyilt halmaz metszete stri.
(ii) Megszamlédlhato sok iires belsejii zart halmaz unidjanak belseje tires.

3.3. Allitss (Baire-féle kategdriatétel) Teljes metrikus térben teljestilnek
a 3.2. allitas ekvivalens feltételei.
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B1zoNYITAS Azt mutatjuk meg, hogy teljes metrikus térben megszamlalhaté sok
strl nyilt halmaz metszete siirii. Legyen (M, d) teljes metrikus tér, U, (n € N)
strd nyilt halmazok M-ben. Tegyiik fel, hogy a metszetiik nem siiri, azaz a met-
szetiik lezartja nem az egész M. Ekkor van x € M és r > 0 ugy, hogy

() -

Mivel U; siir(, a G,(x) nyilt halmazzal valé metszete, amely szintén nyilt, nem
tires. Ezért van olyan z; és 0 < 71 < g, hogy G, (1) C Ui N G.(x). Mivel
U, strt, a G, (1) nyilt halmazzal Valo metszete, amely szintén nyilt, nem tires.
Ezért van olyan x5 és 0 < r < 7, hogy G, (xz) C U3NG,, (z1). Tovébb folytatva
latjuk, hogy van olyan x,, € M és 0 < r, < 57, hogy G, (xn) c U NGy, (xn— 1)
Vildgos, hogy (2, )nen Cauchy-sorozat, hiszen ha m > n, akkor d(xy,,zm,) <
Mivel a metrikus tér teljes, 1étezik

nh_{goxneﬂGrn (xn) C Gr(z (ﬂU)

neN neN

271 .

ami ellentmondas.

3.4. Az elobbi allitasnak egy kovetkezményét hasznaljuk leginkabb, amelynek
megfogalmazasahoz bevezetiink egy fogalmat.

Definicié Egy metrikus tér részhalmazat seholsem stirtinek hivijuk, ha a
lezartjanak a belseje fires.

Az el6bbi allitds szerint megszamlalhaté sok seholsem siiri halmaz uniéjanak
(s6t a lezértjuk uniéjdnak) a belseje iires, igaz tehdt:

Allitas Teljes metrikus térben nemiires nyilt halmaz nem allithaté el6 meg-
szamlalhaté sok seholsem stirti halmaz egyesitéseként.

3.5. Szokés egy metrikus tér egy részhalmazat els6 kategdridjunak nevezni,
ha eldllithaté megszamlalhaté sok seholsem siiri halmaz unidjaként, egy nem els6
kategoriaju halmazt pedig méasodik kategéridjunak. Innen ered a Baire-féle tétel
elnevezése.

3.6. Allitds Egy normalt tér linedris altere vagy sehol sem stirdi, vagy min-
dentitt stirii részhalmaz.

B1zoNYiTAS Ha L nem seholsem sfirti, akkor az L halmaz belseje nem tires, ezért
létezik nyilt gémb, legyen ez G,.(z), tgy, hogy G, (z)CL. Ekkor G,(0) = G, (z) —x
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is része az L altérnek, {gy az is fenndll, hogy KG,(0) C L. Viszont KG,.(0) az
egész vektortér, tehat L mindentitt stiri. m

Allftasunk egyszerii kovetkezménye, hogy normalt térben valédi zéart linedris
altér seholsem stirti.

3.7. Feladatok

1. Seholsem siir részhalmaz tetszéleges részhalmaza sehol sem siiri.

2. Seholsem siirti részhalmaz lezartja olyan sehol sem stiri részhalmaz, melynek
komplementere nyilt és mindeniitt strd.

3. Bizonyitsuk be, hogy véges sok seholsem stirli részhalmaz egyesitése sehol-
sem slirti. Mutassuk meg, hogy még teljes metrikus térben is el6fordulhat, hogy
megszamlalhaté sok seholsem siir(i halmaz egyesitése mindentiitt stirli (az egyesités
belseje ugyan iires a Baire-tétel szerint, de a lezartjanak a belseje mar nem).(R-ben
a raciondlis szdmok halmaza megszdmldlhaté sok seholsem siir(i zart (egyelemii)
halmaz unidja.)

4. LP[—n,n]-et az LP(R) linedris alterének tekintjiik gy, hogy a fiiggvénye-
ket [—n,n]-en kiviil nulldnak vessziik. Nyilvdnvals, hogy |J [-n,n] = R; igaz-e,

neN
hogy | LP([-n,n]) = LP(R)? (Alkalmazzuk a Baire-féle kategéria-tételt és a 3.6.
neN
allitds kovetkezményét.)

4. A Banach-féle nyiltleképezés-tétel

4.1. Tudjuk hogy egy linedris leképezés folytonossaga ekvivalens annak 0 pont-
beli folytonossdgaval (Analizis II1.B.10.1.). Az aldbbi allit4s hasonl6t allapit meg
linedris leképezések nyiltsadgara. Emlékeztetiink arra, hogy ha M és N metrikus
terek, akkor egy f : M— N leképezést nyiltnak neveziink, ha minden M-beli nyilt
halmaz f altali képe nyilt N-ben.

Allitds Legyen E és F normalt tér, A : E—F linedris leképezés. Ekkor a
kovetkezok ekvivalensek:

(i) A nyilt leképezés.
(i) Minden >0 esetén létezik >0 ugy, hogy G¥ (0) C A[GE(0)].
(iii) Létezik p>0 gy, hogy G} (0) C A[GF(0)].
BizoNy{TAs (iii)=(ii) Adott e-hoz legyen ¢ := ep. Ekkor ugyanis
A[GE(0)] = A[GT (0)] = eA[GT(0)]2eG} (0) = GE,(0).

(ii)=(i) Legyen UCEFE nyilt halmaz és y € A[U]. Legyen & € U olyan, hogy
y = Az. Ekkor létezik £>0 tgy, hogy 2+GF(0) = GE(x)CU, és a feltétel szerint
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1étezik olyan 6>0, hogy A[GE(0)] D GF(0), ezért
y+Gy5 (0)CAz+A[GE(0)] = Alz+GZ(0)] = A[GE ()] cA[U],

tehdt y belsé pontja A[U]-nak.

(i)=(iii) A GF(0)CE halmaz nyilt, igy A[GF(0)] is nyilt halmaz, amelynek
eleme — és ezért belsé pontja — a 0€ F' vektor.

4.2. A most kovetkezo allitas magédban is érdekes, de jobbéra csak segédeszkoz
az ezt kovetd tétel bizonyitasdhoz.

Allitas Legyen E és F Banach-tér, A : E — F folytonos linedris leképezés.
Ha létezik r > 0 gy, hogy

Gy (0) C A[GF(0)],
akkor minden 0 < p < r esetén

G5 (0) c A[GT(0)).

B1zoNYiTAs Hagyjuk el a rovidebb irds kedvéért a fels6 indexeket, amelyek azt
mutatjak, melyik térbeli gombrol van szé.
G (0) elemei az A[G1(0)] érintkezési pontjai, tehat minden y € G,(0) és 0 <
a < 1 esetén van olyan y; € A[G1(0)], hogy ||y — v1|| < ar, azaz y — y1 € Gar(0).
Egyszerli tény, hogy egy halmaz lezartjanak nemnulla szdmszorosa egyenlo a
halmaz szamszorosanak lezartjaval, tehat igaz, hogy

Gar(0) = aGr(0) C 2A[GF(0)] = aA[GF(0)] = A[aGF(0)] = A[Ga(0)].

Ezért létezik olyan yo € A[G4(0)], hogy ||(y — v1) — ve| < o?r, azaz y —

y1 — Y2 € Guzr(0). fgy folytatva azt kapjuk, hogy minden n € N esetén léte-
zik y, € A[Gan-1(0)] dgy, hogy |ly — > will < a™r, amibdl kovetkezik, hogy
i=1

Y= > Yn
neN
Legyen x,, € G4n—1(0) C E olyan, hogy Az, = y,. Ekkor, a > z, sor abszo-
neN
lut konvergens, ezért — 1évén FE teljes — konvergenes is; legyen x az Osszege. Erre
[z < 3 a"™! = L teljesiil.
neN
Mivel A folytonos és linedris, Ao = A > =, = >, Az, = y, azaz min-
neN neN

den G,(0)-beli y egy Gi/(1-a)(0)-beli z-nek az A éltali képe, vagyis G,(0) C
A[G1/(1-a)(0)], amibél (1 — a)-val vald szorzassal és a p := (1 — a)r definiciéval
adodik a bizonyitani kivant Gsszefiiggés.
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4.3. Allitas (Banach-féle nyiltleképezés-tétel) Legyen E és F' Banach-
tér. Egy A : E—F folytonos linedris leképezés pontosan akkor nyilt, ha
sziirjektiv.

BizoNYiTAs Ha A nyilt, akkor A[E|CF nyilt linearis altér, {gy sziikségképpen
A[E|=F.
Ha A sziirjektiv, akkor

U AlG.(0)] = F,

tehdt a Baire-féle kategdriatétel szerint (3.4. allitds) van olyan meN, hogy A[G,,,(0)]
belseje nem {iires; a belseje nem lehet diszjunkt A[G,,(0)]-tdl, ezért létezik y €
AlGn(0)] és a > 0 gy, hogy G, (y) C A[G,(0)]. Legyen x € G,,,(0) és y = Ax.
Mivel

Ga(0) = Galy) —y C A[Gm(0)] — Az = A[Gn(0)] — Az =
= AlGm(0)] = z] C A[G2 (0)];

tehat G o (0) C A[G1(0)], igy az eléz6 allitas szerint, ha p < 57—, akkor G,(0) C
A[G1(0)], és a 4.1-ben mondottak alapjin A nyilt leképezés.

4.4. Azonnal megallapithatjuk a nyiltleképezés-tétel két egyszerii de fontos
kovetkezményét.

1. A”ftés Legyen E és F Banach-tér, A : E—F folytonos linedris bijekcio.
Ekkor A=! folytonos linedris leképezés.

El6z6 tanulmanyainkban (Analizis II1.B.10.9. és IV.B.6.1.) hasznéltuk az ,,in-
vertalhatosag” fogalmét, amely azt a feltételt jelentette, hogy egy folytonos linedris
bijekcié inverze is legyen folytonos. Latjuk, hogy Banach-terek kozotti folytonos
linearis bijekcidkra nem kell kiilon kikotniink ezt a feltételt. Ez igen hasznos tudni-
valé; példaul az inverzfiiggvény-tételben és az implicitfiigggvény-tételben bizonyos
derivéltak (amelyek sziikségképpen folytonos linedris leképezések) invertdlhatosé-
ga kellett; most latjuk, elég azt tudnunk, hogy ezek a derivaltak bijekcidk.

2. Allitas Egy (K feletti) vektortéren barmely két ésszehasonlithaté teljes
norma ekvivalens.

BizoNYITAS Legyen ||.|| és ||.||” két teljes norma az E vektortéren, és tegyiik fel,
hogy ||.|| finomabb, mint ||.||". Ekkor van olyan a > 0, hogy ||z||’ < «||z| minden
a-re, tehét az idg : E—E linearis bijekei6 ||.|| — ||.]|"-folytonos. Igy az elébbi allités
szerint idg~! = idg ||.||' — ||.||-folytonos, azaz ||.||" finomabb, mint |.||.
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4.5. Feladatok

1. A 4.2. &llitas igaz akkor is, ha E Banach-tér, F' normalt tér.

2. Hol hasznaljuk ki a 4.3. éllitasban, hogy mind E mind F Banach-tér?

3. Legyenek M és N kiegészité zart linedris alterek egy E Banach-térben.
Mutassuk meg, hogy

i) M x N - E, (u,v) = u+ v folytonos linedris bijekcié (haszndljuk az
,,1-es” szorzatnormadt), tehdt az inverz is folytonos;

(ii) ha F Banach-tér és A: M — F, B: N — F folytonos linedris leképezés,
akkor E=M + N — F, u+ v — Au+ Bv is folytonos linedris.

5. A zartgrafikon-tétel

5.1. Legyen M és N metrikus tér és f : M »— N zart halmazon értelmezett
folytonos leképezés. Ekkor Graph(f)CM xN zirt halmaz barmely szorzatmetri-
kéra nézve. Ugyanis, ha (x,, f(z,))nen konvergens sorozat Graph(f)-ben, akkor
létezik xe M , yeN ugy, hogy li7rln Ty = €8 li7rln f(zn) =y. Viszont f folytonossd-

ga miatt lim f(z,) = f(limz,), azaz y = f(x), vagyis lim(z,, f(z,))€Graph(f),
tehat f grf:ﬁkonja zart Mnx N-ben. !

Viszont egy zart halmazon értelmezett és zart grafikoni leképezés nem sziikség-
képpen folytonos. Példa erre az ﬁ—nek az a kiterjesztése, amely a nulldhoz nullat
rendel.

Linearis leképezések folytonossaga és grafikonjanak a zartsaga szoros kapcsolat-

ban all egymassal.

Allitas (Zartgrafikon-tétel) Legyen E és F Banach-tér, A : E »— F line-
aris leképezés. Ekkor a kovetkezo tulajdonsagok koziil barmely ketté maga
utan vonja a harmadikat:
(i) Dom(A) zart,
(ii) Graph(A) zdrt,
(iii) A folytonos.

BizoNYiTAsS (i) Legyen Dom(A) és Graph(A) zart. Ekkor Dom(A) zéart linedris
altér E-ben, tehat teljes is, és Graph(A) zart linedris altér E x F-ben, tehét teljes
is (barmely szorzatnorma leszilikitésére nézve). Jelolje, mint szokdsosan, prg és
prr az ExF természetes projekciéit. Ekkor prg|grapn(a) : Graph(A)—Dom(A)
folytonos linedris bijekcid, igy a nyilt leképezés tétele szerint az inverze folytonos,
kovetkezésképpen az A = prpo (prE\Graph( A))_l kompozicié folytonos.

(ii) Legyen Dom(A) zart és A folytonos. Ekkor az allitds el6tt mondottak szerint
Graph(A) zért.
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(iii) Legyen Graph(A) zért és A folytonos. Ha (2, ),eny Dom(A)-beli konvergens
sorozat, akkor A korldtossdga miatt (Ax,)nen Cauchy-sorozat F-ben, kovetkezés-
képpen konvergens is F-ben, igy az (x,, Az, )nen Graph(A)-beli sorozat konver-
gens ExF-ben. Graph(A) zirtsiga miatt liTan(xn,A:En)GGraph(A), specialisan

lim z,, € Dom(A), tehdt Dom(A) zart.

5.2. Definicid Legyen E és F Banach-tér. Azt mondjuk, hogy az A : E—~F
linedris leképezés zart, ha a grafikonja zart Ex F-ben.

Allitds Legyen E és F Banach tér. Az A : E—F linedris leképezés pontosan

akkor zdrt, ha minden olyan (2,)neny Dom(A)-beli konvergens sorozat esetén

(x :=lima, € E), melyre az (Ax,)nen sorozat is konvergens (y := lim Ax,, €
n n

F), az teljesiil, hogy x€Dom(A) és y = A(x), azaz Alimz,, = lim Ax,,.

BizoNYITAS Ha (x,,)nen olyan sorozat, melyre a fenti feltétel teljesiil, akkor az
(Zn, ATy )nen Graph(A)-beli sorozat konvergdl Ex F-ben (x,y)-hoz. Nyilvdnva-
16, hogy A pontosan akkor zdrt, ha minden ilyen sorozat esetén (z,y)eGraph(A),
azaz x€Dom(A) ésy = A(z). m

Maésként - sorokkal megfogalmazva — ugyanez: az A : E—F' linedris leképezés

pontosan akkor zart, ha minden olyan Dom(A)-ban futé (x,)nen sorozat esetén,
amelyre létezik z := > =, € E és létezik y := > Ax, € F is, az teljesiil, hogy
neN neN
z € Dom(A) ésy = A(z), azaz A Y xp, = >, Azp.
neN neN
Erdemes lefrni a folytonosséag feltételét, hogy jol Gsszehasonlithassuk a zartsag
feltételével. Az A : Ex—F linearis leképezés pontosan akkor folytonos, ha min-
den olyan (x,)nen Dom(A)-beli konvergens sorozat esetén, amelyre z := limz,, €
n

Dom(A), az (Azy)nen sorozat is konvergens (y := lim Az, € F'), az teljesiil, hogy

y = A(z), azaz Alimz,, = lim Az,
n n

A példa, amelyet 5.1-ben hoztunk zart grafikont de nem folytonos leképezésre,
nem linedris. A III. részben taldlkozunk olyan linearis leképezésekkel, amelyek
zartak de nem folytonosak.

5.3. Egyszerii tény, hogy zart linedris leképezés szdmszorosa zart. Azonban
két zart linearis leképezés Osszege nem feltétleniil zart. Erre legegyszeriibb példa:
ha A nem folytonos, sliriin, de nem mindeniitt értelmezett zart linedris leképezés
(ilyen van, majd latjuk a IIL.részben), akkor —A is ilyen, és A + (—A) a sfirtin de
nem mindeniitt értelmezett nulla leképezés, amely nem zart, hiszen ha zart volna,
akkor — lévén folytonos is — a zartgrafikon-tétel szerint zart lenne az értelmezési
tartoméanya.
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A||ftés Legyen E és F Banach tér, A : E—F zart, B : E—F folytonos
linedris leképezés, Dom(A) C Dom(B). Ekkor A+B zdrt.

BizoNYITAS Legyen (z,,)nen Dom(A+B) = Dom(A)-beli sorozat, mely konver-
gal x-hez E-ben, és az ((A+B)(xn))nen sorozat is konvergens F-ben. Ekkor B
folytonossdga miatt a (B, )nen sorozat Cauchy-féle, igy konvergens F-ben, kovet-
kezésképpen az (Az,)nen sorozat is konvergens F-ben. Mivel A zart, x€Dom(A)
és Az = lirrln Ax,. Természetesen x benne van B értelmezési tartomédnyaban is, és

B folytonossdga miatt Bz = lim Bx,,. Az is igaz tehdt, hogy hogy € Dom(A+B)
és (A + B)x = lim(A + B)x,, azaz A + B zirt.

5.4. Allitds Ha A : E— F Banach-terek kézétti zart linedris injekcid, akkor
A1 is z4rt.

BizoNyiTAs Nyilvdnvald, hogy az U : ExF—FXE, (z,y)—(y, z) leképezés line-
aris izometrikus bijekci6é barmely szorzatnorméban, igy ha Graph(A)CEXF zart,
akkor Graph(A~1) = U[Graph(A)]|CFxE is zart.

5.5. Folytonos linedris leképezés magja (a nullinak az Osképe) zdrt linedris
altér. A magtér zartsdgahoz kevesebb is elég.

Allftés Legyen E és F Banach tér, A : E—F zart linedris leképezés. Ekkor
-1
Ker(A) := A({0})CE zdrt linedris altér.

BizoNYITAS Legyen x€Ker(A). Ekkor létezik (z,)nen Ker(A)-beli sorozat tgy,
hogy z = limx,,. Mivel lim A(z,) =1im0 = 0, az A zdrtsidga miatt x€Dom(A) és

0 = A(z), azaz x€Ker(A).

5.6. Definicid Legyen E és F Banach tér. Az A : E-—F linedris leképezés
lezarhatd, ha a grafikonjanak a lezartja egy linedris leképezés grafikonja, az-
az ha létezik A : E—F linedris leképezés, tigy, hogy Graph(A) = Graph(A);
ekkor az A zart linedris leképezést az A lezartjanak nevezziik.

Van olyan linedris leképezés, amely nem lezarhatd: a grafikonjanak a lezartja
nem fiiggvénygrafikon (14sd az 5.7.1. feladatot).

A||ftés Ha A : E—F linedris leképezés és van olyan B : E—F' zart linearis
leképezés, hogy ACB, akkor A lezarhaté.

B1zoNYITAS Mivel az A grafikonja része a B grafikonjdnak, és ez utébbi zart
halmaz, Graph(A) C Graph(B), tehdt Graph(A) egy lineéris leképezés (a B le-
sziikitésének) a grafikonja.
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5.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az alabbi linedris leképezés nem lezarhato. Legyen
L nem zart linedris altér egy E normélt térben, a € L, a ¢ L. Az A : L +
Ka — E, x + Aa — Aa leképezés linedris és {(a,a), (a,0)} C Graph(A), valamint
{(0,0),(0,a)} C Graph(A). (Ha z,, € L és liTan Zn = a, akkor lirrln Az, =0.)

2. Legyenek M és IN kiegészit6 alterek egy Banach-térben, és legyen P az IN
mentén az M-re valé vetités (Analizis 11.8.2.(v)). Igazoljuk, hogy P akkor és csak
akkor folytonos, ha M és N zéart. (Ha P folytonos, akkor KerP és Ker(id — P)
zartak. Ha M és N zart, elég megmutatni, hogy P zart. Legyen x := lirrln Tn
és y 1= hin Pz,. Nyilvan x benne van P értelmezési tartomanyaban, hiszen az
az egész tér. Mivel Px,, € M minden n-re és M zart, y € M, azaz y = Py.
Hasonléan x,, — Px,, € N, ezért x —y € N, azaz P(x —y) =0, {gy végil y = Px.)

Itt jegyezziik meg, hogy egy zart linearis altérnek nem feltétleniil 1étezik zart
kiegészito altere.

3. Igazoljuk, hogy Banach-terek kozotti linedris leképezés pontosan akkor zért,
ha az értelmezési tartoméanya Banach-tér az |||z|| := ||z|| + || Az|| norméaval.

4. Legyenek Ei, E5 és Fy, F» Banach-terek, Ay : By — Fy, Ay : Ey — F5 zart
linearis leképezések. Ekkor az Ay X Ay : E1 X Ey — F} X F5 lineéris leképezés zart
(ahol természetesen a szorzattereken vehetjitk barmelyik ismert szorzatnormét).

6. A Banach-Steinhaus-tétel

6.1. Allitds (Banach—Steinhaus-tétel) Legyen E Banach tér és F nor-
malt tér. Az E — F folytonos linearis leképezések egy H halmaza pontosan
akkor korldtos (a folytonos linedris leképezések normdja szerint), ha minden
x€E esetén az {Ax | A€H} halmaz korldtos F-ben.

B1zoNYiTAS Legyen H korldtos, azaz 1étezzen K > 0 gy, hogy ||A|| < K minden
A € H esetén. Ekkor, ha z€FE, a H minen A elemére ||Az||<||Al||z|| < K||=],
tehat az {Az | AcH} halmaz korlatos F-ben, K ||z|| egy korlatja.

A masik irdny bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy minden n pozitiv egész szdm-

-1,
ra Z,:= () A (Gn(O)) zart részhalmaza E-nek, és ha minden € FE esetén az
AeH
{Az | AeH} halmaz korlatos F-ben, akkor |J Z, = E. Igy a Baire-féle kategé-
neN
riatétel szerint van olyan meN, hogy Z,, belseje nem iires, ezért 1étezik xo€Z,, és

r>0 4gy, hogy G, (x9)CZ,,. Ekkor tehat minden yeG1(0) és A€ H esetén

1 1 2m
1Ayl = —llAryll < ~ ([ A(zo + ry)ll+][Alzo) ) < ==,

r
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) LA 2m ,
kovetkezésképpen ||A|| < — minden A € H esetén.
T

6.2. A Banach-Steinhaus-tétel leggyakrabban hasznélt kovetkezményét fogal-
mazza meg az alabbi allitas.

Allitds Ha E Banach-tér, F normalt és A, : E — F (n€N) folytonos line-
aris leképezések olyan sorozata, amely pontontként mindentitt konvergens,
azaz minden v€E esetén (A, (z))nen konvergens F-ben, akkor az A : E—F,
T liyrln Apx formulaval értelmezett leképezés linearis, folytonos, tovabba

| A|| < liminf[|A,| < +oo.

B1zonyiTAs Nyilvanval, hogy A : E—F linedris leképezés. Minden x€E esetén
(A, (2))nen korldtos F-ben, igy a Banach—Steinhaus-tétel szerint (A,,),en korlatos
halmaz az E — F folyton linearis leképezések terében, tehat x€FE esetén

JA@)| = Tim | An (@) | = Tim inf || 4, (2)]] < (T inf [[4,]]) 2] m

Altalaban folytonos leképezések pontonként konvergens sorozatdnak a hatar-
értéke nem folytonos. Kordbban megismertiink egy feltételt, amely biztositja a
hatarérték folytonossagat: az egyenletes konvergenciat. Most azt latjuk, hogy a
linearitas és a teljesség is maga utdn vonja a hatdrérték folytonosségat.

6.3. Feladat
FE teljessége nem hagyhato el a Banach—Steinhaus-tételbol.
L= {:17 €l? ‘ > nPlz,|? < oo} valddi sirti linedris altér [?-ben. Definidljuk a
neN
folytonos linedris leképezések A, : 1> — 2, x — (1,279, ...,1n2,,0,0,...) (neN)
sorozatat. Mutassuk meg hogy minden x € L esetén létezik Ax :=lim A,z, de az
n

igy definialt A linedris leképezés nem folytonos.
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7. A Hahn—Banach-tétel

7.1. Allitds (Hahn-Banach-tétel) Legyen E vektortér R felett és p :
E—R olyan leképezés, hogy minden z,ycE és )\ER(T esetén

e p(Ar) = Ap(x),

o p(a+y)<p(z)+p(y).

Ha L linearis altér E-ben és h : L — R olyan linearis leképezés, hogy
h<p|r, akkor létezik | : E—R linedris leképezés, amelyre hCl és I<p.

B1zoNYiTAs Ha L=E, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel, hogy L#E; legyen
x1€E\L és Ly := L+Rux;. Tetszbleges x, yeL esetén

h)+h(y) = h(z+y) < pla+y) < ple—a1) + p(z1+y),
kovetkezésképpen
h(z)—p(r—21) < p(z1+y)—h(y).

Ebbdl rogzitett ye L esetén azt kapjuk, hogy

a := sup (h(z)—p(z—11)) < oo,
xzcL

tehat minden x, yeL esetén

h(z)—p(z—z1) < a < p(y+z1)—h(y). (1)

Mivel L és Rxq kiegészito alterek Li-ben, létezik egyetlen h; : L1—R linedris
leképezés ugy, hogy minden z€L és A€R esetén

hi(z+Az1) = h(z)+Aa.

Legyen zeL és A\>0, ekkor az y := %z vektorra az (1) egyenlétlenség szerint
Aa<p(z+Azr1)—h(z), kdvetkezésképpen

hi(z4+Az1) = h(z)+Aa < p(z+Azq). (2)

Hasonléan, ha A<0, akkor az x := f%z vektorra alkalmazva az (1) egyenlSt-
lenséget, ismét (2)-re jutunk. A\ = 0 esetén pedig h<p|r miatt ismét (2)-t kapjuk.
Tehat h1<pr,, és nyilvan hCh;.

Jelolje F azon f : E—R linearis leképezések halmazat, melyekre hC f és f <
Ppom(f) teljesiil, és tekintsiik F-en a szokdsos tartalmazdssal definidlt rendezést.
Ha LCF lanc, akkor |J f felsé hatdra L-nek F-ben, igy a Zorn-lemma szerint F-

feL
nek létezik maximaélis eleme, legyen [ egy ilyen. Tegytiik fel, hogy Dom({)#£E; ekkor
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az el6zbek szerint [ kiterjeszthetd egy szigorian bévebb altérre gy, hogy a kiter-
jesztés is F-beli, és ez ellentmond annak, hogy | maximaélis. Tehdt Dom(l) = E.

7.2. A Hahn-Banach-tétel egyszer(i és alkalmazdsokban leginkdbb hasznélt
kovetkezménye az alabbi allitas, amelyet szintén szokas Hahn-Banach-tételnek
nevezni.

A||ftés Legyen E vektortér K felett és p : EHRS’ félnorma. Ha LCFE line-
dris altér és h : L—K olyan linedris leképezés, hogy |h|<p|L, akkor létezik
l: E—K linedris leképezés, amelyre hCl és |I|<p.

BizonyiTAs (1) K = R. A Hahn-Banach-tétel szerint 1étezik | : E—R linedris
leképezés gy, hogy hCl és [<p. Barmely € F esetén

—p(x) = —p(—x) < —l(—z) = l(x)<p(z),

tehét 1| <p.

(2) K = C. Azt haszndljuk ki, hogy egy komplex értéki{i C-linedris leképezés
képzetes és valds része egyértelmiien meghatarozzéak egymast: ha L : E — C li-
nedris, akkor az E minden z elemére Im(Lz) = —Re(L(iz)), amint arrél konnyt
meggy6z3dni az egymédssal egyenlé iLx és L(ix) valds részeinek osszehasonlitdsa-
val.

Most tehat Reoh : L—R R-linedris leképezés, és |Reoh|<|h|<p|r. Az el6z
pont szerint létezik f : E—R R-linedris leképezés ugy, hogy ReohCf és |f|<p.
Ekkor

l: E=C, z—f(x)—if(ix)
C-linearis leképezés. Mivel LC E C-linearis altér és h C-linedris leképezés, ha x€ L,
akkor I(x) = Rel(z)—iRel(iz) = h(z), azaz hCl. Tetszbleges z€E esetén létezik
a(x)€T gy, hogy |l(z)| = a(x)l(x), ezért, mivel |I(x)| valds,

1) = a@)i(z) = a(z)z) =
= fla(z)x)—if (ia(z)z) = fla(z)z)<p(a(r)r) = p(z),

tehat |1|<p.
7.3. Definicid Legyen E normalt tér K folétt. Az E — K folytonos linedris

leképezéseket E feletti funkcionaloknak, és a funkcionalok Osszességét az
E (topologikus) dudlisdnak nevezziik és E’'-vel jeldljiik.

E’ a pontonkénti algebrai miiveletekkel és a szokdsos szuprémum-norméval nor-
malt tér K felett, mely K teljessége miatt teljes még akkor is, ha E nem az (Analizis
II1.B.10.7.).

7.4. Allitas Legyen E normdlt tér (K felett), LCE linedris altér és h : L—K
folytonos linedris leképezés. Ekkor létezik | € E' tgy, hogy hCl és ||I|| = ||h
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BizoNYiTAS Mivel h folytonos, a p := ||k ||.|| leképezés olyan félnorma (h # 0
esetén norma) E-n, hogy |h|<p|r teljesiil, tehdt az el6z§ 4llitds szerint létezik
I : E—K linedris leképezés ugy, hogy | C h és |l(x)|<||h| ||| az E minden z
elemére. Tehdt [ folytonos és ||| < ||h||. Viszont ||l > ||k is teljesiil, hiszen

11l = sup{[i(z) | € B, ||z]| = 1} = sup{[i(z)| | € L, [|=[| = 1}.

7.5. Allfta's Ha M zért linedris altér az E normalt térben és x € E\M,
akkor létezik € E' 1igy, hogy l(x) = ||z|| # 0, I|ar = 0.

B1zoNvYiTAS Az. 1.8.2. feladat alapjdn konnyii ellenérizni, hogy h : M+Kzx—K,
y+Ax—= ||z || olyan folytonos linedris leképezés az M +Kuz linedris altéren, amelyre
h(z) = ||z||, hlar = 0. Alkalmazzuk a 7.4. allitdst erre a h-ra. W

Specidlisan (M = {0} esetére) az eredményiink azt adja, hogy minden 0 # x €
FE esetén létezik olyan [€FE’, hogy l(x) = ||z|| teljesiil (ez persze igaz akkor is, ha
x =0).

Ebbél kovetkezik, hogy E’ szétvalasztja E pontjait, ami az aldbbi hirom
egyenértékii allitast jelenti:

(i) ha z € E és l(x) = 0 minden | € E’ esetén, akkor x = 0;

(ii) ha z,y € E, x # y, akkor van olyan [ € E’, hogy I(x) # I(y);

(iii) ha z,y € E és l(z) = l(y) minden | € E’ esetén, akkor z = y.

Tudjuk linearis algebrdbdl, hogy az E — K linedris leképezések szétvalasztjik
FE pontjait (Analizis I1.12.2.). Most azt latjuk, hogy mér E — K folytonos linedris
leképezések is szétvalasztjak E pontjait.

A szétvélasztési tulajdonsdgot most ugy tehetjiik szemléletessé, hogy ha x # y,
akkor van olyan zdrt hipersik, amely elvalasztja egyméstol z-et és y-t, a két vektor
a hipersik ,,kiilénb6z6 oldalan” van.

7.6. Allitds Az E normdlt tér minden x elemére

el = sup |i(z)].
1Bl <1

BizoNY{TAs Ha [€E’ és ||I|| <1, akkor |I(z)|<||l|| |=||<||z]|, {gy

sup [I(z)[<[|z]-
leE||l<1
Viszont van olyan [ € E’, amelyre [(z) = ||z||, tehdt a fenti egyenlStlenség val6jé-
ban egyenléség. B
Ha E normalt tér, akkor E’ is normalt tér, igy értelmezhet§ az E” := (E')
normalt tér is. x€F esetén

i(r) : B'=K, I—l(z)
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linedris leképezés, amely |I(x)|<||!|| ||=| miatt folytonos, és ||i(z)||<|/z|. Az eldbbi
eredményiink szerint

li(z)| =  sup |i(z)())| = sup |i(z)| = =],
leB Jli]<1 leB [l <1

tehat i : E— E" linedris izometria, igy sziikségképpen injektiv.
Ezaltal az izometrikus injekcié dltal azonositjuk E-t az E” egy linearis alterével.

Definicié Az E Banach teret reflexivnek nevezziik, ha i : E—E" (izomet-
rikus linedris) bijekcid.

Az FE reflexiv Banach-tér esetén tehat B = E.

7.7. Nyilvanvald, hogy 0 # I€E’ esetén Ker(l)CE valdi zart linedris altér.
Ennek egy megforditasa a kovetkezo allitas.

A”I'tés Legyen E normalt tér, f : E—K nem nulla linearis leképezés. Ekkor
a kovetkezOk ekvivalensek:

(i) f folytonos,
(ii) Ker(f)CE zart,
(iii) Ker(f)CE nem stirt.

BizonNYITAs Ha f folytonos, akkor Ker(f) zrt E-ben.
Legyen Ker(f) zért E-ben; ha siiri volna, akkor Ker(f) = E azaz f = 0 volna.
Tegyiik fel, hogy Ker(f)CFE nem siirii. Ekkor létezik z€E és r>0 gy, hogy
x+G-(0)CE\Ker(f). Mivel f linedris, ebbél kiovetkezik, hogy —f(x)¢ f[G.(0)].
Ekkor specidlisan f(z)#0. Ha z€E olyan, hogy |f(z)| # 0, akkor

/(55 -1

kovetkezésképpen chEng >r, és gy ||z]|> ‘;Ei;‘r, azaz ha |f(2)>|f(z)|, akkor

2¢G(0). Tehdt z€G,.(0) esetén | f(2)|<|f(x)|, azaz f korldtos a G,.(0) nyilt gdom-
bon, ezért folytonos.

7.8. A duélisok segitségével altalanosithatjuk a komplex fliggvénytan eredmé-
nyeit, amelyeket csak véges dimenziés vektorterekre lattunk be.

(i) Legyen FE reflexiv komplex Banach-tér, és f:C — E differencidlhat6. Ekkor
minden a€Dom(f) egy (maximadlis sugari) K, (a) kornyezetében f hatvanysorral
allithato el6,

f2)=) ealz—a)"  (:€K.(a)), (%)

n€eNy

amelyben a ¢, egyitthatok az E elemei.
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Ugyanis minden [€E esetén lof:Dom(f)—C differencidlhatd, tehat analitikus,
és igy vannak olyan ¢, (1) komplex szdmok, hogy

(f2) =) eal)z—a)"  (2€K.(a)). ()

n€Ny

A hatvénysor egyiitthatéinak egyértelmiiségébdl azonnal addédik, hogy minden
neNy esetén az E'—C, lc,(I) leképezés linedris. Tovabba tudjuk, hogy

1 [(f(w))
Cn(l) = % / (w — a)("""l) d’lU,

Chr(a)

tehat

e £ ()l

)
TTL

len (D112

ami azt mutatja, hogy az l—>c,(l) hozzarendelés folytonos is, tehdt ¢, € E" = E.
Mivel

o | f ()l

limsup {/]|¢p || < lim sup = -,
n n r r

a Y. cp(z—a)™ sor E-ben abszolit konvergens ha |z —a| < r, tehdt E teljessége
n€eNg
miatt konvegens is, és ezért a folytonos linedris [ kiemelhet6 a (x+) jobb oldaldn &l-

16 szumma elé, majd elhagyhaté mindkét oldalrdl, mert az egyenléség minden I-re
teljesiil, és E' elemei szétvélasztjdk E pontjait: igy megkapjuk a (x) egyenldséget.
(ii) Legyen E komplex normélt tér, és f:C—E differencidlhatd, korldtos fiige-
vény; ekkor f konstans (Liouville tétele).
Ugyanis minden [€E’ esetén lof:C — C differencidlhaté korldtos fiiggvény,
ezért konstans, azaz minden z és w komplex szdmra I(f(z)) = I(f(w). Mivel a
dudlis elemei szétvalasztjak E pontjait, [ elhagyhaté mindkét oldalrdl.

7.9. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy normalt térben zart linedris altér és véges dimenzids
linearis altér komplexus Osszege zart linearis altér. (Utmutatzis: elég belatni egy
dimenzids esetre. Legyen M zart linedris altér és 0£x¢ M. Legyen ni—y,+A\,x
konvergens sorozat az M+Kz altérben. Van olyan [ elem a normdlt tér dudli-
saban, hogy I(z) = 1 és lpg = 0. Az n—l(yn+Anx)=:\, sorozat is konvergens,
kovetkezésképpen az n—y,, sorozat is.)

2. Igazoljuk, hogy ha A : E — F normalt terek kozotti folytonos linedris
leképezés, akkor ||A|| =  sup sup  |I(Ax)].

LEF' |ll]|=1z€E,||z|=1

3. Adjunk meg [P-n olyan linedris funcionalt, amely nem folytonos. (I:Ttmuta—

tas: vegyiik az 1.8.4. feladatban szerepl$ vektorok &ltal kifeszitett linedris alteret



32 II. A FUNKCIONALANALIZIS ALAPTETELEI

(nem zértat!). Tekintsiik azt a linedris leképezést, amelyet ezen az altéren a e,—n
formula hatdroz meg, és amely nulla az altér egy tetszdélegesen véalasztott kiegészi-
t6jén.)

4. Mutssuk meg, hogy a 7.8.(i)-ben szerepl§ egyiitthatékra ¢, =D f™(a)(1,...,1)
teljesiil (ne feledjiik, hogy D" f(a):C"—E szimmetrikus n-linedris leképezés).

8. Egyes Banach-terek dudlisa

A Hahn-Banach-tétel kévetkezményei mutatjak, milyen lényeges szerepet jat-
szik normélt terek duélisa. Ezért fontos ismerniink (jellemezniink) konkrét normalt
terek dualisat.

8.1. Az egyik leggyakrabban hasznalt Banach-tér C'(K), egy K kompakt met-
rikus téren értelmezett K értékili folytonos fiiggvények tere a maximum-norméval
ellatva.

Emlékeztetiink arra, hogy kompakt metrikus tér kompakt halmazai altal gene-
ralt kvdzi-o-gylrii (a Baire-féle kvazi-o-gylir(l) egyenlii a nyilt halmazok generalta
o-algebrdval (a Borel-féle o-algebrdval).

A kompakt metrikus tér Borel-halmazain értelmezett K értékii mértéket Radon-
mértéknek hivunk; Radon-mérték varidciéja Borel-mérték (Analizis V.B.17.8.).

Ha m Radon-mérték K-n, akkor az

I : C(K)=K, fs [ fdm (*)
/

linedris funkciondl folytonos, hiszen <|[fIllm|(K). Més széval, minden m

[ fdu
K

Radon-mértékhez természetes médon hozzérendelhetjiik a C(K) dudlisinak egy
Iy, elemét. Konnyti 1atni, hogy ez a hozzarendelés linearis, és az el6bbiek szerint
Il < Im|(K). Még azt sem nehéz belatni, hogy ez a megfeleltetés injekcid.
Tegyiik ugyanis fel, hogy l,,, = 0. A K minden H kompakt részhalmaza és min-
den n € N esetén van olyan ¢, g : K — R folytonos figgvény (Analizis I11.8.14.),

hogy

¢n.(x)=0 had(z,H)>

)

és vildgos, hogy lim ¢, g = X, -
n
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Mivel 0 = Uy (¢, 1) = [ Gn,mdm és | m| < 1, az 1 konstans fliggvény pedig
K

integrélhaté a véges |m| mérték szerint, a Lebesgue-tétel alapjan a limesz bevihe-
t6 az integraljel ald, igy 0 = [ x,, dm = m(H) adédik. Ez minden H kompakt
részhalmazra igaz. Tovabba a mérték szubtraktivitdsa miatt kompakt halmazok
kiilonbségének a mértéke is nulla. A {H \ H' | H,H' C K, H, H' kompakt} hal-
mazrendszer félgylirii, amely tartalmazza a kompakt halmazokat, tehat az altala
generalt kvdzi-o-gylirli a Borel-féle o-algebra; kovetkezésképpen m = 0 (Analizis
V.B.17.8.)

A Radon mértékek vektorteret alkotnak a pontonkénti miiveletekkel. Megmu-
tathatd, hogy m — |m|(K) norma ezen a vektortéren, amivel a Radon-mértékek
Banach-teret alkotnak; tovabba az m — [, megfeletés sziirjektiv és izometrikus
is. Ezeknek a bizonyitasa meghaladja a jegyzetiink kereteit.

Allitas (Riesz-féle repezentdcios tétel) A (x) formuldval meghatdrozott
m — l,, leképezés linearis izometrikus bijekcié a K Radon-mértékeinek Ba-
nach-tere és C(K)' kozdtt.

Igy C(K) dudlisit azonosithatjuk a K-n adott Radon-mértékek osszességével.

8.2. Allitas Legyen (X, A, 1) o-véges mértéktér, 1 < p < oo, 1 < ¢ < o0 és

1 1
— + — = 1. Ekkor az
P q

LL(X) = (Lh(X)", g1y,

1 (f) = /X ofdp  (f € IP(X))

formuldval meghatédrozott leképezés linedris izometria (tehdt injektiv) és p #
00 esetén sziirjetiv is.

B1zoNYITAs A Holder-egyenlétlenség szerint I, jol van definidlva (az integral 1é-
tezik), linedris, folytonos, és ||| < |lgllq-

Az is egyszer( tény, hogy a g — [, hozzarendelés linearis.

Ha p = oo (akkor ¢ = 1) és f := e™ 89 € L>°(X), amelyre || oo = 1, tovdbbd

1,(f)] = /X 19l dpe = gl 1l

ezért [|lg]| = [lgl1-
Ha p # oo, akkor
=gl e € LB (X),
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amelyre

P
|wf{4mw@ _ liglle,

tovabbd 1 + 1% = ¢ miatt

|um=Amwmw=mm=wwm%,

ezért [[lgll = llgllq-

Belattuk tehat az allitdsunk elsd részét. Azt kell még megmutatnunk, hogy a
g — ly leképezés sziirjektiv, ha p # oo.

Legyen | € (LA (X ))’. A véges mértékii halmazok karakterisztikus fiiggvényei
az L% (X) elemei, ezért megadhatjuk a véges mértékii halmazokon a K értékii
E— v(E) :=1(x,) leképezést.

Ha (E,,)nen mérhetd halmazok diszjunkt rendszere és u( |4 E,) < oo, akkor a

neN
halmazok (véges mértékiiek 1évén) karakterisztikus fiiggvényei az L (X) elemei,

és Beppo Levi tétele alapjan

Xononen = (L)Y Xe,,

neN

ezért v — 1évén [ folytonos linearis — o-additiv, azaz K értékd mérték a véges u-
mértékli halmazok kvézi-o-gylrtjén. Ha p(E) = 0, akkor x, = 0 p-majdnem
mindeniitt, ezért (mert valéjaban nem a karakterisztrikus fiigggvényrol van szd,
hanem a megfeleld fiiggvényosztélyrdl), I(x,) = 0.

Ez azt jelenti, hogy v abszolut folytonos u-re; tehat a Radon—Nykodim-tétel
szerint 1étezik g : X — K mérhetd fliggvény, amellyel v = gu. Megmutatjuk, hogy
g a g-ik hatvanyon integralhato.

Minden meN esetén G,,:={zx € X | |g(x)|? < m} € A, valamint G,,, CG41 68

U G =X.
meN

A p mérték o-végessége miatt pedig létezik H,€A, H,CH,y1, p(Hp)<oo
(neN), és U H, = X.

neN

Legyen

Yrm = / lg|? dp.

H,NGp,
Ha létezik lim 7,,,,, akkor Beppo Levi tétele alapjan g € L{,(X).
Tegyiik fel,nfln(;gy g ¢ L% (X); ekkor nem létezik }L17r71n1 Ynm, ami azzal egyenértékii,
hogy {Vnm | n,m € N} nem korldtos.
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Ekkor elég nagy n és m indexekre mar v,,, > 0, és definidlhatjuk a

_ Xbtann |gl9 " €708

Gnm =
" Y inm

fiiggvényeket. Mivel (q—1)p = ¢, ezek a fiiggvények p-ik hatvdnyon integralhatok,
és [|gn,mllp = 1.
Tovabbé

1
Y Tnm JH,NG,,

ami nem korlatos sorozat (n,m)-ben, és ez ellentmond ! folytonossdgénak (korld-
tossdgdnak). m

Igy tehat 1 < p < oo esetén L#(X)-t azonosithatjuk LF(X) dudlisédval, p = oo
esetén pedig egy linedris alterével.

8.3. Két példat is hozunk arra, hogy L}, (X) # (Lzo(X))/.

L. L'([0,1]) # (L>=([0,1]))".

Tegyiik fel ugyanis az ellenkezdjét.

C([0,1]) az L>°(]0, 1]) zart linedris altere. A ¢ — ¢(0) leképezés (a nullara kon-
centralt Dirac-mérték szerinti integralds) folytonos linedris funkciondl C([0, 1])-en.
A Hahn-Banach-tétel szerint van [ folytonos linedris kiterjesztése L>°([0, 1])-re.
Feltételezésiink szerint ez a kiterjesztés g\ alakt, ahol g € L([0,1,]) és A a Le-
besgue-mérték. Az

lgl|?dp = v b7,

l(gn,m) =

1—nx ha0§x<%,
fn(x)5:

0 ha <z <1
fliggvények folytonosak, ezért egyrészt

W(fn)=1 (n € N),

mésrészt lim f,, = 0 majdnem mindeniitt és | f,,| < 1, tehét a Lebesgue-tétel alap-
n
jan
1
lim I(f,,) = lim / gfn =0,
n n 0

ami ellentmondés.
2. 1M £ (1),
Tegyiik fel ugyanis az ellenkez&jét.
Vezessiik be a kovetekz6 jelolést: ha a € [P és b € [? — és persze % + % =1-

akkor legyen
a-b:= Z anby,.
neN
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Legyen e,, az a sorozat, amelynek az n-ik tagja 1, a tobbi nulla (n€N). Ekkor

n
1 1
%IZ*E e; €17,
n <
=1

és
L :={a €% | 1étezik lim x,, - a}
n

linearis altér, amelyen az a +— liTIln Ty, -a hozzarendelés linedris és foytonos is, hiszen
|, - a] < ||a]|o minden n-re. Ez a funkcionédl nem nulla, mert az (1,1,1,...) € L
elemen az értéke 1.

Ezért a Hahn-Banach-tétel szerint van nemnulla folytonos linearis kiterjeszté-
se [®-re. A feltevésiink szerint ez a kiterjesztés I'-ben van, azaz létezik olyan
0 # z € I*, amellyel li7rln Ty -a =z -a minden a € L esetén.

Minden m-re e,, € L és

% ha m <n,
Ty Cm =

0 ha m > n,

tehat 0 = lim =, - €,,, = T - €,,, amibdl x = 0 kovetkezik, és ez ellentmondas.
n

8.4. Feladatok
L. LA (X) reflexiv, ha 1 < p < cc.
2. Egy E normaélt térben futé (z),en sorozat gyengén konvergens, ha létezik
x€E gy, hogy liml(x,,)=I(z) minden [€E’ esetén; ekkor azt mondjuk, hogy = a
n
sorozat gyenge limesze, és azt {rjuk, hogy z=(w) lim x,,.
n
Bizonyitsuk be, hogy egy gyengén konvergens sorozat
(i) korlatos, (ii) gyenge limesze egyértelmii.
3. Igazoljuk, hogy ha az (z,)nen sorozat konvergens, akkor gyengén is konver-
gens és (w) limz,=lim z,,.
n n
4. A gyenge konvergenciabdl altaldban nem kovetkezik a konvergencia. Mu-
tassuk meg 8.2. alapjan, hogy az e, := (0,0,...,0, (1)7 0,...) formuldval definidlt
n

(en)nen sorozat [P-ben nem konvergens de gyengén a nulldhoz tart 1 < p < oo
esetén.

5. Tudjuk, hogy KV-ben egy sorozat pontosan akkor konvergens, ha minden
komponens-sorozata konvergens. Igazoljuk az elébbi eredmények alapjan, hogy
1 < p < oo esetén ha egy sorozat [P-ben gyengén konvergens, akkor minden kom-
ponens-sorozata konvergens; viszont abbdl, hogy minden komponens-sorozata kon-
vergens, nem kovetkezik, hogy gyengén konvergens (tekintsiik az (ne,)nen soro-
zatot).

6. Véges dimenziés normalt téren minden gyengén konvergens sorozat konver-
gens is.
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7. Tegyk fel, hogy az E normalt térbeli (z,,)nen sorozatra minden [EE’ esetén
1étezik li?llnl(a;n) =: £(1); igaz-e, hogy a sorozat gyengén konvergens? (Utmu-
tatds: tekintsiik x,-et az E” elemének; ekkor a Banach—Steinhaus-tétel szerint
I &(l) szintén az E” eleme. Ha az E normadlt tér reflexiv (és {gy sziikségszeriien
Banach-tér), akkor a sorozat gyengén konvergens. Nem reflexiv Banach-térben
eléfordulhat, hogy a sorozatnak nincs gyenge limesze.)

8. Tegyiik fel, hogy egy reflexiv E Banach-térbeli (z,),en sorozatra az E’
egy totdlis halmazdnak (specidlisan egy Schauder-bazisdnak) minden [ elemére

létezik liml(xz,)); igaz-e, hogy a sorozat gyengén konvergens? (Utmutatés: te-
n

kintsiik a n3/4x[0 1, sorozatot L?([0,1])-ben; dudlisaban, amely 6 maga, a {x,, |

E Borel-halmaz} totdlis halmazt és az id[?)’ll/ﬁ fiiggvényt.)

9. Igazoljuk, hogy p # oo esetén LP(R)-ben (w)lim x,, ., = 0.(Utmutatés:
o ,
tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz van olyan g € L4(R), hogy lim l4(x,, .,,) # 0,

n+1
[
n

10. Ha (z,)nen gyengén konvergens az E normélt térben és A : E — F folyto-
nos linedris leképezés, akkor (Axy,)nen gyengén konvergens F-ben és (w) lim Az, =
A((w) lim y,).

11. Legyen E és F Banach-tér, A : E — F linedris leképezés. Mutassuk meg,
hogy ha az E-beli minden (z,),en E-beli sorozatra, amelyre lim x,, = 0, az tel-

azaz van olyan a > 0, hogy > « végtelen sok n-re.)

jesiil, hogy (w)lim Az, = 0, akkor A folytonos. Utmutatds: elég belatni, hogy A
zért. Legyen z := lim z,, y := lim Ax,; a feltételek szerint (w) lim A(z, —z) =0,
n n n

amibdl I(y — Az) = 0 adédik az E’ minden elemére.)

9. A Stone—Weierstrass-tétel

9.1. Ebben a fejezetben a 2.8-ban bebizonyitott tételnek nagy jelentoségi &l-
talanositasat targyaljuk arra az esetre, amikor K tetszéleges kompakt metrikus
tér.

El6szor bevezetiink néhany fogalmat.

Azt mondjuk, hogy a C(K,K) egy H részhalmaza szétvalasztja K pontjait,
ha minden z€K , ye K, x#y esetén létezik ue H gy, hogy u(z)#u(y).

A C(K,K) egy A részhalmazét részalgebranak nevezziik, ha linedris altér és
minden u, vEA esetén uveA.

Az ACC(K,C) részhalmazt *-részalgebranak nevezzik, ha részalgebra és
minden u€A esetén u*€A.
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Az LCC(K,R) részhalmazt linedris halénak nevezziik, ha linedris altér és

minden u,veL esetén uVov,uAveL.
n

Ha p= Y c¢xid% polinom és feC(K,K), akkor p(f):= > cx f* € C(K,K) (ahol
k=0 k=0
természetesen fO := 1). Tovabb4, ha A a C(K,K) részalgebraja és p olyan poli-
nom, amelyre p(0) = 0 (vagyis a konstans tagja nulla), akkor p(u)€A az A minden
u elemére.

9.2. Allitds Ha A a C(K,R) részalgebréja, akkor minden u€ A esetén |u|€ A.

BizoNYITAS Tetszéleges € > 0 esetén az | — &2, 00[— R, ¢ 5 /t + &2 fiiggvény
1
analitikus, ezért az — korili Taylor-sora el6allitja a [0, 1] intervallumon, ami azt

jelenti, hogy [0, 1]-en polinomok sorozatdnak egyenletes hatarértéke; tehat 1étezik
p polinom gy, hogy |p(t) — vt + €2|<e minden t-re a [0, 1] intervallumbél. Speci-
alisan [p(0)|<2e. (Megjegyezziik, az ilyen polinom létezése a 2.8-beli Weierami ige
egy-tételbdl is kovetkezik, itt azonban anndl egyszeriibb tényre hivatkoztunk.)

Mivel p — p(0) olyan polinom, amelynek a konstans tagja nulla, az el6z8é pont-
ban mondottak szerint minden u€A esetén p(u?) —p(0)€A. Tegyiik most fel, hogy
|u|<1; ekkor

Ip(w*) =p(0) = [u]|| = max[p(u? — Vu¥(2)|< max |p(t) —p(0)—V1| <
< max |p(t) mH— max|\/t+52 \/|—|—|p 0)] < 4¢;

te[0,1]

a kozéps6 tag becslését ugy kaphatjuk meg, hogy be is szorozzuk, el is osztjuk a
V't + €244/t mennyiséggel. Azt kaptuk, hogy |u| érintkezési pontja A-nak.
|ul

A nulla nyilvdnvaléan az A eleme. Ha 0£ucA, akkor u—||u||m és Tal hoz-

zétartozik A-hoz, amely linedris altér, igy u is az eleme. W
Mivel barmely f és g fliggvényre

(f+g+|f—gl)

M| =

fAg = %(Hg—lf—gl), fvg =

eredményiinkbdl egyszeriien adodik:
Ko6vetkezmény Ha A a C(K,R) zart részalgebrija, akkor linedris halé.

9.3. Allitas Legyen LCC(K,R) linedris hilé. Ha feC(K,R) olyan, hogy
minden x,y€K és >0 esetén létezik uZ¥€L gy, hogy |f(x)—uz¥(x)|<e és
| fy)—uZ¥(y)|<e, akkor feL.

(Miel6tt bebizonyitandnk ezt az allitdst, megfogalmazzuk mésképpen is, hogy
egy kicsit szemléletesebbé tegyiik, mir6l van szé: ha f olyan K —R folytonos fiigg-
vény, hogy minden z,y esetén van olyan fliggvénysorozat L-ben, amely az x és y
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pontban az f(x)-hez illetve az f(y)-hoz konvergél, akkor van olyan fiiggvénysoro-
zat L-ben, amely K-n egyenletesen konvergdl az f-hez.)

B1zoNYiTAS Minden z,y€K és € > 0 esetén
U = {zeK | uZ¥(2)>f(z)—¢}, VEY = {zeK | ulY(2)<f(2)+e}

nem ires nyilt halmazok, hiszen z is, y is az elemeik, és nyilt halmazoknak az
ul¥—f folytonos fiiggvény altali 6sképei.

Mivel |J UZ?Y = K, K kompakt, van olyan y1, ..., y, € K, hogy [LJ U = K.

yeK k=1

Lévén L linedris hdls, \/ u2% —: u® € L.

Egyszerti tény, hog;zlg(z)>f(z)fs minden z€K esetén, és u?(z)<f(z)+e ha
zeWZ:= k(n] VFYk . Mivel WZ-ek nyilt halmazok és lefedik K-t, van olyan x1, ..., %m

=1

eleme K-nak, hogy |J W2 = K. Hasonléan ldthatjuk, mint az el8bb, hogy
i=1

1=

m
N ufi =:u.€L és
i=1

ue(2)—e<f(2)<uc(z)+e (z€K).

9.4. Allitas (Stone-tétel) Legyen LCC(K,R) olyan linedris hdlo, mely
tartalmazza a konstans filiggvényeket és szétvalasztja K pontjait. Ekkor L
strti C(K,R)-ben.

BizoNYITAS Legyen feC(K,R) és z,yeK. Ha z#y, akkor 1étezik heL gy, hogy
h(z)#h(y). Az
fy)—f(z)

Ty . _
w = flo)+ 3 A (hh(a)
fiiggvény az L eleme, és u™¥(x)=f(z), v*¥(y)=f(y). Ha x = y, akkor az u*Y :=
f(z) konstans fliggvény az L eleme.
Az igy definidlt u*¥ fliggvények eleget tesznek a 9.3. allitas feltételeinek min-
den £>0 esetén, tehdt f€L; mivel f tetszOleges, ez éppen azt jelenti, hogy L sfirti
C(K,R)-ben.

9.5. Allitas (Stone—Weierstrass-tétel, valés) Legyen ACC(K,R) olyan
részalgebra, mely tartalmazza a konstans fiiggvényeket és szétvalasztja K
pontjait. Ekkor A stirti C(K,R)-ban.

BizonNyiTAs Kénnyen lathatd, hogy ACC(K,R) is részalgebra; a 9.2. allitds ko-
vetkezménye szerint A linedris halé. Mivel ACA miatt A szétvilasztja K pontjait
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és tartalmaza a konstans fiiggvényeket, a 9.4. allitasbol azonnal kovetkezik, amit
bizonyitani akarunk.

9.6. Allitss (Stone—Weierstrass-tétel, komplex) Legyen ACC(K,C)
*_részalgebra, mely tartalmazza a konstans fliggvényeket és szétvalasztja K
pontjait. Ekkor A stirti C(K,C)-ben.

BizoNYITAS Legyen B:=ANC(K,R). Ha u€A, akkor

*

utu* u—u

Re(u) 5 €B és Im(u)= 5 € B,
i

kovetkezésképpen BCC(K, R) is szétvilasztja K pontjait, emellet valds részalgeb-
ra, mely tartalmazza a konstans fiiggvényeket. Az el6z6 allitas szerint B siirii
C(K,R)-ben. Ha feC(K,C), akkor Re(f) és Im(f) tetszOlegesen megkozelithetd
B-beli figgvényekkel, {gy f=Re(f)+iIlm(f) tetszélegesen megkozelithetd A-beli
fiiggvényekkel.

9.7. Feladatok

1. Ha KCC kompakt halmaz, akkor {1,id}, (id%)" | neN} Schauder-bézis
C(K,C)-ben.

2. A HCC(K,R) részhalmazt felfelé (illetve lefelé) irdnyitottnak nevezziik,
ha minden u,ve€H esetén létezik we H gy, hogy uVv<w (illetve uAv>w).

Bizonyitsuk be, hogy ha HCC/(K,R) olyan felfelé (illetve lefelé) irdnyitott hal-

maz, hogy f:= \/ ueH (illetve f:= A w€H, akkor minden £>0 esetén létezik
ueH u€EH
h.€H gy, hogy minden he H, h>h, (illetve h<h.) esetén || f —h|<e. (Utmutatas:
minden z€K és €>0 esetén létezik u? € H gy, hogy f(x)—e<u?(x)<f(z)<f(z)+e.
A felfelé irdnyitottsdg miatt minden z-re és y-ra létezik uX¥ >u?Vu?, és nyilvanvald,
hogy f(z)—e<uZ¥(z)<f(z)<f(z)+e, valamint f(y)—e<ul?(y)<f(y)<f(y)+e.)
3. Igazoljuk Dini tételét: ha (f,)nen olyan monoton névé (illetve fogyd)

C(K,R)-beli sorozat, hogy f:= \/ f. (illetve f:= A f,) folytonos K-n. Ekkor
neN neN
a konvergencia K-n egyenletes, azaz (f,)nen konvergdl f-hez a C'(K,R) Banach-

térben.
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[1l. HILBERT-TEREK

10. Skalarszorzat és norma kapcsolata

10.1 Legyen (E,(.,.)) skaldrszorzatos tér K felett. Ekkor z+/(x,z) norma
E-n, melyet a (.,.) skaldrszorzat altal generdlt norménak neveziink. Egy skaldr-
szorzatos teret a skaldrszorzata altal generdlt normaéaval egyben normalt térnek
tekintiink. TetszOleges x, y€ E esetén teljesiil a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség:

(@, ) <[] Iyl

igy a skalarszorzat Ex E—K folytonos leképezés, specialisan a valtozdiban folyto-
nos. Kiilonosen fontos lesz, hogy minden z€E esetén E—K, y—(x,y) folytonos
linedris leképezés, amelyet az (x| szimbélummal jel6liink.

Egy teljes skaldrszorzatos teret Hilbert-térnek neveziink. Egy Hilbert-tér te-
hat Banach-tér a skalarszorzat altal generalt normaval.

Allitas Legyen (E, (.,.)) skaldrszorzatos tér K folott. Ekkor minden x,y € E
esetén

lz+yl*+llz — ylI* = 2||=]1*+2]y]?, (1)
tovabba
o K=R esetén
T+y 2 r—y 2
=||— —||l—= 2
(wy) = |5 B (2)
o K=C esetén
2 2 ) )
. r+y |z—y . Ty N
<x,y>—<2 " ) ( . . ) 3)

Az Olvaséra bizzuk, végezze el azokat az egyszerii szamoldsokat, amelyekkel
ezek a formuldk igazolhatok.
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Az (1) sszefiiggést parallelogramma-egyenléségnek hivjuk.

10.2. Ha az FE normalt tér norméja skaldrszorzatbdl szarmazik, akkor minden
E-beli vektorparra teljesiil a parallelogramma-egyenléség. Megmutatjuk, hogy ez
a feltétel elegendd is ahhoz, hogy egy adott norma skalarszorzatbdl szarmazzon.

Allitss Legyen (E, ||.l) olyan mormaélt tér, hogy barmely két E-beli vektorra
teljestil a parallelogramma-egyenléség. Ekkor létezik egyetlen S : Ex E—K
skaldrszorzat gy, hogy minden x€E esetén S(x,z)=|z|>.

Bi1zoNY{TAS Az el8bbi allitds (2) és (3) pontja szerint ha létezik ilyen skaldrszorzat,
akkor az egyértelmii.
K=R esetén legyen

2 2

=y

2

S:ExE-R, (z,y)— Hx—;—y

Nyilvanvald, hogy ez a leképezés folytonos, szimmetrikus, és az FE minden x ele-
mére S(z,z) = ||z|?. Megmutatjuk, hogy S bilinearis.
x,y, z€FE esetén a parallelogramma-egyenléség szerint

2 2 2 2
Ttz T—z y+z Yy—z
St 24852 = | =5|| — | *H 2 Hz =
1 r+y+2z 2 T—y 2 T+y—2z 2 z—y 2 -
2 2 2 2 2 B

1
= §S(z+y, 2z).

Ha y:=0, akkor S(z,2)=15(z,2z), ezért S(x+y, 22)=S(z+y, 2), igy

S(x,2)+S(y, 2) = S(x+y, 2),

tehat S az elsO valtozéjaban additiv; folytonos is, ezért R-linedris. Mivel S szim-
metrikus, a masodik valtozéjaban is R-lindris.
K=C esetén az el6z6ek szerint

2 2

Se : ExER, (x,WHﬂC;y By ]

szimmetrikus R-bilinedris leképezés, és Sg(iz,iy)=Sr(z,y), igy
S: ExE—-R, (z,y)—Sr(z,y)—iSr(z,iy)

skaldrszorzat, amelyre S(z,r)=|x?.
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10.3. Legyen (E,(.,.)) skaldrszorzatos tér. Ha ||.|| jeloli a skaldrszorzat altal
generélt normét, akkor (E, ||.]|) normdlt tér. Ez a normdlt tér teljessé tehet6 (Ana-
lizis IILB.IV.7.5.), azaz létezik (E, ﬂ) teljes normélt tér, és i : E—E izometrikus
linedris leképezés gy, hogy i[E] siir(l linedris altér E-ben. Azonositsuk szokés
szerint E-t i[E]-vel. Ha tehat = € E, akkor létezik (x,,)nen sorozat E-ben, hogy
T = lirrln ZTn. A norma folytonossaga miatt ebbdl egyszertien addédik, hogy a w

norma is teljesiti a parallelogramma-egyenléséget, ezért egy (,/\) skalarszorzatbdl
szarmaztathato amely nyilvan az eredeti skalarszorzat kiterjesztése.

Tehat (E, (.,.)) Hilbert-tér, melyet az (E, (.,.)) skaldrszorzatos tér teljes bur-
kanak neveziink.

10.4. Sokszor nem skalarszorzatot, hanem csak “félskalarszorzatot” tudunk
természetes mdédon megadni egy vektortéren.

Legyen E vektortér K felett, és S : ExE—K olyan leképezés, hogy minden
x,y,2€E, és \€K esetén

(S1°) S(z,2)ER],

(82) S(y, x)=S(z,y)",

(SA) S(z,y+2)=S(z,y)+5(z, 2),

(SP) S(x, \y)=AS(z,y).

S nem skalarszorzat, mivel S1’ gyengébb, mint amit a skaldrszorzatra kiro-
vunk: nem koveteljiik meg azt, hogy S(z,z)=0 csak =0 esetén alljon fenn. Etté]
eltekintve rendelkezik a skalarszorzat minden tulajdonsigaval.

Megmutatjuk, hogy S-re teljestil a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség: minden

z,y€F esetén
1S(z, y)|<v/S(@,2)v/ Sy, y)

(viszont egyenldség nem csak akkor teljesiilhet, ha x és y parhuzamosak).
Ugyanis, ha z := S(z,z)y — S(y,y)z, akkor

0 < S(z,2) = S(z,2)*S(y, y)—S(z, 2) S (x,y)"S(z,y) =
= S(@, ) (S(z,2)S(y.y)—|S(z,y)]*) -

Ha S(z, 2)#0, akkor ebbdl kovetkezik a kivant egyenlStlenség. Ha S(y, y)#0, akkor
a fenti egyenl6tlenségben x és y szerepét megcserélve szintén a kivant egyenlétlen-
ség adédik. Tegytik fel, hogy S(x,2)=S(y,y)=0. Ekkor

0 < S(y—S(z,y)z,y—S(x,y)z) = —2[S(z,y)|,

kovetkezésképpen S(z,y)=0, {gy ismét teljesiil az egyenlétlenség.
A Cauchy—Schwarz-egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy
(1) ha z€ E olyan vektor, hogy S(z, z)=0, akkor minden y€ FE esetén S(x,y)=0.
(2) a
p: E=RY, x—4/S(z,2)
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leképezés félnorma E-n, igy
N :={z€E | p(z)=0} = {zcE | S(x,x)=0}

linedris altere E-nek, és (1) szerint N={z€FE | S(x,.)=0}. Jelolje 7 az E—E/N
kanonikus sziirjekciot.

Legyenek x1,y1,x2,y2€E olyanok, hogy x1—xz2€N és y;—y2€N. Ekkor az
el6zoek szerint

S(x1,y1)—=S (22, y2)=5(x1—x2,y1)+5 (22, y1—42)=0,

azaz S(x1,y2)=S(x2,1s), ezért létezik egyetlen S : E/NxE/N—K leképezés
ugy, hogy So(mxm)=S. Konnyen ldthatd, hogy S skaldrszorzat E/N-en, melyre
minden € F esetén

S(m(z), m(x))=S(x, x)=p(x)*=p(r(z))?,

tehat az S 4ltal generalt norma megegyezik a p félnormahoz asszocidlt norma-
val. S-ot az S-hez asszocidlt skalarszorzatnak, (E/N,S)-ot pedig az S-hez
asszocialt skalarszorzatos térnek nevezzik.

10.5. A fenti konstrukcionak speciélis esete a négyzetesen integralhaté fliggvé-

nyek tere, amely az Analizis V.B.14. fejezetében szerepel.
Legyen (X, A, u) o-véges mértéktér, K Hilbert-tér. Ekkor

L2(X, A 1 K) = {p: XK | ¢ mérhet és |p|* p-integralhaté}

linedris tér; ¢, veL?(X, A, u; K) esetén az (p, ) : X =K, z + (p(x),¥(z)) fiige-
vény mérhetd, és |(p, V)| <|p||¥| miatt a Holder-egyenlétlenség szerint p-integrél-
hatd. Az

L2(X, A K)X L2 (X, A, s K) = K, (%¢)H/<%¢>du (%)
X

leképezés nem skaldrszorzat, de rendelkezik az S1’, S2, SA, SP tulajdonsdgokkal.
Mivel peL?(X, A, p; K) esetén [ (¢, p)du=|¢l2, a (x) dltal generdlt félnorma
X

megegyezik az L2(X, A, u; K) térnek az 1.5-ben targyalt félnormajaval. Ezért az
elézéekben mondottak szerint a fiiggvényosztalyokbdl 4116 L2(X, A, u; K) skalar-
szorzatos tér, sét teljes, tehat Hilbert-tér. Az F,G € L?(X, A, u; K) fiiggvényosz-
télyok skaldrszorzata [ (p, 1) du, ahol ¢ € F és ¢ € G tetszOleges.

X
Sokszor foglalkozunk négyzetesen integralhaté fiiggvényterekkel. Elismételjiik,
amit kordbban is mondtunk. A jelolésbdl elhagyjuk a o-algebrat, és a szokasnak
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megfeleléen L2 (X, K)-t frunk. Tovabbé a matematikdban meghonosodott kis pon-
gyolasdggal az Li(X , K) elemeir8]l mint fiiggvényekrdl beszélink (fliggvényosztd-
lyok helyett); tehdt amikor azt mondjuk, hogy az Li(X , K)-beli ¢ fiiggvény, akkor
a p-vel p-majdnem mindentitt egyenld fliggvények osztalyara gondolunk.

Ha K = K, akkor K-t is elhagyjuk a jelolésbol, kivéve persze, ha hangsulyozni
akarjuk, hogy csak a valés illetve a komplex esetrol van szo.

R™-en a Lebesgue-mérheté halmazok a Borel-féle o-algebra Lebesgue-mérték
szerinti teljesitésének az elemei. A Lebesgue-mértéket is el szokas hagyni a jelo-
1ésbél, tehat L2(RY, K)-t, L2(RY)-t frunk.

Tovabba 1?2 a K értékii négyzetesen Gsszegezhetd sorozatok tere, és ha I nemii-
res halmaz, akkor [2(I) jeloli az 1.4. értelmében négyzetesen Osszegezhetd I — K
fiiggvények Gsszességét, amelyen

iel

jol definidlt skalarszorzat, ami abbdl adddik, hogy ez is a fent definialt fiiggvény-
terek specialis esete, az I szamlalémértéke szerint integraldssal. Kozvetleniil is
megmutathatjuk, hogy a definicié j6 (a széban forgé Osszeg létezik). Ugyanis az [
minden F' véges részhalmaza esetén

SoNT | <Y Nl < DO D Tl

i€F ieF ieF el

kovetkezésképpen a Cauchy-kritérium szerint létezik a > \;*p; Osszeg.
il

10.6. Feladatok

1. Legyen H; és H, Hilbert-tér. Mutassuk meg, hogy H; x Hy — K|
((w1,22), (y1,y2)) + (z1,91) + (2, 92) skaldrszorzat, amellyel a Descartes-szor-
zat Hilbert-tér.

2. Legyenek H,, (neN) Hilbert-terek. Mutassuk meg, hogy a Descartes-szor-
zatuk azon linedris altere, amelynek elemeit > ||z, %00 jellemez, Hilbert-tér az

neN
(x,y) = > (xn,yn) skaldrszorzattal.
neN

3. Mutassuk meg, hogy ha K nem egyelemii halmaz, akkor C'(K) norméja nem
szarmaztathato6 skaldris szorzatbdl!

4. Ha p olyan mérték, amelynek értékkészlete ketténél t&bb elemii, akkor p # 2

esetén LL (X) normdja nem szarmaztathaté skaldris szorzatbol!
N-M
5. Legyenek 1<M <N természetes szdmok. KM-en az (z,y)— > zfy; leké-
i=1

pezés “félskaldrszorzat”. Adjuk meg az asszocialt skalarszorzatos teret!
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11. Hilbert-terek zart alterei, ortogondlis projektorok

11.1. Allitas Legyen L nemiires, konvex, zart halmaz a H Hilbert-térben.
Ekkor minden x€H esetén létezik egyetlen ye L, amelyre

I =yl = inf llo—2]| = d(z, L),

BizONYITAS Legyen z€H tetszbleges, és d := d(x, L). Ekkor létezik (z,)nen soro-

zat L-ben 1gy, hogy lim ||[z—z,|=d. Mivel L konvex, m,neN esetén MEL,
n
; Zn+2Zm Yy .
igy ||lz— 5 >d . A parallelogramma-egyenléség szerint
zm—2zal® = [(@—20)—(2—2m)II* =

= 2|a—zn |22l —zm [P = | (2—20)+ (2 —2m) 1> <
§2Hx—zn||2+2Hx—zm||2—4d2,

ezért lim ||z—z,||>=d? miatt (z,)nen Cauchy-sorozat L-ban, igy konvergens, és L
n

zartsaga miatt a hatarértéke az L eleme; jelolje yeL ezt a hatarértékét. Ekkor
[e=yl| = lim [z —2, | = d

teljestil.

Tegytik fel, hogy y1 €L és y2€L két olyan vektor, amelyre ||z—y1||=|z—y2|=d.
Ekkor ismét a parallelogramma-egyenléség szerint

ly2—y1[* =]l (z—y1) —(z—y2)||* =
= 2|lz—y1 [P +2la—yo||*~ [ (a—y1) +(a—1y2)||* < 4d*~4d*=0,

kovetkezésképpen y1=y-. ®

Az allitasban szerepld, egyértelmiien 1étez6 y elem az L halmaz x-hez legkoze-
lebbi eleme.

Megjegyezziik, hogy linearis altér nemiires konvex halmaz, tehdt zart linedris
altérre is igaz az 4llitas.

11.2. A Hilbert-tér x és y vektorat ortogondlisnak mondjuk, ha (z,y) = 0.
Az x vektor ortogondlis az A részhalmazra, ha ortogonalis az A minden elemére.
Az A és B részhalmazok ortogonadlisak, ha az A minden eleme ortogondlis a B
minden elemére.
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Allftés Legyen M zart linearis altér a H Hilbert-térben és xc H. Jelol-
je xapa€M az M-nek az x-hez legkozelebbi elemét. Ekkor xpar az egyetlen
olyan vektor, hogy r—xpg ortogonalis M -re.

B1zoNYITAS Legyen z€ M és AeK. Ekkor xps€M miatt xpr+ 2€ M, kovetke-
sésképpen as—al| <lo—zar—Azll, fgy

le—znrl” < lle—zar=Az)* = [le—zn |+ AP 2] —2Re(Mz—z 1, 2)),
azaz
0< |)\|2Hz||2—2Re(/\<x—xM,z}).

Specialisan, minden A\eR esetén
0 < X2|22=2ARe((z—zar, 2)),

amib6l Re((x—xnr, 2))=0. Ha K=R, akkor készen vagyunk, ha K=C, akkor min-
den peR esetén \:=iu helyettesitéssel

0 < p?||z|)2+2pdm((z—z g, 2)),

kovetkezésképpen Im({(z—xpr, 2))=0, ezért (z—xpg, 2)=0. Mivel z az M tetszéle-
ges eleme volt, ez azt jelenti, hogy x — xps otogondlis M-re.
Tegyiik fel, hogy ye M olyan, hogy x—y ortogonalis M-re. Ekkor minden ze M
esetén
0= (22— 1) = (2 (& — 1) + (21 — 1)) = (22201 — ).

Mivel xpr—y € M, és a fenti egyenléség minden M-beli z-re, specidlisan (xpr—y)-
ra is teljesiil, az kovetkezik, hogy zps —y = 0, azaz y = zpg.

Definicié Az dllitasban szereplé xpr € M vektor neve: az x-nek az M -re valé
ortogonalis projekcidja vagy ortogonalis vetiilete.

11.3. Definicié A H Hilbert-tér L nemiires részhalmazanak ortogona-
lisa azoknak a H-beli vektoroknak az L+ szimbélummal jelolt dsszessége,
amelyek ortogonalisak L-ra.

A definicié szerint tehdt

Lt = {z€H | (y,z)=0, minden ycL esetén}.

Egyszerti tény, hogy K CL esetén L-CK™, ezért L C SpanL C SpanL miatt

(SpanL)* C (SpanL)* c L*. (%)
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Tovabbé nyilvanvalé, hogy L C L+, kivetkezésképpen
SpanL C L*+. ()

Végiil azt is kénnyti latni, hogy L' zart linedris altér, mert elemeinek lindris
kombindci6ja is L-ben van, tovabba L'-beli konvergens sorozat hatérértéke is.

11.4. Allitds Ha M zért linedris linedris altér a H Hilbert térben, akkor
M és M+ kiegészité alterek H-ban, azaz

MnNM*+=0, M+M*‘=H.

BizonyiTAs Ha xe MNM*, akkor (x,z)=0, kivetkezésképpen z=0. Barmely
r€H esetén a 11.2. allitas szerint létezik egyetlen xps€ M tigy, hogy x—xpEM*.
Ekkor z=xpr+(x—xp)EM+M*.

11.5. Ha M zért linedris altér, akkor M++ = M. Ugyanis M+ kiegészit6
altere M is és M+ is, tovabba a (x) Osszefiiggés alapjan M C M+, és ez csak
ugy lehet, ha egyenlék.

Allités Ha 0 # L  H, akkor

SpanL = L+,

BizoNYiTAS A 11.3. () Osszefiiggése és az el6z6 eredmény alapjan L+ C

(SpanL)LL = SpanlL, és ez a 11.3. (xx) Osszefiiggésével adja a kivant eredményt. m

Az elébbi allitast igy is megfogalmazhatjuk: Hilbert-tér egy részhalmaza pon-
tosan akkor totdlis, ha az ortogonélisa a {0} altér.

Specidlisan egy linedris altér pontosan akkor sfirti, ha ortogonélisa a {0} altér.

Jegyezziik meg tehdt: ha (x,y) = 0 egy totdlis halmazbdl vett z-ekre, akkor
y = 0. Mésképp ugyanez: ha (z,y) = (z,z) egy totdlis halmazbdl vett x-ekre,
akkor y = z.

Ennek egyszerli, de fontos kovetkezménye: ha A, B : H — H lineéris leké-
pezések, Dom(A) = Dom(B) és (z, Ay) = (x, By) a kozos értelmezési tartomdny
minden y elemére, valamint egy totalis halmazbdl vett z-ekre, akkor A = B.

11.6. Emlékeztetiink a kovetkezé linedris algebrabeli tényekre (Analizis I11.9.5.).

Legyen E vektortér. A P : E—E linedris leképezés projektor, ha P2=P. Ha
P projektor, akkor idg— P is projektor, amelyre

P(idg—P)=(idg—P)P=0,
Ker(idg—P)=Ran(P),
Ran(idg—P)=Ker(P),
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tovébbd, Ker(P) és Ran(P) kiegészité alterek E-ben. Azt mondjuk, hogy P a

Ker(P) mentén a Ran(P)-re vald vetités.
~1
Ha E normélt tér és P : E — E folytonos projektor, akkor Ker(P)=P 0] és
Ran(P)=Ker(idg—P) zért linedris alterek.

Definicié A P : H—H folytonos projektort ortogonalis projektornak
nevezziik, ha Ker(P) és Ran(P) ortogonalis alterek.

A”I'tés Ha M zart linearis altér a H Hilbert-térben, akkor a Py;:H—H
x—axpg leképezés (ldsd a 11.2. dllitdst) ortogondlis projektor, Ran(Pps)=M
és Ker(Ppr)=M+. Ha M # {0}, akkor || Pas||=1.

BizoNYITAS Egyszerti tény, hogy Pps linearis. Definicéja szerint Pag(z) € M az
egyetlen olyan vektor, melyre z— Pps(z)€M* teljesiil. Ezért minden € H esetén

Pas(z)—Par(Par(z)) € MNM* = {0},

kovetkezésképpen Pps(xz)=Pns(Pnr(x)), azaz Ppg projektor. Nyilvdnvals, hogy
Ran(Ppr)=M. Tovébba Pys(x)=0 definici6 szerint ekvivalens azzal, hogy r€ M+,
tehat Ker(Pps)=M">.

Mivel Pps(x) és x — Ppg(x) ortogondlisak,

2]* = | Pag (@) P+l —Par ()] = || Pag ()],

igy Pag folytonos, és || Pas||<1. Ha pedig x€ M, akkor Pps(z)=x, amib8l M # {0}
esetén || Pasl|=1. m

Erdemes megjegyezni, hogy Pg=idg és Pyoy=0.

11.7. Egy Hilbert-tér zart linearis alterei és ortogonalis projektorai kolcsonosen
egyértelmiilen megfeleltetheték egymasnak. Ugyanis, ha M CH zart lineéris altér,
akkor Pps olyan ortogonélis projektor, hogy Ran(Pps)=M . Ha P ortogondlis pro-
jektor, akkor Ran(P) zért linedris altér, és &—Pran(p)(z) € Ran(P)*=Ker(P) a
H minden x elemére. Kévetkezésképpen P(2)=P(Pran(p)(7))=Pran(p)(), tehit

PRan(P) =P.

Jelolje M(H) illetve P(H) a H zart linedris altereinek, illetve a H—H orto-
gonalis projektoroknak a halmazat. Ekkor az el6z6ek szerint

M(H)—=P(H), Mw—Py és  PH)->M(H), P—Ran(P)

bijektiv leképezések, melyek egymas inverzei.
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11.8. Feladatok

1. Lassuk el R%-t a |.|» norméval. Mutassuk meg, hogy z az L := [0,1] x [0, 1]
zért konvex halmazon kiviili pont, akkor tobb olyan y€L létezik, amelyre |2—y|oo
=d(z,L).

2. Legyen (X, A, u) o-véges mértéktér. Bizonyitsuk be, hogy minden E € A
esetén az L7(X) — L2(X), ¢ — xpy leképezés ortogondlis projektor.

3. Legyen M és N zért linearis altér, dimM < oo, dimM < dimIN. Ekkor
M+ NN #{0}.

4. Igazoljuk, hogy a 11.1. allitas akkor is igaz, ha elhagyjuk a tér teljességét
(azaz Hilbert-tér helyett skaldrszorzatos teret vesziink), viszont a konvex halmazrél
koveteljitkk meg, hogy legyen teljes.

5. A 11.4. allitas is igaz, ha elhagyjuk a tér teljességét, viszont a linedris altérrél
koveteljiik meg, hogy teljes legyen.

12. A Riesz-féle reprezentdcids tétel

12.1. Egy H Hilbert-tér barmely z elemére (x| : H — K, y — (x,y) folytonos
linearis funkciondl, azaz a H dudlisinak eleme. Most megmutatjuk, hogy a dudlis
minden eleme ilyen alaki.

Allitas (Riesz-féle reprezentéciés tétel) Legyen H Hilbert-tér. Ekkor
j:H—H' x—{z
konjugalt linearis, izometrikus bijekcio.

B1zoNYITAS A skaldrszorzat tulajdonsigai miatt j nyilvdnvaléan konjugélt line-
dris. Minden x,yeH esetén |j(x)(y)|=[(z, y)[<[|=[lllyl, igy [lj(@)[<|z(; viszont
l7(x)(x)|=]|x||?, ezért |7 (x)||=]|x|. Tehat j izometrikus, specilisan injektiv.
Legyen leH'. Ha l = 0, akkor | = (0|. Tegytik fel, hogy {#0. Ekkor Ker(l)CH
valédi zért linedris altér, ezért Ker(l)*#{0}. Legyen z€Ker(l)* \ {0}. Minden
x€H esetén l(z)x—1(x)z € Ker(l), {gy (z,1(z)x—1(x)z)=0, kovetkezésképpen

o) kel (€ H)

ami azt mondja, hogy

tehdt j sziirjekcio.
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12.2. A H’ Banach-téren barmely két vektorra teljesiil a parallelogramma-
egyenlGség, ugyanis minden x, ye H esetén

13 @)+3 )P+ (@) =5 W)I* = 7@+ P+l @ —y)|* =
= lz+yl* +llz—yll* = 2ll=*+2llyl1* = 2[5 +2li @)%

tehdt H' norméja skalarszorzatbdl szarmazik, és a 10.2. allitds alapjan minden

x,y€H esetén
(1(2),5(y)) = (z, )" = (y, ).
Tehat H' is Hilbert-tér, igy értelmezhets a j' : H'— H" leképezés is. Ha x,yeH,

akkor
' G@NGW) = (), 5(y) = (v, 2) = [j(y)](2),

azaz a j' oj : H—H" bijekcié megegyezik a 7.6-ban definidlt kanonikus leképe-
zéssel. Megallapithatjuk tehat:

Allitds Minden Hilbert-tér reflexiv Banach-tér.

12.3. Feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy egy H Hilbert-térbeli (x,)nen sorozat pontosan ak-
kor gyengén konvergens (lasd a 8.4.2. feladatot), ha minden yeH esetén létezik

lim (y, z,)!
n

2. Mutassuk meg, hogy egy Hilbert-térbeli (z,,),en sorozatra, és x elemre a
kovetkezok egyenértékiiek:

(i) z=limx, ,

n
(ii) ||z]|=lim ||z,]| és z=(w)limz, .
n n
3. Igazoljuk, hogy egy A : H — H folytonos linearis leképezésre

[Al = sup [(y, Az)|.
lyli=llzll=1

13. Ortonormalt rendszerek

13.1. Definicié A (H,(.,.)) Hilbert-térben az (e;)ic; rendszert ortonor-
maltnak nevezziik, ha minden i, j€I esetén:

1, ha iei
<eiaej>:5ij:{ ? Z ]
0 ha i#j.

Egy ortonormalt rendszert teljesnek neveziink, ha nem valédi része sem-
milyen mas ortonormalt rendszernek.
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Definicié szerint tehat az (e;);cr ortonormalt rendszer pontosan akkor teljes, ha

{ei | iel} = {0}, (%)

ami azzal egyenértékii, hogy totalis.

1. Allitds Minden nemnulla Hilbert-térben létezik teljes ortonormalt rend-
szer.

B1zoNYiTAS Legyen F a H-beli ortonormalt rendszerek halmaza. Ez nem fiires,
mert barmely 1 norm&ju vektorbdl allé egy elemii halmaz ortonormélt rendszer. F
a halmazelméleti tartalmazdssal rendezett halmaz. Koénnyl latni, hogyt barmely
F-beli lanc halmazelméleti uniéja ortonormaélt rendszer. fgy az unié a lanc fels6
korlatja F-ben; a Zorn-lemma szerint F-ben létezik maximalis elem. F maximalis
elemei pontosan a teljes ortonormélt rendszerek.

2. Allitds Minden ortonormélt rendszer egy teljes ortonormalt rendszer
része (szokdsos széhaszndlattal: minden ortonormélt rendszer kiegészithetd
teljessé).

B1zoNYITAS Legyen L ortonormdlt rendszer és F, az L-et tartalmaz6 ortonormédlt
rendszerek Osszessége, majd érveljiink ugyantgy, mint az elébb.

13.2. Allitas Hilbert-térben minden ortonormalt rendszer topologikusan
linedrisan fiiggetlen. A teljes ortonormalt rendszerek topologikus algebrai
bézisok (Schauder-bézisok).

Bi1zoNYITAS Legyen (e;);ecr ortonormalt rendszer. Tegyiik fel, hogy valamely 7 € T
esetén e; € Span{e; |i € I\ {j}} = {e; | i € I\ {j}}*+ (l4sd a 11.5. Allitést).
Mivel e; € {e; | i € I\ {j}}*, ez azt jelenti, hogy (e;,e;) = 0, ami ellentmondas.
Tehat az ortonormalt rendszer topologikusan linearisan fliggetlen.

Ha az ortonormdlt rendszer teljes, akkor totélis, tehat Schauder-bézis.

13.3. Allitds Legyen (e;);c; ortonormélt rendszer és \; € K (i € I). Y N\e;
i€l
pontosan akkor létezik, ha 3 |\;|? < oo.
iel

Bi1zoNYITAS Ha F az I véges részhalmaza, akkor

2
D hef => P,

el i€EF

ezért a Cauchy-kritétium szerint a (\;e;)er rendszer pontosan akkor Gsszegezhetd,
amikor a (|\;|?)es rendszer osszegezhets. m
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13.4. Allitads Legyen (e;);cr ortonormalt rendszer a H Hilbert-térben. Je-
16lje M az {e; | i€l} halmaz zart linedris burkdt. Ekkor minden x€H esetén
az ({(e;,x)e;);er rendszer Osszegezheté H-ban, és

Z (es,x)e; = Ppg(x),

icl

tovabba az (|{e;, x)|?)ier rendszer Gsszegezhetd Ry -ban, és

> Hew o) = | Pra ().

el

B1zoNYiTAsS Minthogy a normanégyzetet skaldrszorzat adja meg, egyszer(i szdmo-
l4s mutatja, hogy ha F' az I véges részhalmaza, akkor

= [lzl®=)_ les, z) .

e F

T— Z (ei, x)e;

e F

Mivel a bal oldal nemnegativ, és az egyenl6ség minden véges F-re igaz, ebbdl ado-
dik, hogy a (|{e;, z)|?)scr rendszer 6sszegezhetd, és fenndll az tigynevezett Bessel-
egyenl6tlenség:

> e < ).

i€l

Ezért a 13.3. 4llitds szerint az ({e;, x)e;);cs rendszer is Osszegezhetd H-ban.
Tovabba minden jeI esetén

<ej,ac Z <ei,x>ei>—<ej,x><ej, x)=0,

i€l

gy x— > (es, x)e;€e M+, ezért Y (e;, x)e;=Pas(x), amibél azonnal adédik az 4l-
icl iel
litdsban a normanégyzetre vonatkozd egyenlOség is.

13.5. Az el6z6ek egyszeril, de fontos kovetkezményét foglaljuk most Gssze.
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Allitds Egy H Hilbert-térbeli (e;);cr ortonormalt rendszerre a kivetkezsk
egyenértékiiek:

(i) (ei)ier teljes,

(i) z= 5" (e;, x)e; ,

iel

(iii) (y, x)= ZI<y76i><ei,x> ;
1€

(iv) |l=l*= 3 [{e:, 2)I?
iel

a H minden x és y elemére.

Bi1zoNYITAS Ha az ortonormalt rendszer teljes, akkor az eléz6 pont jeloléseivel
M = H, azaz Ppg = idy, igy (i)-bol kovetkezik (ii), amelybdl nyilvanvaléan adé-
dik (iii), és ennek specidlis esete (iv). Ha pedig (iv) teljesiil, akkor olyan z, amely
minden e;-re ortogonalis, sziikségképpen 0, tehat az ortonormélt rendszer teljes. B

Az (iii) illetve az (iv) Osszefiiggést Parseval-egyenlGségnek nevezik. A Bes-
sel-egyenlStlenségben tehét pontosan akkor éll egyenléség minden z-re (Parseval-
egyenléség), ha az ortonormaélt rendszer teljes.

A fenti Gsszefiiggésekben fontos szerepet jatszé (e;, x) (1€I) szdmokat az x vek-
tornak az adott ortonormalt rendszerre vonatkozé Fourier-egyiitthatéinak hiv-
juk.

Egy vektor Fourier-egyiitthatéinak négyzete Osszegezhetd, ezért az 1.4. alli-
tas szerint barmely vektornak legfeljebb megszamlalhaté sok Fourier-egytitthatdja
nem nulla.

13.6. Allitds Legyenek (e;)icr és (d;);cs teljes ortonormalt rendszerek egy
Hilbert-térben. Ekkor I és J azonos szamossaguak.

B1zoNYiTAs Ha I és J koziil az egyik véges, akkor a megfelelé ortonormélt rend-
szer algebrai bazis, igy a maésik is az, és ismert linedris algebrai tény, hogy azonos
szamosaguak. Tegyiik fel, hogy I és J végtelen halmazok. Ekkor minden i€l
esetén

Ai = {jeJ | {ei, d;)#0}

(az e; vektor Fourier-egyiitthatéi a mésik ortonormalt rendszerre vonatkozdan)
legfeljebb megszamlalhaté. Minden jeJ esetén d;#0, ezért létezik i€l gy, hogy
(ei,d;) # 0, azaz jE€A;; tehat

J=J A,

il
kovetkezésképpen J kisebb vagy egyenlé szamossdgu, mint I xN, amely viszont
I-vel azonos szamossagu.
I és J szerepét megcserélve kapjuk, hogy I is kisebb vagy egyenld szamosségu,
mint J, igy a Schroder—Bernstein-tétel szerint I és J azonos szdmossaguak. W
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Egy Hilbert-térben tehat minden teljes ortonormalt rendszer szamossaga ugyan-
az, ezt a szamossagot a Hilbert-tér Hilbert-dimenzidjanak nevezziik.

13.7. Két Hilbert-teret izomorfnak mondunk, ha van kozottiik izometrikus
linearis bijekcio.

Allitas Két Hilbert-tér pontosan akkor izomorf, ha Hilbert-dimenzidjuk meg-
egyezik.

B1zoNYiTAS A 13.3-ben mondottak szerint ha (e;);c; teljes ortonormélt rendszer
egy H Hilbert-térben, akkor

P(I)— H, Y e
el

izometrikus linedris bijekcié a két Hilbert-tér kozott. Legyen a; € [?(I) az az
I — K fliggvény, amelynek az értéke az ¢ helyen 1, méshol 0. Nyilvanvald, hogy
(ai)icr teljes ortonormalt rendszer 12(I)-ben, igy ennek a Hilbert-dimenziéja azo-
nos az I szamossagaval.

Tehdt csak azt kell beldtni, hogy az [%(I) és [?(J) Hilbert-terek pontosan akkor
izomorfak egymassal, ha I és J azonos szdmossaguak, ami igen egyszerili feladat.

13.8. A||ftés Egy Hilbert-tér pontosan akkor legfeljebb megszamlalhato
Hilbert-dimenzids, ha szeparabilis.

B1zoNYIiTAS Ha a Hilbert-tér Hilbert-dimenziéja n€N, akkor izomorf K™-nel, ko-

vetkezésképpen szeparabilis. Legyen H megszamlalhaté Hilbert-dimenzids, és

(en)nen teljes ortonormalt rendszer. Ekkor K=R esetén ennek Q egyiitthatdju,

K=C esetén ennek Q+iQ egyiitthatdju linearis kombindciéinak halmaza megszam-

lalhaté sfirti halmaz H-ban. Ugyanis, legyen x€H és e>0. Ekkor ({e,,Z))nen
oo

négyzetesen Osszegezhetd, ezért 1étezik meN tgy, hogy  >°  |(en, z)|?<e€/2. To-

n=m-+1
vabba, ({en,z)en)n €N Osszegezheté H-ban és = > (en,x)e,. Mivel Q (illetve
neN
Q+iQ) sfirti R-ben (illetve C-ben), 1étezik olyan Q-beli (illetve Q+iQ-beli) A so-
rozat, hogy minden neN esetén |(e,, z)—\,|?<e/2"+1. Ekkor

m
r— E Ann,
n=1

Forditva, legyen (e;);er teljes ortonormélt rendszer H-ban. Ekkor bérmely
r<v/2/2 esetén (G, (e;))ies diszjunkt nyilt gombok rendszere. Ha DCH sfirit
halmaz, akkor minden €1 esetén DNG..(e;)#0, igy D nagyobb vagy egyenld sza-
mossagui, mint I. Ha tehat I nem legfeljebb megszamlalhaté, akkor D sem lehet
az.

2

< €.
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13.9. Allitds (Gram—Schmidt-féle ortogonalizacid) Legyen (ay,)nen
linedrisan fiiggetlen rendszer a H Hilbert-térben. Ekkor létezik (e, )nen Or-
tonormalt rendszer H -ban tigy, hogy minden neN esetén {(a,,, e, )70, tovabbd
az (e1,ea,... ,en) 6s (a1, a9, ... ,a,) rendszerek linedris burka megegyezik.

BizoNnyiTAs Jelolje M, az (a1, as, ... ,a,) rendszer linedris burkdt (n€N). Legyen

eyzL , és n>1 esetén
a1l

n
bn+1 = QAp41 — Z <ek>an+1>eka
k=1
és
anrl
[[brs1 |

Ent1 =

Teljes indukci6t alkalmazunk. Mivel be = as—(e1,az)er # 0 és (ba,e1) = 0, az
(e1, e2) ortogondlis rendszer, melynek linedris burka My, és {(ag, es) # 0.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az &llitds. Ekkor b,y; ortogonalis M, -re, tehat
— ha e,41 jOl van definidlva, azaz b,11 # 0 —, akkor (ej,...,en,€,41) Ortonor-
malt rendszer, amelynek a linearis burka a b,; definicidja alapjan M, ;. Ha
(@n+1,bny1)=0 volna, akkor

n

lantll® =D lew, ans1)l* = | Pag, (ans)lI?
k=1

teljesiilne, de akkor a,,11 az M, eleme volna, ami ellentmondés, igy (by41, @n41)7#0,
specidlisan b, 11 # 0, tehdt e,41 jOl van definidlva, és (an41,€nt1) # 0. W

Erdemes megjegyezni, hogy seholsem haszndaltuk ki a Hilbert-tér teljességét,
tehdt a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacié barmilyen skaldrszorzatos térben vég-
rehajthato.

13.10. Feladatok
1. Legyen I%-ben e,, az sorozat, amelynek az n-ik tagja 1, minden maés tagja O.

, 2n L
Ekkor (e, )nen teljes ortonormadlt rendszer. Irjuk le az { dlep|ne N} halmazt.
k=1
2. Adjuk meg [2-ben az (1,0,0,...), (1,1,0,...), (1,1,1,...), ... rendszer

Gram-Schmidt-ortogonalizacidjat!

3. Legyen M az (e;);cr ortonormdlt rendszer altal kifeszitett zart linedris altér a
H Hilbert-térben. Igazoljuk, hogy barmely x€ H esetén M-ben az x-et normaban
legjobban megkozelitd elem Y (e;, x)e;!

i€l

4. Legyen (e)nen ortonormélt rendszer egy Hilbert-térben. Mutassuk meg,

hogy ez a sorozat gyengén (de normdban nem) tart a nulldhoz!
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14. Specialis ortogonalis rendszerek

I, 1 ;
14.1. Allitas { exp | neZ} teljes ortonormalt rendszer L?(|—m, nr], C)-
V2T

ben.

BizoNYiTAS Az L?([—m, 7], C)-beli skaldrszorzat definiciéja alapjan konnyen elle-
norizhetd, hogy a fenti rendszer ortonormalt:

/6_17Lmeimx dx = 270 pm,.-

A teljesség bizonyitdsa két lépésben torténik.

Legyen el6szor ¢€L([—m,7],C) olyan folytonos fliggvény, hogy minden neZ
esetén (exp™, ¢)=0, és tegyiik fel, hogy ¢50, azaz létezik ce[—m, 7] tgy, hogy
¢(c)#0. Ekkor Re(¢(c)) és Im(¢(c)) egyike nem nulla, tegyiik fel példdul, hogy
Re(¢(c))#£0. Ekkor Re(¢(c)) vagy pozitiv, vagy negativ, tegyiik fel példdul, hogy
Re(é(c))>0. Mivel ¢ folytonos, 1étezik §>0 tgy, hogy minden z€J:=[c—4, c+4]
esetén Re(4(x))>0. A

T:[-m 7n]—=R, x—1—cos(d)+ cos(z—c)
fliggvényre a kovetkezék teljesiilnek:

T(x)>1 haxzeJ,
|T(x)|]<1l hax¢J,
és a 1
T=(1- cos(é))+§(e_ic exp’ +e“exp )
feliras szerint T' eleme a széban forgd ortonormalt rendszer linedris burkanak, sét
n € Ny esetén T™ is, {igy (T™, ¢)=0. A (T"Reod),en fliggvénysorozat a [—m, 7|\ J
halmazon pontonként nulldhoz konvergdl, |T"Reod|<|Reod| és Reog (lévén kor-

latos mérhetd fligvény) Lebesgue-integralhaté [—m, 7]\ J-n, igy a Lebesgue tétel
szerint

lim / T"Reop=0. (1)
[—m,wI\J
Tovabba a J intervallumon T"Reo¢p>Reop>0, ezért

/ T"Reop> / Reog>0. (2)

J J
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Tehat minden n € Ny esetén (T™, ¢)=0 miatt és amiatt, hogy T valds,
OzRe/ T ¢ = T"Reo ¢ = / T"Reo¢+/T”Reo¢2
o - [=m,w]\J J
> / T"Reo¢+/Reo¢.
[=m,w]\J J

Elvégezve az n — oo hatdrdtmenetet (1) szerint azt kapjuk, hogy

0> /Re0¢7

J

ami ellentmond a (2)-ben tett megéllapitdsunknak, {gy ¢=0.

Legyen most ¢€L?([—, 7], C) olyan tetszbleges, nem feltétleniil folytonos fiigg-
vény, hogy minden neZ esetén <expm, ¢>:O. Ekkor — mivel véges mértékli hal-
mazon négyzetesen integralhaté fliggvény integralhaté — az

F:|—m 7n]—>C, xH/¢

fiiggvény jol értelmezett, abszolut folytonos, és F(—m)=0, F(m)=(1, $)=0. A par-
cilis integrilds tétele szerint n€Z\{0} esetén

. T 1 I
Z'I’L, F — 7/L7l£l/'F d — —in F _ —inx d :0.
<exp > /e (z)dx - [exp }_ﬂ e e o(x)dx
A v
1
G=F—-— [ F:[-mn]—C
2w

—T

fliggvény folytonos, és minden n€Z esetén <expi", G>:0, igy a bizonyitas els6 ré-
sze szerint G=0, azaz F' konstans, ezért F'(—m)=0 miatt F'=0. Ebbol F' definiciéja
szerint azt kapjuk, hogy ¢-nek a [—m, 7] minden részintervalluméra vett integralja
0, kovetkezésképpen ¢ Lebesgue-majdnem mindeniitt 0 a [—m, 7] intervallumon,
és ezt kellett bizonyitanunk. m

A fenti allitasban szerepld teljes ortonormaélt rendszert Fourier-rendszernek
vagy trigonometrikus rendszernek nevezziik.

Jegyezziik meg, hogy eredményiink szerint az L?([—m, ], C) Hilbert-tér szepa-
rabilis.
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14.2. Mivel
eina: + efinx ) einw _ efinw
cosnx = 5 , sinng = ——p—,
egyszerid tény, hogy a
cos en := (x — cosnx), sin en := (z — sinnx)
jeloléssel
{ 1 1 c N} ()
cos en, sinen | n *
Vor f NG

szintén teljes ortonormdlt rendszer L?([—m,7],C)-ben. Ennek az ortonormalt
rendszernek minden tagja valds, tehat az L?([—m, 7], R) elemeinek is tekintheték.
A valés értéki fliggvények koziil is csak a nulla lehet ortogondlis mindegyikre,
tehat () teljes ortonormalt rendszer L?([—, 7], R)-ben.

14.3. Az egypont halmazok Lebesgue-mértéke nulla, ezért a [—n, 7] intrerval-
lum helyett irhattuk volna akér a | — m, 7| intervallumot is. Most maradunk anndl,
hogy zdrt intervallumot tekintiink. Barmilyen [a, b] korldtos zart intervallum ese-

2z — (a + b)w
b—a
ezért az integralhelyettesités formula alapjan nyilvanvald, hogy ha (1, )nen teljes

tén S : [a,b] — [-m, 7],  — folytonosan differencidlhaté bijekcid,

ortonormalt rendszer L?([—, 7])-ben, akkor (, / b%ﬂn o S) N teljes ortonormalt
ne
rendszer L2([a, b])-ben.

14.4. Legyen ICR nyilt intervallum a kezd6- és b végponttal; megengedjiik,
hogy a = —00, b = co legyen. A p: IR fiiggvényt siilyfiiggvénynek nevez-
ziik, ha

— folytonos,

— Lebesgue-integralhato,

— minden k€Nj esetén, ha a=—o0, akkor wgmoo p(x)xkzo, és ha b=+o00, akkor

lim p(z)z*=0.

T——+00

Legyen p silyfiiggvény, és jelolje A az I Lebesgue-mértékét. Ekkor pA véges
mérték I fl6tt (azaz I Borel-halmazain); vegyiik az L2, (I) Hilbert-teret. A siily-
fiiggvény definici6jaban fontos, hogy I nyilt, mert eléfordulhat, hogy p folytonos
I-n, de nem terjeszthet6 ki foytonosan az I lezartjara. Viszont minden egypont
halmaz pA mértéke nulla, igy pA természetes mddon kiterjeszthetd az I lezartjara
ugy, hogy a végpontok mértéke is nulla; ezért a négyzetesen integralhaté fiiggvé-
nyek terében I helyett vehetnénk akar I lezartjat is.

Minden n € Ny esetén id’}eLi)\(I ). Ez nyilvdnvalé, ha I korldtos, hiszen a
polinomok korlatosak korldtos halmazon, és pA véges mérték. Ha I nem korlatos,
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akkor |id§"+2\ p folytonos fiiggvény, lirin |id§"+2| p=0, ezért létezik y és z az I-ben
Tr—r 100

ugy, hogy minden z€1, x<y vagy x>z esetén

[ ()| < =
a

1
2 b
kovetkezésképpen id7"pe L} (1), igy id7" €L} (I), ezért idp L2, (I).

Trivialis, hogy az {id} | n€Np} rendszer linedrisan fiiggetlen LiA (I)-ben. Az eb-
bol a Gram—Schmidt-ortogonalizacidéval szarmaztatott ortonormalt rendszert jelol-
je {P? | n € No}. Ezt a p-silyfiiggvényre nézve ortonormadlt polinomrend-
szernek nevezziik.

14.5. Allitas Legyen ICR korldtos intervallum, p : I — R siilyfiiggvény.
Ekkor {Pf | n € Ny} teljes ortonormalt rendszer Li)\ (I)-ben.

B1zoNYITAS A polinomrendszer, definiciéjabél adéddan, ortonormdlt rendszer.
Azt kell csak belatni, hogy teljes. Ehhez viszont elég megmutatni, hogy az identi-
tashatvanyok totalis rendszert alkotnak, vagyis az olyan fiiggvény, amely ortogo-
nalis minden ¢d7-re, nulla.

Legyen el6szor ¢€L§>\(I ) olyan folytonos fliggvény, hogy minden n € Ny esetén
(id7, ¢)=0, és tegyiik fel, hogy ¢+£0, azaz létezik c€l gy, hogy ¢(c)#0. Ekkor
Re(¢(c)) és Im(¢p(c)) egyike nem nulla, tegyiik fel példaul, hogy Re(¢(c))#0. Ekkor
Re(é(a)) vagy pozitiv, vagy negativ, tegyiik fel példdul, hogy Re(¢(c))>0. Mivel
¢ folytonos, létezik §>0 tgy, hogy minden x€.J:=[c—¢, c+0] esetén Re(p(x))>0.

Jeldlje a és b az I kezdo- illetve végpontjat, és legyen a:=max(b—c,c—a). A

52 —(z—c)?

T : I-)R, ZC'—>1+W

fliggvényre a kovetkezbk teljesiilnek:

T(z)>1 haze€J,
|T(x)|<1 hax¢J

T polinom, s6t n € Ny esetén T™ is polinom, kovetkezésképpen (T, ¢)=0.

A (T™Reog), €N flggvénysorozat az I'\J halmazon pontonként nulldhoz kon-
vergal, |T™ Reog|<|Reod|; ¢ négyzetesen integralhaté I'\J-n a véges pA mérték
szerint, igy integrélhato is, ezért a Lebesgue-tétel szerint

lim / p-T"Reop=0.
nJ
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Tovéabba a J halmazon T™ -Reo¢p>Reop>0, ezért

/pT"~Re0¢2/pReO¢>O.

J J

Eutan ugyanigy érvelhetiink, mint a 14.1. bizonyitasaban.
Legyen most d)GLi/\(I) olyan tetszdleges, mem feltétleniil folytonos fiiggvény,
hogy minden n € Ny esetén (id%, ¢)=0. Ekkor az

F . I-K, xr—>/¢p

fiiggvény abszolut folytonos, F'(a)=0, és F(b)=(1, ¢)=0. Tovébbd F korldtos, igy
Lebesgue-integralhatd, és a parcidlis integralas tétele szerint minden neN esetén

b b
F
0= (id}, ¢) = /1d?¢p = [id}F) - n/id?—lF - n<id’;—1, >
p

a

F
kovetkezésképpen —=0, igy F=0. Ebbol F definiciéja szerint azt kapjuk, hogy

¢p-nak I minden részintervalluméra vett integralja 0, kovetkezésképpen ¢p Lebes-
gue-majdnem mindeniitt 0 az I intervallumon. Mivel p mindeniitt pozitiv, ebbol
kovetkezik, hogy a ¢ fiigvény pA-majdnem mindeniitt nulla az I intervallumon, és
ezt kellett bizonyitanunk.

14.6. {P? | n € Ny} teljes ortonormalt rendszer Li)\ (I)-ben akkor is, ha I nem
korlatos intervallum, azonban a bizonyitashoz nem elegendoek az eddig rendelke-
zésiinkre 4ll6 eszkozok.

A mondottak szerint tehat az L2, (I) Hilbert-tér szeparabilis.

14.7.  Allitas Legyen ICR intervallum, p : [—R™ silyfiiggvény. Ekkor
{Pr\/p|n €Ny} teljes ortonormalt rendszer L*(I)-ben.

BizoNYiTAS Egyszerii tény, hogy a széban forgd rendszer ortonormdlt. Megmu-
tatjuk, hogy teljes. Ehhez megint elég megmutatni azt, hogy az {id},/p | n € N}
rendszer totalis.

Legyen ¢€L3(I) olyan fiiggvény, hogy minden n € Ny esetén <id?\//3, ¢>:0

Ekkor
0= /1d”\f¢ /1d”—p,

1
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igy az eloz6 4llitas szerint az 2 fliggvény pA-majdnem mindeniitt nulla I-n, ko-
17

vetkezésképpen a /p¢ fiiggvény A-majdnem mindeniitt nulla. Mivel p seholsem
nulla, ebbdl kovetkezik, hogy ¢ a Lebsgue-mértrék szerint majdnem mindeniitt
nulla az I intervallumon, és ezt kellett bizonyitanunk.

14.8. A gyakorlatban is fontos ortogondlis polinomrendszerek a kovetkezék:
1. A Jacobi-polinomok: I:=] —1,1[, p(z) := (1—2)*(1+2)? (o, B>—1);
specialisan:

a Legendre-polinomok: a=£=0,
az els6faji Csebisev-polinomok: a=f= %,

a masodfaji Csebisev-polinomok: a:,@:%.
2. A Laguerre-polinomok: I:=[0,+oc0[, p(z) := exp(—2x).
3. Az Hermite-polinomok: I:=R, p(z):= exp(—z?).
14.9. A P, (n€N) n-edik ortogondlis polinom kielégiti a kovetkezd kozonséges
differencidlegyenletet:

Jacobi-polinomok: (1—id?)pP.) +pn(n+a+p+1)P,=0,
Laguerre-polinomok: (idrpP)) +npP,=0,
Hermite-polinomok: (pP))' +2npP,=0.

Ezt példaul az Hermite-polinomokra a kovetkezéképpen lathatjuk be. Felhasz-
ndlva, hogy p'=—2idgp, a fenti differencidlegyenlet atirhat6 a

P! —2idg P! +2nP,=0

alakba. Egyszerli megmutatni (Analizis VII.14.5.), hogy a fenti mésodrendii dif-
ferencidlegyenletnek a

n
- : 1k _
P,:= E cpidg, Cry1=—

2(n—k)
ck
= )

(k+2) (k+1

rekurziés formuldval meghatarozott n-edfokd polinom a megoldasa.
Minden m,neN esetén

(pP,) +2npP, = 0,
(pPp) +2mpPr, = 0;

az els6t P,,-mel, a masodikat P,-nel megszorozva, és a Lebesgue-mérték szerint
integralva azt kapjuk, hogy

R R
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fgy m#n esetén: (P, P,)=0, azaz {P, | neN} a p(z):=e~*" (z€R) stlyfiiggvény-
re ortonormalt rendszer, tehat ezek az Hermite-polinomok.
A 14.7. Allités szerint a

H,(z):=P,(z)e " /2  (2€R,neN)

formuléaval definidlt Hermite-fiiggvények tehdt teljes ortonormalt rendszert al-
kotnak L?(R)-ben.

14.10. Bizonyos négyzetesen integralhato fiiggvényterekben adtunk meg teljes
ortonormalt rendszereket. Sokszor az ilyen rendszerek valamely fiiggvényszeresei

jonnek el az alkalmazédsokban. Ezekrél mondunk most valamit altalanos keretek
kozott.

Allitas Legyen (X, A,pn) o-véges mértéktér, és (n,)nen teljes ortonormalt
rendszer Li(X)—ben. Ha ¢ € Ly° olyan, hogy |0| > 0 p-majdnem minde-
niitt, akkor a (0n,)nen rendszer topologikus algebrai bézis (Schauder-bdzis)
LZ (X)-ben; specidlisan, ha |0 = 1, akkor teljes ortonormalt rendszer.

BIZONYITAS Jegyezziik meg elészor is, hogy minden ¢ € L2 (X) esetén 0¢ is négy-
zetesen integralhatd, tehat a széban forgd rendszer valéban Lﬁ(X )-ben van.
Tegyiik fel, hogy ¢ € Li (X)) ortogondlis minden 0n,,-re. Ekkor

0= )[ 6" d = [ (66" d

X

amibdl az kovetkezik, hogy ¢#0* = 0 p-majdnem mindentitt, tehat a 6 tulajdonsagai
miatt ¢ = 0 p-majdnem mindeniitt. Kovetkezésképpen a széban forgd rendszer
totdlis. Topologikusan linarisan fiiggetlen is; tegyiik ugyanis f6l, hogy nem az;
példaul 0n; € Span{fn, |n € N\ {1}} = {0n, | n € N\ {1}}*1. Ez azt jelenti,
hogy ha ¢ € L?(X) olyan, hogy (¢,0n,) = 0 minden 1 # n € N esetén, ak-

kor (¢,0m) = 0. Vegyik a ¢ := % fiiggvényt, hogy azt kapjuk, n; = 0, ami

ellentmondés. Ugyanigy érvelhetiink az 1 index helyett akarmelyikre.
Végiil egyszerii tény, hogy ha |6| = 1, akkor

(O Oy = / (010)" (O dpt = {1 7).
X

14.11. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy L*(T,C)-ben {(27r)_1/2id§f | nEZ} teljes ortonormélt

rendszer! (Utmutatds: L2(T) — L%([-m, 7)), w — (z — w(e™)) izometrikus
linedris bijekcid.)
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, 2n 1
2. Irjuk le L?([—m,])-ben az { > cos ek | nENO} halmazt!
k=0
3. Igazoljuk hogy

{ 1 cos 1 5 2n —1 ’ c N} { 1 }U
on, ine n =4q¢—
\/277 \f\f \/7 2 \/271'
1 1 1
{coson+ n € Np, npératlan}U{sinon;—

T
valamint

n € Ng, n péros} ,

1 2n —1
sin en —cosonT ‘ neN} =

1
{ﬁ T
1 1 1 1

z{ﬁsinon+ nENo,npératlan}U{ﬁcoson+
teljes ortonormalt rendszerek L?([—m,7])-ben.

Az els6 a ,,nyitott végli dll6hullamok” Gsszessége, a masodik a ,,zért végi 4ll6-
hullamok” Gsszessége.

4. Altaldnositsuk a 14.10. &llitdst igy, hogy ha (n;);c; Schauder-bazis, akkor

(0n:)ier is az.

n €Ny, n péros}

15. Hilbert-terek tenzorszorzata

15.1. Legyen (X, A,pu) és (Y,B,v) o-véges mértéktér. A ¢ : X — K és
¥ Y — K fiiggvényekre a szokdsunknak megfeleléen a ¢ @ ¢ : X x Y — K,
(z,y) — ¢(x)1(y) jelolést alkalmazzuk. pu® v pedig a szorzatmértéket jeloli (Ana-
lizis V.B.12.1.).

Fubini tételébdl egyszeriien szarmaztathatjuk, hogy ha ¢eL?2(X) és peL2(Y),
akkor p@yeL? (X XY) és

lgwl* = [l [l4].
Kovetkezésképpen, ha KELI@V(XXY), akkor K¢®1 (és persze K*¢p®1) in-
tegralhaté p®v szerint.

Allitds Legyen v € L2(Y), K € L2

2ou(XxY). Ekkor az

W/K*xy Y)dv(y) (+)

fiiggvény p-majdnem minden x€X esetén értelmezett és négyzetesen p-in-
tegralhato.
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BIZONYITAS A o-végesség miatt 1étezik (E,)nen A-beli halmazsorozat tigy, hogy

X=U E,, és minden neN esetén u(E,)<oco. Ekkor xg, € L7,(X), tehat az eld-
neN
z6ek alapjan K*(xg, ® 1) integralhaté p®v szerint, amibél Fubini tételével azt

kapjuk, hogy minden n€N és y-majdnem minden z€E,, esetén K*(z,.)¢ v-integ-
ralhaté; ez igaz lesz p-majdnem minden x€ X esetén is, hiszen megszamlalhaté sok
p-nulla halmaz uniéja p-nulla. Ezért ismét alkalmazhatjuk Fubini tételét minden
¢ € L2(X) estén:

| Komvdusy) - / / K* (@, )b )dv(y) | o(z)du(),

XxXY

tovdbbd a Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség szerint

/ /K* z,y)(y)dv(y) | ¢(x)du(z)| =

/ K*¢pd(pev)| < ||K]l[lgey]l = (Kol
XxY
tehdt az L2 (X)—K, ¢r—>/ /K*(x,y)'t/)(y)dy(y) o(x)du(x) leképezés folyto-

nos linedris, igy az L2 (X) Hilbert-térre vonatkoz6 Riesz-féle reprezentécids tétel
szerint a () fiiggvény benne van L2 (X )-ben.

15.2. Allitds Ha (¢i)ier illetve (;) e teljes ortonormalt rendszer L7 (X )-
ben illetve L,*(Y)-ban, akkor (#i®v;)(i,jyerxs teljes ortonormalt rendszer
L2, (X xY)-ban.

B1zONYITAS Fubini tételével kénnyen beldthatjuk, hogy (¢;®v;)(; jyerx s ortonor-

malt rendszer. Tegyiik fel, hogy KELM®V(X><Y) ortogondlis minden ¢;®1);-re,
vagyis az elobbi eredményiinket alkalmazva:

XL K picn;d(uev) = / / K (2, y)v () dv(y) | éi(x)dp(a).

Ez azt jelenti, hogy az l‘H/w‘j (y)K (x,y)dv(y) fliggvény ortogonalis minden ¢;-

Y
re, tehat p-majdnem mindeniitt nulla. Kovetkezésképpen p-majdnem minden
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z€X esetén K(z,.) ortogondlis minden v;-re, tehdt v-majdnem mindeniitt nulla.
Ezek egyiitt azt adjak, hogy K p®r-majdnem mindeniitt nulla, és ezt akartuk
bizonyitani.

Ko6vetkezmény L2, (X xY)-ben az

{o@v|¢eLi(X), veLi(Y)}

halmaz totdlis (tehat az ilyen fliggvények linedris kombinécidi stir(i linedris alteret
alkotnak).

15.3. Legyen H és K Hilbert-tér. Vegyiik a H ® K (algebrai) tenszorszorza-
tukat (Analizis 11.24.).

Allapitsuk meg el6szor is, hogy ha

n m

/ /
g mi®ui:E T ® Uy,
i=1 k=1

akkor minden y € H és v € K esetén

n m n m
Z <y7 Z yaxk ukv és Zzi<vaui> = ZI’;C@),U;J
k=1 i=1 k=1

i=1
A tenzorszorzat elemeit ugyanis H* x K* — K bilinedris leképezéseknek fel-
fogva azt kapjuk minden y-ra és v-re — hiszen (y| € H*, (v| € K* — hogy

n

m
Z<y>xz v uz Z yaxk v uk
k=1

i=1

azaz

<y7 Z zi (v, ul>> = <y, Z x%(“? u§€>>,
=1

k=1

<U7 Z <y’ $i>ui> = <U’ Z <y7 x%)u;€>
i=1 k=1

Mivel ez minden y-ra illetve v-re fennall, igazak a kivant egyenlOségek.
Ebbdl kénnyen kapjuk, hogy a

n m n m
H® K — K, Zmi®ui,2yj®vj HZZ (@i, y;) (ui, vj)
i=1 j=1 i=1j=1

leképezés jol definidlt, és skalarszorzat.
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Specialisan tehat

le@ull = ] [lu]  (z € H,uc K). (%)

Definicid H ® K-nak a fenti skaldrszorzattal képzett teljes burkat a két
Hilbert-tér Hilbert-tenzorszorzatanak hivjuk, és HR K -val jeloljiik.

Allitds Ha (x:)icr €s (u;) e teljes ortonormalt rendszer H-ban illetve K-
ban, akkor (x; ® ;)i jyerxs teljes ortonormalt rendszer H® K -ban.

BizoNYITAS A H ® K skaldrszorzatdnak definiciéjabdl azonnal kovetkezik, hogy
a szoban forgd rendszer ortonormalt.

A (x) Osszefiiggés szerint a ® : H x K — H ® K bilinedris leképezés mindkét
valtozdjaban folytonos, ezért

(Zaian)@ Zﬁjuj zzzaiﬁjxi®uj7

iel jeJ i€l jeJ

vagyis a tenzorszorzat alaku elemek halmaza része a széban forgé rendszer zart li-

nedris burkdnak; kovetkezésképpen része a szorzat alaku elemek zart linedris burka

is, ami HRK. m

o OsszEthve mostani eredményiinket az elézével, latjuk, hogy L%, (X X Y) =
S(X)@L(Y).

15.4. Feladatok

1. Adjunk meg egy teljes ortonormélt rendszert L?(R3)-ban!

2. Igazoljuk, hogy L?(RY) szeparabilis!

3. Ha A: H — H és B: K — K folytonos linearis leképezések, akkor 1étezik
egyértelmiien egy ARB : HRK — H®K folytonos linearis leképezés gy, hogy
ARB(zx ® u) = Ax ® Bu, és ||[AQB|| = || Al || B]|-

4. Legyen K Hilbert-tér, (X, A, u) o-véges mértéktér, és hasznaljuk a 10.5.
jeloléseit. Mutassuk meg, hogy

[2(X)BK = IA(X,K), ¢@u=(zr o)u,

ahol az azonositds azt jelenti, 1étezik egyetlen skalarszorzat-tarté linedris bijekcid
a szoban forgd két Hilbert-tér kozott, amely a jelzett elemeket egymasba képezi.

5. Ertelmezziik az elébbiek specidlis eseteként az Lo, (X xY) = L2(X, L2(Y))
azonositast!
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IV. OPERATOROK HILBERT-TEREKBEN

Ebben a fejezetben H adott Hilbert-teret jelol, és operatoron H — H linedris
leképezést értiink.

16. Operatorok adjungaltja

16.1. Legyen A siirlin értelmezett operdtor. Ekkor minden y€ H esetén (y|oA :
Dom(A)—K linedris leképezés (jelolés: 12.1.) Ha ez a leképezés folytonos, akkor
az 1.3. szerint egyértelmiien kiterjesztheté H-n értelmezett folytonos linedris le-
képezéssé, azaz H'-beli elemmé; jelolje ezt (y|oA. A Riesz-féle reprezentdcids tétel
szerint 1étezik egyetlen, A*y-gal jelolt vektor H-ban, amelyre

{(A%y[ = (y[oA.
Nyilvanvalé, hogy
Dom(A*) := {yeH | (y|oA folytonos},
linedris altér H-ban, és az
A* : Dom(A")—=H, y—A*y

leképezés linedris.

Definicié A*-ot az A operitor adjungaltjanak nevezziik.

Az adjungalt definiciéja tehat egyenértékii azzal, hogy

(A*y,z) = (y, Az) (z€Dom(A), yeDom(A")). (%)

Jegyeziik meg, hogy csak silirlin értelmezett operatornak van adjungaltja, tovab-
bé a fenti egyenléség akkor és csak akkor dll, ha x az A értelmezési tartomanyéban,
y az A* értelmezési tartomédnyaban van. Erre mindig figyelni kell, hiszen a bal ol-
dali kifejezés akarmilyen z-re, a jobb oldali pedig akarmilyen y-ra is értelmes.

Sokszor kell eldénteniink, benne van-e y vektor egy A operator adjungaltjdnak
az értelmezési tartomédnyaban, azaz (y| o A folytonos-e. Vildgos, ha taldlunk egy
z vektort ugy, (y| o A C (z|, akkor y € Dom(A*) és z = A*y.

Végiil megemlitjiik azt az egyszerii tényt, hogy idz; = idg.
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16.2. Allitas (i) Ha A sfirtin értelmezett, folytonos operdtor, és A jeloli az
egyértelmil kiterjesztését az egész térre, akkor A* = (A)*.

(ii) Ha A mindeniitt értelmezett, folytonos operdtor, akkor A* is minde-
niitt értelmezett, folytonos operator, és

[A%]=]lA]l-

BizoNYITAS Ha A sfirlin (esetleg mindeniitt) értelmezett, folytonos operdtor, ak-
kor nyilvdnval$, hogy Dom(A*)=H.

(i) Minden y-ra (A*y| = (y| o A = (y| 0 A = ((A)*y|.
(ii) Minden z, y€ H esetén az el6z6 pont (x) Osszefiiggése teljesiil, ezért
sup [|[A"y| = sup sup |[(A"y,z)[ = sup sup [(A"y,z)| =

llyll<1 lyll<1l=l<1 llz][ <1 [lyl|<1

= sup sup [(y, Az)| = sup [|Az|| = [A]] < +oo,
el <1 flylI<1 lzfl<1

amit bizonyitani akartunk.

16.3. A||ftés Minden adjungalt operator zart.

BizoNYiTAs Legyen A siirlin értelmezett operator, és (y,)nen sorozat Dom(A*)-
ban, mely konvergal egy H-beli y-hoz, igy, hogy az (A*y,, )nen sorozat is konvergdl
egy H-beli z-hez. Ekkor x€Dom(A) esetén

(z,2) = lim (A%y,, z) = lim (y,, Az) = (y, Ax),

kovetkezésképpen yeDom(A*) és z=A*(y), igy az 5.2. &llitds szerint A* zart.
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16.4. A||ftés Legyenek A és B siiriin értelmezett operatorok.
(1) Ha Dom(A+B)=Dom(A)NDom(B) siirii, akkor

(A+B)* D A*+B*,

és ha A vagy B egyike mindeniitt értelmezett és folytonos, akkor egyenléség
van.

(2) Ha Dom(AB)=B~![Dom(A)] stirii, akkor
(AB)* D B*A",

és ha A mindeniitt értelmezett és folytonos, akkor egyenléség van.
(3) Ha Dom(A*) stirii, akkor

A DA,

(4) XeK esetén
(AA)" D A" A”,

és ha \A£0, akkor egyenléség van.
(5) Ha ACB, akkor B*CA*.

BizoNY{TAs (1) Ha yeDom(A*+B*), akkor (y|oA és (y|oB folytonosak, kovetke-
zésképpen (y|o(A+B) = (y|oA+(y|oB is folytonos, tehit ycDom((A+B)*). To-
vébba xeDom(A+B) esetén

(A"+B%)(y), 2)=(A"y, 2)+(B"y, ) = =(y, Az)+{y, Bx) = (y, (A+B)x),

tehdt (A+B)*DA*+B*.

Ha példdul A mindeniitt értelmezett és folytonos, akkor yeDom((A+B)*) ese-
tén (y|o(A+B)=(y|oA+(y|oB folytonos, és mivel (yloA folytonos, (y|oB is az,
tehdt yeDom(A*)NDom(B*)=Dom(A*+B*).

(2) Ha yeDom(B*A*), akkor yeDom(A*) valamint A*yeDom(B*), igy (y|oA
és (A*y| o B=(y|oAB folytonosak, tehdt yeDom((AB)*). Tovibbd z€Dom(AB)
esetén

(B*A%y,x) = (A%y, Bx) = (y, ABx),

tehdt (AB)*DB*A*.

Ha A mindeniitt értelmezett és folytonos, akkor y € Dom((AB)*) esetén (y|oAB
folytonos, és a 16.2. allitas szerint Dom(A*) = Dom(A)=H, {gy (A*y|oB=(y|cAB
folytonos, tehét A*yeDom(B*), vagyis yeDom(B*A*).
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(3) Ha z€Dom(A), akkor (z|oA*=(Ax| folytonos A* értelmézési tartomanydn,
tehdt xeDom(A**). Tovdbbd z€Dom(A*) esetén

(Ay, z) = (y, A"x) = (A™y, x),
tehdt ACA**.
(4) és (5) bizonyitdsa annyira egyszer(i, hogy az Olvaséra hagyjuk.

16.5. Az el6bbi eredményiink szerint, ha A és B mindeniitt értelmezett, foly-
tonos operatorok, és \eK, akkor

(A+B)* =A*+B*,
(AA)" =A"A",
)

(AB)* =B* A",
A** :147
[A*(| =] Al.-

Jelolje Lin(H) a H— H folytonos lineéris leképezések Banach-terét a sup-ope-
ratonorméra nézve. Ekkor ||AB||<||A|l ||B]|, igy a kompoziciéval egyiitt Lin(H)
Banach-algebra K felett. Egy K feletti olyan Banach-algebrat, melyen adott egy
egyvaltozds * miivelet, melyre teljesiilnek az fenti tulajdonsagok, B*-algebranak
neveziink. Lin(H) tehdt az A— A* adjungdldssal B*-algebra. Egy B*-algebrat
C*-algebranak neveziink, ha minden A elemére ||A* A||=||A||? 4l fonn. Megmu-
tatjuk, hogy Lin(H) C*-algebra.

16.6. Allitds Ha A mindeniitt értelmezett, folytonos operator, akkor

1A* Al =] A%

B1zoNYITAS Az operdtornorma tulajdonsiga és a 16.2.(ii) 4llitds miatt
|A* A <[ A" | Al =A%
Tovabba minden x€ H esetén
|Az||*=(Az, Az)=(z, A* Ax) <[ A" A| |||,
exért | Aal| </ TAAT 2], fay 1Al </TAAT, tehds |AJ2<]l4*A].
16.7. Allitas Ha A stiriin értelmezett operator, akkor

Ker(A*) = Ran(A)™*.
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BizonYiTAs yeKer(A*) ekvivalens azzal, hogy y€Dom(A*) és A*y=0, azaz min-

den x€Dom(A) esetén 0=(A*y, 2)=(y, Az), ami épp azt jelenti, hogy ycRan(A4)*.

Kovetkezmény A* pontosan akkor injektiv, ha Ran(A) stirt H-ban.

16.8. Allitds Ha A olyan stirtin értelmezett operdtor, hogy A injektiv és
Dom(A~1)=Ran(A) siirti, akkor

(Afl)*:(A*)fl.
BizoNyiTAS Mind AA~! mind A~!A sfirlin értelmezett, és az identitdsnak a le-

sziikitései, tehdt az adjungaltjuk a 16.2. (i) szerint maga az identitds. A szorzatok
adjujungdalédsanak szabalyabdl

(ATH* A" C (AA7Y) =idy, A"(A7Y)" C (A'A)" =idpy.

Azt kell mar csak megmutatnunk, hogy a bal oldalakon all6 szorzatok értel-
mezési tartoméanya a megegyezik a hatul all6 operator értelmezési tartomanyaval,
azaz Ran(A*) C Dom(A™1)* és Ran(A~1)* C Dom(A*).

Ime: ha z € Ran(A*), akkor van olyan y € Dom(A*), hogy z = A*y. Ekkor

(z]0 A™h = (A"y[o A7I C (ylo Ao AT! C (y],

azaz z benne van (A71)* értelmezési tartomdnyéban.
Ha z € Ran(A™1)*, akkor van olyan y € Dom(A~1)*, hogy z = (A~1)*y. Ekkor

(zloA=((A"")*yloAC (ylo A" 0 AC (yl,

azaz z benne van A* értelmezési tartomanyaban.
16.9. H x H-n

(w1, 22), (y1,y2)) = (@1, Y1)+ (T2, Y2)

skaldrszorzat, mely (@1, 22), (21, T2))=|z1|*+]||22||* miatt a kettes szorzatnormat
indukélja, tehdt H x H ezzel a skaldrszorzattal Hilbert-tér (teljes). A

V:HxH—-HxH, (z,y)—(-y,z)
leképezés linearis, izometrikus bijekcid, és VoV=—idg«m.
Allitds Ha A siirtin értelmezett operator, akkor

Graph(A*)=(V[Graph(A)])*.
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B1zoNyiTAs A Hilbert-tér x és y vektorara (z,y)€(V [Graph(A)])* akkor és csak
akkor teljesiil, ha minden z€Dom(A) esetén ((z,y),V(z, Az))=0 all fonn; azon-
ban ((z,y),V(z, Az))=—(x, Az)+(y, z) miatt ez ekvivalens azzal, hogy minden
z€Dom(A) esetén (x, Az)=(y, z), kovetkezésképpen z€Dom(A*) valamint y=A*z,
tehat (x,y) € Graph(A*). m

Ez az eredményiink magaban foglalja azt, amit 16.3-ban mondtunk: latjuk,
hogy A* grafikonja zart linedris altér, tehat A* zért operdtor.

Mivel V izometrikus, megtartja az ortogonalitast, ezért V[(V[Graph(A)])+ =
(VV[Graph(A)))*, {gy az is igaz, hogy

V[Graph(A*)] = (Graph(A))*.

16.10. Allitds Ha Z stirtin értelmezett zért operator, akkor Dom(Z*) stirti.

BizoNvir4s Ha z€Dom(Z*)*, akkor y€Dom(Z*) esetén (z,y)=0, kivetkezéskép-
pen ((0,2),V(y, Z*y))=(z, y)=0, ezért

(0, 2)€(V[Graph(Z*)]))* = Graph(Z)** = Graph(2),

(ugyanis Graph(Z) zért linedris altér), {gy 2=Z(0)=0, tehat Dom(Z*)+={0}, azaz
Dom(Z*) sfirfi.

16.11. Allitds Az A stirtin értelmezett operdtor pontosan akkor lezarhatd,
ha A* stiriin értelmezett, és ekkor

A=A

BizoNYiTAS Ha A lezdrhat6, akkor AC A, kovetkezésképpen (A)* CA*; mivel (A)*
stirlin értelmezett, A* is az.
Ha A* siir(in értelmezett, akkor

Graph(A*™*) = (V[Graph(A*)])* = Graph(A)** = Graph(4),

igy A lezérhato, és A=A**.
16.12. A most kovetkez6 éllitas jelentOségét csak késébb latjuk meg.

Allitas Legyen Z stirtin értelmezett zart operator. Ekkor
(i) Dom(Z*Z) stirti linedris altér,
(i) Ran(idy + 2*Z) = H,
(iii) Z|pom(z~z) grafikonja stirti Z grafikonjaban.
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BI1ZONYITAS A 16.9. szerint Graph(Z*)=(V[Graph(Z)])"; minthogy Z grafikon-
ja zért, és V izometrikus, V[Graph(Z)] is zart linedris altér, tehdt Graph(Z*) és
V[Graph(Z)] kiegészitd alterek H x H-ban. Ezért minden z€H esetén (0,z) €
H x H egyértelmiien felbonthaté ezekben az alterekben levé vektorok Osszegére,
azaz minden z-hez létezik egyetlen Bx€Dom(Z) és CxzeDom(Z*) ugy, hogy

(0,z) = V(Bz, ZBx)+(Cx, Z*Cx) = (—ZBx, Bx)+(Cz, Z* Cx).
Ekkor ZBx=C, és
x = Ba+Z*"Cx = Be+Z*ZBx = (iddy+24*Z)Buz,

gy (idg+2*7) sziirjekcid, amivel bebizonyitottuk az (ii) kijelentést.
Legyen yeDom(Z) olyan, hogy (y, Zy)€ (Graph(Z\Dom(Z*Z)))L. Ekkor minden
x€Dom(Z*Z) esetén

0=((y, Zy), (v, Zx)) = (2,2)+(Z2, Zx) =
=(y, 2)+(y, 2" Zz) = (y, (dm + Z" Z)x),

tehat y=0, ezért a Graph(Z|pom(z-z)) linedris altér ortogondlisa a Graph(Z) Hil-
bert-térben {(0,0)}, igy Graph(Z|pom(z-z)) siirti Graph(Z)-ben, amivel bebizo-
nyitottuk az (iii) kijelentést.

Mivel Dom(Z*Z) C Dom(Z), ha Dom(Z*Z) nem siirii, akkor van olyan x €
Dom(Z), amely nem torléddsi pontja Z*Z értelmezési tartoméanydnak. Ekkor
azonban (z, Zx) sem lehet torléddsi pontja Z*Z grafikonjdnak, ami ellentétben 4ll
(iii)-vel, és ezzel bebizonyitottuk (i)-t is.

16.13. Feladatok

1. Lapozzunk vissza az 5.7.1. feladathoz, és legyen E=H | L pedig slru linearis
altér H-ban. Ekkor létezik A-nak adjungéltja. Mutassuk meg, hogy Dom(A*) =
{a}*. Ez 6sszhangban van azzal, hogy A nem lezarhaté, és Dom(A*) nem sfirt.

2. I’-ben a jobbra tolds operatora

R:1? =12 (a1,az2,a3,...) — (0,a1,as,as,...).
Mutassuk meg, hogy ennek adjungaltja a balra tolas operatora:
L112—>l2, (a17a27a37a4,...)n—>(a2,a3,a4,...).

3. Legyen A: 1?2 — % a

Dom(A) := {x

an|xn|2 < oo} . Az = (x1,229,323,...)

neN
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formuldkkal definidlva. Mutassuk meg, hogy siiriin van értelmezve, és az adjun-
galtja onmaga.

4. Legyen (an)nen 68 (bn)nen teljes ortonormélt rendszer egy Hilbert-térben,
valamint 7, € K (neN). Definidljuk az A operdtort a

Ejmm%wW<w},Am=2hmm@m

neN neN

Dom(A) := {x

formuldkkal. Mutassuk meg, hogy A siirlin van értelmezve,

Dom(A*) := {y

Zmﬂmw%m}fw:zﬁmw%

neN neN

A* is slirtin értelmezett, és A** = A. Adjuk meg az A* A operatort is! Mikor lesz
A folytonos?

5. Legyen F' : R — R folytonosan differencialhaté injekcié, amelynek az inverze
is folytonosan differencidlhaté. Adjuk meg az Ap : L?(R) — L?(R) operatort a

Dom(Ap) :={¢ | po F € L*(R)}, Ap¢:=¢oF

¢XRanF
VI|F" o F—1
is négyzetesen integralhaté. Ha ez siir(i, akkor ¢ € Dom(A}.) pontosan akkor, ha

dj ’ % 'l/} O F_1XRanF
I € L?(R), és ez esetben A%1) = e

Mutassuk meg, hogy ha A}, stirlin értelmezett, akkor A} = Ap.

6. Vizsgdljuk meg az I :=id3, F := arctg és F' := exp esetben, vajon az el6bbi
feladatban szereplé Ap operator siirtin van-e értelmezve, és ha igen, az adjungaltja
strlin van-e értelmezve.

7. Legyen A siir{in értelmezett operator. Ekkor A* |m injektiv és A*[Ran(A)]
= Ran(A*). (Utmutatéds: Ker(A*)* = Ran(A).)

8. Legyen z,y € H és vezessiik be az |z)(y| : H — H, 2z — (y,z)x jelolést.
Mutassuk meg, hogy |x)(y|

(i) folytonos linedris leképezés || ) (y| || = llz|| ||yl

(ii) ha = # 0 és y # 0, akkor értékkészlete Ky (egy dimenizds altér),

(iii) adungéltja |y){x|.

Igazoljuk, hogy ha A egy rangu folytonos linedris leképezés (az értékkészlete
egy dimenzids), akkor létezik 0 # x és 0 # y gy, hogy A = |x)(y|. Tovébb4, ha
A = |2')(y/|, akkor van olyan nem nulla o szém, hogy 2’ = Lz, ¥ = ay.

9. Mutassuk meg, hogy [?>-n a folytonos operdtorokat olyan “végtelen métri-
xokkal” reprezentalhatjuk, amelyek minden sora és minden oszlopa négyzetesen

formuldkkal. Bizonyitsuk be, hogy ¢ € Dom(Ar) pontosan akkor, ha
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Osszegezhetd; formuldkban: Lin(I%) azonosithaté az

{a € KNxN | Z |t |2 < 00, Z | |2 < 00, n,m € N}

neN meN

vektortérrel gy, hogy

(ozx)n = Z AnmTm (ZE € 12)

meN

Mi a 2. feladatban értelmezett jobbra illetve balra tolds operatoranak a matri-
xa? Mi a 8. feladatban értelmezett operator matrixa?

Hogyan adhaté meg egy operator matrixdbdl az adjungaltjanak a matrixa?

10. Egy R : H x H — K leképezést szeszkilinarisnak mondunk, ha lineéris a
masodik valtozdjaban és konjugdlt linedris az els6 valtozdjaban. Egy ilyen leképe-
zés pontosan akkor folytonos, ha létezik K > 0 dgy, hogy ||R(z,y)| < K|z ||y||
minden x,y € H esetén (ugyanigy, mint egy bilinedris leképezés, ldsd Analizis
II1.B.10.11.), és ekkor |R|| := sup |R(z,y)|

z||=|ly||=1

Bizonyitsuk be, hogy mindHenH H" Qolytonos szeszkilinearis leképezéshez létezik
egyértelmiien egy Ap : H — H folytonos linedris leképezés gy, hogy R(z,y) =
(x, ARy), és az R — Apg hozzdrendelés linedris izometrikus bijekcid. Utmutatés:
alkalmazzuk a Riesz-féle reprezentécids tételt).

11. Azt mondjuk, hogy mindeniitt értelmezett folytonos operdtorok (A, )nen
sorozata

— normdban (vagy uniform) konvergens, ha létezik A mindeniitt értelme-
zett folytonos operator gy, hogy liTILn |A, — A|| = 0, és ekkor az A = (u) li7rln A,
jelolést hasznéljuk;

— er6sen konvergens, ha létezik A mindeniitt értelmezett folytonos operdtor
ugy, hogy li£n Apx = Az minden z € H esetén, és ekkor az A = (s) liTILn A, jelolést

hasznaljuk (vagyis az erds konvergencia a pontonkénti konvergencia);
— gyengén konvergens, ha létezik A mindeniitt értelmezett folytonos ope-
rator gy, hogy lim (y, A,x) = (y, Az) minden x,y € H esetén, és ekkor az
n

A = (w)lim A, jelélést hasznaljuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha az operatorsorozat norméban konvergens, akkor erésen
is konvergens és (s)lim A, = (u)lim A, és ha erésen konvergens, akkor gyengén
n n
is konvergens és (w)lim A,, = (s)lim A,,.
n n
Legyen R és L a 2. feladatban bevezetett jobbra tolas illetve balra tolas operé-

tora. Mutassuk meg, hogy
—az (L™)pen sorozat normdban nem konvergens, de (s)lim L™ = 0,
n

—az (R")pen sorozat erésen nem konvergens, de (w) lirrln R" =0.
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12. Bizonyitsuk be a kovetkezdket.

(i) Az operatorok linedris miiveletei felcserélheték az elézd feladatban értelme-
zett mindhdrom hatdrértékkel, azaz ha A = (.)lim A, és B = (.)lim B,,, akkor
n n

A+ B =(.)lim (A, + By,), és hasonl6 igaz a szdmmal szorzasra.

(ii) Az operdtorok szorzdsa felcserélhetd az egyenletes és az erds hatarértékkel,
azaz ha A = (u)lim A,, és B = (u) lim B,,, akkor AB = (u)lim (4,,B,,), és ugyanez
igaz az er6s limeszre is (aminek bizonyitdshoz fel kell haszndlni a Banach—Steinha-
us-tételt). A gyenge hatarértékre viszont ez nem 4ll: (w)lim L™ = (w)lim R™ =0,
de L™ R™ = idyg minden n-re.

(iii) Az adjungdlds felcserélhetd az egyenletes és a gyenge hatdrértékkel, azaz ha
A = (u)lim A, akkor A* = (u)lim A%, és ugyanez igaz a gyenge limeszre is. Az
n n

erds hatdrértékre viszont ez nem &ll: (s)lim L™ = 0, de az (L™)* = R™ sorozatnak
n
nem létezik erds hatarértéke.

13. Legyen Ay és As a Hj illetve a Hjy sfiriin értelmezett operatora. Ekkor
(A1 X AQ)* = AT X A;

14. Legyen A; és Ay a H; illetve a Hy siiriin értelmezett operatora. Definidljuk
az A1 ® Ay operédtort Hi®@Hos-ben (ldsd a 15. fejezetet) a Dom(A;) ® Dom(As)
linedris altéren a szokdsos formulakkal. Bizonyitsuk be, hogy (41 ®A43)* D A]®AS.

17. Speciilis tipust operatorok

17.1. Mar eddig is sokat szerepeltek izometrikus linedris leképezések, most
ezeket vizsgaljuk meg kozelebbrol.

1. A||ftés Egy V : H — H operatorra a kovetkezék egyenértékiiek:
(i) |Vz|| = ||z|| minden x € Dom(V') esetén,
(ii)) (Vz,Vy) = (x,y) minden x,y € Dom(V) esetén.

B1zoNYIiTAs (ii)-bél nyilvanvaléan kovetkezik (i), az pedig a azért vonja maga
utdn (ii)-t, mert a skaldrszorzatot a norma a 10.1. allitds szerint meghatdrozza. m

Tehat egy operator pontosan akkor izometrikus, ha skalarszorzattatrté.
Megjegyezziik, hogy ha V izometrikus operator, akkor
- V folytonos, |V =1,

—V injektiv, és V! is izometrikus.
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2. A||ftés Egy V izometrikus operatorra a kovetkezok egyenértékiiek:
(i) Dom (V') zart,
(ii)) Ran(V') zdrt,
(iii) Graph(V') zdrt.

BizoNYITAS Legyen Dom(V) zart. Vegyiink egy (yn)nen konvergens sorozatot
Ran(V)-ben. Ekkor minden n-re van olyan z, € Dom(V), hogy y, = Vz,.
Mivel |z — Znll = ||Um — Ynll, 82 (2n)nen sorozat Cauchy-féle, ezért konver-
gens, x := lim z,, € Dom(V). Minthogy |Vz — y,| = ||z — .||, az igaz, hogy
n

lim y, = Vz € Ran(V), azaz Ran(V) zart.
n

A V! izomertrikus operdtorra alkalmazva az el6bbi eredményt latjuk, ha
Ran(V) zért, akkor Dom(V') is zart.

V folytonossiga és a zartgrafikon-tétel szerint Graph(V') zértsdga egyenértékii
Dom(V') zértsdgaval.

17.2. Allitds Egy mindeniitt értelmezett V operdtor pontosan akkor izo-
metrikus, ha
V*V =idg,

és ekkor
VV™ = Pran(v)

(ahol az utolsé szimbdlum a Ran(V') zart linedris altér ortogonalis projektorat
jelsli).
Bi1zoNYITAS Ha V izometrikus, akkor minden z,y € H esetén
(z,y) = (Va,Vy) = (V' Vaz,y),
amibél a 11.4-ben mondottak szerint V*V = idgy. Ha viszont ez az utébbi egyen-
16ség teljesiil, akkor minden x,y € H esetén
(z,y) = (x,V*'Vy) = (Va,Vy).
Ha z € Ran(V), akkor létezik x € H gy, hogy 2 =V, és VV*2 = VV*Vx =
Vr = 2. Ha z € (Ran(V))* = Ker(V*), tehat VV*z = 0. Osszegezve: VV*

a Ran(V)-n az identitds, (Ran(V)*-on a nulla, tehdt VV* az éllitott ortogonélis
projektor.

17.3. Definicié Egy bijektiv izometrikus operatort unitérnek hivunk.

Egy izometrikus operator, mégha mindeniitt is van értelmezve, nem sziikség-
képpen unitér. Példa erre [?-ben a jobbra tolds operatora, amely mindenhol ér-
telmezett, izometrikus, azonban nem sziirjektiv, ezért nem unitér: az (1,0,0,...)
vektor nincs benne az értékkészletében.



17. Specidlis tipusi operdtorok 79

Allitds Egy stiriin értelmezett U operator pontosan akkor unitér, ha U*=U"".

BizoNYiTAS Ha U unitér, akkor az eldzé allitas szerint U*U = idy, UU* =
Pran() = idg, tehat valéban az U adjungéltja az inverze is egyben.
Ha U sfir{in értelmezett, és U* = U~!, akkor minden x€Dom(U) esetén

lUz))* = (Uz,Uz) = (U*Uz,2) = (z,2) = |l2]*,

igy U izometrikus. U~! zart, mert egy adjungélt operatorral egyenld; de ekkor U
is zdrt. A 17.1.2. allitas szerint ekkor Dom(U) zéart, azaz U mindeniitt értelme-
zett. Ekkor viszont U* is mindeniitt értélmezett, azaz H = Dom(U ') = Ran(U).
Mindent egybevetve U izometrikus bijekcid, azaz unitér.

17.4. Definicié Az S siiriin értelmezett operator
(1) szimmetrikus, ha SCS*, (2) 6nadjungdlt, ha S=S5*.

Mivel barmely operator adjungaltja zart, onadjungalt operdtor sziikségképpen
zart. Ezért egy onadjungalt operdtor a zartgrafikon-tétel szerint pontosan akkor
folytonos, ha mindeniitt értelmezett.

Egy S szimmetrikus operator adjungaltja sliriin van értelmezve, hiszen S C S*,
ezért a 16.11. allitds szerint S lezarhaté és S = S**; a 16.4.(3) szerint S** C S*;
tovabbd S* zdrt operdtor, ezért (S*)** = S*; mindezek azt eredményezik, hogy a
szimmetrikus operator lezartja is szimmetrikus:

Egy szimmetrikus operdtort lényegében onadjungéltnak neveziink, ha le-
zartja onadjungalt. Az S szimmetrikus operdtor pontosan akkor lényegében énad-
jungélt, ha S**=5* teljestil.

Ha az S szimmetrikus operator a T szimmetrikus operator kiterjesztése, akkor
TCSCS*CT* teljesil. Ebbol kovetkezik, hogy 6nadjungalt operator maximalis
szimmetrikus operator, azaz nincs valédi szimmetrikus kiterjesztése.

Ha tehéat T és S 6nadjungalt operatorok és T' C S, akkor T'=S.

17.5. Allitads A stirtin értelmezett P operdtor pontosan akkor ortogonalis
projektor, ha P?=P=P* teljesiil.

BizoNYiTAS Ha P?=P=P*, akkor z€Dom(P) esetén PreDom(P) = Dom(P*),
ezért
|Pz)|* = (Pz, Px) = (P*Pz,x) = (Pz,2) < || Px|]|z|l,

azaz || Px|<||z||, tehdt P folytonos, emellett P=P* miatt zart is, kovetkezéskép-
pen Dom(P) zart, ezért P mindeniitt értelmezett. Tehdt P folytonos projektor,
és Ker(P)=Ker(P*)=Ran(P)' miatt ortogonilis.
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Legyen P ortogonalis projektor. Ekkor P? = P, és (P*)? = (P%)* = P*, tehét
P* is folytonos projektor. Tovabba

Ker(P) = Ran(P)* = Ker(P*),

és
Ran(P)* = Ker(P) = Ker(P**) = Ran(P*)*.

P és P* folytonos projektorok, igy Ran(P) és Ran(P*) zartak, ezért Ran(P*) =
Ran(P), tehat P és P* képterei és magterei megegyeznek, kovetkezésképpen P=P*.

17.6. Definicid Egy N siirtin értelmezett zart operatort normalisnak
neveziink, ha NN*=N*N.

Nyilvanvald, hogy az unitér és az 6nadjungélt operatorok normalisak.

A”I’tals Ha N normalis operator, akkor
(1) Dom(N*)=Dom(N),
(2) minden xeDom(N) esetén |N*z|| = || Nz||.

Bi1zoNY{TAS Minden yeDom(N*N) esetén
INY|I* = (Ny, Ny) = (N*Ny,y) = (NN"y,y) = (N"y, N*y) = [N"y|]*,

tehat | N*y||=||Ny|. Legyen z€Dom(N). Ekkor a 16.12. §llitds szerint léte-
zik (yYn)nen sorozat Dom(N*N)-ben ugy, hogy (z, Nx)=lim(y,, Ny,). Minden

m, neN esetén || N*yp,—N* Y |=I| NYn—NYm ||, iy (N*yn)nen Cauchy-sorozat H-
ban, kovetkezésképpen 1étezik lim N*y,=:z. Mivel N* zart, ez maga utdn vonja,
n

hogy x€Dom(N*) és z=N*x, ezért
IN*z]| = [2]] = lim [ N"yn[| = lim [ Ny, ||=|| Nz

Emellett azt kaptuk még, hogy Dom(N)CDom(N*). N és N* szerepét felcserélve,
N**=N miatt (ugyanis N zdrt) Dom(N*)CDom(N) is igaz, azaz

Dom(N*) = Dom(N).
Kovetkezmény Ha N normalis operator, akkor
Ker(N) = Ker(N*) = Ran(N)*.
17.7. Ha S 6nadjungdlt és injektiv, akkor a 16.8. szerint az inverze is 6nadjun-

gélt: (A71)*=(A4*)"1=A""! miatt A~! 6nadjungdlt. Természetesen unitér opera-
tor inverze is unitér. Most megmutatjuk, normélis operatorra is hasonlé igaz.
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Allitds Az N normaélis operator pontosan akkor injektiv, ha Ran(N) siirti,
és ekkor N~! normélis. Ha Ran(N)=H, akkor N~ folytonos.

Bi1zoNYiTAS Ker(N)=Ran(N)! miatt N akkor és csak akkor injekt{v, ha Ran(IV)
strii, és ekkor

N—l(N—l)*:N—l(N*)—1:(N*N)—1:(NN*)—1:(N*)—1N—1:(N—1)*N—1’

tehat N~! normalis. Ha Ran(N)=H, akkor N~—! a zirt grafikon tétele szerint
folytonos.

17.8. Allitas Ha A siirtin értelmezett operator egy komplex Hilbert-téren,
akkor

(1) ACA* pontosan akkor, ha minden x€Dom(A) esetén (z, Ax)eR.
(2) A=0 pontosan akkor, ha minden x€Dom(A) esetén (x, Ax)=0.

BizoNy{TAs Ha A C A*, akkor minden x€Dom(A) esetén
(x, Az) = (Az,2) = (z, Ax)",

kovetkezésképpen (z, Az)€ER.
Vezessiik be z,yeDom(A) az

a:=(z, Ay)+(y, Az) = (z+y, A(z+y))—(z, Ar)—(y, Ay),

B =iz, Ay)—i(y, Az) = (z+iy, A(v+iy))—(z, Ar)—(y, Ay)

jelolést.
(1) Ha minden z€Dom(A) esetén (x, Az)€R, akkor a, SER, igy

(. Ay) a—iff _ (oz—i—iﬁ

9 2 > - <y,AJ)> - <A.Z‘,y>7
tehdt ACA*.

(2) Ha minden x€Dom(A) esetén (z, Ax)=0, akkor a=£=0, igy (x, Ay)=0. Mi-
vel Dom(A) stirti, ebbdl kovetkezik, hogy Ay=0 minden yeDom(A) esetén, azaz
A=0.m

Vildgos, hogy valdés Hilbert-téren (1) nem igaz, hiszen a skaldrszorzat minden
értéke valds, és vannak nem szimmetrikus operdtorok (még véges dimenziéban is).

Ugyancsak egyszerii ellenpélda hozhaté arra, hogy valés Hilbert-téren (2) sem
igaz: példa erre R%2-n (a szokdsos skaldrszorzassal) az (z,y) — (—vy,x) linedris
leképezés.
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17.9. Allitds Ha S folytonos (tehat mindeniitt értelmezett) énadjungalt
operator, akkor

IS]l=" sup [{z,Sx)|.
2€B, o<1

B1zoNYITAS Nyilvdnvals, hogy

a:= sup [z, Sz)| <|S].
z€H,|z[|<1

Minden z,yeH létezik \eT tgy, hogy |[(y, Sx)|=A*(y, Sz)=(\y, Sx). Ekkor
speciélisan (\y, Sz)€ER, {gy

OS2} = 1 ({0430, o)) — (o-3y. (a2} ).

kovetkezésképpen, ha ||z]|<1 és ||y||<1, akkor

|y, Sz)| <

« «
< LM P Hlr—MIP) = S(lalP+ylP) < o,

ezért [|S||<a.

17.10.  Allitds Ha N folytonos (tehdt mindeniitt értelmezett) normélis
operdtor, akkor | N?| = || N|.

BizoNYiTAS A Hilbert-tér minden z elemére a 17.6. allitds szerint ||N2z| =
| N*Nz|, amibdl azonnal adédik, hogy | N2|| = || N*N||; mar csak a 16.6. allitdst
kell figyelembe venniink, hogy a bizonyitas végére érjiink.

17.11. Feladatok

1. Egy A operétor unitér transzformaltjdn egy UAU ~! operétort értiink, ahol
U unitér operator. Mivel az unitér operatorok skalarszorzattartd linearis bijekci-
ok, vagyis felcserélhetok a Hilbert-teret definidlé minden miivelettel, egy operator
és unitér transzformdltja ugyanazokkal a tulajdonsiagokkal rendelkezik. Bizonyit-
suk is be konkrétan, hogy ha A a) zdrt, b) 6nadjungélt, c) normélis, akkor unitér
transzformaltja is ilyen. Tovébbd, ha A lezarhatd, akkor UAU ! is lezarhato, és
UAU-1 =UAU.

2. Ha A folytonos operdtor és U unitér operdtor, akkor ||A| = |[UAUY|| =
juAl = ||AU].

3. Igazoljuk, hogy a V : 12 — 12, (x1,29,73,...) > (21,0,22,0,23,0...) izo-
metrikus operator. Adjuk meg az adjungaltjat!

4. Legyen a € R. Az L, : L*(R) — L?(R), Lyé(x) := ¢(x —a) (x € R) operator

unitér.




17. Specidlis tipusi operdtorok 83

5. Mutassuk meg, hogy izometrikus operator kiterjesztheté izometrikus opera-
torra az értelmezési tartomanyanak lezartjara.

6. Parcidlis izometridnak neveziink egy V operatort, ha 1étezik egy My zart
linearis altér, amelyen V izometrikus, és V=0, ha x ortogondlis My -re. Adjunk
példat parcialis izometridra, és az el6z6 jelolésekkel bizonyitsuk be, hogy

— Ran(V) zart linedris altér,

- V*V az My projektora,

- VV* a Ran(V) projektora,

— V* is parciélis izometria, amelyre My«=Ran(V) és Ran(V*)=My .

7. Legyenek P, (neN) paronként ortogondlis projektorok (azaz P, P,,=0 ha

n#m). Ekkor a pontonként értelmezett Y P, a Ran(P,)-ek kifeszitette zdrt li-
neN
nearis altér projektora.

8. Az onadjungalt operatorok a valds szamoknak, az unitérek az egységnyi
abszolut értékli szdmoknak felelnek meg. Legyen A siiriin értelmezett operator.
Igaz-e, hogy

— Re(A):=5-(A+A*) és Im(A):=5-(A—A*) 6nadjungalt?

— A* A pozitiv definit 6nadjungalt?

— ha A énadjungélt, akkor a pontonkénti sorosszeggel értelmezett e unitér?

9. Az R—T, s—~(s—i)(s+i)~! fiiggvény injektiv, értékkészlete T\{1}, inverze
u—i(1+u)(1—u)~t. Legyen S 6nadjugdlt operdtor. Mutassuk meg, hogy ha I a
Hilbert-tér identitdsa, akkor U:=(S—iI)(S+il)~! unitér és S=i(I+U)(I-U)"!!

10. Legyen V; és V5 izometrikus operator a Hi illetve a Ho Hilbert-térben.
Ekkor Vi x V5 izmetrikus H; x Hy-ben, amely pontosan akkor unitér, ha V; és V5
unitér.

11. Legyen T3 és T, szimmetrikus operator a H; illetve a Hy Hilbert-térben.
Ekkor T7 x Ty szimmetrikus H; X Hs-ben, amely pontosan akkor 6nadjungalt, ha
Ty és Ty onadjungélt.

12. Ha T szimmetrikus operédtor és Ran(T') siirti, akkor T injekt{v és T~ szim-
metrikus. Ha Ran(T)=H, akkor T~! énadjungalt és folytonos. (Ijtmutatés: ha
Ran(T) sfirti, akkor {0}=Ran(T)+=Ker(T*)>Ker(T).)

13. Legyen A : RN —RY linedris bijekcié, K4 : L2(RN)—L2(RN), ¢ s ¢oA~L.
Mutassuk meg, hogy K4 folytonos linedris bijekcid, ||Kal = |detA] és (Ka)* =
|det A|K 4-1. Milyen A esetén lesz K4 a) 6nadjungdlt, b) unitér, ¢) projektor?

14. Legyen A : KM KM linedris leképezés, Fu : L?(RYN, KM)— L2(RYN . KM),
¢ — Aog. Tekintsiik KM-en a szokésos skaldrszorzatot. Mutassuk meg, hogy Fu
folytonos linedris leképezés, |Fal|| = ||Al| és F5 = Fa~. Milyen A esetén lesz Fy
a) 6nadjungélt, b) unitér, c) projektor?

15. Vegyiik a 4. feladatban meghatarozott operatorokat. Viladgos, hogy Lg
az identitds. Mutassuk meg, hogy nem létezik (u) ili)?% L,, viszont (s) il_l’)% L, =

idp2(r). (Hav : R — K kompakt tart6ji folytonos fiiggvény, akkor (L?) lin% L,y =
a—
Y. Ha ¢ € L?(R), akkor minden & > 0 esetén létezik v kompakt tartéji folytonos
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ugy, hogy ||v) — ¢|| < €; ehhez az e-hos és 1)-hez létezik olyan r > 0, hogy minden
la| < r esetén ||Lyyp — 9| < €; vegylik figyelembe, hogy L, unitér, és tekintsiik a
1Lt — 01 <I|Lads — Latbll + [ Lath — ] + [ — o] cayenl6tlenséget.)

16. Ha az L : H — H leképezésre

(i) (Ly, Lz) = (y, =) teljesiil minden z,y € H esetén, akkor L linedris,

(i) [[Ly — Lz|| = |ly — «|| minden z,y € H esetén és LO = 0, valamint a
Hilbert-tér valds, akkor L linedris.
(Lésd Analizis 11.31.9.).

18. Pozitiv operatorok

18.1. Ha T szimmetrikus operétor, akkor minden x € Dom(T') esetén (x,Tz) €
R. Ez persze trividlis valés Hilbert-terekre, komplex Hilbert-terekre is egyszerti
tény, és ott még egyenértékii is azzal, hogy T szimmetrikus (ldsd a 17.8. &llitdst).

Definicid Legyenek S és T olyan 6nadjungalt operatorok, melyek egyike lega-
labb mindeniitt értelmezett. Azt mondjuk, hogy S nagyobb vagy egyenld,
mint T (S>T), ha minden x€Dom(S)NDom(T) esetén (x, Sx)>(x,Tx). Az
S onadjungalt operator pozitiv, ha S>0, és szigoruan pozitiv, ha létezik
o>0 ugy, hogy S>cidg.

A 17.9. allitds egyszerli kovetkezménye:

Allitds Ha S,T € Lin(H) és S > T > 0, akkor ||S|| > ||T.

18.2. Allitds Legyen Z stiriin értelmezett zart operator. Ekkor Z*Z pozitiv
onadjungalt operator.

BizoNY{TAS x€Dom(Z*Z) esetén
(| (der+2* Z)2|| > (z, (du+Z"Z)x) = 2| + || Z|* > |||,

igy ||(idg+2*Z)x||>||z||, tehdt (idg+2Z*Z) injektiv, és inverze folytonos. A 16.12.
allitds szerint Ran(idg+2*Z)=H, tehét A:=(idg+2*Z)"1:H—Dom(Z*Z) foly-
tonos operator.

Minden y;, yo€ H esetén létezik 21, xo€Dom(Z* Z) tgy, hogy y1=(idg+2*Z)x;
és yo=(idg+2*7Z)xs, ezért

(y2, Ay1) =((Mdu+Z" 2)xa, 1) = (@2, 1) + (2" Z22, 1) =
:<I2,$1> + <ZI’2, ZI’1> = <I’2,IE1> + <I27Z*ZI1> =
(2, (du+Z"2)x1) = (Ay2, 1),
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tehat A 6nadjungdlt.
A injektiv és az inverze slir{in értelmezett (a 16.12. 4llitds szerint), ezért a 16.8.
allitds miatt (idg+2*Z) 6nadjungdlt, igy Z*Z is 6nadjungélt (lasd 16.4.(1)).
Ha z€Dom(Z*Z), akkor (v, Z* Zx)=||Zx||*>0, azaz Z*Z pozitiv.

18.3. Allitds Ha S € Lin(H) pozitiv 6nadjungélt operdtor, akkor minden
xz,y € H esetén

(i) [y, Sz)|* < (y, Sy)(z, Sz),
(i) [|Sx|* < [|S[|(z, S).

Bi1zoNYITAs (i) Az (y,x) — (y, Sz) leképezésre teljesiilnek a 10.4-beli tulajdonsé-
gok, igy igaz ra a Cauchy—Schwartz-egyenl6tlenség.
(ii) Az el6z8 egyenltlenség alapjan

I1Sz(|* = (S, Sa)* < (Sw, S(S2))(z, Sx) < ||Sz| ||S%2|(x, Sz)
< |IS] l|Sz[|* (=, Sz).

18.4.  Allités Legyenek T, S, € Lin(H) onadjungalt operatorok, S, <
Snt+1 < T (neN). Ekkor létezik (s)lim S, (pontonkénti hatdrérték) amely

onadjungalt, és kisebb vagy egyenl6é mint T

BizoNYITAS Ham < n, akkor 0 < S, —S,,, < S-S5, {gy 18.1. alapjan ||Sp,— S| <
IS — Si]|, valamint a 18.3.(ii) kovetkeztében a H ninden z elemére

1(Sn = Sm)l|* < 1IS = Sull(, (Sn = Sm)z)- (%)

Az (x,Spz) (neN) valds sorozat monoton ndvekvd, felillr6l korldtos, tehét
konvergens; mivel (x,S,z) — (z,Smz) = (z,(S, — Smx), a (x) becslés alapjin
(Snx)nen Cauchy-sorozat a Hilbert-térben, tehat konvergens, ami éppen azt je-
lenti, hogy 1étezik (s) 1171111 Sp € Lin(H).

Annak bizonyitdsat, hogy ez a hatarérték énadjungdlt és kisebb-egyenlé mint
T, mint egyszerii feladatot az olvaséra bizzuk.

18.5. Allitds Ha S € Lin(H) pozitiv onadjungdlt operdtor, akkor egyér-
telmiien létezik egy /S € Lin(H) pozitiv énadjungalt operdtor 1gy, hogy

(ﬁ)z = 5.

B1zONYITAS Zéarjuk ki az S = 0 trividlis esetet. Az A := operdtor pozitiv

S
1151l
onadjungalt, amely kisebb-egyenlé mint idgy, és ha 1étezik egyértelmi v/A, akkor
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VIS[[VA az S egyértelmii négyzetgycke. Ha X jelli az A keresett négyzetgyokét,
akkor az

1
idH—X—§(ldH A+(1dH X) )
egyenlGség teljestl, amelyet a 0 < B :=idyg — A < idyg, 0 <Y :=idyg — X
jeloléssel atirhatunk
1
Y = 2(B+Y?) (+)

2
alakba. A keresett Y-t fokozatos kozelitéssel taldjuk meg. Legyen

1
Yy :=0, Ynzzi(B+Y,§,1) (n € N).

Teljes indukcidval kénnyen belathatjuk, hogy minden n-re
— Y, a B-nek nemnegativ egyiitthatés polinomja,
-Y, —Y,_1 is a B-nek nemnegativ egyiitthatds polinomja, amihez az

Vas = Yo = 5(V2 = ¥20) = 3(Ya+ Y1) (= Yor1)
Osszefiiggést haszndljuk fel (Y, és Y, 1 felcserélhetd, mert mindketté a B poli-
nomja).

Ezért, 1évén B minden hatvénya pozitiv (1dsd a 18.7.1. feladatot), Y, —Y,_1 >
0, azaz végil is 0 < Y,, < Y,41 < idyg. Tehat az el6zo &llitas alapjan létezik
Y = (s) lirrln Y,., amely pozitiv 6nadjugdlt operétor, kisebb-egyenld, mint idgy,
és teljesiti a (x) Oszefiiggést, azaz megtaldltunk egy olyan X pozitiv 6nadjunglt
operatort, amelyre X2 = A.

A megoldds egyértelmiiségét a kovetkezOképpen lathatjuk be. Legyen X' egy
olyan pozitiv 6nadjungalt operator, amelyre (X')2 = A. Ekkor X'A = (X')3 =
AX', tehat X' felcserélhet6 A-val, annak minden polinomjaval, ilyen polinomok
sorozatdnak hatarértékével, tehat X-szel is. Legyen Z és Z' az X-nek illetve az X'-
nek az el6bbiek szerint megkonstrualt négyzetgyoke. Vegyiik a H egy tetszoleges
x elemét, és legyen y := (X — X')z. Ekkor

1Zyll” + 12'ylI” = (y, Z°y) + (v, Z'y) = (y, X2} (2, X z) =
= (9. (X + X)X — X)) = (3, X — (X')2)z) =0,

amibdl Zy = Z'y = 0, és igy Xy = Z%y = 0, X'y = 0. Kovetkezésképpen
(X = X")z|* = {y, (X = X")z) = (X — X )y, 2) =0,

azaz X — X’ = 0, amit bizonyitani akartunk.
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Megjegyzés Véges dimenzids Hilbert-téren barmilyen normalis operdtor négy-
zetgyokét értelmeztiik a spektraltétel segitségével (Analizis 11.39.5.). Normélis
operatorokra tetszOleges Hilbert-téren is igaz egy spektraltétel, amely azonban
nem fér e jegyezet keretei kozé; ezzel a spektraltétellel is értelmezheté barmilyen
normalis operator négyzetgyoke.

18.6. Ha A € Lin(H), akkor A*A € Lin(H) pozitiv 6nadjungélt operator,
ezért az el6bbiek szerint |A| := v A* A szintén pozitiv énadjungalt operator.

Allitds Ha A € Lin(H), akkor van olyan V izometrikus operdtor, hogy
A = V|A|. Tovébbd, ha S pozitiv énadjungalt operdtor, W izometrikus, és
A =WS, akkor S = |A|, tovdbbd W és V megegyezik Ran|A| lezdrtjan.

BizoNYiTAs Definidljuk V-t Ran|A|-n a V|A|z := Az (z € H) formuldval. Ez a
definicié j6: ha |A|x = 0, akkor Az = 0, ugyanis

(|Alz, |Alz) = (z,|A]*z) = (v, A*Az) = (Az, Az).

Ez az egyenléség egyben azt is mutatja, hogy V izometrikus az |A| értékkészle-
tén, amelyrdl egyértelmiien kiterjesztheto izometrikusan az értékkészlet lezartjara.
Ennek ortogondlis kiegészit6jén pedig (izometrikusan) akarhogy értelmezhetjiik.

Ha A = WS, akkor A* = SW*, gy |[A|? = A*A = SW*WS = S2.

18.7. Feladatok

1. Ha S € Lin(H) pozitiv énadjungdlt operdtor, akkor S™ is az minden neN
esetén. (ﬁtmutatés: targyaljuk kiilon a pdros és a paratlan n-eket.)

2. Az ortogonadlis projektorok pozitiv énadjungélt operatorok. Mutassuk meg,
hogy a P, és P, ortogondlis projektorra P; < P, pontosan akkor, ha RanP; C
RanPg.

3. Mi egy ortogonadlis projektor négyzetgyoke?

4. Ha P, ortogonélis projektorok, P, < P,;1 (n€N), akkor létezik (s)lirrln P,
amely a RanP,-ek kifeszitette zart linedris altér projektora.

5. Két felcserélhetd, folytonos pozitiv 6nadjungalt operator szorzata is pozitiv
énadjungalt. (Utmutatds: TS = TVSVS = VSTVS.)

6. Ha R,S,T € Lin(H) onadjungilt operdtorok, RS = SR, RT = TR és
S < T, akkor RS < RT.

7. Ha S, T € Lin(H) 6nadjungélt operdtorok S < T', akkor minden A € Lin(H)
esetén A*SA < A*TA.

8. Ha S € Lin(H) pozitiv énadjungalt bijekcid, akkor S~! és v/S is az, tovabba

(VS) = V5L
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19. Differencidlas-operatorok r2([—x,x],C)-ben

19.1. Emlékeztetiink arra, hogy ha ICR (nem sziikségképpen korldtos) inter-
vallum, akkor egy ¢ : I—C fiiggvényt abszoliit folytonosnak neveztiink, ha
létezik n : I—C lokalisan Lebesgue-integralhato fliggvény és a€l ugy, hogy

x

8(z) = d(a) + / N (zel).

a

Ha ¢ ilyen fiiggvény, akkor 1 Lebesgue-majdnem mindeniitt egyértelmiien meg-
hatdrozott. A ¢ abszolut folytonos fliggvény derivaltjdn barmely olyan 7 fiige-
vényt értiink, amelyre a fenti egyenléség teljestil.

Az L2(I,C) Hilbert-tér elemei fiiggvényosztalyok, noha tigy beszéliink réluk,
mint fliggvényekrol. Egy fliggvényosztalyban, tudjuk csak egy folytonos fliggvény
lehet, ezért jol meghatarozott értelme van annak, ha azt mondjuk, hogy legyen az
L?(I,C) egy eleme folytonos, specialisan abszoliit folytonos. Ha ¢ abszolit foly-
tonos, akkor a derivaltja nem, de a derivaltjanak a majdnem mindeniitti egyenl6-
séggel meghatarozott fiiggvényosztilya egyértelmi.

19.2. Definicidé Legyen o € T, és

Dom(D):={¢cL?([—m,7],C) | ¢ abszolit folytonos, ¢'c L?([~m,x],C)},
Dom(P,):={¢p€Dom(D) | ¢(—m)=ap(m)},
Dom(Py):={¢p€Dom(D) | ¢p(—m)=¢(m)=0},

és
D :Dom(D)—L*([-m,7],C),  ¢rs—id,

P, :Dom(P,)—=L*([-7,x],C), ¢—s—id,
P, :Dom(Po)—>L2([—7r77r], C), ¢——id.

Ezeket a linedris leképezéseket a differencidlas-operatoroknak nevezziik.
Mindharom operator strlin értelmezett, hiszen Py C P, C D, és Py értelmezé-
si tartoménya tartalmazza a végtelenszer differencidlhatd, | — 7, w[-ben kompakt
tart6ju fuggvényeket (lasd 2.7.).

19.3. Allitas P,*=D.
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B1zoNY{TAs ¢ €Dom(D) és pcDom(Py) esetén

WP = [0 (-i6) =il e+ [ Gi9) = [(-iv)o= (Do)
kovetkezésképpen DCFy.

Ha ¢€Dom (P ), akkor PiyeL?([—m, ], C), és tudjuk, hogy véges mértékii hal-
mazon a négyzetesen integralhaté fliggvények intregralhatok, tehat jol értelmezett
az

n:=1 5—|—/P8‘1/) ,

fiiggvény, ahol 6€C olyan, hogy [ (¢»—n)=0. Nyilvdnvald, hogy n€Dom(D).

@€Dom(Fy) esetén

i / V' = (i, Pog) = (P3h, ) = / (Pyo)'o = / ()" = —i / e,

—T

kovetkezésképpen [ (¢—n)*¢’'=0.

—T

Legyen ¢:= /(1/)—7)). Ekkor § vélasztdsa miatt p€Dom(Fy), tovdbb ¢’ = ¢ —n,

™
igy az eléz6ek szerint / |1/J—17\2 = 0, kovetkezésképpen 1) Lebesgue-majdnem min-

dentitt megegyezik az neDom(D) fiiggvénnyel, ezért YeDom(D). Ezzel beldttuk,
hogy PyCD, azaz Py=D.

19.4. Allitds D*=P,.

BizoNYiTAs Nyilvanvald, hogy PyCPi*=D*, és PoCD miatt D*CP{=D.
Legyen ¢€Dom(D*) és pcDom(D). Ekkor
i / W = (b, DY) = (D", §) = (D, 6) = i / W)*o,

igy

ol = / (¢ + ()°6) = 0.

—T
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Ez az egyenl6ség a D értelmezési tartomanyanak minden minden ¢ elemére
igaz. ¢:=id|_, »j+m€Dom(D), amelyre ¢(—7)=0 és ¢(m)=277#0, igy 1(m)=0. Ha-
sonléan, a ¢:=id[_, ,j—r€Dom(D) fiiggvénnyel azt kapjuk, hogy ¢ (—m)=0, azaz
weDom(Py). Ezzel beldttuk, hogy D*C Py, kévetkezésképpen D*=F,.

19.5. Allités Pr=P,.

BizonyiTAs P,CP, miatt P:CP;=D.
Legyen ¢,€Dom(FP, ). Ekkor

(6, Pat) = / G (—ig)) = - / $*'icp = / i) = (Pat), 6),

ugyanis

[ = " (m)d(m) — ™ (—m)p(—m) = ¢ (m)¢(m) — &Y™ (m)ag(m) =

kévetkezésképpen P,CP;.
Ha ¢eDom(P}) és pcDom(P,,), akkor

i/ﬂi//*¢> = (Pay, ¢) = (¢, Pag) = —i]¢*¢’ ;

ezért
T

e, = / (") = 0

minden ¢€Dom(P,) esetén, azaz
0 =" (m)d(r) — ™ (=m)p(=m) = ¢ (m)d(7) — ¢ (m)ag(m),

amib6l ¢(—m)=aw)(r), azaz YeDom(P,). Ezzel belattuk, hogy PiCP,, és igy
P:=P,.

19.6. Foglaljuk Ossze eredményeinket!

P, zart, mert a D-nek az adjungaltja; Py szimmetrikus de nem onadjungalt; Py-
nak legaldbb kontinuum sok onadjungalt kiterjesztése van: minden a € T esetén
P,,. Mivel az énadjungélt operdtorok maximalis szimmetrikusok (nincs szimmetri-
kus kiterjesztésiik), minden olyan operdtor, amely valamely P,-nak a kiterjesztése,
nem szimmetrikus. Ilyen példaul a D, amely zart, mert a Pp-nak az adjungatja.

19.7. A kvantummechanika szerint (a [—m, 7] intervallummal reprezentélt)
egydimenziés dobozba zéart részecske impulzusit egy P onadjungélt differencia-
las-operatorral kell leirni, energiajat pedig a % operatorral, ahol m a részecske
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tomege. A szokdsos targyaldsokban nem hatdrozzdk meg pontosan, mely diffe-
rencialds-operatorrél van szo6, holott lattuk, legaldbb kontinuum sok kiilonbozé
onadjungalt differencidlas-operator van. Az energiaoperatort azonban részletesen
kifejtik, és bizonyos meggondolasokkal arra jutnak, hogy az értelmezési tartoméa-
nyaban olyan fiiggvényeknek kell lenniiik, amelyek a hataron nulla értéket vesznek
fol, a derivaltjukra azonban ma&r nincs semmi kikotés. Ebbol végiil is a zart végii
alléhullamokra jutnak. A 19.8.6. feladat alapjan és a mondott szokasos hatarfel-
tételekbdl azonnal adédik, hogy energiaoperatornak a gf; 0 operatort veszik. DF,
onadjungalt (14sd a 19.8.4. feladatot), de nincs olyan 6nadjungalt differencidlés-
operdtor, amelynek a négyzete volna. (Van olyan 6nadjungélt operdtor, amelynek
a négyzete, de az nem diffrencidlds-operdtor. Ezt majd késébb, a spektrumok
kapcséan latjuk.)

19.8. Feladatok

1. Adjuk meg Py + P,, Py + D és P, + D adjungaltjat!

2. Bizonyitsuk be, hogy (P2)* = D2, (Utmutatas: a 16.4.(2) szerint (P2)* O
(P;)? = D?. Hay € Dom(Pg)* és ¢ € Dom(Pg), akkor ((P§)*v,¢) = (¢, P§¢) =

f Y*(—=¢"). Legyen n(z) :=d+~z+ [ | [ (P?)*¢ | dz, ahol § és 7 olyan, hogy

J (W—=n)=0, f (f ) dz = 0. Ekkor n € Dom(D) és " = (P3)*1; par-

cidlis integraldssal arra jutunk, hogy [ (¢ —n)*¢” = 0. Vélasszuk meg alkalmasan
¢-t a P? értelmezési tartomanyabdl, hogy azt kapjuk, 1 = n.)
3. Bizonyitsuk be, hogy (D?)* = PZ. (Utmutatés: mivel PZ C D?, fendll, hogy
(D*)* C (P3)* = D?. Ha ¢ € Dom(D?)* és ¢ € Dom(D?), akkor
[ero=(03r0.0) = (0.0%) = [ur(
amibdl parciélis integréldssal (¢')*(m)o(w) — (W')*(—m)od(—7) = Y*(m)d (7w) —
Y*(m)¢' (m) adédik. A ¢ alkalmas megvélasztdsaival ldssuk be, hogy ¢ € Dom(P).
4. Az elézek mintdjéra bizonyitsuk be, hogy PyD, P2 és DP, énadjungalt

operédtorok (ami kévetkezik a 18.2. 4llitasbdl is).
5. Legyen w € C\ {0}, és értelmezziik a

Dom(P,):={¢€Dom(D) | ¢(—m)=w¢(m)},
P, : Dom(P,)—L*([—m,7],C), ¢——id'

differencidlds-operatort. Igazoljuk, hogy (P,)* = P /.
P, tehat pontosan akkor énadjungélt, ha w € T. Normalis-e ez az operator?
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Bizonyitsuk be, hogy P} P,, énadjungalt!

6. A nemkonstans nyitott végli alléhulldmok (ldsd a 14.11.3. feladatot) de-
rivaltjai éppen a zart végli dllohullamok szdmszorosai, a zart végiiek derivaltjai
pedig a nemkonstans nyitott végiiek szdmszorosai. Ez motivélja a kovetkezo dif-

ferencidlas-operatorok bevezetését.
m—1\7 m—1 \|?
5 (wisen o+ (252 (a2 o)) <o),
neN
; 2n —1 2n —1 2n —1
Pogb::%z <n<coson,¢> sin en— n2 <sino n2 ,¢> cos e n2 >,
neN
2n —1
<coso 5 ,¢>

‘ . 2n — 1 2n—1 \" 2n-1
PCQS::*%Z (n(sinon,¢> cos en, — n2 <coso n ,¢> sin e n2 >

neN

Dom(P,):= {(b

Dom(P,):= {¢

> (n nonaf+ (250)

neN

Ellenérizziik, hogy P, illetve P. a nyitott illetve a zart végii allohullamokra
alkalmazva azok derivéltjanak a —i-szeresét adja.

A 16.13.4. feladat alapjan P¥ = P, és P = P,, tehat mindkét operator zart.

Legyen N illetve Z a nyitott illetve a zart végi dlléhullamok altal kifeszitett
linedris altér (nem a zdrt linedris altér, mert az mindkettére az egész tér).

Bizonyitsuk be, hogy

7P0|N:Po éSPc|Z:Pcv

— P,|n = D|n és Pelz = Pz,
amib6l P, C D és P, C Py. Az adjungéltakra vonatkoz6 ismereteink alapjan
szarmaztassuk ebbdl, hogy

P,=D, P.=P,

7. A legh6vebb differencialds-operatort a szakaszonként abszolut folytonos fiigg-
vényeken értelmezhetjiik. Ezek olyan fliggvények, amelyek csak véges sok pontban
nem folytonosak de ezekben a pontokban van jobb- és bal oldali hatarértékik, és
azokon az intervallumokon, ahol folytonosak, ott abszolut folytonosak. Az ilyen
fliggvények derivéltjat a szakaddsi helyeket kivéve — amelyek tigyis csak nulla mér-
tékil halmazt alkotnak — ugyanigy értelmezziik, mint az abszolut folytonosokét.
Jelolje Sz.a.f. a [—m, 7] intervallumon szakaszonként abszolut folytonos fiiggvé-
nyek halmazat. Legyen tehdt

Dom(Z) := {¢ € Sz.a.f. | ¢’ € L*([-=,7],C)}, Z¢ = —id.
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Mivel D C Z, az igaz, hogy Z* C D* = P;. Legyen ¢ € Dom(Z), amelynek
egyetlen a pontban van szakaddsa, 0 # o := ¢(a + 0) — ¢(a — 0). Szdrmaztassuk
¢ € Dom(Z*) esetén a (Z*i,¢) = (Y, Z¢p) egyenldségbdl, hogy oip*(a) = 0, és
ebbdl azt, hogy 1 = 0.

Ez példa arra, leheteséges, hogy egy operator adjungaltja csak a nullaban van
értelmezve.

20. Differencialds-operator L2(R,C)-ben

20.1. Definicié L?(R,C)-ben a
Dom(P) := {¢p€L?*(R,C) | ¢ abszoliit folytonos, ¢'cL*(R,C)},
és
P :Dom(P)—=L*(R,C), ¢——i¢,

formuldkkal meghatarozott operatort differencidlas-operatornak nevez-
ziik.

P siirin értelmezett, hiszen Dom(P) tartalmazza a végtelenszer differencidlha-
t6, kompakt tartéja fliggvényeket.

Allitds Ha ¢eDom(P), akkor lim ¢=lim 6=0.

BIizoNYITAS ¢€Dom(P) esetén ¢'€L?(R,C), igy (¢*)'¢ és ¢*¢' Lebesgue-integ-
ralhato, kovetkezésképpen létezik

x

Ci= tim_ [(@)ore'd) = lm [6P]2 = lim_[6()P—loO)F,
0
tehét ll)I:Itl |p(x)]|?=|4(0)|*+C, azonban |¢|? integralhatésiga miatt csak
. 27
im_ o) =0

lehetséges.

20.2. Allitas P*=P.

BizoNYITAS Legyen ¢, y€Dom(P); ekkor

(6, Pg) = R/ o (i) = i / Yo = / —i') ¢ = (P, ) |
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kovetkezésképpen PCP*.
Legyen 1€Dom(P*); ekkor P*1) € L*(R,C), és tudjuk, hogy négyzetesen integ-
ralhaté fiiggvények véges mértékii halmazon integralhatok, ezért minden a, beER,

a<b esetén jol értelmezett az n == i | J + /P*w , fliggvény, ahol §€C olyan,
hogy f =0 teljesiiljon. n abszolit folytonos, és ' = iP*.
Ha qSGDom(P) tartdja része az [a, b] intervallumnak, akkor

b

7¢/¢*¢':<w,P¢> (P*, ¢) = /bP* K */( in') ¢ =

= (i et — i / 7 = —i /b e,

a

b
kovetkezésképpen [ (p—n)*¢'=0.
A ’ )
-1), ha z€la, b],
b RoC, wd T o,
0, ha z¢[a,b]
fiiggvény benne van P értelmezési tartomanydban, tartéja része az [a, b] interval-

b
lumnak, igy [ |¢p—n|*=0, kovetkezésképpen ¢ az [a, b]-n Lebesgue-majdnem min-

deniitt egyenld n-val, tehat 1) az [a, b]-n abszolit folytonos és (1[(4,5)'=iP*%|[4,5)-
Ez minden [a, b] intervallumra igaz, igy v abszoliit folytonos és ¢'=iP*pc L?(R, C),
azaz Y€Dom(P). Ezzel belattuk, hogy P*CP, és {gy P*=P.

20.3. Feladat

Ertelmezziik L?(RT, C)-ben a kivetkezd differencidlds-operatorokat:

Dom(D) := {¢cL*(RT,C) | ¢ abszolit folytonos, ¢'cL*(RT,C)},
Dom(Pp) := {¢€Dom(D) | $(0) = 0},

és
D : Dom(D)—=L*(R,C), ¢rs—i¢,
P :Dom(P)—L*(R,C), ¢r—r—id.

Igazoljuk, hogy Py = D és D* = F,.
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21. A fuggvénnyel valé szorzas-operatorok

21.1. Definicié Legyen (X, A, ) o-véges mértéktér, és f : X —C mérhetd
fiiggvény. A
Dom(My) == {pcLi(X) | foeL’(X)},

My : Dom(My)—L2(X), ¢—fo

formuldkkal meghatéarozott My-et az f-fel valé szorzas operatoranak ne-
vezziik.

Allitds Dom(M;)CL2(X) siirii linedris altér.

BizoNyiTAs Nyilvanvald, hogy Dom(My) lineéris altere L? (X )-nek. Ha peL?(X),
akkor minden neN esetén F,:={|f|<n}CX mérheté halmaz, és |fxr, d|<nxr, ||
miatt xp, p€Dom(My). A (xr, @), €N sorozat pontonként ¢-hez konvergél, és |¢|
négyzetesen integralhaté majoransa, igy a Lebesgue-tétel szerint (xr, @),y ¢-hez
konvergal L2 (X )-ben is.

21.2. A||ftés Legyen f és g két X —C mérhetd fiiggvény. M¢=DM, pontosan
akkor teljesiil, ha f és g p-majdnem mindeniitt egyenlSk.

B1zoNYiTAs Nyilvanvalé, hogy ha f és g yu-majdnem mindeniitt egyenlSk, akkor
My=M,.

Tegyiik fel, hogy f és g nem p-majdnem mindeniitt egyenlék, és zarjuk ki a
p = 0 trividlis esetet. Ekkor létezik F€A, amelyre oo > p(FE) > 0, és EC{f#g}.
Minden neN esetén

Hy = En{|flsn} N0 {lgl<n}

mérhetd halmaz, |J H,=FE, kovetkezésképpen létezik olyan meN, hogy p(H,y,)>0.

neN
Ekkor |fxm,,|<m|xw,.| és l9xH,, |<m|xH,,| miatt x g, €Dom(M;) N Dom(M,).
Az fxm, és a gxm, figgvények nem p-majdnem mindeniitt egyenlék, tehdt
Myxw,, #MgXm,,, és igy My#M,.
21.3. Allitds M ¢ pontosan akkor folytonos, ha f p-korlatos, és ekkor

M)l = [1floo-

B1zoNYITAS Legyen f p-korldtos. Ekkor minden ¢€L12L(X) esetén fquLi(X)7
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azaz Dom(My)=L%(X), és

7012 = [ 1567%dn < (171 112,
X

kovetkezésképpen M, korlatos, és ||M||<|fleo- Legyen a olyan szam, hogy
If|leo>a. Ekkor p({|f|>a})#0, igy létezik F€A olyan, hogy 0<u(E)<oo, és
Ec{|f]>a}. A

XE

n(E)

fiiggvény olyan, hogy [1[|=1 és || fip|>cv, tehdt [[ M| > a, igy || M |[=]]f]oo-
Tegyiik fel, hogy f nem p-korlatos. Ekkor minden neN esetén 1étezik olyan
my, € N és E, €A, amelyre 0<p(E,)<oo, és E,C{|f|>n} N {|f|l<mn}. A

V= € L(X)

XE, 2
n = ——— € L*(X
’(/} /I,(En) M( )

fuggvények olyanok, hogy |¢n||=1, ¥, € Dom(My) és || fi,||>n, tehat My nem
korlatos.

21.4. Allitds (M;)*=M;-.
BizoNyiTAs Ha ¢, ¢e€Dom(My)=Dom(M;-), akkor
Mg} = [0 fodu= [ (7°6) vdu = (Mj6.0)
X X
kovetkezésképpen M- C(My)*.
Ha ¢€Dom((My)*) és yy€Dom(M;y), akkor
[y 0y v = (017 6.) = (0. M70) = [ 0" Fod= [ (5°0) v
X X b'e
fgy
1@ty o-rroyvau=o.
b
Legyen neN esetén F), := {|f] < n}, és

Un = xp, (M) o—f" ).
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(Mf)*qﬁeLi(X), ésaz |f*oxr, |<nxr,|¢| egyenlStlenség szerint f*(bXF”d)ELZ(X),
kovetkezésképpen ¢, € L2 (X ). Mésrésat az |fipn| = [fxF, ¥n|<nxr, )] egyenldt-
lenség miatt fi, €L (X), tehdt ¢, € Dom(Mj), és igy

/|(Mf)*¢*f*¢|2XFn dp =0,
X

ezért (My)*¢=f*¢ az F,, halmazon p-majdnem mindeniitt. Ez tetszéleges neN
esetén igaz, és |J Fo,=X, igy (My)*¢=f*¢ p-majdnem mindeniitt, kvetkezés-
neN

képpen ¢cDom(My-)=Dom(My). Ezzel belattuk, hogy (Ms)* C My, azaz
(My)*=My-.

Kovetkezmény M zart operdtor minden f : X—C mérhetd fiiggvény esetén,
ugyanis My=(M;y-)*.

Tehat a zartgrafikon-tétel miatt My pontosan akkor mindeniitt értelmezett, ha
folytonos, ami viszont a 21.3. 4llitas szerint azzal egyenértéki, hogy f € Ly (X).

21.5. Egyszeri tény, hogy M7 = idg, My = 0, és minden 0 # A\ € K esetén
My; = AM; (természetesen 0 = Moy D 0My). Tovdbba igaz még a kovetkezd két
Osszefiiggés is, és mindezek ,,rimelnek” a 16.4-ben mondottakra.

A”I'tés Legyenek f,g: X—C mérheté fiiggvények. Ekkor

(i) MyigDMs+M, és egyenlbség all, ha My és az M, kiziil az egyik foly-
tonos,

(ii) Mg DMy M,, a jobb oldal értelmezési tartoménya Dom(M,)NDom(M;,),
és egyenléség all, ha M, folytonos.

Bi1zoNyITAs (i) Ha ¢ € Dom(M;+ M), akkor f¢ és g¢ négyzetesen integralhatd,
igy (f + g)¢ is négyzetesen integralhatd, tehat igaz a kijelentett tartalmazas.

Ha példdul M, folytonos, azaz g € L3°(X), és ¢ € Dom(My,), akkor (f +g)¢
és nyilvanvaldan g¢ is négyzetesen integralhatd, tehat f¢ is négyzetesn integral-
haté, azaz ¢ € Dom(My + M,), tehdt végiil is My = My + M.

(ii) Ha ¢ € Dom(MyM,), akkor g¢ és f(g¢) = (fg)¢ négyzetesen integralhato,
tehat igaz a kijelentett tartalmazas. Az is nyilvanvalé ekkor, hogy a jobb oldal
értelmezési tartoménya része Dom(M,) N Dom(M4)-nek. Ha viszont ¢ ez utébbi
halmaznak az eleme, akkor g¢ és (fg)d = f(g¢) négyzetesen integralhatd, tehét
¢ € Dom(MsM,).

Ha M, folytonos, akkor mindeniitt értelmezett, ezért az értelmezési tartoma-
nyokra az imént beldtott Oszefiiggés szerint My, = My M,.

21.6. Allitas My normélis operdtor.

Bi1zoNYITAs Ha ¢eDom (M2 ), akkor ¢pe L2 (X) és | f|*¢ € L2 (X), igy a szorzatuk
|f12|¢]? p-integralhaté, azaz f(bGLﬁ(X). Ez azt jelenti, hogy ¢ az My értelmezési
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tartomédnyanak is eleme. Arra jutottunk tehdt, hogy Dom(M|f2) C Dom(My) =
Dom(Mj¢-). Alkalmazva az el6bbi 4llitds (i) pontjat a g:=f* fliggvényre azt kap-
juk, hogy

azaz My normalis.

21.7. Allitas Az My operdtor pontosan akkor
i) onadjungalt, ha f = f* pu-majdnem mindeniitt (azaz -majdnem
1 [
mindentitt valés értékii),
(ii) unitér, ha |f| = 1 y-majdnem mindeniitt,
(iii) projektor, ha létezik E € A gy, hogy f = xg p-majdnem minentitt
(azaz f p-majdnem mindeniitt 0 és 1 értéki).

BizoNYITAS A 21.3. és 21.4. 4llitdsokbdl azonnal adédnak a kivént osszefiiggések
az alabbi formulak alapjan.

(i) My = (My)* = My-

(iii) Mp2 = (My)? = M.

21.8. Feladatok

1. Legyen E € A. Ekkor L2 (E)-t szokdsosan (nulldval vald kiterjesztéssel)
az Li(X ) linedris alterének tekintjitk. Mutassuk meg, hogy ennek a zért linedris
altérnek megfelel6 ortogondlis projektor a x g-vel vald szorzds operatora.

-1
2. Igazoljuk, hogy My pontosan akkor injektiv, ha p( f ({0}) =0, és ekkor az

lo, . 1 ha f(x) # 0,
7@ "{o ha f(z) = 0

formuléval definidlt fiiggvény mérhetd, és (M;)~! = M, /f-
3. Mutassuk meg, hogy M pontosan akkor injektiv, és az inverze folyonos, ha

van olyan o > 0, hogy u( f (G(0))) = 0.

4. Taldljunk olyan f,¢g : R — R fiiggvényeket, hogy L?(R)-ben My + M, #
Myyg, illetve MMy # Myg.

5. Gondoljuk végig, milyenek a szorzas-operatorok [%-ben, és ennek alapjan
adjunk egyszerli bizonyitdast a 16.13.3. feladatra. Adjunk itt is példat az el6z6
feladatnak megfelelGen.

6. KV operdtorai az N x N-es marixok. Fogjuk fel KN-et {1,2,...,N} — K
fliggvényeknek. Milyen matrixok a szorzas-operatorok?

7. Tgazoljuk, hogy L°(X) — Lin(L7.(X)), f — My izometrikus linedris bijek-
ci6; sét, ha Lj? (X)-et a pontonkénti szorzds és konjugdlds miiveleteivel is elldtjuk,
akkor ez a hozzdrendelés izometrikus x-algebra homomorfizmus (azaz szorzat- és
*-tartd is).
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8. Igazoljuk, hogy az M/ szorzasoperator pontosan akkor pozitiv énadjungalt,
ha f > 0 p-majdnem mindeniitt. Mi a folytonos My négyzetgyoke? Ertelmezhe-
t6-e a nem folytonos My négyzetgyoke?

Vizsgaljuk meg ebbdl a szempontbdl specidlisan 12-t!

9. Legyen (X, A, ) és (Y, B,v) o-véges mértéktér. Az f: X - Késg:Y - K
fiiggvényekre hasznaljuk a szokdsos fRg: X xY — K, (z,y) — f(x)g(y) jelolést.
Ha f és g mérhetd, akkor f ® g is az.

A 15. fejezet szerint L2(X)®L(Y) = L7g, (X x V). Mutassuk meg, hogy
My ® My C Mygg, és egyenléség pontosan akkor 4ll, ha mind f mind g lényegé-
ben korlatos (azaz My és M, mindeniitt értelmezett).

Vilaszoljuk meg ennek alapjan azt a kérdést, mikor teljesiil egyenloség a 16.13.14.
feladatban.

22. A Heisenberg-féle felcserélési relacié

22.1. Legyen P a 20. fejezetben definiélt differencidlas-operator a H:=L?*(R, C)
Hilbert-téren, és Q:=M,q,. Ekkor P és () nem folytonos énadjungalt operatorok,
PQ—QP stirlin értelmezett, mert a kompakt tartéju végtelenszer differencialhatd
fiiggvények benne vannak az értelmezési tartomanyédban, és PQ—QPC—iidg.

Legyen P a 20. fejezetben definialt valamelyik onadjungalt differencidlds-ope-
rator a H:=L?([—m, 7|, C) Hilbert-téren (P = P, valamely a-ra) és Q:=Mq__ .
Ekkor P nem folytonos, @) folytonos énadjungalt operator, PQ—QP siiriin értel-
mezett, és PQ—QPC—iidy.

Mindkét idézett esetben csak tartalmazas all. Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e
egyaltaldn olyan P és Q onadjungalt operator valamely H Hilbert-térben, hogy
teljesiil a

PQ-QP = —iidy

ugynevezett Heisenberg-féle felcserélési relacio.

Ha P és (@ ilyenek, akkor mindeniitt értelmezettek, igy zartsdguk miatt foly-
tonosak. A kévetkezd allitds azt mondja, hogy a fenti egyenl8ség folytonos (nem
sziikségképpen énadjungalt) operdtorokra nem teljesiilhet.

Allitas Ha A 65 B folytonos operdrotorok, amelyekre AB—BA = \idyg va-
lamely M€K esetén, akkor A=0.

B1zoNYITAS Ha A és B eleget tesz az éllitasban kirétt feltételnek, akkor indukei-
éval megmutathaté, hogy minden n€EN esetén A" B—BA"=n\A""1.

Tegyiik fel el8szor, hogy létezik olyan n€N, hogy A"=0, de A"~'+£0. Ekkor
nAA""1'=A" B— BA"=0, kivetkezésképpen \=0.
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Tegyiik fel most, hogy A™#0 minden n€N esetén. Ekkor
n| A A" < [ A"B| + | BA™|| < 2|1 B|| [|A™ ]| All,

ey 2| All | B
< 24l
n

minden n-re, kovetkezésképpen A=0.

22.3. A kvantummechanika alapaxiéméjaként szokés feltenni, hogy egy tomeg-
pont P impulzusét és @ helyzetét olyan operdtorokkal kell leirni, amelyek teljesitik
a Heisenberg-féle felcserélési relaciét. Lattuk, ez lehetetlen. Ha helyette azt kove-
teljiik meg, hogy csak egy siiri linaris altéren alljon fonn az egyenl6ség, akkor mar
nem kivanunk lehetetlent, amint azt a bevezet6é példak mutattdk. Ekkor azonban
éppen ezeknek a példaknak a bosége okozza a kellemetlenséget: legalabb kontinu-
um sok unitér inekvivalens lehet6ség van. Pontosan megmagyarazzuk, mit értiink
ezen.

Legyen P és (Q olyan onadjungalt operator valamely H Hilbert-térben, hogy
egy strii linedris altéren teljesiil a PQ—QP = —iidg Osszefiiggés, P’ és Q' olyan
onadjungalt operator valamely H' Hilbert-térben, hogy egy sfirii linedris altéren
teljesiil a P'Q'—Q'P' = —iidy Osszefiiggés. Azt mondjuk, hogy a (P,Q) par
unitér ekvivalens a (P’,Q’) pérral, ha van olyan olyan U : H — H’ unitér
leképezés (azaz izometrikus linedris bijekcié), hogy P’ = UPU™, Q' = UQU L.

Az unitér ekvivalens parokat — és csak azokat — ,,ugyanolyanoknak” , fizikailag
egyenértékiieknek” tekintjiikk. Ha tehat kontinuum sok unitér inekvivalens lehet6-
ség van, akkor ugyanennyi fizikailag nem egyenértéki kvantummechanika. Késébb
a spektrumokkal kapcsolatban latni fogjuk, hogy az L?([—n, 71])-beli (P,, Mia,_, )
és (P, Miq,_, ;) pérok unitér inekvivalensek, ha a # o'

A Heisenberg-féle felcserélési relaciobdl formdlis atalakitasokkal, Osszegzéssel
nyerhet6 az

eiaPeibQ _ eiabeieriaP (a, be R),

Weyl-féle reldcid, ahol az exponencidlosoknak jél meghatérozott értelme van (nem
sorosszeg!). Neumann Jdnos megmutatta, hogy ha a (P, Q) par eleget tesz a fenti
relacionak és irreducibilis, azaz csak a trividlis zart alterek — a nulla és az egész
~invaridnsak mind P-re, mind @Q-ra, akkor ez a par unitér ekvivalens az L?(R)-beli
differencidlas-operatorbdl és az idg-vel vald szorzas-operatorbdl allé parral.

23. Operatorok spektruma

23.1. A véges dimenzids vektortéren megismert fogalmakat (Analizis 11.37.1.)
alkalmazzuk most Hilbert-terekre.
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Definicié A \eK az A operdtor sajdtértéke, ha Ker(A—\idg)#{0}, és ek-
kor a Ker(A—M\idy) altér az A-nak a A-hoz tartozé sajdtaltere, amelynek
nem nulla elemei az A-nak \-hoz tartozé sajdtvektorai. Jelolje Fig(A) az
A sajatértékeinek halmazadt.

Tehdt A€K pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha az A—Aidgy linedris leképe-
zés nem injektiv, és z€Dom(A)\{0} pontosan akkor A\-hoz tartozé sajatvektora
A-nak, ha Az=M\z.

Ugyanugy, mint véges dimenzids vektorterek esetén, egy operator kiillonb6zo
sajatértékii sajatvektoraibdl allé rendszer linearisan fiiggetlen.

Allitas Egy zdrt operdtor minden sajataltere zart linedris altér.

Bi1zoNYITAS Ha Z zart operdtor és A€K, akkor az 5.3. &llitds szerint Z—\idgy
zart operdtor, igy magtere az 5.5. szerint zart linearis altér. W
Specidlisan, mindeniitt értelmezett és folytonos operator sajatalterei zartak.

23.2. Tudjuk, hogy véges dimenziés komplex vektortéren minden operdtornak

van sajatértéke. Végtelen dimenzidban ez nem igaz. Most a sajatérték fogalmanak
altaldnositasdaval foglalkozunk.

Definicié AeK az A operitor reguldris értéke, ha az A — \idg operdtor
(i) injektiv,
(ii) értékkészlete siirti,
(iii) inverze folytonos.
Jelolje Reg(A) az A reguldris értékeinek halmazdt. A Sp(A):=K\Reg(A)
halmazt az A spektrumanak nevezziik.

Nyilvédnvald, hogy Eig(A)CSp(A). Ha H véges dimenzids, akkor Sp(A4) =
Eig(A), mivel ekkor minden H— H injektiv linedris leképezés bijekcid, melynek
inverze, 1évén linedris, folytonos.

A spektrum pontjait — a sajatértékeken kiviil — aszerint osztalyozzuk, hogy a
reguldris értékekre felsorolt (ii)-(iii) tulajdonsdgok koziil melyik nem teljesiil.

Spe(A) := {\eK \ Eig(A) | Ran(A—\idg) stirti, (A—Aidgr) ™! nem folytonos},
Spr, (A):={\cK\Eig(A) | Ran(A—\idgr) nem sfirii, (A—\idg) ™" folytonos},
Spr, (A):={\cK\Eig(A) | Ran(A—\idgr) nem sfirti, (A—\idgr) " nem folytonos}.

Tehdt Sp(A)=Eig(A) USp.(A) USpr, (4) U Sp,,(A).
Spc(A)-t az A folytonos spektrumdnak szokds nevezni, Sp,, (A) U Spy, (A)-t
pedig a maradékspektrumanak.
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Allitds Ha Z zart operdtor, akkor \eReg(Z) ekvivalens azzal, hogy Z—\id g
injektiv, az inverze mindeniitt értelmezett és folytonos (azaz Lin(H) eleme).

BizoNYITAS Ha Z zart, akkor A€Reg(Z) esetén (Z—M\idgr)~! slirlin értelmezett
folytonos linearis leképezés, mely az 5.3. és az 5.4 allitas szerint zart, igy a zart
grafikon tétele szerint mindentitt értelmezett. m

Ha tehdt A € Reg(Z), akkor Ran(Z — Midg) = H.

Specidlisan igaz ez mindeniitt értelmezett folytonos operatorra, azaz Lin(H)
elemére.

23.3. A kovetkezOkben sziikségiink lesz az Analizis II11.B. 10.10. allitas finomi-
tdsara.

Allitds Legyen A olyan injektiv operator, hogy A~! siiriin értelmezett és

folytonos. Ha HeLin(H) és HH||<||A R akkor A—H injektiv, (A—H)~*

stiriin értelmezett és folytonos.

BizoNYiTAS Ekkor a HA™! : Ran(A)— H leképezés folytonos és linedris, igy 1éte-
zik egyetlen HA-1eLin(H) kiterjesztése, és |HA-Y|=|HAY|<||H|| [|[A7Y|<1.
Kovetkezésképpen idg—H A~ invertalhatd, és

(idg—HA-?T i " e Lin(H).

Azonban
A—H = (idg—HA YA = (idg—HA1)A,
tehdt A—H injektiv, és
(A—H)~ -1 Z (HA-T

n=0

folytonos leképezés. Tovabba, Ran(A—H)=(idg—HA~1)[Ran(A)]CH siir{i, mert
idgg—HA—-!: H—H folytonos linearis bijekcid, melynek inverze is folytonos, igy
stird alteret stirti altérbe képez. ®

Megjegyeziik, ha Ran(A)=H, akkor HA=*eLin(H), igy

(A—H)~ -t Z (HA™Y" € Lin(H).

23.4. Allitds Minden A operatorra Sp(A)CK zdrt halmaz.
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BizoNYiTAs Ha Sp(A)=K, akkor az allitds nyilvdnvalo.

Sp(A)#K esetén legyen AeReg(A). Ekkor A—\idgr injektiv, inverze siiriin ér-
telmezett és folytonos. Ha a€K olyan, hogy |a|< TA—xdm) 1] akkor az el6z6
allitds és A—(A\a)idg = (A—Xidg) — aidg miatt A—(A+a)idg injektiv, az in-
verze slriin értelmezett és folytonos, tehat A+acReg(A). Tehat Reg(A) nyilt,
kovetkezésképpen Sp(A) zért részhalmaza K-nak. m

Eredménytink egyszer(i kovetkezménye, hogy Eig(A) C Sp(A).

23.5. Definicid Az A operdtor rezolvensének az
Ry : Reg(A)—Lin(H), M—>(A-Xidg)~!

leképezést nevezziik.

Az el8zé allitdst gy is megfogalmazhatjuk, hogy ha A € Reg(A), akkor a A

koriili ———— sugaru nyilt gomb is Reg(A) része.

Allitds Ha A, p € Reg(A), akkor

Ra(A) = Ra(p) = (A= p)Ra(A) Ra(p).

BI1zONYITAS Az
(A—pidpg) — (A=Aidg) = (A—p)idpom(a)

egyenléséget balrdl R4 (A)-val, jobbrdl R4(u)-vel szorozva a kivédnt egyenléséget
kapjuk a Ran(A — pidg) siir(i linedris altéren, amibél kovetkezik, hogy mindeniitt
is igaz.

23.6. Allitas Zdrt operdtor rezolvense K-analitikus fiiggvény.

BizoNYITAS Legyen Z zirt operator. Ha Sp(Z)=K, akkor az 4llitds nyilvanva-
16, hiszen az iires fiiggvény analitikus. Ha Sp(Z)#K, akkor minden A€Reg(Z) és

1
a€K, |a|< = ezetén
[Rz(A)

Z—(Ma)idy = (idgr—aRz(\)(Z—Midgr)

injektiv, az inverze mindeniitt értelmezett és folytonos, ezért

Rz(Ma) = Rz(N)(idm — aRz(V) ' =Y a"Rz(\)"™H,
n=0
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tehdt Ry analitikus, és A€Reg(Z) esetén Rz (\)=n!Rz(\)"*'. m
Megjegyezziik, hogy specidlisan Rz'(\)=Rz(\)%.

23.7.  Allités Ha AeLin(H), akkor Sp(A) része a nulla koriili | A|| su-
gard zéart gombnek (tehdt Sp(A) kompakt részhalmaza K-nak), és az Ra :
Reg(A)—Lin(H) rezolvens végtelenben eltiind.

BizoNYiTAS Legyen A€K olyan, hogy |A\|>||A||. Ekkor |[A"1A[<1 és
A-)\idg = —)\(idH—)\ilA)

miatt A—\idg injektiv, és

o0
Ra(N) = (A-Xidg) ' = =)
n=0
Kovetkezésképpen AeReg(A), igy Sp(A)T{reK | |A[<||A|]}. A fenti formuldbdl
kozvetleniil 1atszik, hogy R4 végtelenben eltiind. m
A kovetkezd fejezetben ||Al|-nél esetenként kisebb sugari zdrt gombot is meg-
adunk, mely tartalmazza Sp(A)-t.

XS A" € Lin(H).

23.8. Allitds Ha H komplex Hilbert-tér és AcLin(H), akkor Sp(A) nem

tires.

BizoNYiTAs Tegyiik fel, hogy Sp(A)=0. Ekkor R4 : C—Lin(H) a végtelenben
eltling differencidlhaté fiiggvény, ezért korldtos C-n, igy a Liouville-tétel (14sd 7.8.)
szerint konstans fiiggvény, és a konstans (a végtelenben eltiinés miatt) sziikségkép-
pen nulla; ez ellentmondds, mivel R4(\) injektiv linedris leképezés. m

Valés Hilbert-téren folytonos operator spektruma lehet iires még véges dimen-
ziéban is, amint azt jél tudjuk a vektorterek elméletébél. Példaul R? esetén

A RQ%R27 (I’,y)F—)(fy,fE)

olyan (folytonos) linedris leképezés, hogy Sp(A)=Eig(A)=0.

23.9. Allitds Ha Z siiriin értelmezett zart operator (specidlisan, ha minde-
niitt értelmezett és folytonos), akkor

Sp(Z")=Sp(2)".

BizoNYITAS Legyen AeReg(Z)*. Ekkor A*€Reg(Z), azaz Z—A*idg injektiv és
inverze Lin(H )-ban van. Ekkor a 16.8. &llitds szerint

(Z*Xidg) ™! = (Z-Midg)* ™' = (Z-Nidg) ™M € Lin(H),
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tehdt AeReg(Z*), azaz Reg(Z)*CReg(Z*). A 16.10. &llitds szerint Z* is sfirtin
értelmezett zart operator és Z=27** igy az elozéeket Z*-ra alkalmazva kapjuk,
hogy Reg(Z*)*CReg(Z**)=Reg(Z), azaz Reg(Z*)CReg(Z)*. Tehat Reg(Z*)=
Reg(Z)*, azaz Sp(Z*)=Sp(Z)*. m

Azonban Eig(Z*)=FEig(Z)* nem feltétleniil teljesiil még akkor sem, ha Z zart.

23.10. Allitds Ha A siiriin értelmezett operator és Eig(A*)CEig(A)*, akkor
Ran(A — \idg) stirli, vagy ami ugyanaz,

Spr, (A)=Spr,(A) =0.

BizoNYITAS Legyen AeK\Eig(A). Ekkor \*¢Eig(A)*, igy A*¢Eig(A*), kovetke-
zésképpen A*—\*idg=(A—ANidg)* injektiv, {gy

Ran(A—\idg )t = Ker(A—\idg)* = {0},
tehat Ran(A—Nidgy)CH siri. =

23.11. A most kovetkezd allitds onmagaban is érdekes, és a spektrumokkal
kapcsolatban fontos alkalmazast nyer.

Allitds Legyen E és F normélt tér, L : E~~F injektiv linedris leképezés.
L~ pontosan akkor folytonos, ha

= inf |Lz| > 0,
z€Dom(L),||z||=1

1
és ekkor ||L71||==.
a

BizoNy{TAs Ha a>0, akkor minden z€Dom(L) esetén ||Lz|>alx|, azaz minden
yERan(L) esetén ||L‘1y||§$||yH, tehat L= folytonos és ||L71]| < é.

Ha L~! folytonos, akkor minden y€Ran(L) esetén || L~ 1y||<||L7Y| ||ly|l, azaz
minden z€Dom(L) esetén ||x|| < ||L7Y| ||Lz| és{gy 1 < ||[L7Y o azaz |[L7Y| > o

23.12. Definicid )\ € K az A operidtor dltaldnositott sajatértéke, ha
A ¢ Eig(A) és létezik (x4, )nen sorozat Dom(A)-ban tgy, hogy valamely K >0
és minden neN esetén ||z, ||>K, és

lim (A—Xidgr )z, = 0. (%)
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1. TABLAZAT. Az A operétor spektruma

A-Xid .
. injektiv (A-Xidp)
Ran (A-\idg) - - - - nem
(A-XNidg)~ (A-\idg)~ injektiv
folytonos nem folytonos
o zart
stirt S, Reg(A4) Sp.(4) .
zart Eig(4)
nem stird — Sp,,(4) Sp,,(4)
nem zart

2. TABLAZAT. A Z zért operéator spektruma

Z-\id )
. injektiv (Z-Nidp)
Ran (Z-\idg) - - - - nem
(Z-Nidp) (Z-Nidp) injektiv
folytonos nem folytonos
o zart Reg(Z) —
stird -
nem zart — Sp.(Z) Eie(Z
L zart Sp,.(Z) — ig(2)
nem surua 1
nem zart — Sp,,(Z)

Allitss A € K\ Eig(A) pontosan akkor dltaldnositott sajatértéke A-nak, ha
létezik (z,,)nen sorozat Dom(A)-ban gy, hogy minden neN esetén ||z, | = 1
és a () egyenl8ség teljesil.

B1zoNYITAS Nyilvdnvalé, hogy ha a sorozat tagjai mind egységvektorok, akkor a
K :=1 szammal teljesiil a definicié feltétele. Ha viszont a sorozat alulrél korlatos,
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akkor az y, :=

sorozat tagjai egységvektorok, és

[ n“
. 1 .
I(A = Ade)ynll < 2 1I(A = Aidar)zall,

tehat a bal oldal hatarértéke nulla.

23.13. Allitds AeK \ Eig(A) pontosan akkor altaldnositott sajatértéke A-
nak, ha (A—\idg)~! nem folytonos.

BizonyiTAs AeK\Eig(A) miatt A—Xidg injektiv, és a 23.11. 4llitds szerint
(A—Xidgr)~! pontosan akkor nem folytonos, ha

inf  [[(A=Nidg)z| = 0.
z€Dom(A),||z||=1

Ha ) altalanositott sajatérték, akkor az elézdek szerint a fenti egyenléség nyilvan-
valbéan igaz. Ha viszont ez az egyenléség all, akkor az infimum alaptulajdonsdga
szerint 1étezik (x,)nen egységvektorokbdl &ll6 sorozat, amelyre (k) teljesiil.

23.14. Feladatok

1. Ha X\ € Eig(A), akkor \? € Eig(A?), és A-nak a A\-hoz tartozé sajatalterét
tartalmazza A2-nek a A\%-hez tartozé sajataltere. Adjunk egyszer(i példat olyan
valds véges dimenziés Hilbert-téren értelmezett A operdtorra, hogy van az A%-nek
olyan sajatértéke, amely nem négyzete az A egy sajatértékének.

2. Legyen H komplex Hilbert-tér, p:C—C polinom és A € Lin(H). Ekkor
Sp(p(A)) = p[Sp(4)]. (Utmutatss. Minden A € K esetén van olyan ¢ polinom,
hogy p — p(A) = (idx — A)g, ezért p(A) — p(N)idg = (A — Mdm)q(A) = q(A)(A -
Aidgr). Legyen A € Sp(A) és tegyiik fel, hogy p(A) ¢ Sp(p(A)). Ekkor q(A)(p(A)—

pNide) ™" = (p(A) — p(Vidm) " q(A), fgy

ider = (A = Nida)q(A) (p(A) — p(Vider) ' =
= (p(A4) — p(WVidmr) " q(A)(A — Xider) = g(A) (p(A) — p(Nider) (A= Nidgr),

azaz A — Midpg invertalhatd, ami ellentmondas.
Legyen n € Sp( (A)). Ha A\y,..., \, a p—n gyokei (multiplicitaibsal szdmolva),

akkor p—n =« H (idg — \g) , {gy p(A) — nidg = « H (A — A\;idg). Ha minden

Xi € Sp(A), akkor a JObb oldal minden téneyzdje 1nvertalhato ezért a bal oldal is,
ami ellentmondas.)

3. Legyen F4 a 17.11.14. feladatban leirt operator. Mutassuk meg, hogy
Sp(F4) = Sp(A), és ha L az A-nak a A\-hoz tartozé sajataltere RV-ben, akkor
Fs-nak a A\-hoz tartozé sajétaltere {¢ € L2(RY,KM) | Ran¢ C L}.
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4. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € Lin(H), akkor Sp(AB) \ {0} = Sp(BA) \
{0}. (Utmutatds: ha 0 # A € Sp(BA), akkor a C := (BA — idg)~! jeloléssel
ACB —id
% = (AB — Xdp)~.

Az [%-beli jobbra tolds és balra tolds operatordra mutassuk meg, hogy 0 €

Sp(RL) de 0 ¢ Sp(LR).

5. Igazoljuk, hogy ha D € Lin(H) bijekcid, akkor minden A operdtorra
Sp(A) = Sp(DAD™Y).

6. Ha A, B € Lin(H) bijekcidk, akkor Sp(AB) = Sp(BA).

7. Definialjuk (L?([—7, 7], C)-ben a P, differencidloperatort a ¢ —i¢’ formulé-
val a {¢p€Dom(D):¢(—m)=0} halmazon! Mutassuk meg, hogy minden \eC esetén

az
T

(Rxg)(z) :=1i / @) p(s)ds  (ze[—m,7])

—T

formuldval megadott Ry mindeniitt értelmezett folytonos operator, amely inverze
a P,—A\-I operatornak (ahol I az identitdsoperdtor). Kovetkezésképpen P, spekt-
ruma iires.

8. A sajatérték és a spektrum definicidéja Banach-térre is alkalmazhaté. E
fejezet mely allitasai maradnak érvényben Banach-térbeli operatorokra?

24. A spektralsugar

24.1. Definicid A mindeniitt értelmezett, folytonos A operdtor spektral-
sugara
r(A) :=inf{r > 0] Sp(4) C G..(0) C K}.

Allitas A spektralsugdrra r(A)<||A|| teljesiil. Ha Sp(A) = 0, akkor r(A) =0,
ellenkezé esetben pedig

r(A) = sup{[A] [ A€ Sp(A)}.

B1zONYITAS A legels6 egyenléség a 23.7. allitas szerint igaz. A mésodik egyenl6ség
nyilvanvalod, és a harmadik is egyszert tény. m

Ha Sp(A) nem iires (komplex Hilbert-téren ez minden A-ra teljesiil), akkor, 1é-
vén a spektrum zdrt halmaz, létezik (dltaldban nem egyetlen) AeSp(A) gy, hogy
[Al=r(A).



24. A spektralsugar 109

24.2. Allitds Komplex Hilbert-téren értelmezett folytonos A operatorra

r(A) = inf || A™||*/™ = lim ||A"]|}/".

BizoNYyiTAs Ha A € Sp(A), akkor a 23.14.2. feladat szerint A™ € Sp(A™) minden
n € N esetén (de arrél kozvetleniil is meggy&zddhetiink az ismert “nevezetes szor-
zat” segitségével, amely szerint A" —A"I = (A—XI)(A" 1+ A" 72X+ .. A7 1)),
tehdt |A|™ < ||A™|, ezért

r(A) < inf || A"

|Y/™ < liminf || A" | Y/".

A Gy/pa)(0) = Lin(H), a — (I — aA)~" leképezés jol értelmezett (ahol, szo-
késosan, r(A) = 0 esetén, a széban forg6 halmaz az egész komplex sik), ugyanis az

inverz a = 0 esetén trividlisan létezik, o # 0 esetén pedig I —aAd = —a | A — —
e

Tovéabba a fenti leképezsés differencidlhato, mert a nyilvanvaléan differencialhaté
a — [ —aA és a szintén differencidlhaté invertalds kompozicidja. Ezért a fliggvény
analitikus (l4sd 7.8.), azaz

(I-ad)™ =) Xn.a" (o€ Gipa)l0)),

n=0

ahol az X,-ek a Lin(H) elemei.
Viszont, a Neumann-sor szerint

(I —ad)” Z (o € G4 (0)).

Kovetkezésképpen X,, = A™ minden n-re, hiszen a komplex fiiggvénytanbdl jél
ismert tény, hogy egy UCC nyilt halmazon értelmezett C-differencidlhaté fiigg-
vényt barmely U-beli pont koriili Taylor-sora el6allit a maximdlis sugard, lezart-
javal teljes egészében U-ban 1év6 nyilt gombon.

Igy tehdt minden o < esetén van olyan M, > 0 szém, hogy ||A"a™| <

L

r(4)
M,

M,,. Ezért ha a # 0, akkor ||A™||*/" < Tal” és igy hmsup AV < |

az itteni jobb oldal infimuma a-ban éppen r(A), az is 1gaz, hogy

Mivel

al”

limsup A"V < r(A).
n
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Osszevetve ezt a bizonyitas elején mondottakkal, megkapjuk a bizonyitandé
formuldkat. m

Valés Hilbert-térre az allitds nem igaz még véges dimenziéban sem. Példa-
ul A : R2—5R?, (z,y)~(—y,z) olyan (folytonos) linedris leképezés, amelynek a
spektruma iires, tehat r(A) = 0, azonban A?=—1, A3=—A, A*=] miatt minden
neN esetén ||A™||=1, ezért liﬁn [|A™||=1.

24.3. Allitds Ha NeLin(H) normalis, akkor lim | N"||1/"=||N.

B1ZoNYITAS A 17.10. 4llitds szerint | N?||=||N||?, amibdl indukciéval azt kapjuk,
hogy ||[N?"||=||N||*" minden n€N esetén, igy nyilvanvaléan igaz az allitds. m
Ha tehét a Hilbert-tér komplex, akkor r(N) = | N]||.
24.4. Feladatok

1. Mutassuk meg az Analizis 111.12.6.7. segitségével, hogy ha H nem sziikség-
képpen komplex Hilbert-tér és A € Lin(H ), akkor létezik

p(A) := lim [|A"||V/" = inf || A" (/™.
n n

2. Hasznaljuk az el6bbi feladat jeldlését. Igazoljuk, hogy ha A € Lin(H ), akkor
a kovetkezdk ekvivalensek:

(1) p(A)<1,

(2) > A™ abszolit konvergens,

neN
(3) lim A"=0;

ekkor idg—A invertdlhaté Lin(H )-ben és
(o)
(idg—A)~" =) A"
n=0

(Utmutatds: alkalmazzuk a Cauchy-féle gyokkritériumot. )
3. Barmely AcLin(H) esetén A* A 6nadjungalt (tehdt normalis), ezért p(A*A) =
1A%
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25. Specidlis tipust operatorok spektruma

25.1. A||ftés Ha N normalis operator, akkor
Eig(N*)=Eig(N)",

és a \eEig(N) illetve a \*€Eig(N*) sajdtértékekhez tartozd sajatalterek meg-
egyeznek.

BizoNYyiTAs Legyen A€K. Ekkor N—\-idg normdlis, {gy 17.6. kovetkezménye
szerint Ker(N*—A*id g )=Ker(N—A\-idg)*=Ker(N—\-idg) .

Megjegyzés Ha N normalis, akkor a fenti eredmény és a 23.10. allitas alapjan
Spr, (N)=Sp,, (N)=0, tehat

Sp(N)=Eig(N)USp.(N),

azaz normalis operator spektrumdban csak sajatértékek és altaldnositott sajétér-
tékek vannak. Maés széval, ha N—\-idg injektiv és az inverze folytonos, akkor
A€Reg(N).

Ha N normalis operator, akkor minden A€K esetén a 17.6. A&llitds szerint
N—MXidg akkor és csak akkor injektiv, ha értékkészlete siirti, {gy tehét A € Eig(N)
esetén Ran(N—Aidg ) nem sir.

3.TABLAZAT. Az N noralis operdtor spektruma

N-X\id )
. injektiv (N-XNidp)
Ran (N-\idg) - - - - nem
(N-Nidg) (N-Nidg) injektiv
folytonos nem folytonos
o zArt Reg(N) — o
surt nem zart — Sp.(N)
nem strd zart — — Eig(N
nem zart — ig(N)
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25.2. A||ftés Legyen V izometrikus és T' szimmetrikus operator. Ekkor
(1) Eig(V)CT és Eig(V)*CEig(V*),
és minden A€Eig(V'), x€ H esetén, ha Vax=Az, akkor V*z=\*x;
(2) Eig(T)CR és FEig(T)*CEig(T*).

BizoNYITAS (1) Legyen A€Eig(V), és 0 # x€H olyan, hogy Vr=Az. Ekkor
(x,z) = (Va,Vz) = Oz, \z) = |\ (z, z),
kovetkezésképpen |[A|=1. Tovdbbé, V*V=idg miatt
x=V*"Vz)=V*(Azx) = \V*zx,

fgy V*a=A"lz=\*z, tehat \*€Eig(V*).
(2) Legyen \€Eig(T), és 0 # x€H olyan, hogy Tx=Az. Ekkor

Az, x) = Az, z) = (Tx,x) = (x,Tx) = (x, \z) = Nz, x),
kovetkezésképpen \*=\, azaz AeR. Mivel TCT™,

Eig(T)* = Eig(T) C Eig(T*).

25.3. Allitds Ha az A operdtor normalis, szimmetrikus vagy izometrikus,
akkor A kiilénboz6 sajatértékeihez tartozo sajatalterei ortogonalisak egymas-
ra.

BizoNYITAS Legyen A és p az A két kiilonbozd sajatértéke, és z, ye H\{0} olya-
nok, hogy Az=Ax és Ay=py. Ekkor a 25.1. &llités illetve a 25.2. &llitds szerint
Ary=pry, igy

wly,z) = (W'y,x) = (A%y,x) = (y, Azx) = Xy, ),

ezért A\z£p miatt (y, z)=0.

25.4. A||ftés Legyen U unitér és S onadjungalt operator. Ekkor
(1) Sp(U)CT és Eig(U)*=Eig(U*),
(2) Sp(S)CR és Eig(S)*=Eig(S™*).
BizoNY{TAs (1) U normalis, {gy Eig(U)*=Eig(U*). A 23.7. allitds szerint AeSp(U)
esetén |A\|<||U||=1. Legyen A\eK, |\|<1. Ekkor, minthogy U~'€Lin(H), valamint

[Adg||=|A<1 = az U — Midg operator invertalhaté, azaz A¢Sp(U).

1=
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(2) S normélis, igy Eig(S)*=Eig(S*). Legyen A=a+ij3, ahol a, BER és 0.
Ekkor a 25.2. §llitds szerint A¢Eig(.S), és x€Dom(S) esetén

I(S=Xidgr)a|* = [|(S—aids)z || + 82|z ]* > 82|,

ezért a 23.11. allitas kovetkeztében (S—\idg )~ folytonos, fgy a 25.1. megjegy-
zése alapjan A€Reg(S).

25.5. Allitas Legyen S pozitiv énadjungalt operator. Ekkor Sp(S)C[0, +o0].
Ha S szigorian pozitiv, és >0 olyan, hogy S>cidg, akkor Sp(S)C|o, +o00].

B1zoNYITAS Legyen A<0, és x€Dom(S). Ekkor

“Az||? = (x, - Az) < (2, 8z) + (z, —Az) =
= (z, (S=Aldg)z) < [lz]| |(S—Aidm)z],

kovetkezésképpen ||(S—Aidg)z||>—Alz|l, {gy (S—Aidgr) injektiv, és inverze foly-
tonos, tehdt a 25.1. allitds kovetkezménye szerint A€Reg(S).

Ha S szigoruan pozitiv, és >0 olyan, hogy S>coid g, akkor A<o és x € Dom(S)
esetén

(=Nlz[* < (z, Sz) + (@, —Az) = (2, (S-Nidpr)z) < [|l=]| [[(S—Nidg)z]],

kovetkezésképpen ||(S—Aidg)z||>(o—N)||z||, {gy az el6z8hoz hasonlé gondolattal
azt kapjuk, hogy AeReg(5).

25.6. Allitds Legyen N normdlis operdtor és (x;)ier az N sajatvektoraibdl
4ll6 ortonormdlt rendszer: minden i€l esetén Nx,=\;x; (\; nem sziikség-
képpen kiilénbozik \j-t6l, ha i # j). Ekkor tetszdleges (c;)ier€l%(I) esetén

3 ¢;xi€Dom(N) pontosan akkor, ha Y |c;|?|\i|?<+o00, és ekkor
i€l i€l

N (Z Cil'i) = ZCiNmi = Zci)\ixi-

i€l icl iel

Bi1zoNYITAS Legyen Z \ci|2|)\¢\2<+oo. Ekkor 1étezik Zci)\ixiEH, és minden
il il
x€Dom(N*) esetén

<Z cixi,N*x> = Z (cixi, N*z) = Z (ciNzi x) =
i€l iel il
= Z (cidizi, x) = <Z ci/\ixi,x>,

i€l icl
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ami az adjungalt operdtor definicidja szerint éppen azt jelenti, hogy Zci/\izi €
i€l
Dom(N**)=Dom(N) és

N (Z CiI7;> = Z Cikixi = ZCszz

icl iel iel
Tegyiik most fel, hogy Z ciz;€Dom(N). Az I minden véges F részhalmazdra
iel
Tpi= Z cidir;€Dom(N)=Dom(N*), és ||z r||*= Z lei|?|\i|?* miatt egyrészt
icF i€l

‘<ZcmeF> = ’<N <Zcm> ,xF> < ||V <Zczxz>H [ET3R
el el el
masrészt
<ZC¢%,N*$F ‘: Y (e, Nap)| = Y (chiws, ap)| = [op|?
il iel iel
miatt

)

(5]

D lalPf? = llzrll <
i€l

és ez azt jelenti, hogy Z ] ? [\l 2 <H4-o0.
iel

25.7. Allitds Legyen N olyan normaélis operdtor, melynek sajitalterei altal
kifeszitett zart linedris altér az egész tér. Ekkor

Sp(NV) = Eig(N).

BizoNYiTAs Tudjuk, hogy Eig(N)CSp(V).
Ha AeK\Eig(N), akkor a:=d(\, Eig(N))>0. Legyen (x;);c; az N sajatvekto-
raibdl all6 teljes ortonormalt rendszer, i€l esetén Nx;=\;x;.
Ha z= Z c;x; €F, akkor az el6z6 allitds szerint
il

2

I(N=Xidgr)z|?* =

=D lalP=AP 2 a? Y fal? = ol

i€l i€l

Z C; ()\1—)\)1'1

i€l
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kovetkezésképpen (N —\idgr) ~! folytonos, igy 25.1. megjegyzése szerint AeReg(N),
azaz AeK\Sp(N).

25.8. Allitds Ha P ortogonalis projektor, P#0, P#idg, akkor

Sp(P)=Eig(P)={0,1}.

B1zoNYiTAS Ha Pz = Az, akkor Az = Pz = P?z = N\, ezért Eig(P) C {0,1}.
Ha P#0, akkor Ran(P) # 0, és minden x € Ran(P) esetén Px = z, tehdt
1€Eig(P). Ha P#idg, akkor Ker(P) # 0, és minden x € Ker(P) esetén Pz = 0,
tehdt 0eEig(P).

Az ortogondlis projektor 6nadjungalt, sajatalterei kifeszitik az egész teret, a sa-
jatértékek halmaza zart, ezért a spektruma az el6z6 allitas szerint a sajatértékeken
kiviil méds pontot nem tartalmaz.

Megjegyzés Sp(idg)=Eig(idg)={1}, és Sp(0)=Eig(0)={0}.

25.9. Feladatok

1. Legyen R a jobbra tolds operatora [2-ben; ekkor R* a balra tolds operdtora
(lasd 16.13.2. feladatot). Mutassuk meg, hogy Eig(R) = 0, Eig(R*) = {\ € K|
Al < 1}, Sp(R) = Sp(R*) = {A € K | |A| < 1}. (Utmutatés: a sajatértékekre
vonatkozé allitas egyszerl tény, hasznéljuk a 23.4. allitast és kovetkezményét, a
23.7. és a 23.9. allitast.)

2. Legyen V a 17.11.3-ban megadott operator. Igazoljuk, hogy Eig(V) = {1},
Big(V*) = {A € K| || < 1} U{1}, Sp(V) =Sp(V*) = (A€ K | [A < 1}.

3. Legyen L, a 17.10.4-ben definidlt operator. Bizonyitsuk be, hogy a # 0
esetén Big(Lq) = 0, Sp(L,) = T. (Utmutatés. Tudjuk, hogy Sp(L,) € T. Ha
¢ sajatvektora volna, akkor |¢| az a szerint periodikus fliggvény volna, ami nem
négyzetesen integralhaté. Keressiink minden A € T esetén egy “formalis sajatvek-
tort”, azaz olyan nemnulla (és persze négyzetesen nem integralhatd) ¢ fliggvényt,
amelyre L,¢ = \¢ teljesiil; ebbdl talaljunk olyan (¢, )nen sorozatot L?(R)-ben,
amellyel megmutathatjuk, hogy A dltaldnositott sajatérték.)

4. Legyen S olyan 6nadjungdlt operator, amelynek sajatalterei altal kifeszitett
zéart linedris altér az egész tér. Mi az S? spektruma, és mik a sajdtalterei?

5. Legyen S olyan pozitiv 6nadjungdlt operdtor (nem sziikségképpen folytonos),
amelynek sajatalterei altal kifeszitett zart linedris altér az egész tér. Legyen (e;);cr
az S sajétvekoraibdl 4116 teljes ortonormalt rendszer, a megfelel§ (nem sziikségkép-
pen kiilonboz6) sajatértékek (\;)(i € I). Mutassuk meg, hogy a

VS : {Z c;e; | 1étezik Zci\/)\j-ez} — H,Zciei —> ch-\/):-ei

el i€l i€l i€l

2
formalaval értelmezett operator 6nadjungalt és (\/g) =S.
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6. Legyen S C K tetszéleges zart halmaz. Mutassuk meg, hogy barmely sze-
parébilis Hilbert-térben van olyan N normélis operdtor, amelyre S = Eig(N).

(Utmutatés: vegylunk egy megszamlalhaté slirti részhalmazt S-ben és egy teljes
ortonormélt rendszert sajatértékeknek illetve sajatvektoroknak.)

26. A differencidlds-operatorok spektruma

26.1. Az L*([-n,7],C)-beli Py C P, C D (a € T) differencidlds-operatorokat
a 19. fejezetben definidltuk. Mindhdrom a ¢——i¢’ hozzdrendelési utasitdssal van
értelmezve egy-egy stri altéren. Tudjuk, hogy P, onadjungalt, Py és D egymads
adjungaltjai.

Az L?(R,C)-beli énadjungalt P differencidloperatort a 20. fejezetben definidl-
tuk, amely szintén ¢ — —i¢’ utasitdssal van értelmezve egy alkalmas stir(i altéren.

26.2. Allitas Eig(D)=Sp(D)=C, Eig(Py)=0, Sp(Py)=C.

BizoNYiTAS A€C esetén D exp =)exp™®, kivetkezésképpen Eig(D)=C, és igy
Sp(D)=C.
Py=D* zéart operator, igy a 23.9. allitds szerint Sp(FPy)=Sp(F;)*=Sp(D)*=C.
Ha AeC sajatértéke Py-nak, akkor sajatértéke D-nek is, kovetkezésképpen a A-
hoz tartozé sajataltér C exp™ volna. Az e*™=e~ "= feltétel azonban semmilyen
A-ra nem teljesiil, tehdt Eig(Pp)=0.

26.3. Allitas Eig(P,)=Sp(P.)=Z — B, ahol 8 €] — 1,1] az az egyértelmiien
meghatérozott szam, amelyre o = %275

Bi1zoNYiTAS Ha A€C sajatértéke P,-nak, akkor sajatértéke D-nek is, és a A-hoz
tartozé sajataltér Cexp™®. Az e~ T =2 a7, 2™ A5) — 1 feltétel ponto-
san akkor teljesiil, ha A\ + B€Z, tehdt Eig(P,)=Z — 8. P, o6nadjungdlt operdtor,
melynek sajatvektorai {expi("*ﬁ) | n € Z} 14.1. és 14.10. szerint teljes ortonor-

mélt rendeszert alkotnak, {igy a 25.7. értelmében Sp(P,) = Eig(P,)=Z — 5.

26.4. Allitas Big(P)=0, Sp(P)=R.

B1zoNYITAS P onadjungalt, tehat a spektruma valés. Ha AeR sajatérték, akkor

Pop=—i¢' = A\ teljestl valamely nemnulla, négyzetesen integralhaté ¢-re. Ennek

az egyenletnek a megoldédsai ¢ = cexp®® alakiiak, ahol ¢ € C, de ezek nem integ-

ralhatdk négyzetesen, igy A nem sajatértéke P-nek, kovetkezésképpen Eig(P)=0.
Legyen AeR; ekkor minden n€N esetén

on : R—C, prsetTAlzl/n
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négyzetesen integralhatd, és

l]? = / (bul2= / 20/ gy > 1.
R R

) 1
Tovabba Pqﬁn—/\qﬁnzlsignqﬁm igy ||P¢nf/\¢n||2:—2|\q§n\\2:%, kovetkezésképpen
n n
lim || P, — Ay, ||=0, tehdt A dltaldnositott sajatértéke P-nek. Ezzel belattuk, hogy
Sp(P)=R.

26.5. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy PyD sajatvektorai a nyitott végi allohullamok, D P, sajat-
vektorai a zdrt végli dlléhullamok (14sd a 14.11.3. feladatot). Adjuk meg ezek
szerint ennek a két operatornak a spektrumat.

2. PyD és D P, pozitiv 6nadjungélt operdtorok (1dsd a 25.1. feladatot), amelyek
sajataltereinek zart linearis burka az egész tér. Ezért a 25.3. feladat szerint van
négyzetgyokiik, azaz olyan onadjungalt operatorok, amelyek négyzetei Py D illetve
DP,y. Mutassuk meg, hogy ezek a négyzetgyokok nem differencialas-operatorok.

3. Bizonyitsuk be, hogy Eig(P?) = ), Sp(P?) = R{.
4. Bizonyitsuk be a spektrumokrél megismertek alapjan, hogy az L?([—n,7])-
beli (Pa,Mid[_mﬂ) és (PO/,Mid[_mr]) Heisenberg-pdrok unitér inekvivalensek, ha

a#a.

27. Szorzasoperatorok spektruma

27.1. Emlékeztetiink arra, hogy egy (M, d) metrikus tér Borel-halmazain ér-
telmezett v mérték tartdja

Supp(v) := {zeM | v(G)#£0 minden G nyilt halmazra, melyre z€G},

és bevezetjik a
Sharp(v) :={z € M | v({z}) # 0}
halmazt, amelynek az elemei a v éles pontjai.
27.2. Az (X, A, u) o-véges mértéktér esetén az f : X — K mérhetd fuggveny—

nyel valé M szorzas operatordt L2 (X)-ben a 21. fejezetben definialtuk. p o f a
K Borel-halmazain adott mérték.
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Allitas

Eig(My) = Sharp(uo_fl), Sp(My) = Supp(uo_fl),

és a \ sajdtértékhez tartozd sajataltér L2 ({)\})

B1zoNYiTAS Minden X € K és ¢ € Dom(Mj ) esetén
fo=X¢ p—mm. pontosan akkor, ha X{f=a}® =¢ p—mm., (%)
ezért ha X\ € Eig(My), akkor igaz a sajataltérre tett kijelentésiink.

Legyen A€K olyan, hogy (uo )({)\}) 0. Ekkor csak a ¢ = 0 p-m.m. fligvényre
teljesiil (x), igy A¢Eig(My).

Legyen AeK olyan, hogy (,uo )({/\})7&0 Ekkor létezik E€ A, EC{f=A} ugy,
hogy +oo>u(E)>0; ¢ := xg nem p-m.m. nulla, és teljesiti a () egyenldséget,

tehdt )\EEig(Mf).
-1 —1
Legyen A¢Supp(po f ). Ekkor van olyan >0, hogy (o f )(G,(A\))=0, ami azzal
egyenértékil, hogy pu({|f—A|<r})=0. Minden ¢€Dom(f) esetén

M p-rg|? = / F=A2l[2dp = / F-ARIg2dp >
X | f=Al>7]
> / P2 |2 = 12|62,
[[f=X>7]

kovetkezésképpen Mys—Aidg injektiv, és inverze folytonos. Lévén My normaélis,
ez azt jelenti, hogy )\géSp(Mf)
-1
Legyen AeSupp(o f ) \ Sharp(po f).
Ekkor minden n€N esetén p({\f Al<1/n})=(po )(Gl/n( ))#0. Tovabba 1é-

tezik olyan E,, € A, hogy E,, C f (Gi/n(A) és 0 < p(Ey,) < oo. A

_ _XEBn
Pn B

fiiggvény benne van Dom(My)-ben, ||¢,||=1, és ||Mdn—Ay||><1/n?; kovetke-
zésképpen A dltaldnositott sajatértéke M ;-nek, tehat AeSp(My). m

Erdemes a sajatértékekre vonatkozé allitast masként is megfogalmazni: M -nek
pontosan akkor van sajatértéke, ha f konstans egy nemnulla pg-mértékii halmazon,
és a sajatértéke ez a konstans érték.
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27.3. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy Sp(M;) C Ranf.

2 Ha X az RY nyilt részhalmaza és p a Lebesgue-mérték X-en, tovabba f :
X — K folytonos, akkor Sp(M¢) = Ranf. Adjuk meg ennek alapjén L?(R)-ben
az exponencidlis fiiggvénnyel, a szinusz fliggvénnyel, az identitdssal és az 1/idg
fliggvénnyel val6 szorzas operatoranak a spektrumat!

3. Adjunk meg L?(R)-ben egy olyan S 6nadjungélt operatort, amelyre Eig(S) =
Z, Sp(S) =R!

4. Milyen a spektruma a szorzdsoperatoroknak [2-ben?

28. Fourier-transzformacidk

28.1. Jeldlje C°(RY,C) az RN —C végtelenszer differencidlhaté fiiggvények
halmazat. Nyilvanvalé, hogy C*°(RY C) a pontonkénti miiveletekkel komplex
vektortér. Ennek kiilonleges és fontos elemei az uigynevezett N valtozés multipo-
linomok, amelyek a kovetkez6 alaktak: adott egy m természetes szam, és minden
ki,...,kneN, k1 4+ -+ ky < m esetén egy ci, k,..ky €C, és ezekkel

p(x) = Z Chyko.. TV 2h2. kN (z € RM). (%)
ki+...4+kn<m

Az ilyen multipolinomot legfeljebb m-edfokinak mondjuk, és m-ed fokd, ha van
olyan k1,... ,kn, k1 +---+ kn =m, hogy ¢k, ky # 0.

28.2. A kovetkezd linedris operdtorokat vezetjiik be C°° (R, C)-n.
1. feC>®(RN,C) esetén

My : C®RY,C)=CRY,C) ¢ fo;

ezt az f-fel valé szorzasnak nevezziik.
2. A (x) alakud multipolinom és a € K esetén

p(aD) : C°(RY,C)—C>(RY,C),

G Y Chikpky (@01 (002)F2 L (0N )N ¢

ki4...+kn<m

az ilyet multipolinomidlis differencidlasnak nevezziik. Az a szerepe lényeg-
telen, hiszen adott p és « esetén létezik egyértelmiien egy p, multipolinom ugy,
hogy p(aD) = po(D). Célszeriiségi okokbdl formuldinkban a=1 és a= + i fog
megjelenni.
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3. acRY esetén
Lo : C® (RN, C)=»C®(RN,C), (Lyp)(x):= ¢p(z—a) (z€RV);

ezt az a-val valé eltolasnak nevezziik.
4. Legyen w:RN RN végtelen sokszor differencidlhaté bijekcié, amelynek az
inverze is végtelenszer differencilhaté (vagyis v C°°-diffeomorfizmus); ekkor

K, : C®(RY,C)=»C>=(RN,C), ¢+ ¢ou™?;

ezt az U-valé belsd transzformaciénak nevezzik.

28.3. Definicié A ¢cC>= (RN, C) fiiggvényt gyorsan csékkendnek ne-
vezziik, ha minden q,p N-valtozds multipolinom esetén qp(D)¢ korldtos.

Jelélje S(RY,C) az RN —C gyorsan csokkend fiiggvények halmazat. Nyilvan-
valé, hogy S(RY,C) linearis altere C>°(RY,C)-nek, és nem iires, mert péld4ul
z—e~1#” benne van.

Allitas peC> (RN, C) akkor és csak akkor gyorsan csékkend, ha ha minden
q, p multipolinom esetén lim gp(D)¢=0.

Bi1zoNYITAS A feltétel nyilvan elégséges. Sziikséges is: minden meN esetén
(14]idg~ [?)™ multipolinom, amely g-val szorozva szintén multipolinom, kévet-
kezésképpen (1+]|idg~|?)™gp(D)é korlatos, ami csak gy lehet, hogy qp(D)¢ a
végtelenben nulldhoz tart. m

Egyszerti tény, hogy ha ¢, p multipolinomok, a€RY és A:RYN —RY linedris bi-
jekci6, akkor S(RYM,C) invaridns az M,, p(D), L, és K4 operatorokra, azaz
M,[S(RY,C)]cS(RYN,C) stb., tehdt ezeket az operdtorokat (a lesziikitésiikkel) te-
kinthetjiik dgy is, mint S(RY,C) — S(RY,C) linearis leképezéseket.

28.4. Allits S(RY,C) minden 1<p<oo esetén linedris altere LP(RY,C)-
nek, és stirti, ha p # co.

BizoNYITAS Ez trividlis, ha p=+o00. Ha p<+oc és ¢cS(RY,C), akkor barmely
meN esetén 1étezik £, >0 gy, hogy |¢|(1+|idg~|?)" <k, amibél

p
Km

Pl tm
o< (1+|idg~ [2)mP’
és a jobb oldali fiiggvény integralhatd, ha 2mp>N.

S(RN,C) stirti LP(RY,C)-ben, mert tartalmazza a kompakt tart6ji végtelen-
szer differencidlhaté fiiggvényeket, amelyek stirti linedris alteret alkotnak.
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28.5. Definicié ¢pcS(RY,C) esetén legyen

(Po)) = Ggas [ 50 0la)de (yeR),
]RN

ahol y - x az RN-beli y és x szokésos skaldrszorzatat jeloli.
Fi¢:RN=C a ¢ pozitiv illetve negativ Fourier-transzformaltja.

Allités Minden # € S(RY,C) esetén Frp € O (RN, C).

BiZONYITAS A paraméteres integral differencidlhatésigdra vonatkozo tételt (Ana-
lizis V.B.11.4.) alkalmazzuk. Az integrandus minden rogzitett = mellett y-ban
minden koordindta szerint differencidlhaté, és +izpe™¥ ¢ (x) a k-ik parcidlis de-
rivaltja, amely minden rogzitett y mellett z-ben integralhatd, és y-tdl fiiggetlen
integralhaté majordnsa x — |xg¢(x)|. Tehdt Fi¢ a valtozdjdnak minden kompo-
nense szerint parcialisan differencidlhaté, és

5‘(ng)@) N (Qw;N/z /(imk)eiw%(z) dr.
RN

Ezek a parcialis derivéltak, ugyanilyen indoklassal, ugyancsak parcidlisan differen-
cidlhaték, és indukciéval belathatjuk, hogy Fi¢ akdrmilyen rendben, akdrmilyen
sorrendben parcidlisan differencidlhato, azaz végtelenszer differencialhaté.

28.6. A||ftés Legyenek q, p N-valtozés multipolinomok, a€RY és A:RY RN
linearis bijekcié. Ekkor

(Dp(FiD)oFy = FyolMy, (2)MgoFy = Fioq(+iD),
(3)LaoFi = FioMexp(:Fi(a-)v (4)FiOLa = Mexp(:ﬁ:i(w)oFiv

(5)KAOF:|: = Fj:O(| det A|[(A*71)7 (G)FiOKA = |det A‘KA*—]OFj:.

B1zoNYITAS Az els6t a paracidlis derivaltakra valé fenti bizonyit4asbdl az integrélds
linearitasa alapjan kapjuk. A harmadik, negyedik, 6todik és hatodik helyettesité-
ses integaldssal azonnal adédik, az Olvaséra bizzuk, szdmolja végig. A mésodik
bizonyitasanal felhasznédljuk a Fubini-tételt és a parcidlis integralas tételét; elég a
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q:=pr}, multipolinomra szoritkozni. Ha ¢€S(RY,C), akkor minden y€R" esetén

] 1 Y- .
(Fi(£i0y))(y) = T / U (4i0,6) (x)d =
RN
1
= (27T)N/2 / / +iy-x i18k¢ ( )dl’k dl’l. . .dxk,ldkarl. . .d:L'N =
RN-1
1 iz'q z
- (2m)N/2 / / ( Ydxy | dxy. . drg_1dxgsq. . doey =
RN-1 \R
1 ,
(27T)N/2 / /ykeilyw(j)(l')dxk dry.. .dmk,1d$k+1. Ldry =
RN—1 \R
1
~ 2n)N2
RN

28.7. Allitds Minden ¢ € S(RV,C) esetén Fi € S(RY,C).

BizoNYiTAS Ha ¢, p N-valtozés multipolinomok és ¢€S(R”Y,C), akkor az elébbi
allitds elso és mésodik formuldja szerint

qp(¥iD)Fy¢ = Fyq(£iD)pg,
igy minden z€RY esetén

< Gy [ D)ol

RN

(gp(FiD)F1¢)(x)| = |(Fe(q(£iD)pd)) (2)|

azaz qp(FiD)F1¢ korlatos, igy FrpeSRY, C).

28.8 Allités Az n : RVNSC, a—e=121°/2 fiiggvény az S(RN,C) eleme, és
Fin=n.

B1zonyiTAs Nyilvanvald, hogy n végtelenszer differencidlhaté és gyorsan csokke-
no.

Vegyiik elészor az N=1 esetet. 1 megolddsa az f'+idg f=0 linedris differen-
cidlegyenletnek, s6t ezen egyenlet minden megoldésa cn alaki, ahol ceC. Tehat
+i1Dn+tiidrn=0, kovetkezésképpen

idR(Fi’I]) + D(Fin) = Fi(iiDniiian) =0,
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azaz Fimn is ugyanannak a differencialegyenletnek tesz eleget, ezért 1étezik ceC
ugy, hogy Fyn=cn. Azonban

1

¢ = en(0)=(Fan) (0) = 2 = 1,
2m)
R
N>2 esetén a Fubini-tétel szerint
(Fen)(y) Z;/ /eﬂy“e_mzmdx = ﬂ 1 eiiykwke—wi/dek _
N/2
(2m) e s V2m J

N
2 _ 2
—[[ ez = e tvrz
k=1

28.9. A tovabbiakban fontos lesz az az egyszerii észrevétel, hogy ha ¢,y €
S(RY,C), akkor 4
RYXRVSC,  (2,y)—e™ Vo ()i (y)

fliggvény integralhaté a Lebesgue-mérték szerint, igy a Fubini-tétel alapjan

JFeon = G [ etz mo@vsds = [ o(Fee). )
RN RN xRN RN
Allitas Fy:S(RYN,C)—S(RY,C) linedris bijekcid, és
(Fy)™' = Fr.

B1zoNYITAS Legyen a>0, és alkalmazzuk a (%) Osszefiigést tetszbleges ¢-re és a
Y= Kaia, 1 fliggvényre. Ekkor 28.6. és 28.8. alapjdn azt kapjuk, hogy

/ (F1.6)(y) exp(~[y[2/20%)dy = / o(x)a™ exp(—|az|?/2)dz =

RN RN

:/¢(z/a)exp(—|z|2/2)dz;
RN

a masodik egyenl6ség a z := ax helyettesitéssel adddik.
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A fenti egyenl6ség mindkét oldalan az integrandusnak van a-t6l fliggetlen integ-
ralhaté majoransa, a bal oldalinak Fli¢, a jobb oldalinak y+||é|| - exp(—|y|?/2),
igy a Lebesgue tétel kovetkezménye szerint az a—oo hataratmenettel azt kapjuk,

hogy
/ (Fi6)(y)dy = / 6(0) exp(— |2 /2)dz = $(0)(2m) V2,
RN

RN

A 28.6. alapjan minden x€RY esetén

6(0) = (Lad)(0) =iy [ (FeLoso)(0)dy =
RN

= eT Y (Fig)(y)dy = (FsF10)(z),

tehdt FirFid=0.

Megjegyzés A matematikai (és fizikai) irodalomban ki F -t, ki F_-t hivja
Fourier-transzformacionak, és akkor persze a masik a Fourier-transzformécié in-
verze. A mi elnevezésiink mind a két esetet magéban foglalja.

28.10. Allitds Minden o, WeSRYN,C) esetén

<Fi¢7 Fi¢> = <¢a ¢>,
ahol (.,.) jeléli az L?>(RY,C) Hilbert-tér skaldrszorzatét.

BizoNYiTAS Hasznéljuk azt az egyszerti tényt, hogy (Fi¢)*=Fy¢*; ezzel az el6z8
pont (%) formuldja alapjan

(Feo0) = [(Feoyv = [ Feoo= [orPiv -
RN RN RN

= (0%, (F9)).

28.11.  Allitds (Plancherel-tétel) Létezik Fy:L*(RN,C) — L2(RN,C)
unitér operator, amely egyértelmii kiterjesztése Fy-nek.

BIZONYITAS Az eléz6 allitas szerint Fy:S(RY, C)—S(RY, C) izometrikus bijekcié
az L*(RYN,C) tértél érokolt skalarszorzatra nézve.

A gyorsan csokkend fiiggvények siirti linedris alteret alkotnak L?(RY,C)-ben,
ezért Fy egyértelmiien kiterjeszthetd izometrikus opratorra az egész Hilbert-térre
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(l4sd a 17.10.5. feladatot). A Kkiterjesztett Fl izometrikus operdtor értelmezé-
si tartomdnya zért, ezért értékkészlete is zart (17.1.2 allitds); de az értékkészlet
tartalmazza a stirti S(RY, C) alteret, ezért az egész térrel egyezik meg. m

F-t Fourier—Plancherel-operatornak nevezik, de gyakran ezt is egysze-
riien Fourier-transzformacionak hivjak; mi is ezt az elnevezést hasznaljuk, sét a
tovabbiakban a Fourier—Plancherel-operatort is egyszertien F.y-szal jeloljiik.

28.12. A négyzetesen integrélhaté fiiggvények Fourier transzformaltjat altald-
ban nem adhatjuk meg a 28.5. definiciéban szerepld jol ismert képlettel (a sz6ban
forgé integral nem feltétleniil 1étezik), csak akkor, ha ¢pcL?(RY, C)NLY(RY, C).

Tudjuk, hogy véges mértékii halmazon négyzetesen integralhaté fiiggvény in-
tegralhaté is. Ha ¢cL?(RN,C) és neN, akkor xg, 0)¢€L*(RY ,C)NL(RY,C),
tehét

(Fe(Xa, @) (y) = (2m) /2 / VL) d.
G (0)

A (Xa,(0)9)nen sorozat konvergdl ¢-hez az L?(RY C) térben, igy a Fourier
transzformécié folytonossaga miatt

. 1 i)
Fi¢:(L2)h£nW / eF T o (2)da.
G (0)

Felhivjuk a figyelmet, hogy a széban forgé limesz az L?(RY,C) térben, és nem
pontonként értendé.

28.12. Modosithatjuk és altalanosithatjuk a Fourier-transzformaciét a kovet-
kezoképpen.

1) C*(RY,C) és S(RN,C) helyett vehetjiik a C°(RY,CM) és S(RY,CM)
tereket, amelyekre formalisan mindent ugyanigy értelmezhetiink mint eddig, és
minden érvényben marad, amit mondtunk.

Vildgos, hogy példaul ¢ pontosan akkor eleme S(RY,CM)-nek, ha minden
komponens-fiiggvénye S(RY, C) eleme. ¢ Fourier-transzformaltja az a fiiggvény,
amelynek komponensei a ¢ konmponenseinek Fourier-transzformaltjai.

2) A Fourier-transzformdcié 28.5-beli definicidjaban a pontszorzas (az RY-beli
skaldrszorzas) helyett vehetiink egy

n N
y°$1=—zyk$k+ Z YrTk-
k=1 k=n-+1

pszeudoeuklideszi szorzdst (példdul a Lorentz-szorzést, amely a relativitdselmélet-
ben szerepel)

Ekkor szérél-széra minden elismételhetd, amit mondtunk (kiilon figyelmet ér-
demel, hogy érvényben marad a 28.8. alllités is).
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Ha akérmilyen més e pszeudoeklideszi szorzést vesziink, akkor létezik A : RN —
RY a szokdsos skaldrszorzatra nézve szimmetrikus linedris bijekcié (azaz szimmet-
rikus N x N-es métrix, amelynek a determindnsa nem nulla) tgy, hogy

yexr =y -Axr = Ay - .

Ha 28.5-ben y - = helyet ezt az y e x-et tessziik, és még egy megfelel6 szorzdt is
alkalmazunk, akkor az

\/ |detA / iszx¢

Fourier-transzforméciét kapjuk. Nyilvanvalé, hogy Fff = \/|det A|K -1 Fy, és
ebbdl azt kapjuk a 28.6. (6) alapjan, hogy

(FH ' = FA,

28.13. A gyorsan csokkend fiiggvények definicidjdban a p és ¢ multipolinomok
helyett elég a projekcié-szorzatokat venniink, hizen minden multipolinom ilyenek
linearis kombindciéja: ha minden projekcié-szorzatra igaz a korlatossdg, akkor igaz
ilyenek szamszorosara és Osszegére is.

Ez az észrevétel teszi lehet6vé, hogy konnyen értelmezhessiik a gyorsan csokke-
no fuggvényeket egy akarmilyen véges dimenzios vektortéren.

Legyen V véges dimenzids valds vektortér. A V* dudlis tér &y, ko elemének mint
V — R fiiggvényeknek értelmes a pontonkénti szorzatuk, k1ks : V' — R (amely
méar nem lesz a duélis eleme, mert nem linedris).

Véges dimenzids vektortéren barmely két norma ekvivalens, tehét folytonossag-
rol, differencialhatésagrdl stb. beszélhetiink anélkiil, hogy konkrét normat megad-
nank.

Emlékeztetiink, hogy a ¢ € C*°(V, C) fuggvényre D™ ¢(z) (az m-ik deriviltja az
x helyen) V™ — C szimmetrikus, m-linedris leképezés, amelyet a kovetkez6kben
(V15 0m) = DY @(x) formaban frunk.

Definicié A ¢cC>(V,C) fiiggvényt gyorsan csékkenének nevezziik, ha
minden n,m € N és ky,...,k, € V* valamint vy,...,v,, € V esetén

(k1. kn)DY . &

korlatos fiiggvény.

Uugyantgy, mint 28.3-ban, beldthatjuk, hogy a fenti kdvetelmény egyenérté-
kil azzal, hogy a széban forgé fiiggvények a végtelenben a nulldhoz tartanak. A
gyorsan csokkend fiiggvények Osszességét S(V, C)-vel jeloljik.
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Tudjuk, hogy véges dimenzids vektortér Borel-halmazain létezik eltolds-invari-
ans mérték, amely szdmszorzé erejéig egyértelmii (Analizis V.B.16.3.(iv)). Valasz-
szunk egy ilyen p mértéket V-n, és definidljuk ezzel a ¢ € S(V,C) Fourier-transz-
formaltjat:

(Fi o) = / eF D g2y du(z) (ke V).

\%

A 28.6. formuldi értelemszeri véltoztatasokkal érvényben maradnak, és eb-
bdl megéllapithatjuk, hogy Fy ¢ € S(V*,C). A Fourier-transzformécié itt tehét
kiillonb6z6 vektorterek kozotti linearis leképezés; igy nem igaz — nem létez-
het — egy 28.8-hoz hasonlé allitds. Ezért sajnos csak tgy folytathatjuk, hogy
vesziink egy olyan K : V — RY koordinatézast, amelyre uo K = W Azt

i
talaljuk, hogy a K : S(V,C) — S(RN,C), ¢ — ¢ o K~ és értelemszertien a
K*:S(RN,C) = S(V*,C), ¢ = 1p o K*~1 jelléssel

K*FiK = Fy .
P . * . AN w—1
Ebbdl arra jutunk, hogy ha p* := m o K*~*, akkor
7r

-1
(Fi,u) = F:F’H*'

28.14. Feladatok
1. Prébaljuk megadni az

0 ha|z| <1,
R->R, z—4
+ halz[>1

négyzetesen integralhaté fliggvény Fourier-transzformaltjat!

2. Fogalmazzuk meg pontosan, milyen formuldk érvényesek a 28.6. mintdja-
ra a V — C gyorsan csokkeno fliggvényeken értelmezett Fourier-transzformaciora
(vegyiik figyelembe, hogy V** = V).

3. Igazoljuk, hogy ¢ € C'*°(V,C) pontosan akkor gyorsan csokkend, ha minden
n,m € Ng esetén a V — BV ® V*, x— RI® D™¢(x) fuggvény korldtos.

4. Az eltolds-invaridns mérték szdmszorzd erejéig egyértelmii; a V egy ilyen
mértékének a rogzitése egyértelmiien meghatarozza a V* egy eltolds-invaridns mér-
tékét ugy, hogy a pozitiv és a negativ Fourier-transzofrméciék egymaés inverzei
legyenek. Mutassuk meg, hogy az eléz6 pont jelélésével minden ¢ € RT esetén

*

(cp)* = su*
Alkalmazzuk ezt a V = RY esetre az (RY)* = RY azonositdssal: mi lesz \*?
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5. Mutassuk meg, hogy ha ¢ € L*(R,C), akkor

Yy
1 ety 1
O/ Fip=—— R/ ) de

amit az abszolut folytonos fliggvények differencalasara vonatkozd megéllapoda-
sunk szerint igy is irhatunk:

e:l:ia:-yi
(Fid)(y) = —— 2 / ) de

- v/ 21 @ +ix
R
, 6:i:ix~y -1
(Utmutatéds: minden y-ra az z — py(x) := B fiiggvény négyzetesen in-
i

tegralhato, ezért a jobb oldali integral 1étezik, és egyenld <p;, ¢>—Vel. A bal oldali
integral pedig <X[0,y],Fiq5>. Elég tehdt megmutatni, hogy az egyenl6ség fennall
az S(R,C) sfirt lindris altéren.)

29. Differencialoperatorok r2(®rY,c)-ben

29.1. Ertelmeztiik az f mérhetd fiiggvénnyel szorzés M 7 opratorat L2(RY, C)-
ben, és a p polinommal szorzas M,, operdtorat S(RY,C)-ben. A jelslés nem egyér-
telmfi, hiszen a p polinommal szorozhatunk L?(RY,C)-ben is. Persze, amig csak
a gyorsan csokkend fliggvényekrdl beszéltiink, ez nem okozott zavart. Vilagos,
hogy a gyorsan csokkend fliggvényeken értelmezett szorzasoperator a négyzete-
sen integralhaté fliggvények értelmezett szorzasoperatornak a lesziikitése. Ezért
a most kovetkez6kben M,-n az L2(RY, C)-beli operdtort értjiik, és M,|s jeldli az
S(RY,C)-re vett lesziikitését.

Allftés Minden p multipolinomra M,|s = M, .

BIzONYITAS M,|s siirtin van értelmezve, és My|s C My, ezért (Mp|s)* D My =
M, tehét az adjungdltja is slirin van értelmezve, igy (Mp|s)*™* C (M,)** = M,.
A 16.11. &llitas értelmében azt kell tehat csak megmutatnunk, hogy a legutébbi
Osszefiiggésben egyenldség all.

Legyen ¢ € Dom(M,,). Ekkor minden ¢ € Dom(M,;) C Dom(Mp|s)* esetén

Mivel v egy siiri lindris altér tetszbleges eleme, ez azt jelenti, hogy (@] o (M,|s)*
folytonos egy siirti altéren, tehdt ¢ € Dom(M,|s)**, és ezt kellett bizonyitanunk.
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29.2. A 28.6. (1) vagy (2) az N =1 esetben azt adja, hogy
F{ Mg, |sF{' C P,

ahol P a 20. fejezetben értelmezett differencidlds-operator. Az el6z6 eredményiink
alapjdn, minthogy a lezdrds bevihetd az unitér transzformécié ald (14sd a 17.10.1.
feladatot), F+Mid]RF;1 C P; a bal oldalon is, a jobb oldalon is 6nadjungalt ope-
rator all, ezért szitkségképpen egyenldség teljesiil (lasd 17.4.):

Fi Mg, F;' =P

Ennek alapjan értelmezziik a differencidloperatorokat L?(RY, C)-ben: ha p mul-
tipolinom, akkor
p(—iD) = Fy M,F".

Figyelem: itt a megallapoddsunknak megfeleléen M, és F, is a négyzetesen
integralhaté fliggvények Hilbert terén értelmezett operator, ezért p(—iD) is is
ilyen. Az eléz6eknek megfelelden mst p(—iD)|gs jelolheti a gyorsan csokkend fiige-
vényeken a kordbban értelmezett differencidloperatort. Természetesen p(—iD)|s =
p(—iD).

Az igy értelmezett differencidloperatorok L2(RY,C)-ben normélisak, és ha p
valés, akkor onadjungéltak. Ertelmezési tartomanyuknak és a hozzarendelési uta-
sitdsdnak a kozvetlen leirdsa dltaldban meglehetdsen koriilményes (ellentétben a
P operétor esetével).

A p(—iD) értelmezési tartoménydnak azok a négyzetesen integralhaté fiiggvé-
nyek az elemei, amelyek negativ Fourier-transzformaltja benne van M, értelmezési
tartomdnyaban (amely jol jellemezhetd); a p(—iD) hatdsa az értelmezési tarto-
manyanak egy megfelelden sokszor differencidlhato elemén valéban differencialast
jelent, mas elemekre azonban &dltaldban csak a Fourier-transzformacién keresztiil
tudjuk megadni.

29.3. Egy specidlis, sokat hasznalt differencidloperator a Laplace-operator,
amelyet formélisan

A= Fors

] =

k=1

alakban szokés felirni. A Laplace-operdtort L?(RY,C)-ben pontosan a
. -1
A = _F+M‘id§N|F+

formula hatdrozza meg.
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V. KOMPAKT OPERATOROK

30. Kompakt halmazok metrikus terekben

30.1. Definicid6 Egy metrikus tér egy részhalmazit prekompaktnak,
vagy teljesen korlatosnak nevezziik, ha minden £>0 esetén létezik véges
sok e-sugaru nyilt gombbel valé lefedése.

A| litds Prekompakt halmaz

(i) korldtos,
(ii) minden részhalmaza prekompakt,
(iii) lezdrtja prekompkat.

BizoNYITAS (i) és (ii) nyilvdnvald.
(iii) Legyen K prekompakt halmaz az M metrikus térben. Minden € > 0 esetén
n
van i, ..., T, eleme M-nek tgy, hogy K C |J G, 2(xr). Ekkor
k=1

n

T n
K | Gepalan) = | Gepalar) c | G-
k=1

k=1 k=1

30.2. Kompakt halmaz prekompakt: ugyanis adott ¢ > 0 esetén a kompakt
halmaz pontjai koriili € sugart gombok 6sszessége lefedi a kompakt halmazt, ezért
létezik kozottik véges sok is, amelyek lefedik.

A kompakt halmazok és a prekompakt halmazok kapcsolatat adja meg a kovet-
kezo allitas.
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Allitds Az M metrikus tér K részhalmazdra a kovetkezok ekvivalensek:
(1) K kompakt,
(2) K prekompakt és teljes,
(3) K minden végtelen részhalmazénak van torlédési pontja K-ban,
(4) Minden K-beli sorozatnak van stiriisédési helye K-ban.

B1zoNYITAs (3)<(4) Nyilvdnvald.

(1)=(3) Ezt tudjuk kordbbi tanulményainkbdl (Analizis 111.A.3.6.-B.2.3.)

(3)=(2) Ha K minden végtelen részhalmazdnak van torlédasi pontja K-ban,
akkor K teljes (Analizis 111.B.4.9.4.)

Tegyiik fel, hogy K nem prekompakt. Ekkor létezik >0 gy, hogy K nem
fedhet6 le véges sok e-sugari nyilt gobmbbel. Legyen x1 € K tetsz6leges; ekkor
G.(x1) nem fedi le K-t, tehdt van zo € K \ Gc(21); ekkor d(x1,z2) > €. Mi-
vel Ge(x1) U Ge(xe) sem fedi le K-t, van olyan x3 € K, hogy d(xz1,x3) > €,
d(xa,23) > €. Tovabb folytatva, értelmezheté egy K-beli (z,)nen sorozat dgy,
hogy minden neN és ke{l,... ,n} esetén d(zk, z,)>e.

A kiindulési feltevés szerint a most értelmezett sorozat értékkészletének van
torl6ddsi pontja K-ban; legyen ez x. Viszont az z koriili €/2 sugari nyilt gdémb-
ben legfeljebb egy tagja lehet a sorozatnak, hiszen barmely két elem tavolsiga
G./2(x)-ben kisebb e-ndl. Tehat x nem lehet torléddsi pontja az {x, | neN}
végtelen halmaznak. Ez az ellentmondas azt mondja, hogy K prekompakt.

(2)=(1) Tegyiik fel, hogy K nem kompakt, és legyen (N;);cr olyan nyilt lefedé-
se K-nak, melynek nincs véges részlefedése Mivel K prekompakt halmaz, 1étezik

X1,...,%n, eleme M-nek gy, hogy K C U G1(zk). Ekkor KNGy (zg) (1<k<n,)

olyan zart halmazok K-ban, amelyek atmerOJe kisebb vagy egyenlé mint 1, és az
egyesitésiik K. Ezek koziil legaldbb egy nem fedhet6 le az (N;);er rendszer véges
sok elemével, legyen K egy ilyen. Ekkor tehdt K CK és diam(K)<1.

K, is prekompakt, ezért létezik wi,...,yn, eleme M-nek ugy, hogy K; C

U2 G1/2(yx). Ekkor KiNG /o(xy)) (1<k<ns) olyan zirt halmazok Ki-ben, ame-
k=1

lyek atmérdje kisebb vagy egyenlé mint %, és az egyesitésilk K. FEzek koziil
legaldbb egy nem fedhetd le az (IV;);cr rendszer véges sok elemével, legyen Ky egy
ilyen. Ekkor tehdt KoCK; és diam(K»)<3.

Az eljarast folytatva, K-beli zdrt halmazok olyan (K, ),en rendszerét kapjuk,
amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

(i) Kn+1 CKy,

(ii) diam(K,)<1/n,

(iii) K,, nem fedhetd le a (N;);e; rendszer véges sok elemével.

Az (iii) tulajdonsig szerint minden n-re K,,#0; legyen a, €K, tetszbleges. Ek-
kor (ii) szerint (an)nen Cauchy-sorozat K-ban. Mivel K teljes, ez a sorozat kon-
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vergens K-ban, legyen a€K a hatdrértéke. Nyilvdnvald, hogy a€ (| K,. Mivel
neN
a eleme K-nak, létezik ig€l ugy, hogy a€N;,. Az N,, halmaz nyilt, ezért léte-

zik ng € N 1gy, hogy G/, (a)CNy,. Viszont (ii) miatt a K, minden x elemére
d(x,a)<1/ng, tehét
Kn()CGl/no (CL)CNim

ez pedig ellentmond (iii)-nek, tehdt K kompakt.

Kovetkezmény Egy teljes metrikus tér egy részhalmaza pontosan akkor kom-
pakt, ha prekompakt és zdrt (ugyanis teljes metrikus tér zért részhalmazai telje-
sek).

30.3. Definicié Egy metrikus tér egy részhalmazét relativ kompaktnak
nevezziik, ha a lezartja kompakt.

Allitas (i) Metrikus tér relativ kompakt részhalmaza prekompakt.
(ii) Teljes metrikus tér prekompakt részhalmaza relativ kompakt.

BizoNYiTAS (i) Ha K relatfv kompakt halmaz egy metrikus térben, akkor K kom-
pakt, igy prekompakt, kovetkezésképpen K is prekompakt.

(ii) Legyen K egy teljes metrikus tér prekompakt részhalmaza. Ekkor K is
prekompakt, emellett zart, tehdt az elébbi allitas kovetkezménye szerint K kom-
pakt. m

Tehat teljes metrikus térben a relativ kompakt halmazok megegyeznek a pre-
kompakt halmazokkal.

Véges dimenziés vektortérben a korlatos, a prekompakt és a relativ kompakt
halmazok ugyanazok.

30.4. Allitds Az M metrikus tér K részhalmazdra a kévetkezok ekvivalen-
sek:

(1) K relativ kompakt,

(2) K minden végtelen részhalmazanak van torléddsi pontja M-ben,

(3) Minden K-beli sorozatnak van siirtisédési helye M-ben.

BizoNYiTAs (2)<(3) Nyilvanvald.

(1)=-(2) Nyilvanvald.

(3)=(1) Legyen (z,)nen K-beli sorozat. Ekkor minden n€N esetén létezik
yn €K 1gy, hogy d(z,,, yn)<1/n. Feltevésiink szerint az (v, )nen sorozatnak létezik
a€M siirisddési helye, melyre sziikségképpen a€K teljesiil. Minden n€N esetén
létezik m>n 4gy, hogy d(ym,a)<1l/n. Ekkor

d(xm,a) < d(xmaym) + d(yma a’) < 2/77‘7
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kovetkezésképpen a silirlisodési helye az (z,)nen sorozatnak is. A 30.2. 4llitds
szerint igy K kompakt.

31. Véges rangl operdtorok

31.1. Definicié Legyen E normilt tér. Az AcLin(E) operdtort vé-

ges rangtnak nevezziik, ha Ran(A) véges dimenzids, és ekkor rk(A) :=

dim(Ran(A)) az A rangja. Jelolje Lin (E) az E — E véges rangti operato-

rok halmazat.

Nyilvdnvald, hogy Lin/ (E)CLin(E) linesris altér, mert ha A, B € Linf (E) és
AeK\{0}, akkor Ran(A+B)=Ran(A)+Ran(B) és Ran(AA) = Ran(A), tovdbbd
Ran(0A4)={0} miatt

rk(A+B) <rk(A) + rk(B),
rk(AA) =rk(A),
rk(0A) =0,

igy A+B, A, 0AcLin/ (E) .

Allités Ha A, BeLin(E) és koziiliik legaldbb az egyik véges rangu, akkor
AB és BA véges rangu, és

rk(BA) < min(rk(A),rk(B)), rk(BA) < min(rk(4),rk(B)).

BizoNYiTAs Ran(AB)=A[Ran(B)] miatt az allitds nyilvdnvals. m
A mondottak szerint Lin/ (E)CLin(E) kétoldali idedl, azaz linedris altér,
emellett AcLin/ (E) és T€Lin(E) esetén ATELin/ (E) és TAcLin! (E).

31.2. Allitds Ha H Hilbert-tér és AeLin(H) véges rangu, akkor A* is
véges rangu, €s
rk(A*) = rk(A).

BizoNYITAS Egyszerti tény, hogy minden A € Lin(H) esetén A* |m injektiv
és A*[Ran(A)]=Ran(A*) (lasd a 16.13.7. feladatot).

Ha A véges rangu, akkor Ran(A) zéart, mert véges dimenzids altér; kovetke-
zésképpen A*|Ran(4) linedris bijekcié Ran(A) és Ran(A*) kozott, ezért A* véges
rangu, és rangja megegyezik A rangjaval.
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31.3. Feladatok

1. Lassuk be, hogy a 31.1. definici6 és természetszerii médositassal a 31.1.
allitas kiilonb6z6 normalt terek kozotti folytonos linedris leképezésekre is értelmes
illetve igaz.

2. A véges rangu operdtorok eléallithatok egy rangiak Osszegeként (linedris
kombindci6jaként). Adjuk meg a 16.13.8. feladat alapjén a véges rangi operato-
rok alakjat Hilbert-térben.

3. Mik a véges rangt szorzésoperatorok L?(R)-ben és [?-ben?

32. Kompakt operdtorok

32.1. Definicidé Legyen E normadlt tér. Az AcLin(E) operdtort kom-
paktnak, vagy teljesen folytonosnak nevezziik, ha minden E-beli korla-
tos halmaz A altali képe relativ kompakt. Jelblje Lin®(E) az E—E kompakt
operatorok halmazat.

Nyilvédnvald, hogy A akkor és csak akkor kompakt, ha A[G1(0)] relativ kompakt.

A 30.4. &llit4s szerint A pontosan akkor kompakt, ha minden (x,),eny E-beli
korldtos sorozat esetén az (Ax,)nen sorozatnak van slirlisodési helye.

Ha E Banach-tér, akkor a 30.3. &llitas szerint A pontosan akkor kompakt, ha
minden korlatos halmaz A altali képe prekompakt.

Nyilvanvalé az is, hogy kompakt operator tetszdleges altérre vald lesziikitése
szintén kompakt.

32.2. Allitas Legyen AcLin(E).

(1) Ha A véges rangu, akkor kompakt.
(2) Ha E teljes, A kompakt és Ran(A) zart, akkor A véges rangu.

BizoNy{TAs (1) A folytonos, ezért A[G1(0)] korldtos halmaz, amely a véges di-
menziés Ran(A) része, igy relativ kompakt.

(2) Ha Ran(A) zart, akkor teljes, igy a nyilt leképezés tétele szerint A:E —
Ran(A) nyilt, kovetkezésképpen A[G1(0)] kornyezete a 0-nak Ran(A)-ban, emel-
lett relativ kompakt, azaz a lezdrtja kompakt, ezért Ran(A) véges dimenzids.

32.3. Allitas Lin°(E) a Lin(E) linedris altere. Ha E teljes, akkor ez az
altér zart.

B1zoNvyiTAs Trividlis, hogy A€Lin®(E) és AeK esetén NAeLin(E).
Legyen A, BeLin(E), és HCE korlatos halmaz. Ekkor

(A+B)[H] C A[H)+B[H| c A[H]+B[H],
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igy (A+B)[H]CF relativ kompakt, mert két kompakt halmaz 6sszege kompakt,
tehdt A+BeLint(E).

Legyen E teljes és TeLin(E) érintkezési pontja a Lin(E) altérnek. Ekkkor
minden >0 esetén létezik SeLin®(E) tgy, hogy |[|[T—S||<e/3. Mivel S[G1(0)]
prekompakt, létezik x1,...,z, eleme G1(0)-nak gy, hogy

S[G1(0 U Geys(Swi).

k=1

Legyen z€G1(0). Ekkor létezik ke{l,... ,n} Ugy, hogy ||Sz—Szi||<e/3, tehat
|[Te—Txg| < ||Tx—Sz| + |Sz—Szk| + ||Srr—Txk| <&,
igy

- U GE(Tl'k),
k=1

ezért T|G1(0)] prekompakt, kovetkezésképpen relativ kompakt, azaz T € Lin®(E),
igy Lin°(E) zéart Lin(E)-ben.

32.4. Allitas Ha A, BeLin(E) és koziiliik legaldabb az egyik kompakt, akkor
AB és BA kompakt.

BizoNyiTAs Tegyiik fel, hogy A kompakt, és legyen HCE korldtos halmaz.
Ekkor A[H| kompakt halmaz, igy, mivel B folytonos, B {A[H ]} is kompakt hal-

maz, és B[A[H]] C B [A[H]], kovetkezésképpen B[A[H]] relativ kompakt, tehét
BA kompakt operétor.

B folytonos, ezért B[H]| korldtos halmaz, kovetkezésképpen A[B[H]] relativ
kompakt, tehdt AB kompakt operator. B

Eredményeink szerint Lin(E) is kétoldali idedl Lin(F)-ben, amely zart, ha E
teljes.

32.5. A 32.3. szerint az E Banach-tér esetén a kompakt operatorok olyan zart
linedris alteret alkotnak Lin(E)-ben, amely tartalmazza a véges rangi operatoro-
kat. Hilbert-tér esetén ennél t6bb is mondhaté.

Allitas Legyen H Hilbert-tér. Ekkor Lin/ (H) stirii Lin®(E)-ben.
B1zoNYiTAS Megmutatjuk, hogy barmely A€ Lin°(E) minden >0 sugart kornye-

zetében van véges rangui operator.
A[G1(0)] prekompakt halmaz, ezért létezik xi,...,x, eleme G1(0)-nak dgy,

hogy
U Aack
k=1
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M := Span{Azxy,...,Ax,} véges dimenzids (tehdt zart) altér, és ha Pps jeloli
az M -re vetito ortogondlis projektort, akkor Pps A véges rangi operator. Minden
x€B1(0) esetén létezik ke{l,... ,n} gy, hogy ||Ax—Axy| <e, ezért

|Az—Pag Az|| = ||(idgr—Par ) (Az—Azy) || < |lidg— Pl Ax— Az < e,
hiszen (idg—Pnr)=Pps1 ortogondlis projektor, {gy norméja 1. Tehét
|[A—PrrA|| <e.m

Kovetkezésképpen Hilbert-téren minden kompakt operator el6all véges rangt
operatorok sorozatanak hatarértékeként.

32.6. Allitds Ha H Hilbert-tér és AeLin(H) kompakt operdtor, akkor A*
is kompakt.

BizZONYITAS Az el6z8 eredmény szerint 1étezik véges rangt operdtorok (Ap)nen
sorozata gy, hogy lim A,, = A normdban. Mivel a Lin(H) — Lin(H) adjungdlds
n
izometrikus bijekcid, lim A¥ = A* normdban. A 31.2. Allitds szerint minden A7,
n

véges rangu, igy az elozo6 allitas alapjan A* is kompakt operator.

32.7. Feladatok

1. Lassuk be, hogy a 32.1. definicid és természetszeri modositassal a 32.1-ben
mondottak, valamint a 32.2., 32.3. és 32.4. allitas kiillonb6z6 normélt terek kozotti
folytonos linedris leképezésekre is értelmes illetve igaz.

2. Milyen alaktak a kompakt operatorok Hilbert-téren a 31.3.2. feladat és a
32.5. allitas alapjan?

3. Milyen ortogondlis projektorok kompaktak?

4. Mik a kompakt szorzasoperatorok L?(R)-ben és [?-ben?

33. Kompakt operdtorok spektruma

Ebben a fejezetben H Hilbert-teret jelol, és A € Lin°(H) adott operatort.

33.1. Allitas AeK\{0} esetén Ker(A—M\idgr) véges dimenzids. Ha H vég-
telen dimenzids, akkor 0 € Sp(A).

BizoNYiTAs N:=Ker(A—M\idg) zéart linedris altér, és A|ny=Midn kompakt ope-
rator, melynek értékkészlete A0 miatt IN, igy a 32.2. &llitds szerint IN véges
dimenzids.

Tegytiik fel, hogy 0€Reg(A). Ekkor Ran(A)=H (14sd a 22.2 végén mondotta-
kat), {gy a 32.2. 4llitds szerint H véges dimenzids.
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33.2. Allitds AeK\{0} esetén Ran(A—\idgy) zdrt linedris altér.

BizoNYITAS M:=Ker(A—\idg )"t zért linedris altér, S:=(A—\idg)|psr injektiv
linedris leképezés, és Ran(S)=Ran(A—\idg). Tegyiik fel, hogy S~! nem foly-

tonos. Ekkor a 22.11. allitas szerint A/}I\1|f | ||Sz|| = 0, tehét létezik (xy)nen
zeM ,||z||=1

sorozat M-ben ligy, hogy minden neN esetén ||z, ||=1 és lim Sx,,=0. Mivel A kom-
n

pakt operator, létezik i:N—N indexsorozat gy, hogy (Ax;, )xen konvergens; legyen

yo€M a hatdrértéke. Ekkor 1i]£n Sz;, = 0 miatt yo=>\li’£n Ziy. s 18Y Yol = | A0, és

emellett Syoz)\lilgn Sx;, =0, ami ellentmond annak, hogy S injektfv. Tehat S~*

folytonos, igy, mivel zart operdtor, Dom(S~!) = Ran(S) zart.

33.3. Allitds Minden ¢ > 0 esetén E.:={)\e€Eig(A) | |]\|>¢e} véges halmaz.

B1zonyiTAs Tegyiik fel, hogy valamely € > 0 esetén E. végtelen. Ekkor léte-
zik (A\p)nen injektiv sorozat E.-ban. Legyen neN esetén 0 # e, €Ker(A—\,idg)
(azaz e, az A-nak \, sajétértékli sajatvektora), és M, az {ei,...,e,} halmaz
linearis burka. Ekkor

(a) M, valédi altere M, y;-nek,

(b) A[M,,|]CM,,,

(¢) (A=Apq1idm)[My41]CM,.

Ugyanis (b) és (c¢) nyilvanvald, és az is hogy M, CM, 1. Mivel a A, sajé-
tértékek kiillonboz6k, minden neN esetén {e1,... ,e,4+1} linedrisan figgetlen, igy
M, # M, .

Minden n-re 1étezik y,,+1 € M, 11NM;- gy, hogy ||yn+1]/=1. Ekkor minden
reEM,, és a € K esetén

lan1—2]* = laf*[lynsal” + l|2]* > [af*.

Ha m<n, akkor
z = Aym—(A—Ant1idH)ynt1 € My,
igy
1 AYns1=AYm | = At 1¥ns1—2] = [Ang1] > €. (*)

Kovetkezésképpen az (Ayy,)n>2 sorozatnak nincs stirtisédési helye, holott (s, )n>2
korlatos sorozat, ez pedig ellentmont A kompaktsdgdnak.

33.4. Allitds Ha 0 # ) € Eig(A), akkor Ran(A—\idg)#£H.

BizoNYiTAs Tegyiik fel, hogy Ran(A — Midg) = H. Az M,,:=Ker((A—Xidg)")
(neN) zért linedris alterekre az el6bbi bizonyitasban felsorolt (a)-(b)-(c) tulajdon-
sagok teljesiilnek a A, 11 := A definiciéval.
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Ugyanis (b) és (c) nyilvanvald, és az is hogy M, CM, 1. Mivel X sajitértéke
A-nak, létezik 0 # x1 €M7, és mivel A — Aidgy szirjektiv, 1étezik (x,,)nen sorozat
H-ban ugy, hogy minden neN esetén (A—Aidg)x,+1=2,. Ekkor

(A=XNidg)"Tpi1=2170 és (A=Ndg)" T 2,41=0,

azaz xn+1€M7z+1\Mn- Tehat M, # Mn+1~
Ezutén ugyantgy érvelhetiink, mint az el6bb, csak a (x) Osszefiiggésben nincs,
és nem is kell €.

33.5. Allitds AeK\{0} esetén a kovetkezd alterek véges és azonos dimenzi-
Osak:

Ker(A—\idg), Ran(A—\idg)*,

Ker(A*—X*idg), Ran(A*—X*idg)*t.

B1zoNYiTAs Legyen S:=A—M\idg, és tegyiik fel, hogy

dimKer(S) > dimRan(S)*
Mivel Ker(S) véges dimenzids, létezik L:Ker(S)—Ran(S)* linedris sziirjekcid,
mely nem injekcié. F:=A+LoPyge(s) kompakt operator (egy kompakt és egy vé-
ges rangl Osszege) és F'—Aidpg=S5+LoPger(s). Ezért {0}#Ker(L)CKer(F—Midg),
tehdt \eEig(F'). A 33.4. allitdst alkalmazva az F kompakt operatorra azt kapjuk,
hogy Ran(F—M\idg)#H. Azonban,

(F—Xidgr)[Ker(S)*] = S[Ker(S)*] = Ran(S),

(F—\idg)[Ker(S)] = L[Ker(S)] = Ran(S)*,

igy Ran(F—\idgr)=H, ami ellentmondas, tehét
dimKer(S) < dimRan(S)*.
Alkalmazzuk ezt az eredményt az A* kompakt operatorra:
dimKer(S*) < dimRan(S*)*.
Azonban
dimRan(S*)* = dimKer(S) < dimRan(S)* = dimKer(S5*),

ez pedig csak tgy lehetséges, ha ezen négy altér dimenzidja megegyezik.
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33.6. Allitas Sp(A) legfeljebb megszamlalhaté halmaz, melynek csak a 0€K
lehet torlédasi pontja. A spektrum minden nemnulla eleme sajatérték, és a
megfelel sajatalterek véges dimenzidsak.

B1zoNvyiTAS Ha A#0 nem sajatértéke A-nak, akkor A—Aidg injektiv, {gy a 33.5.
allitas alapjan sziirjektiv, és ekkor inverze, 1évén zart operator, folytonos, kovet-
kezésképpen A€Reg(A). Tehat Sp(A)\{0}CEig(A). A 33.3. §llitas szerint

Sp(A)\{0} = Eig(A)\{0} = | E1/u

neN

legfeljebb megszamlalhaté halmaz, melynek csak a 0 lehet torlédéasi pontja, igy
Sp(A) is ugyanilyen tulajdonsdgi. A nem nulla sajétértékekhez tartozd sajdtalte-
rek a 33.1. allitas szerint véges dimenzidsak.

33.7. A most kovetkezéket arra az esetre fogalmazzuk meg, amikor az A kom-
pakt operdtor spektruma megszamlalhaté. Hasonlé (meg egyszeriibben bizonyit-

hat6) formuldk érvényesek, ha a spektrum véges. Idézziik fel az |z)(y| jelolést a
16.13.8. feladatbdl.

Allitas Létezik olyan (o, )nen szamsorozat, hogy lim o, = 0, tovabbd (e, )nen
n

6és (Un)nen ortonormélt rendszerek tigy, hogy

A= (u) Y anlon){enl. (%)

neN

B1zoNYITAS Az A* A operdtor kompakt és pozitiv 6nadjungalt. Ezért a nulldt ki-
véve a spektruma megszamlalhaté sok, nulldhoz torlédé pozitiv sajatértékbol all, és
minden megfelel6 sajataltér véges dimenziés. Ugyanez igaz az |A| = v A* A operé-
torra. Legyen (,)nen az a |A| nemnulla sajatértékeibél 8116 sorozat gy, minden
sajatértéket annyiszor vesziink, amennyi a multiplicitdsa (a sajataltér dimenzié-
ja). Legyen (e, )nen az |A| sajatvektoraibdl allé ortonormalt rendszer, amely 4ltal
kifeszitett zart linearis altér tartalmaz minden nemnulla sajatértékii sajatalteret.
Vegytink egy olyan izometrikus operdtort, amellyel az A = V|A| (ldsd 18.6.), és
legyen v, := Ve,.
Egyszerli tény, hogy minden x € H esetén

|A‘$L’ = Z anen<en7$>a
neN
igy
Az =V Z apenlen, ) = Z anUn{€n, T),

neN neN
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tehdt a (x) Osszefligés igaz erds (pontonkénti) Gsszegzéssel. A sor normdban is
konvergens, mert minden N pozitiiv egész szamra és a Hilbert-tér minden x egy-
ségvektorara

N oo oo
H(AZanlvnMen)x = D0 anvalen )| < D an;
n=1 n=N+1 n=N+1

mivel itt a jobb oldalon egy konvergens sor “hatsé szelete” all, amely “elég kicsi,
ha N elég nagy”, ugyanez igaz a bal oldalnak z-ben vett szuprémumara is.

33.8. Feladatok

1. Ha eddig nem tudtuk volna, a 27. fejezet és 33.6. alapjan adjuk meg, mik a
kompakt szorzésoperatorok L?(R)-ben.

2. Bizonyitsuk be, hogy 33.6. megforditsa is igaz, vagyis A € Lin(H) kom-
pakt, ha Sp(A) legfeljebb megszdmldlhat6 halmaz, melynek csak a 0€K lehet tor-
lédasi pontja, és a spektrum minden nemnulla eleme sajatérték, a megfelel6 sa-
jatalterek véges dimenzisak.(Utmutatas: {\ € Eig(A4) | [A| > %} véges halmaz,

a megfelel6 sajdtalterek véges dimenzidsak; legyen P, az édltaluk kifeszitett véges
dimenzids (tehat zért) altér ortogondlis projektora. Ekkor lim P, A = A.
n

34. Integralegyenletek

34.1. A kompakt operatorok egy nagyon fontos tipusa fordul el6 az integréle-
gyenletek elméletében, melyrdl az aldbbiakban lesz sz6.

Allitss Legyen (X, A, 1) o-véges mértéktér, és KGLf@u(XxX), Ekkor a
7. T2 2 7>
KLN<X)_>LH(X)? wHKw7

(Ro)(x) = / K(z,y)b@)duly)  (z€X)
X

formulédkkal jél értelmezett leképezés kompakt operdtor, amelyre ||I/(\' I < K|
teljestil.

BizoNYITAS A 15. fejezet alapjan (K* helyett K-t {rva) a leképezés jol értelme-
zett, nyilvanvaléan linedris, és folytonos is és a norméjara igaz a fenti becslés,
hiszen minden ¢eL?(X) esetén

[(e. &) < Il 0N
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Ugyancsak a 15. fejezet eredményei szerint Lf@M(XxX)—ben az a® alakd
fiiggvények (o, L2 (X)) linedris kombinacidi siirtin vannak. Egyszerti tény, hogy
egy ilyen tenzorszorzat alaku fliggvényhez a fentiek szerint tartozé operator rang-
ja egy, ezért a linearis kombindciéknak megfelelé operatorok véges rangiak. Te-
hat létezik tenzorszorzatok linedris kombinaciéinak olyan (K, ),en sorozata, mely

konvergal K-hoz az L, (X xX) térben, azaz lim || K —K,|=0. Ekkor (K,)nen
L?,(X)-beli véges rangii operétorok sorozata, mely | K —K,||<|K—K,| miatt ope-

rator-normaban konvergal K -hoz, s igy ez kompakt.

34.2. Allitas (Fredholm-alternativa) Hasznaljuk az el6z6 jeloléseket. Ha
AeK\{0}, akkor a

(WeL}(X))? Kyp—-M=¢

egyenletnek

— vagy minden ¢€L3(X ) esetén egyetlen megoldédsa van,
— vagy van olyan gbeLi(X ), amelyre végtelen sok megolddsa van, és van
olyan, amelyre egy sincs.

BizoNvy{TAs Jelolje I az L2(X) identitasét.

Ha 0 # A%Eig(f{), akkor )\géSp(I/(\'), igy K-\ folytonos bijekcid.

Ha 0 # )\EEig([A(), akkor a 33.1. allitas szerint Ker(f(—)\l) véges, nem nulla di-
menzids altér, igy végtelen szdmossag, ezért peRan(K —AI) esetén az egyenletnek
végtelen sok megolddsa van, ¢¢Ran(K —\I) esetén egy sem.

35. Magoperdatorok

35.1. Ebben a fejezetben a kvantumstatisztika siirliségoperdtordnak (,,stirtiség-
métrixdnak”) pontos matematikai targyaldsit adjuk.

1. Definicié6 Az A kompakt operdtort magoperatornak hivjuk, ha |A|
sajatértékei, multiplicitassal szamolva, 6sszegezhetdk.

Miés széval, az A kompakt operdtor magoperator, ha a 33.7-beli () alakjiaban

> o] < oo
neN
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2. Definicié Az A kompakt operdtort nyomoperatornak hivjuk, ha tet-
sz6leges (x;);cr teljes ortonormalt rendszer esetén létezik

Tr(A) == Z (i, Azy),

i€l

amely fiiggetlen az ortonormalt rendszertdl, és amelyet az A nyomanak ne-
veziink.

35.2. Allitds Legyen A= " ay|v,)(en| magoperdtor és LeLin(H). Ekkor
neN
LA és AL nyomoperator, és

Tr(LA) = Tr(AL) = Z anf{en, Lu,).
neN

BizoNYITAS Ha (z;);cs teljes ortonormdlt rendszer, akkor

Z QS‘»L,LA‘Ti Zzan quvn enaxl>

iel i€l neEN

A jobb oldali kettés Osszeg forditott sorrendii Gsszegszésben abszolut konver-

gens, hiszen az
S an S s, Loa)] ens @)

neN i€l

formuldban a méasodik 6sszeg az 12(I)-beli Cuachy-egyenlétlenség folytdan nem na-

gyobb, mint
Z [z, Lv)|? Z [(ens i) [?

el i€l

amely viszont a H-beli Parseval-egyenléség szerint ||Lv, || ||en ]|, és ez nem nagyobb
|| Z]|-n4l.

Tehdt az Osszeg az eredeti sorrendben is létezik, és megegyezik a forditott sor-
rendii Osszeggel:

Z x;, LAz;) = Zanz 2, Loy ) (en, ;) Zan<evan>

iel neN el neN

(itt ismét a Parseval-egyenl8séget hasznaltuk fel).
Teljesen hasonléan 1athaté be, hogy Tr(AL) is 1étezik, és ugyanezzel az Gsszeggel
egyenld. m
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Kovetkezmény Vegyiik L-nek az identitast, hogy megallapitsuk: minden mag-
operator nyomoperator.

Megjegyzés Bebizonyithaté ennek a forditottja is: minden nyomoperator mag-
operator.

35.3. Nem folytonos operator és magoperator szorzata nem feltétleniil nyomo-
perator. Az el6z6hoz hasonldéan — csak még egyszeriibben, mert véges Osszegzést
cseréliink fel végtelennel, ami minden feltétel nélkiill megteheté — bizonyithatjuk
be a kovetkezot.

Allitas Legyen A = Z an|vp){en| (véges rangi operdtor) és L olyan operd-

tor, hogy v, € Dom(L) (n=1,...,N). Ekkkor LA véges rangi, nyomope-
rator, és

eny Lvn

uMz

Erdemes megjegyezni, hogy Tr(AL) biztosan nem létezik, ha L értelmezési tar-
tomanya nem az egész Hilbert-tér. Ekkor ugyanis véalaszthaté olyan teljes orto-
normélt rendszer, amelynek legaldbb egy tagja nincs benne a Dom(L)-ben, igy a
nyom definiciéjaban szerepld Osszegnek nincs értelme.

35.4. A kvantumstatisztika stirtiségoperatora olyan W pozitiv énadjungalt ma-
goperator, amelynek a nyoma 1. Ez valdjdban egy valdszintiségi mértéket hataroz
meg. A fizikai mennyiségek 6ndjungalt operatorok; az L fizikai mennyiség varha-
t6 értéke az adott stirliségoperatorra vonatkozéan Tr(LW) — természetesen csak
akkor, ha ez a nyom létezik.

35.4. Feladatok

1. A véges rangu operatorok magoperatorok. Mutassuk meg kozvetleniil — nem
hivatkozva a 35.2. kovetkezményére —, hogy a véges rangi operatorok nyomope-
ratorok.

2. Bizonyitsuk be, hogy pozitiv 6nadjungalt nyomoperator magoperator.



