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1. fejezet

A funkion�alanal��zis alapvet}o

strukt�ur�ai

1.1. Line�aris alterek, z�art line�aris alterek

1.1.1. De�n��i�o. Legyen V vektort�er K felett. Ekkor azt mondjuk, hogy

{ H � V line�arisan f�uggetlen, ha 8x 2 H x 62 Span(H n fxg)

{ B � V Algebrai (vagy Hamel-) b�azis, ha line�arisan f�uggetlen, �es SpanB = V

Legyen (V; k:k) norm�alt t�er K felett. Ekkor �erv�enyes a k�ovetkez}o �all��t�as:

1.1.1.

�

All��t�as. M � V line�aris alt�er ) M � V is line�aris alt�er

Bizony��t�as Legyen x; y 2M . Ekkor ha

x = lim

n

x

n

y = lim

n

y

n

x

n

; y

n

2M;

akkor a hat�ar�ert�ek tulajdons�agai miatt

x+ y = lim

n

(x

n

+ y

n

) 2M

A tov�abbiakban a z�art line�aris alterek k�ul�on�osen fontos szerepet fognak j�atszani, ez�ert sz�uks�eges a k�ovetkez}o

de�n��i�o:

1.1.2. De�n��i�o. Legyen H � V , ekkor a H gener�alta z�art line�aris alt�ernek a legsz}ukebb z�art line�aris

alteret nevezz�uk, aminek H r�eszhalmaza, azaz

SpanH =

\

fM jM z�art line�aris alt�er;H �Mg

Trivi�alis az �all��t�as, hogy

1.1.2.

�

All��t�as. A H gener�alta z�art line�aris alt�er megegyezik a H gener�alta line�aris alt�er lez�artj�aval.

1.1.3. De�n��i�o. Legyen M � V line�aris alt�er. Azt mondjuk, hogy M s}ur}u line�aris alt�er, ha M = V

Legyen (X;A; �) �-v�eges m�ert�ekt�er. Ekkor az L

P

�

(X) terek elemei f�uggv�enyoszt�alyok, m�egis azt szokt�ak

mondani, hogy az f 2 L

P

�

(X) f�uggv�eny, ezt kell}o �ovatoss�aggal mi is k�ovetni fogjuk. Azonban az f f�uggv�eny

x pontban felvett f(x) �ert�ek�er}ol besz�elni nem �ertelmes, hiszen egy f�uggv�enyoszt�aly elemei sak majdnem min-

den�utt egyenl}oek egym�assal.

Ezekben a terekben, ha S f�elgy}ur}u, �es �

A

(S) = S, akkor a p-edik hatv�anyon �-integr�alhat�o S-l�eps}osf�ugg-

v�enyek s}ur}u line�aris alteret alkotnak. A p =1 esetben az A-l�eps}os f�uggv�enyek alkotnak s}ur}u line�aris alteret.

Spei�alis esetk�ent �erdemes `

p

= L

p

s

(N) eset�et vizsg�alni. Ekkor az el}obbi S a v�eges halmazok f�elgy}ur}uje,

illetve p =1 esetben maga N.

1
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1.2. Topologikus line�aris f�uggetlens�eg, b�azisok, folytonoss�ag

1.2.1. De�n��i�o. Legyen V tov�abbra is norm�alt t�er K felett. Ekkor

{ H � V topologikusan line�arisan f�uggetlen, ha 8x 2 H x 62 Span(H n fxg)

{ B � V topologikus algebrai (vagy Shauder-) b�azis, ha topologikusan line�arisan f�uggetlen �es SpanB = V

Azt tudjuk, hogy b�armely vektort�erben van Hamel-b�azis (ld. Matolsi: Anal��zis II.), az viszont, hogy Shauder-

b�azis mindig van-e, sok�aig nyitott k�erd�es volt. Ma m�ar tudjuk, hogy adhat�o p�elda olyan vektort�erre, amelyben

nins. Az line�aris algebr�aban alkalmazott bizony��t�as Shauder-b�azisra az�ert nem m}uk�odik, mert egy ilyenekb}ol

�all�o l�an �uni�oja nem felt�etlen�ul topol�ogikusan line�arisan f�uggetlen.

Fontos szerep�uk lesz a kieg�esz��t}o altereknek is. Tudnunk kell, hogy egy z�art line�aris alt�ernek nem felt�etlen�ul

l�etezik z�art kieg�esz��t}o altere.

Legyen V

1

�es V

2

norm�alt terek, �es legyen V

2

teljes. Ha A : V

1

� V

2

folytonos line�aris lek�epez�es, akkor a

hat�ar�ert�ek �es a line�aris m}uveletek kapsolata miatt 9j A : DomA� V

2

folytonos line�aris lek�epez�es, �ugy hogy

kAk = kAk.

1.3.

�

Altal�anos��tott sorok

Legyen (V; k:k) norm�alt t�er x

n

(n 2 N). Eml�ekeztet�unk a sor�osszeg konvergeni�aj�anak de�n��i�oj�ara: 9

P

n

x

n

;

ha 9x 2 V 8" > 0 9n

"

8n > n

"

kx �

P

n

k=1

x

k

k < ": Ennek mint�aj�ara vezetj�uk be a k�ovetkez}o fogalmat

1.3.1. De�n��i�o. Legyen I indexhalmaz, x

i

2 V (i 2 I). Ekkor azt mondjuk, hogy 9

P

i2I

x

i

; azaz

P

i

x

i

konvergens, ha 8" > 0 9F

"

� I v�eges halmaz, hogy minden F � I v�eges halmaz eset�en, amelyre F � F

"





x �

P

i2F

x

i





< ".

Vegy�uk �eszre, hogy ez �eppen azt jelenti, hogy az I ! V; x 7! x

i

f�uggv�eny integr�alhat�o az I sz�aml�al�o m�ert�eke

szerint.

1.3.2. De�n��i�o. Egy

P

i2I

x

i

sort Cauhy{f�el�enek nevez�unk, ha

8" > 0 9F

"

� I v�eges 8K � I v�eges F

"

\K = ;











X

i2K

x

i











< "

K�onnyen l�athat�o, hogy I = N eset�en ez a felt�etlen konvergeni�aval ekvivalens, hiszen a v�eges halmazra val�o

�osszegz�es eset�en nem adunk meg sorrendet. Azt is egyszer}uen bel�athatjuk, hogy ha egy sor konvergens, akkor

sz�uks�egk�eppen Cauhy{f�ele is. Megmutathat�o, hogy ha a t�er teljes, akkor visszafel�e is k�ovetkezik.

A k�ovetkez}o �all��t�as azt mondja ki, hogy ezzel a sorfogalmat nem igaz�an �altal�anos��tottuk, ez az �altal�anoss�ag

sak l�atsz�olagos, l�enyeg�eben nins k�ul�onbs�eg a sor eredeti fogalma �es ek�oz�ott.

1.3.1.

�

All��t�as. Legyen x

i

2 V (i 2 I). ekkor, ha 9

P

i2I

x

i

akkor legfeljebb megsz�aml�alhat�o sok x

i

6= 0, azaz

fi 2 Ijx

i

6= 0g legfeljebb megsz�aml�alhat�o halmaz.

Bizony��t�as A Cauhy{krit�eriumot (ld. fent) alkalmazzuk egyelem}u halmazokra. A fenti de�n��i�ob�ol k�ovetkezik,

hogy fi 2 Ijkx

i

k �

1

n

g minden n 2 N-re v�eges kell legyen. Ekkor mivel

fi 2 Ijx

i

6= 0g =

[

n2N

fi 2 Ijkx

i

k �

1

n

g;

�es a jobb oldalon megsz�aml�ahat�o sok megsz�aml�alhat�o halmaz uni�oja �all, az is sak megsz�aml�alhat�o lehet.

1.4. Tart�o, p�eld�ak

1.4.1. De�n��i�o. Legyen (M;d) metrikus t�er, f :M ! K folytonos f�uggv�eny. A

Suppf := fx 2M jf(x) 6= 0g

halmazt f tart�oj�anak nevezz�uk.



1.5. FELADATOK 3

1.4.1.

�

All��t�as. (Suppf)

Æ

p

= fx 2M j9G ny��lt; x 2 G; f j

G

= 0g

1.4.2.

�

All��t�as. Vegy�uk a k�ovetkez}o halmazt: ff : R! KjSupp f kompaktg. Ennek elemei a p-edik hatv�anyon

integr�alhat�ok

1

, �es ez a halmaz line�aris t�er, hiszen Supp(f + g) � Suppf [ Suppg. Ez (ill. ezekenek az ekviva-

leniaoszt�alyai) s}ur}u L

p

(R)-ben.

Bizony��t�as Meg fogjuk mutatni, hogy ennek a lez�artja tartalmazza a l�eps}osf�uggv�enyeket. Ehhez el�eg a ka-

rakterisztikus f�uggv�enyeket el}o�all��tani ilyen f�uggv�enyek hat�ar�ert�ekek�ent. Legyen I korl�atos intervallum. Ekkor

azt kell megmutatnunk, hogy l�eteznek olyan f

n

(n 2 N) kompakt tart�oj�u f�uggv�enyek, hogy �

I

= (L

p

) lim

n

f

n

,

ez pedig lehets�eges, olyan f�uggv�enyeket v�eve, amelyek az intervallum sz�ele melletti kis szakaszon line�arisan

emelkednek, azon k��v�ul null�ak, az intervallumon bel�ul pedig az 1 �ert�eket veszik fel.

Azt viszont a Riesz - Fisher-t�etel bizony��t�as�anak egyik l�ep�es�eb}ol tudjuk (ld. Matolsi: Anal��zis V.), hogy

a reprezent�ansok nem fognak mm. f-hez tartani, de lesz olyan r�eszsorozatuk.

A fenti �all��t�as l�enyeg�eben ugyan��gy bebizony��that�o akkor is, ha (M;d) metrikus t�er, � Borel-m�ert�ek, �es az

L

p

�

(M) teret vessz�uk L

p

(R) helyett.

1.4.3.

�

All��t�as. L

p

(R

N

)-ben a kompakt tart�oj�u v�egtelenszer di�ereni�alhat�o f�uggv�enyek s}ur}u alteret alkotnak.

Bizony��t�as Tekints�uk a k�ovetkez}o f�uggv�enyt:

� : R! R t 7!

(

e

�1=t

, ha t > 0

0 , ha t � 0

majd

0 < r < R �

r;R

(x) :=

�(R

2

� jxj

2

)

�(R

2

� jxj

2

) + �(jxj

2

� r

2

)

(x 2 R

N

):

Vizsg�aljuk meg, hogy a nevez}o milyen esetben v�alik null�av�a:

R

2

� jxj

2

� 0

jxj

2

� r

2

� 0

)

) R

2

� jxj

2

� r

2

;

ami lehetetlen, azaz a nevez}o sosem v�alik null�av�a, ez a f�uggv�eny minden�utt �ertelmes.

�

Ert�eke 0, ha jxj � R, 0

�es 1 k�oz�ott van, ha r < jxj < R, �es 1, ha jxj � r.

Tekints�uk az N = 1 esetet. Ekkor legyen I intervallum. Ekkor az el}oz}o f�uggv�eny eltoltjaival, az r =

b�a

2

�es

R =

b�a

2

+

1

n

v�alaszt�assal, a folytonos f�uggv�enyek eset�eben alkalmazott gondolatmenettel �

I

= (L

p

) lim

n

f

n

.

A tetsz}oleges N eset�eben t�egl�akra, ilyen f�uggv�enyek szorzat�aval ugyanez a gondolatmenet alkalmazhat�o,

ezzel a bizony��t�ast be is fejezt�uk.

Legyen I � R intervallum. Ekkor L

p

(I) = L

p

(

Æ

I) = L

p

(I), azaz egy intervallum eset�eben mindegy, hogy a

ny��lt vagy a z�art intervallumon �ertelmezett f�uggv�enyekb}ol indulunk ki, ugyanazt a f�uggv�enyteret kepjuk. Itt

is el lehet mondani az el}obbieket, de mivel itt az eg�eszen �ertelmezett seholsem nulla f�uggv�enyek is kompakt

tart�oj�uak, ez�ert egy kisit t�obbet is szeretn�enk mondani. Egy olyan f�uggv�enyt amelynek tart�oja kompakt, �es az

I belsej�enek r�esze, az I belsej�eben kompakt tart�oj�unak nevez�unk. Ebben az esetben ezek is s}ur}u line�aris

alteret alkotnak.

1.5. Feladatok

1.1. Feladat. Tudjuk, hogy v�eges dimenzi�os vektort�er egy b�azis�ar�ol egy m�asik line�aris t�erbe megadott lek�epez�es

egy�ertelm}uen kiterjeszthet}o az eg�esz t�eren �ertlemezett line�aris lek�epez�ess�e. Vajon igaz-e, hogy egy V norm�alt

t�er B Shauder b�azis�an adott A : B � U lek�epez�es (U norm�alt t�er) egy�ertelm}uen kiterjeszthet}o A : V ! U

folytonos line�aris lek�epez�ess�e, ha 9L > 0 kAxk � Lkxk (8x 2 B) ?

Megold�as

�

Altal�aban nem. Azt viszont tudjuk, hogy ha kiterjeszthet}o, akkor egy�ertelm}uen, hiszen azt tudjuk,

hogy A : SpanB ! U lek�epez�ess�e egy�ertelm}uen kiterjeszthet}o. Ha A : SpanB ! U l�etezik, akkor folytonos, �es

A � A. Line�aris alt�err}ol egy�ertelm}uen �es folytonosan terjeszthet}o ki.

1

folytonos f�uggv�eny, kompakt halmazon, �-v�eges m�ert�ek szerint
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Most p�eld�at is adunk arra, amikor nem terjeszthet}o ki: vegy�uk `

2

-ben az fe

n

g Shauder-b�azist. Legyen

A : fe

n

g ! `

1

; e

n

7! e

1

(n 2 N). `

2

minden eleme

P

n

�

n

e

n

alak�u, azonban ez sak azokra az elemekre

terjeszthet}o ki, amelyekre az �

n

sorozat �osszegezhet}o, hiszen ha l�etezne A, akkor

A

X

n

�

n

e

n

=

X

n

�

n

Ae

n

=

X

n

�

n

e

1

lenne.



2. fejezet

A funkion�alanal��zis alapvet}o t�etelei

2.1. A Weierstrass-f�ele approxim�ai�os t�etel

Tekints�uk a C[a; b℄ tereket! Ezeken t�obbf�ele norm�at, illetve f�elnorm�at adtunk meg, de sak a k:k

1

norm�ara

n�ezve volt teljes, viszont a t�obbi eset�eben is l�etezett a teljes burka. Tudjuk, hogy (C[a; b℄; k:j

p

) teljess�e t�etele

�eppen a m�ar vizsg�alt L

p

([a; b℄), ��gy ebben s}ur}u alteret alkot, kiv�eve, ha p = 1, ekkor C[a; b℄ ( L

1

([a; b℄),

hanem val�odi z�art line�aris alt�er.

C[a; b℄-ben �altal�aban a

"

v�egtelen" norma a legk�enyelmesebb, ez�ert ha m�ast nem mondunk, akkor az veend}o.

Most egy igen fontos s}ur}u r�eszhalmaz�at fogjuk megvizsg�alni.

2.1.1.

�

All��t�as. (Weierstrass-f�ele approxim�ai�os t�etel) (C([a; b℄;R); k:k

1

)-ben a polinomok s}ur}u line�aris

alteret alkotnak.

Bizony��t�as El�eg a [0; 1℄ intervallumra bel�atnunk, zsugor��tani-ny�ujtani m�ar lehet. Legyen n 2 N; k = 1 : : : n.

Bevezetj�uk a Bernstein-f�ele polinomokat:

� := id

[0;1℄

;

p

n;k

:=

�

n

k

�

�

k

(1��)

n�k

:

Ekkor a binomi�alis t�etel alapj�an tudjuk, hogy

n

X

k=0

p

n;k

= (� + 1��)

n

= 1;

�es

(x + y)

n

=

n

X

k=0

�

n

k

�

x

k

y

n�k

;

ezt x szerint di�ereni�alva:

n(x + y)

n�1

=

n

X

k=0

�

n

k

�

kx

k�1

y

n�k

; (*)

�es ezt m�eg egyszer

n(n� 1)(x + y)

n�2

=

n

X

k=0

�

n

k

�

k(k � 1)x

k�2

y

n�k

; (**)

majd (*)-ban x-szel beszorozva

nx(x + y)

n�1

=

n

X

k=0

�

n

k

�

kx

k

y

n�k

;

illetve (**)-ban x

2

-tel:

n(n� 1)x

2

(x + y)

n�2

=

n

X

k=0

�

n

k

�

k(k � 1)x

k

y

n�k

: (**)

5
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Ezekbe a formul�akba x hely�ere �-t, y hely�ere 1��-t helyettes��tve:

n

X

k=0

kp

n;k

= n�;

n

X

k=0

k(k � 1)p

n;k

= n(n� 1)�

2

;

�es mivel k(k � 1) = k

2

� k

n

X

k=0

(k � n�)

2

p

n;k

= n

2

�

2

+ n(n� 1)�

2

+ n�

= �n

2

�

2

+ n� = n�(1��) � n

Legyen f 2 C[0; 1℄ �es

P

n

:=

n

X

k=0

f

�

k

n

�

p

n;k

;

polinom, ami a Bernstein-polinomok line�arkombin�ai�oja. Azt szeretn�enk bel�atni, hogy

(u) lim

n

P

n

= f;

hiszen a

"

v�egtelen" norm�aban val�o konvergenia �eppen az egyenletes konvergeni�aval ekvivalens.

" > 0 9Æ

"

jx� yj < Æ

"

jf(x) � f(y)j < "

hiszen f egyenletesen folytonos (mert kompakt halmazon �ertelmezett).

jf(x) � P

n

(x)j =

�

�

�

�

�

n

X

k=0

�

f(x) � f

�

k

n

��

p

n;k

(x)

�

�

�

�

�

De�ni�aljuk a k�ovetkez}o halmazt:

H

x

:=

�

k 2 f1; 2; : : : ; ng

�

�

�

�

�

�

�

�

x�

k

n

�

�

�

�

< Æ

"

�

Ekkor a fenti norma:

jf(x) � P

n

(x)j �

X

k2H

x

�

�

�

�

f(x) � f

�

k

n

�

�

�

�

�

p

n;k

(x) +

X

k 62H

x

�

�

�

�

f(x) � f

�

k

n

�

�

�

�

�

p

n;k

(x)

Az els}o tag a f�uggv�eny egyenletes folytonoss�aga miatt kisebb vagy egyenl}o "-nal, a m�asik tag kisis�eg�et kell

m�eg vizsg�alni. A H

x

halmaz de�n��i�oja miatt azon k��v�ul jk � nxj � nÆ

"

, ezt �atrendezve �es a n�egyzetre emelve

(k�nx)

2

n

2

Æ

2

"

� 1, ekkor a fenti egyenlet jobboldali tagj�at a k�ovetkez}ok�eppen bes�ulhetj�uk:

X

k 62H

x

�

�

�

�

f(x) � f

�

k

n

�

�

�

�

�

p

n;k

(x) � 2kfk

X

k 62H

x

(k � nx)

2

n

2

Æ

2

"

p

n;k

(x) � 2kfk

1

n

2

Æ

2

"

n �

1

n

;

amir}ol l�athat�o, hogy n nagy �ert�ekeire kisebb lesz "-n�al, ��gy az eg�esz norma kisebbegyenl}o lesz 2"-n�al, ezzel

bebizony��tottuk, hogy a P

n

polinomsorozat val�oban megk�ozel��ti f-et.

2.2. A Stone{Weierstrass-t�etel

A k�ovetkez}o t�etelt bizony��t�as n�elk�ul mondjuk ki, mert a bizony��t�as hosszadalmas volna.
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2.2.1.

�

All��t�as. (Stone{Weierstrass-t�etel) Legyen K kompakt metrikus t�er (pl. egy metrikus t�er kompakt

r�eszhalmaza), �es A � C(K;R) �ugy, hogy

(i) A algebra (azaz line�aris t�er, �es a szorzat is benne van)

(ii) 1 2 A (azaz a konstans f�uggv�enyek benne vannak)

(iii) A sz�etv�alasztja a K pontjait (azaz 8x; y 2 K x 6= y 9f 2 A f(x) 6= f(y)),

ekkor A s}ur}u C(K;R)-ben, azaz A = C(K;R)

Ehhez hasonl�o t�etelt lehet kimondani a komplex esetben is:

2.2.2.

�

All��t�as. (Stone{Weierstrass-t�etel) Legyen K kompakt metrikus t�er (pl. egy metrikus t�er kompakt

r�eszhalmaza), �es A � C(K; C ) �ugy, hogy

(i) A *-algebra (azaz line�aris t�er, �es a szorzat �es a konjug�alt is benne van)

(ii) 1 2 A (azaz a konstans f�uggv�enyek benne vannak)

(iii) A sz�etv�alasztja a K pontjait (azaz 8x; y 2 K x 6= y 9f 2 A f(x) 6= f(y)),

ekkor A s}ur}u C(K;R)-ben, azaz A = C(K;R)

2.3. A Baire-f�ele kateg�oriat�etel

2.3.1. De�n��i�o. Legyen M metrikus t�er. Azt mondjuk, hogy

{ S �M seholsem s}ur}u, ha

Æ

S = ;

{ A �M els}o kateg�ori�aj�u, ha el}o�all megsz�aml�alhat�o sok seholsem s}ur}u halmaz uni�ojak�ent.

{ A �M m�asodik kateg�ori�aj�u, ha nem els}o kateg�ori�aj�u

Term�eszetesen nem minden els}o kateg�ori�aj�u halmaz sehol sem s}ur}u, p�elda erre a raion�alis sz�amok ter�eben az

egyponthalmazok, itt a teljes t�er el}o�all ezek uni�ojak�ent. Most megvizsg�aljuk, hogy ilyen mikor lehets�eges.

2.3.1.

�

All��t�as. Legyen (V; k:k) norm�alt t�er, ekkor egy L � V line�aris alt�er vagy seholsem s}ur}u, vagy minden�utt

s}ur}u.

Bizony��t�as Legyen L nem seholsem s}ur}u, azaz

Æ

L 6= ;, ��gy 9G

r

(x) � L. Ekkor, mivel L line�aris alt�er,

G

r

(0) = G

r

(x) � x � L �es KG

r

(0) � L;

mivel L line�aris alt�er. Azonban KG

r

(0) = V , �es ezzel a bizony��t�ast be is fejezt�uk.

A k�ovetkez}o �all��t�as v�eges sok halmazra k�onnyen bel�athat�o:

2.3.2.

�

All��t�as. Legyen (M;d) metrikus t�er.

(i) Ha H

i

(i = 1 : : : n) s}ur}u ny��lt halmaz (azaz H

i

=M), akkor

n

\

i=1

H

i

=M

(ii) Ha Z

i

(i = 1 : : : n) seholsem s}ur}u z�art halmaz (azaz

Æ

Z

i

= ;), akkor

Æ

z }| {

n

[

i=1

Z

i

= ;

Bizony��t�as Nyilv�anval�o, hogy el�eg k�et halmaz eset�ere bizony��tanunk az �all��t�ast.

(i) Legyenek G �es H ny��lt halmazok. Ekkor G � G [H

Æ

p

= (G \H) [H

Æ

p

) G � G \H [H

Æ

p

; hiszen H ny��lt,

ekkor H

Æ

p

z�art. K�ovetkez�esk�eppen G \ H � G \H: Mivel G s}ur}u (G = M) H � G \H, ebb}ol k�ovetkez}oen

H � G \H, azonban H =M , ��gy G \H =M

(ii) az el}oz}ob}ol egyszer}u komplement�ai�oval ad�odik:

E �M E s}ur}u ()

Æ

z}|{

E

Æ

p

= ;

E

Æ

p

s}ur}u ()

Æ

E = ;

�

�

�

�

�

�

�

�

hiszen E

Æ

p

=

Æ

z}|{

E

Æ

p

:
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Ha E nem s}ur}u, azaz E 6= M , akkor E

Æ

p

nem �ures ny��lt halmaz, sz}ukebb E

Æ

p

-n�el, teh�at E

Æ

p

belseje nem �ures.

Ennek a felhaszn�al�as�aval (ii) komplementerk�epz�essel bizony��that�o (i)-b}ol.

Ugyanakkor ez az �all��t�as megsz�aml�alhat�o sok halmazra �altal�aban nem igaz.

2.3.3.

�

All��t�as.

H

n

(n 2 N) ny��lt

H

n

=M )

\

n

H

n

=M

()

Z

n

(n 2 N) z�art

Æ

Z

n

= ; )

Æ

z }| {

[

n

Z

n

= ;

Bizony��t�as Egyszer}u komplement�ai�oval trivi�alisan bizony��that�o.

2.3.4.

�

All��t�as. (Baire-f�ele kateg�oriat�etel) Teljes metrikus t�erben a fentiek igazak, azaz s}ur}u ny��lt halmazok

metszete is s}ur}u.

H

n

(n 2 N) ny��lt H

n

=M )

\

n

H

n

=M

B�ar t�obbnyire a m�asik alakj�at haszn�aljuk, m�egis ezt mondjuk ki, mert ezt k�onnyebb bel�atni.

Bizony��t�as Tegy�uk fel, hogy az �all��t�as nem igaz, azaz 9H

n

s}ur}u ny��lt, hogy

T

n

H

n

6=M .

Ekkor 9x 2 M; r > 0 G

r

(x) \

T

n

H

n

= ;, �es G

r

(x) \ H

1

6= ;, hiszen H

1

s}ur}u �es ny��lt. Ebb}ol k�ovetkezik,

hogy 9x

1

2M;

r

2

> r

1

> 0 G

r

1

(x

1

) � G

r

(x) \H

1

.

Mivel H

2

is s}ur}u, G

r

1

\H

2

6= ;, �es ny��lt, ��gy 9x

2

2M;

r

4

> r

2

> 0 G

r

2

(x

2

) � G

r

1

(x

1

)\H

1

� G

r

(x)\H

1

\H

2

.

Ezt ��gy folytatva azt kapjuk, hogy

9x

n

2M (n 2 N)

r

2

n

> r

n

> 0 G

r

n

(x

n

) � G

r

n�1

\H

n

) G

r

n

(x

n

) � G

r

(x) \

n

\

k=1

H

k

:

Ekkor az x

n

sorozat, mivel m > n d(x

n

; x

m

) <

r

2

n

, Cauhy-sorozat, ��gy a t�er teljess�ege miatt

9 lim

n

x

n

=: x

0

2

\

n

G

r

n

(x

n

)) x

0

2 G

r

(x) \

\

n

H

n

;

ami a felt�etelez�es�unkkel ellentmond, ��gy a bizony��t�ast befejezt�uk.

K�ovetkezm�eny Teljes metrikus t�erben ny��lt halmaz nem �all��that�o el}o megsz�aml�alhat�o sok sehol sem s}ur}u

halmaz uni�ojak�ent.

2.4. A Banah{f�ele ny��lt lek�epez�esek t�etele

Legyen (V; k:k) norm�alt t�er, H � V; 0 6= � 2 K. Ekkor tudjuk, hogy �G

r

(0) = G

j�jr

(0), �es hogy �H = �H

2.4.1. De�n��i�o. Egy norm�alt terek k�oz�otti lek�epez�est ny��ltnak nevez�unk, ha ny��lt halmaz k�epe a lek�epez�es

�altal ny��lt.

2.4.1.

�

All��t�as. Legyenek (V; k:k) �es (U; k:k) norm�alt terek (a k�et norm�at ugyan�ugy jel�olj�uk), A : V ! U line�aris

lek�epez�es. Ekkor a k�ovetkez}ok egyen�ert�ek}uek:

(i) A ny��lt

(ii) 8" > 0 9Æ

"

> 0 G

U

Æ

"

(0) � A[G

V

"

(0)℄

(iii) 9% > 0 G

U

%

(0) � A[G

V

1

(0)℄

Bizony��t�as (iii) ) (ii) Æ

"

:= "%, hiszen ekkor

A[G

"

(0)℄ = A["G

1

(0)℄ = "A[G

1

(0)℄;

��gy

"G

%

(0) = G

"%

(0) � A[G

"

(0)℄

(ii) ) (i) Legyen H � V ny��lt. Ekkor y 2 A[H℄ 9x 2 H y = Ax. Mivel H ny��lt, 9G

"

(x) = x + G

"

(0) � H
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Ugyanakkor A[G

"

(x)℄ = Ax + A[G

"

(0)℄ � y + G

Æ

"

(0) = G

Æ

"

(y), mert 9Æ

"

, hogy G

Æ

"

� A[G

"

(0)℄, ��gy G

Æ

"

(y) �

A[H℄, azaz A[H℄ ny��lt.

(i) ) (iii) ez trivi�alis, hiszen

G

V

1

(0) ny��lt ) A[G

V

1

(0)℄ ny��lt;

�es a nulla az ut�obbinak is eleme a linearit�as miatt. Mint minden pontja, ez is bels}o pont, ��gy van egy % sugar�u

k�ornyezete szint�en ebben a halmazban.

2.4.2.

�

All��t�as. Legyen A : V ! U line�aris, folytonos, V pedig teljes. Ekkor, ha 9r > 0 G

U

r

(0) � A[G

V

1

(0)℄,

akkor 80 < % < r G

U

%

(0) � A[G

V

1

(0)℄

Bizony��t�as 8y 2 G

r

(0) 80 < � < 1 eset�en

9y

1

2 G

�r

(y) \A[G

1

(0)℄ 6= ;;

hiszen benne van a lez�artj�aban. N�ezz�uk meg, mit is jelent ez! ky � y

1

k < �r (mert y

1

G

�r

(y) eleme), ��gy

y 2 A[G

1

(0)℄, azaz 9x

1

2 G

1

(0) y

1

= Ax

1

. Spei�alisan y � y

1

2 G

�r

(0) � G

r

(0), erre alkalmazva ugyanezt a

gondolatmenetet, kapjuk, hogy

9y

2

2 G

�

2

r

(y � y

1

) \A[G

�

(0)℄;

��gy ky � y

1

� y

2

k < �

2

r, sz}ukebb k�ornyezet G

�r

(0) = �G

r

(0) � �A[G

1

(0)℄ = A[G

�

(0)℄.

�

Igy induki�oval kapjuk, hogy

9y

n

2 G

�

n

r

(y �

n�1

X

k=1

y

k

) \ A[G

�

n�1(0)℄;











y �

n�1

X

k=1

y

k











< �

n

r; 9x

n

2 G

�

n�1(0) y

n

= Ax

n

:

Ekkor

y =

X

n

y

n

; kx

n

k < �

n�1

;

��gy a

P

n

x

n

sor abszol�ut konvergens. Ebb}ol k�ovetkez}oen konvergens is, azaz 9x :=

P

n

x

n

, �es Ax = A

P

n

x

n

=

P

n

Ax

n

= y, tov�abb�a kxk �

1

1��

;teh�at

A[G

1=(1��)

(0)℄ � G

r

(0);

ezt 1� �-val beszorozva, a sorrendet megford��tva

G

(1��)r

(0) � A[G

1

(0)℄;

% := (1 � �)r, ez minden 0 �es egy k�oz�otti �-ra j�o volt, ��gy minden 0 �es r k�oz�otti % kiad�odik.

2.4.3.

�

All��t�as. (Banah-f�ele ny��lt lek�epez�esek t�etele) Legyen V �es U Banah-t�er, A : V ! U folytonos

line�aris lek�epez�es. Ekkor a k�ovetkez}ok egyen�ert�ek}uek:

(i) A r�ak�epez�es

(ii) A ny��lt

Bizony��t�as (ii) ) (i) trivi�alis, hiszen RanA line�aris alt�er U-ban. Ha A ny��lt, akkor, mivel G

1

(0) ny��lt, A[G

1

(0)℄

is ny��lt U-ban. Ebb}ol k�ovetkez}oen (ld. fent) 9% > 0 : G

%

(0) � A[G

1

(0)℄ � RanA, mivel ez ut�obbi line�aris alt�er,

ez�ert U = KG

%

(0) � RanA

(i) ) (ii) m�ar egy kisit kaif�antosabb. Ekkor, mivel A r�ak�epez�es

S

n

A[G

V

n

(0)℄ = U: Ugyanakkor U a t�etel

felt�etelei szerint teljes, �es itt megsz�aml�alhat�o sok halmaz uni�ojak�ent �all��tjuk el}o, ��gy a 2.3.4.. �all��t�as, azaz a

Baire-f�ele kateg�oriat�etel miatt nem lehet mindegyik sehol sem s}ur}u:

9m

Æ

A[G

m

(0)℄ 6= ;;

�es felhaszn�alva azt a lemm�at, hogy egy halmaz nem lehet diszjunkt a lez�artj�anak a belsej�et}ol

9y 2 A[G

m

(0)℄ 9r > 0 : G

r

(y) � A[G

m

(0)℄;

ekkor y = Ax, x 2 G

m

(0); ��gy

G

r

(0) = G

r

(y) � y = G

r

(y) �Ax � A[G

m

(0)℄�Ax = A[G

m

(0)� x℄ � A[G

2m

(0)℄;
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hiszen x 2 G

m

(0). Ekkor G

r

(0) � A[G

2m

(0)℄, ezt �atrendezve:

G

r=2m

(0) � A[G

1

(0)℄;

ahonnan az el}oz}o �all��t�asok felhaszn�al�as�aval �eppen a k��v�ant eredm�enyt kapjuk.

A lemma bizony��t�asa: Legyen H nem seholsem s}ur}u halmaz. Ekkor

Æ

H 6= ;, ebb}ol k�ovetkez}oen 9G

r

(x) � H,

ekkor 9y 2 H \G

r

(x).

K�ovetkezm�eny A fenti �all��t�as fontos k�ovetkezm�enye, hogy ha V �es U Banah-terek, �es A : V ! U folytonos

line�aris bijeki�o, akkor A

�1

is folytonos, hiszen A ny��lt, a folytonoss�ag de�n��i�oja pedig �eppen az, hogy ny��lt

halmaz }osk�epe ny��lt.

�

Igy m�ar a k�ovetkez}o esetekben tudjuk, hogy egy bijeki�o inverze folytonos:

� Ha kompakt halmazon �ertelmezett, folytonos

� Ha intervallumon �ertelmezett, val�os �ert�ek}u, folytonos

� Ha Banah-t�eren �ertelmezett.

2.5. A z�art gra�kon t�etele

2.5.1.

�

All��t�as. Legyen (M;d) �es (M

0

; d

0

) metrikus t�er, H � M z�art. Ekkor, ha f : H ! M

0

folytonos, akkor

Graph f is z�art M �M

0

-ben

Bizony��t�as Szinte trivi�alis. Legyen (x

n

; f(x

n

)) (n 2 N) sorozat a gra�konban, �es legyen x

n

konvergens. Ekkor

x := lim

n

x

n

2 H y = lim

n

f(x

n

) = f(x);

ahol az els}o az�ert teljes�ul, mert H z�art, a m�asodik pedig az�ert, mert f folytonos.

�

Igy (x; y) 2 Graphf .

Az �all��t�as megford��tottja azonban nem igaz, vegy�uk a k�ovetkez}o f�uggv�enyt:

R! R; x 7!

(

1=x ha x 6= 0

0 ha x = 0:

Ennek a gra�konja �es az �ertelmez�esi tartom�anya is z�art, azonban nem folytonos.

2.5.2.

�

All��t�as. (A z�art gra�kon t�etele) Legyen V �es U Banah t�er, A : V � U line�aris lek�epez�es. Ekkor a

k�ovetkez}ok k�oz�ul ak�armelyik kett}o maga ut�an vonja a harmadikat:

(i) DomA z�art

(ii) GraphA z�art

(iii) A folytonos

Bizony��t�as (i),(ii) ) (iii) GraphA � V � U , �es z�art line�aris alt�er. V � U az ekvivalens szorzat-metrik�akkal

teljes, �es teljes t�er z�art r�eszhalmaza teljes, ��gy GraphA Banah{t�er. Legyen pr

V

a szok�asos projeki�o. Ekkor

pr

V

j

GraphA

: GraphA! DomA

folytonos line�aris bijeki�o, ebb}ol k�ovetkez}oen (ld. a Banah{f�ele ny��lt lek�epez�esek t�etele ut�an mondottakat) az

inverze

�

pr

V

j

GraphA

�

�1

;

is folytonos.

�

Igy

A = pr

U

Æ

�

pr

V

j

GraphA

�

�1

folytonos lek�epez�esek kompoz��i�oja, teh�at folytonos.

(i),(iii) ) (ii) az el}oz}o �all��t�as, ehhez m�eg az sem kell, hogy V �es U Banah{t�er legyen.

(ii),(iii) ) (i) Legyen x

n

2 DomA (n 2 N) konvergens, legyen x := lim

n

x

n

. Meg kell mutatni, hogy ez A

�ertelmez�esi tartom�any�anak eleme.

kAx

n

�Ax

m

k � kAkkx

n

� x

m

k;
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teh�at ez Cauhy-sorozat, U teljes, ��gy 9 lim

n

Ax

n

. Ekkor mivel A folytonos 9 lim

n

(x

n

; Ax

n

), �es ez a gra�kon

z�arts�aga miatt annak az eleme, ebb}ol k�ovetkez}oen x 2 DomA

�

Erdemes meg�gyelni, hogy a

"

nagy" t�etelek k�oz�ul sak az els}oben haszn�altuk fel a ny��lt lek�epez�esek t�etel�et,

a t�obbit egyszer}u eszk�oz�okkel lehetett bizony��tani.

2.5.1. De�n��i�o. Legyen V �es U Banah{t�er, A : V � U line�aris lek�epez�es. Err}ol azt mondjuk, hogy z�art,

ha a gra�konja z�art.

A tov�abbiakban fontos szerepe lesz a z�art line�aris lek�epez�eseknek. A z�art line�aris lek�epez�es nem t�evesztend}o

�ossze azzal, hogy egy lek�epez�est akkor nevez�unk z�artnak, ha z�art halmazt z�art halmazra k�epez.

K�et z�art lek�epez�es �osszege nem biztos, hogy z�art, erre p�eld�at is mutatunk. Legyen A : V � U z�art, de nem

folytonos lek�epez�es, �ugy, hogy DomA 6= V , de DomA = V . Ekkor �A is ugyanilyen tulajdons�ag�u. Ekkor

A + (�A) = 0j

DomA

;

�es a 0 folytonos, az �ertelmez�esi tartom�anya nem z�art, ��gy nem lehet z�art.

Az viszont igaz, hogy ha A z�art, akkor �A is z�art, ha 0 6= � 2 K.

2.5.3.

�

All��t�as. Legyenek V;U Banah{terek, A : V � U line�aris lek�epez�es. Ekkor a k�ovetkez}ok ekvivalensek:

(i) A z�art

(ii) x

n

2 DomA;9 lim

n

x

n

=: x �es 9 lim

n

Ax

n

=: y ) x 2 DomA; y = Ax

Bizony��t�as trivi�alis, hiszen a jobb oldal �eppen a gra�kon z�arts�ag�anak a sorozatokkal val�o megfogalmaz�asa.

A sz�amszoros z�arts�aga ezzel trivi�aliss�a v�alik, viszont az �osszegr}ol m�eg nem tudunk semmit. Ezen v�altoztat

a k�ovetkez}o �all��t�as:

2.5.4.

�

All��t�as. Legyen V �es U Banah{t�er, A;B : V � U line�aris, A z�art, B folytonos, �ugy hogy DomA �

DomB. Ekkor A+B z�art.

Bizony��t�as Ekkor Dom(A +B) = DomA. Legyen x

n

2 DomA, �ugy, hogy

9 lim

n

x

n

=: x 2 DomA � DomB �es 9 lim

n

(A +B)x

n

=: y (*)

ekkor 9 lim

n

Bx

n

, hiszen B folytonos. (*)-b�ol �es ebb}ol k�ovetkezik, hogy 9 lim

n

Ax

n

, �es mivel A z�art, x 2 DomA

�es lim

n

Ax

n

= Ax. Tov�abb�a, mivel B folytonos, �es DomA � DomB, ��gy lim

n

Bx

n

= Bx, ezeket mind �osszevetve

ad�odik, hogy

x 2 DomA = Dom(A+B) y = lim

n

(A +B)x

n

= (A+B)x;

�es k�eszen vagyunk.

2.5.5.

�

All��t�as. Ha A : V � U z�art �es injekt��v, akkor A

�1

is z�art.

A bizony��t�ashoz sak fel kell ��rni, hogy mi az inverz gra�konja.

2.5.2. De�n��i�o. A : V � U line�aris lek�epez�est lez�arhat�onak nevezz�uk, ha GraphA egy line�aris lek�epez�es

gra�konja.

Nem minden line�aris lek�epez�es lez�arhat�o, erre majd p�eld�at is adunk.

2.5.6.

�

All��t�as. Legyen B;A : V � U lek�epez�es, �ugy, hogy A � B �es B z�art. Ekkor A lez�arhat�o, �es A � B

2.6. A Banah{Steinhaus-t�etel

2.6.1.

�

All��t�as. (Banah{Steinhaus-t�etel (egyenletes korl�atoss�ag t�etele)) Legyen V Banah{t�er, U nor-

m�alt t�er, H � Lin(V;U). Ekkor H pontosan akkor korl�atos, ha 8x 2 V fAxjA 2 Hg korl�atos.
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Bizony��t�as El}osz�or ��rjuk le, hogy melyik mit jelent: H akkor korl�atos, ha 9L > 0 8A 2 H kAk � L. Ezut�an

()) trivi�alis, hiszen a norma de�n��i�oj�ab�ol ad�od�oan kAxk � kAkkxk � Lkxk.

(() Legyen

Z

n

:=

\

A2H

�1

A

�

G

U

n

(0)

�

;

ami z�art, hiszen z�art halmazok folytonos f�uggv�eny �altali }osk�epeinek metszete.

[

n

Z

n

= V;

hiszen k�ul�onben A nem lenne korl�atos. (x 2 V valamilyen sugar�u g�ombben biztosan benne van.) A Z

n

-ek teh�at

z�artak, �es megsz�aml�alhat�o sokan vannak. Mivel V teljes, a 2.3.4.. �all��t�as (Baire{f�ele kateg�oriat�etel) miatt nem

lehet mindegyik sehol sem s}ur}u, azaz

9m

Æ

Z

m

6= ;;

��gy

9G

r

(x

0

) � Z

m

�es

8x 2 G

r

(x

0

) 8A 2 H kAxk � m:

Legyen A 2 H �es kxk < 1. Ekkor mivel kxk < 1, krxk < r, x

0

+ rx 2 G

r

(x

0

): Ekkor kA(x

0

+ rx)k � m; ennek

felhaszn�al�as�aval

kAxk =

1

r

kA(rx)k =

1

r

kA(rx + x

0

� x

0

)k �

1

r

(kA(rx + x

0

)k + kAx

0

k) �

2m

r

(8A 2 H);

��gy

8A 2 H kAk �

2m

r

;

�es �eppen ezt akartuk bizony��tani.

2.6.2.

�

All��t�as. (Banah{t�etel) Legyen V Banah-t�er, U norm�alt t�er �es A

n

2 Lin(V;U) (n 2 N). Ekkor, ha

8x 2 V 9 lim

n

A

n

x =: Ax, akkor A 2 Lin(V;U) �es kAk � sup

n

kA

n

k <1

Bizony��t�as A linearit�asa a hat�ar�ert�ekk�epz�es �es a line�aris m}uveletek felser�elhet}os�ege miatt trivi�alis. Be kell

m�eg l�atnunk, hogy A folytonos. Ekkor H := fA

n

jn 2 Ng folytonos line�aris lek�epez�esek egy halmaza, �es 8x 2

V fA

n

xjn 2 Ng korl�atos, mert konvergens. Ebb}ol a Banah{Steinhaus-t�etel miatt 9L > 0; kA

n

xk � L 8n,

��gy

kAxk = k lim

n

A

n

xk = lim

n

kA

n

xk � lim

n

kA

n

kkxk � Lkxk;

teh�at A korl�atos, �es

kAk � sup

n

kA

n

k;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

Most teh�at l�attuk, hogy ha van egy pontonk�ent konvergens, folytonos f�uggv�enyekb}ol �all�o f�uggv�enysorozatunk,

�es m�eg line�arisak �es teljes t�eren �ertelmezettek, akkor a hat�ar�ert�ek�uk is folytonos, azonban ezek a felt�etelek is

fontosak.

2.7. A Hahn{Banah-t�etel

2.7.1. De�n��i�o. Egy V norm�alt t�er (topol�ogikus algebrai) du�alis�anak a V

0

:= Lin(V;K) teret nevezz�uk,

az induk�alt norm�aval.

A line�aris algebr�aban a du�alis egyik legfontosabb tulajdons�aga a sz�etv�alaszt�asi tulajdons�ag volt. Tov�abb�a

fontos volt egy line�aris t�er bidu�alisa (V

�

)

�

=: V

��

.

A bidu�alis V

00

:= (V

0

)

0

most is �ertelmes, ennek a tulajdons�agait fogjuk a k�ovetkez}okban vizsg�alni. Sajnos,

most nem lesz olyan egyszer}u a helyzet, mint a v�eges dimenzi�os esetben.
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Azt tudjuk, hogy V

0

Banah{t�er, �es hogy V beinjekt�alhat�o a bidu�alis�aba, ha az al�abbi x 7! i

x

lek�epez�es

injekt��v:

x 2 V i

x

2 V

00

: p 7! i

x

(p) := (pjx);

V V V

00

x � i

x

;

hiszen i

x

trivi�alisan folytonos, mert j(pjx)j � kpkkxk.

Azt tudjuk, hogy ha V v�eges dimenzi�os, akkor V � V

��

, azonban azt biztosan tudjuk, hogy ha V nem teljes

norm�alt t�er, akkor ez nem tehet}o meg.

2.7.2. De�n��i�o. A V Banah{teret reex��vnek nevezz�uk, ha V � V

00

.

2.7.1.

�

All��t�as. Legyen V val�os vektort�er, L � V line�aris alt�er, �es f : L! R line�aris lek�epez�es, p pedig f�elnorma

V -n, azaz p(x + y) � p(x) + p(y), �es p(�x) = �p(x) � � 0. Ha f � pj

L

, akkor 9F : V ! R line�aris, f � F ,

F � p

Bizony��t�as ha L = V , akkor k�eszen vagyunk. Ha nem, akkor 9x

1

2 V nL (x

1

6= 0, hiszen akkor L eleme lenne),

�es

8x; y 2 L f(x) + f(y) = f(x + y) � p(x + y) � p(x � x

1

) + p(x

1

+ y):

Ezt �atrendezve kapjuk, hogy

f(x) � p(x � x

1

) � p(x

1

+ y) � f(y);

��gy

� := sup

x2L

(f(x) � p(x � x

1

))

v�eges lesz, hiszen

f(x) � p(x � x

1

) � � � p(x

1

+ y) � f(y) 8x; y 2 L: (*)

Vegy�uk az L+Rx

1

alteret! Ekkor term�eszetesen L ( L+Rx

1

=: L

1

, ��gy a k�ovetkez}o de�n��i�o j�o:

f

1

:= (L

1

! R; x+ �x

1

7! f(x) + ��);

az L

1

alt�eren �ertelmezett line�aris lek�epez�es, hiszen L �es Rx

1

kieg�esz��t}o alterek L + Rx

1

-ben. Term�eszetesen

f � f

1

. Azt kell sak megmutatnunk, hogy

f

1

� pj

L

1

:

Ez teljes�ul, mert

� > 0 f

1

(x + �x

1

) = f(x) + �� = �

�

f

�

x

�

�

+ �

�

� �

�

f

�

x

�

�

+ p

�

x

1

+

x

�

�

� f

�

x

�

��

= p(x + �x

1

)

;

�es

� < 0 f

1

(x + �x

1

) = f(x) � j�j� = j�j

�

f

�

x

j�j

�

� �

�

� j�j

�

f

�

x

j�j

�

� f

�

x

j�j

�

+ p

�

x

j�j

� x

1

��

= p(x + �x

1

);

��gy f

1

akkor is major�alhat�o p �altal, ha � < 0. Ekkor, mivel ��gy sak v�eges dimenzi�os esetben oper�alhatn�ank,

vezess�uk be a k�ovetkez}o halmazt

F := f� : V � R line�arisjf � �;� � pj

Dom�

g :

Ez nem �ures halmaz, �es rajta a halmazelm�eleti tartalmaz�as rendez�es. Legyen L � F l�an, �es ennek maxim�alis

eleme [L! Ekkor

Dom[L =

[

�2L

Dom� 3 x x 7! �(x);

ez j�ol de�ni�alt, mert L elemei egym�as kiterjeszt�esei. [L line�aris, hiszen ha

x; y 2 Dom[L; akkor valamelyikre m�ar x; y 2 Dom�) (x + y) 2 Dom�;

szint�en az el}oz}o �ervek alapj�an, �es � line�aris. p major�alja [L-et, hiszen F valamennyi elem�et major�alja.

A Zorn-lemma miatt 9F 2 F maxim�alis elem, �es tudjuk, hogy DomF = V , hiszen ellenkez}o esetben az els}o

l�ep�es szerint kiterjeszthetn�enk, �es ez ellentmondana annak, hogy maxim�alis.
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2.7.2.

�

All��t�as. (Hahn{Banah-t�etel) Legyen V vektort�er, p f�elnorma V -n, L � V line�aris alt�er, f : L! K

line�aris, �ugy, hogy jf j � pj

L

Ekkor

9F : V ! K line�aris f � F; jF j � p

Bizony��t�as (K = R) esetben az el}oz}ob}ol k�ovetkezik, hiszen f(x) � p(x), �es f(�x) = �f(x) � p(�x) = p(x),

azaz f � p () jf j � p, ��gy f kiterjeszthet}o, a kiterjeszt�esre ugyanezzel a gondolatmenettel jF j � p.

(K = C ) esetben a bizony��t�as azon m�ulik, hogy egy komplex line�aris lek�epez�es val�os �es k�epzetes r�esze

k�ols�on�osen meghet�arozza egym�ast, ��gy el�eg az egyiket kiterjeszteni:

U : V ! C line�aris, ��gy U =: U

1

+ iU

2

(U

1

; U

2

: V ! R);

ekkor

U(ix) = iU(x); U

1

(ix) + iU

2

(ix) = iU

1

(x) �U

2

(x)) U

2

(x) = �U

1

(ix):

Teh�at

Re f : V ! R; R-line�aris; jRe f j � jf j � pj

L

;

��gy az el}oz}oek alapj�an

9� : V ! R; R-line�aris; Re f � �; j�j � p:

Ekkor

F (x) := �(x) � i�(ix); F : V ! C C -line�aris; f � �:

M�ar sak azt kell megmutatnunk, hogy jF j-et is major�alja a p:

jF (x)j = �(x)F (x) = F (�(x)x) = �(�(x)x) � i�(i�(x)x) = �(�(x)x) � p(�(x)x)) = j�(x)jp(x) = p(x);

mert �(x) 2 S

1

, �es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

K�ovetkezm�eny Legyen V norm�alt t�er, M � V z�art line�aris alt�er, �es f : M ! K folytonos line�aris f�uggv�eny

(azaz f 2M

0

), ekkor 9F 2 V

0

�ugy, hogy f � F , �es kfk = kFk

2.7.3.

�

All��t�as. (Sz�etv�alaszt�asi tulajdons�ag) V

0

elemei sz�etv�alasztj�ak V pontjait, azaz

(i) ha x; y 2 V , x 6= y, akkor 9p 2 V

0

, hogy (pjx) 6= (pjy)

(ii) 80 6= x 2 V 9p 2 V

0

(pjx) 6= 0

(iii) x 2 V �es (pjx) = 0 8p 2 V

0

) x = 0

�es ez a h�arom ekvivalens.

Bizony��t�as Az ekvivalenia trivi�alis, a k�oz�eps}ot bizony��tjuk. Kx z�art line�aris alt�er. f(�x) := �kxk 6= 0 line�aris

lek�epez�es az egydimenzi�os alt�eren. Ekkor ennek a kiterjesztettje a t�etelnek megfelel}o lek�epez�es.

2.7.4.

�

All��t�as. Legyen (V; k:k) norm�alt t�er, M � V z�art line�aris alt�er. Ha x 2 V nM , akkor 9p 2 V

0

pj

M

=

0; (pjx) = kxk

Bizony��t�as f :M +Kx ! K; z + �x 7! �kxk folytonos line�aris lek�epez�es, hiszen M �Kx z�art line�aris alterek,

jf(z + �x)j � j�jkxk � kz + �xk (ld. a 2.8.2.. �all��t�ast). Ekkor van olyan kiterjeszt�ese, amit a norma tov�abbra is

major�al. Ennek az �all��t�asnak spei�alis esete M = f0g esetben a sz�etv�alaszt�asi tulajdons�ag.

2.7.5.

�

All��t�as. Legyen (V; k:k) norm�alt t�er, x 2 V . Ekkor

kxk = sup

p2V

0

kpk=1

j(pjx)j

Bizony��t�as (�) trivi�alis, hiszen V

0

elemei folytonosak, �es a norm�ajuk de�n��i�oj�ab�ol k�ovetkez}oen j(pjx)j �

kpkkxk (8p 2 V; ). A m�asik ir�any pedig a Hahn{Banah-t�etel k�ovetkezm�enye: a sz�etv�alaszt�asb�ol k�ovetkez}oen

van olyan funkion�al V

0

-ben, ami ezt felveszi.

Most m�ar l�atjuk, hogy a fejezet elej�en eml��tett injeki�o

vV V

00

x � i

x

izometrikus, hiszen de�n��i�o szerint ki

x

k = sup

kpk=1

j(i

x

jp)j, �es a fenti �all��t�as szerint kxk ezzel megegyezik.

Teh�at

ki

x

k = kxk (xjp) = (pjx):
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2.8. A t�etelek fontosabb k�ovetkezm�enyei

2.8.1.

�

All��t�as. Legyen V vektort�er, k:k �es k:k

0

norma V -n, �es V mindkett}ore n�ezve teljes. Ekkor, ha a k�et

norma �osszehasonl��that�o, akkor ekvivalensek.

Bizony��t�as a k�et norma �osszehasonl��that�o, legyen mondjuk 9� > 0 k:k

0

< �k:k. Ekkor id

V

: (V; jj:jj) !

(V; jj:jj

0

) folytonos line�aris bijeki�o, kid

V

(x)k

0

� �kxk; ��gy a 2.4.3.. �all��t�as (ny��lt lek�epez�esek t�etele) miatt az

inverze is folytonos:

9� > 0 kid

V

(x)k � �kxk

0

;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

2.8.2.

�

All��t�as. Legyen V �es U Banah{t�er, N;M � V =M�N z�art line�aris alterek, A :M ! U �es B : N ! U

folytonos line�aris lek�epez�esek. Ekkor l�etezik egy C :M �N ! U; x 2M; y 2 N x+ y 7! Ax+By folytonos

line�aris lek�epez�es.

Bizony��t�as A fenti lek�epez�es nyilv�an line�aris, azt kell sak bizony��tanunk, hogy folytonos.

kAx +Byk � kAxk+ kByk � kAkkxk+ kBkkyk � (kAk+ kBk)(kxk + kyk);

�es mivel V =M �N �M �N , ezen az

"

egyes" szorzatnorma �es az eredeti norma a h�aromsz�ogegyenl}otlens�eg

miatt �osszehasonl��that�o, kx+ yk � kxk + kyk, ��gy ez a k�et norma az el}oz}o �all��t�as miatt ekvivalens.

2.8.3.

�

All��t�as. Legyen A : V � U line�aris lek�epez�es. Ha A z�art, akkor KerA is z�art.

Bizony��t�as Legyen x

n

2 KerA konvergens sorozat, 9x := lim

n

x

n

. Ekkor mivel A z�art, (azaz a gra�konja z�art)

�es (x

n

; Ax

n

) 2 GraphA �es Ax

n

= 0, ��gy (x; 0) = lim

n

(x

n

; Ax

n

) 2 GraphA, ebb}ol k�ovetkez}oen Ax = 0.

2.8.4.

�

All��t�as. Legyen V Banah{t�er, M;N � V line�aris alterek �ugy, hogy V =M �N . Ekkor az M ment�en

N-re vet��t}o projektor pontosan akkor folytonos, ha M �es N z�art.

Bizony��t�as ()) trivi�alis, hiszen

M = KerP N = Ker(id

V

� P );

�es ha egy lek�epez�es folytonos, akkor a f0g egyelem}u (��gy z�art) halmaz }osk�epe z�art.

(() m�ar nem ilyen egyszer}u. El�eg megmutatnunk, hogy P z�art, hiszen ekkor a 2.5.1.. �all��t�as (z�art gra�kon

t�etele) miatt (mivel az eg�esz t�er, azaz az �ertelmez�esi tartom�any z�art) m�ar k�ovetkezik a t�etel igazs�aga. A z�arts�ag

a k�ovetkez}ot jelenti:

x

n

2 V

9 lim

n

x

n

=: x

9 lim

n

Px

n

=: y

9

=

;

) x 2 DomP Px = y:

Az, hogy x 2 DomP legyen, teljes�ul, hiszen P mindenhol �ertelmezett, m�ar sak azt kell bebizony��tani, hogy

Px = y. Mivel Px

n

2M �es M;N z�art

y 2M; �es Py = y: (*)

Ekkor

lim

n

(id

V

� P )x

n

= lim

n

(x

n

� Px

n

) = x � y 2M;

��gy

P (x � y) = 0 Px = Py =

(�)

y;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

2.8.1. De�n��i�o. Legyen V vektort�er, p : V ! R

+

0

f�elnorma. Ekkor Z := fx 2 V jp(x) = 0g line�aris alt�er.

Ekkor a V nZ faktort�eren bevezetett

kx+ Zk := p(x)

norm�at a p f�elnorm�ahoz asszoi�alt norm�anak nevezz�uk.
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A de�n��i�o j�o, mert trivi�alisan valamennyi, egy ekvivalenia{oszt�alyba tartoz�o elem f�elnorm�aja ugyan annyi,

hiszen p(x + y) � p(x) + p(y), �es az ��gy de�ni�alt lek�epez�es val�oban norma, hiszen

k�(x+ Z)k = p(�x) = j�jp(x) = j�jkx+ zk;

k(x + Z) + (y + Z)k = k(x + y) + Zk = p(x + y) � p(x) + p(y) = kx + Zk+ ky + Zk;

�es

kx+ Zk = 0 () p(x) = 0 () x 2 Z () x + Z = Z;

ami V nZ nulleleme.

Ennek spei�alis esete: K

N

-en f�elnorma p(x) :=

P

M

k=1

jx

k

j, ekkor Z = f0g�K

N�M

, �es K

N

= K

M

�K

N�M

,

teh�at K

N

nZ = K

M

, �es k:k

1

a f�elnorm�ahoz asszoi�alt norma.

Az L

p

teljes burok{terek k�epz�ese az L

p

terekb}ol is a p{f�elnorm�ahoz asszoi�alt norma k�epz�ese volt. Ennek

pontos r�eszletei illet}oen l�asd: Matolsi: Anal��zis V.

2.8.5.

�

All��t�as. Legyen (V; k:k) norm�alt t�er, L � V line�aris alt�er, x 2 V �es � 2 K. Ekkor

d(�x;L) = j�jd(x;L)

Bizony��t�as Ha � = 0, akkor trivi�alisan k�eszen vagyunk. Ha nem, akkor de�n��i�o szerint

d(�x;L) = inf

y2L

k�x� yk = j�j inf

y

�

2L







x�

y

�







= j�jd(x;L);

hiszen L line�aris alt�er, mik�ozben

y

�

befutja, y is befutja.

2.8.6.

�

All��t�as. Legyen V reex��v Banah{t�er C felett. Ekkor, ha f : C ! V di�ereni�alhat�o, akkor anal��tikus.

Bizony��t�as Tudjuk, hogy ha f di�ereni�alhat�o, akkor

8p 2 V

0

p Æ f : C ! C di�ereni�alhat�o ) anal��tikus;

azaz

a; z 2 Domf (pjf(z)) =

1

X

n=0



n

(p)(z � a)

n

;

�es meg tudjuk adni a 

n

(p) egy�utthat�okat:



n

(p) =

1

2�i

Z

C

r

(a)

(pjf(w))

(w � a)

n+1

dw;

ezt fel��rva p

1

-re �es p

2

-re is:

(p

1

+ p

2

jf(z)) =

1

X

n=0

(

n

(p

1

) + 

n

(p

2

))(z � a)

n

=

1

X

n=0



n

(p

1

+ p

2

)(z � a)

n

;

��gy az egy�utthat�ok egyenl}os�eg�eb}ol



n

(p

1

+ p

2

) = 

n

(p

1

) + 

n

(p

2

);

hasonl�o gondolatmenettel a sz�amszoros eset�ere is bel�athat�o, hogy

V

0

! C ; p 7! 

n

(p)

line�aris lek�epez�es, �es ha folytonos (ld. k�es}obb), akkor a Banah{t�er reex��v l�ev�en

9j

n

2 V 

n

(p) = (pj

n

);

��gy a folytonoss�ag miatt p a fentiekb}ol kiemelhet}o,

(pjf(z)) =

1

X

n=0



n

(p)(z � a)

n

=

 

p

�

�

�

�

�

X

n



n

(z � a)

n

!

:
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Teh�at m�ar sak azt kell megmutatnunk, hogy 

n

(p) folytonosan f�ugg p-t}ol:

j

n

(p)j =

1

2�

�

�

�

�

�

Z

C

r

(a)

(pjf(w))

(w � a)

n+1

�

�

�

�

�

� max

w2C

r

(a)

j(pjf(w)j

1

r

n

� kpkmax

C

r

(a)

kfk;

ami egy konkr�et sz�am, hiszen f folytonos (s}ot, di�ereni�alhat�o) �es ��gy a folytonoss�ag t�enyleg teljes�ul, hiszen

fel�ulr}ol bes�ulhet}o.

Meg kell m�eg mutatnunk a fenti �osszegek konvergeni�aj�at. A Cauhy{f�ele gy�okkrit�eriumot fogjuk alkalmazni

(ld. Gruber: Anal��zis III.):

lim sup

n

n

p

k

n

k � lim sup

n

n

r

max

C

r

(a)

kfk

1

r

=

1

r

;

azaz a fenti sor konvergeniasugara �eppen akkora, mint a p Æ f f�uggv�enyn�el szerepl}o sor�e, arr�ol pedig tudjuk,

hogy anal��tikus, ��gy a bizony��t�ast befejezt�uk.

2.8.7.

�

All��t�as. Norm�alt t�erben z�art line�aris alt�er �es v�eges dimenzi�os alt�er �osszege z�art.

Bizony��t�as El�eg egydimenzi�osra bel�atni. Teh�at legyen V norm�alt t�er, M � V z�art line�aris alt�er, �es z 62 M

tov�abb�a x

n

�es �

n

olyan sorozat, hogy 9 lim

n

(x

n

+ �

n

z). Ekkor a Hahn{Banah-t�etel (2.7.2.. �all��t�as) szerint

9p 2 V

0

pj

M

= 0 (pjz) = kzk

�es ��gy, mivel V

0

elemei folytonosak

9 lim

n

(pjx

n

+ �

n

z) = lim

n

(pj�

n

z) = lim

n

j�

n

jkzk;

amib}ol k�ovetkez}oen

9 lim

n

�

n

=: �) 9 lim

n

x

n

=: x 2M;

hiszen M z�art. ��gy

lim

n

(x

n

+ �

n

z) = x+ �z 2M + Kz;

teh�at m+ Kz val�oban z�art.

2.9. Konkr�et Banah{terek du�alisa

2.9.1.

�

All��t�as. Legyen K kompakt metrikus t�er. Ekkor (C(K); k:k

1

) Banah{t�er. Ekkor ennek a du�alisa a K

Radon{m�ert�ekeinek halmaza, a pontonk�enti m}uveletekkel vektort�err�e t�eve.

Bizony��t�as Azt tudjuk, hogy kompakt t�er Radon{m�ert�ek�enek vari�ai�oja v�eges m�ert�ek. Azt is tudjuk a Radon{

m�ert�ekek a pontonk�enti m}uveletekkel vektorteret alkotnak. Ezen a k�ovetkez}ok�eppen adhatunk meg norm�at:

kmk := jmj(K):

Azt, hogy ez a t�er Banah{t�er, nem mutatjuk meg, az nyilv�anval�o, hogy

T

m

: C(K)! K; f 7!

Z

K

fdm

folytonos line�aris lek�epez�es, hiszen

�

�

�

�

Z

K

fdm

�

�

�

�

�

Z

K

jf jdjmj � kfkkmk;

teh�at minden Radon{m�ert�ekhez tartozik egy C(K)

0

-beli elem, �es az m 7! T

m

lek�epez�es line�aris. M�ar sak azt

kell megmutatnunk, hogy ez a lek�epez�es injekt��v, azaz

T

m

= 0) m = 0:
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Ez annak a k�ovetkezm�enye, hogy b�armelyH � K kompakt halmazhoz megadhat�o olyan '

H;n

f�uggv�eny, amely a

halmaz pontjaiban 1, 1=n sugar�u k�ornyezet�eben 0 �es 1 k�oz�ott van, azon k��v�ul pedig nulla. Ekkor a Lebesgue{t�etel

seg��ts�eg�evel megmutathat�o, hogy

lim

n

(T

m

j'

H;n

) = lim

n

Z

K

'

H;n

dm =

Z

K

�

H

dm =m(H);

�es ha ez egy az �osszes Borel{halmazt gener�al�o f�elgy}ur}un (pl. a kompakt halmazokon) nulla, akkor a m�ert�ekek

egy�ertlem}u kiterjeszthet}os�ege miatt m = 0.

Azt is meg lehet mutatni, hogy

kT

m

k = kmk;

hiszen feljebb adtunk m�ar ilyen fels}o besl�est, �es vehet�unk egy olyan f�uggv�enysorozatot C(K)-ban, amelynek

hat�ar�ert�eke K

+

-on 1, K

�

-on pedig �1. Az, hogy ez az injeki�o sz}urjeki�o is, a k�ovetkez}o t�etel r�esze

2.9.2.

�

All��t�as. (Riesz{f�ele reprezent�ai�os t�etel) A fentim 7! T

m

lek�epez�es sz}urjeki�o, azaz az el}oz}o t�etellel

egy�utt C(K)

0

azonos��that�o a K Radon{m�ert�ekeinek ter�evel.

Ezt a t�etelt nem bizony��tjuk, ez�ert is fogalmaztuk meg a t�obbi r�esz�et k�ul�on �all��t�ask�ent.

2.9.3.

�

All��t�as. (L

p

�

(X) du�alisa) Legyen (X;A; �) �-v�eges m�ert�ekt�er, L

p

�

(X) a szok�asos f�uggv�enyt�er ef�ol�ott,

p 6=1 Ekkor, ha q =

p

p�1

, akkor

L

p

�

(X)

0

� L

q

�

(X)

R

g

: L

p

�

(X)! K; f 7!

Z

X

gfd� � g:

Bizony��t�as Az integr�al l�etez�es�et a H�older{egyenl}otlens�eg (ld. Matolsi: Anal��zis V.) garant�alja, a folytonoss�agot

szint�en:

�

�

�

�

Z

X

gfd�

�

�

�

�

�

Z

X

jgjjf jd� � kgk

q

kfk

p

;

��gy kR

g

k = kgk

q

. Az integr�al linearit�as�ab�ol k�ovetkezik, hogy g 7! R

g

line�aris, de azt meg kell mutatni, hogy

injekt��v. Ezt megfelel}o �

E

-khez tart�o f

n

f�uggv�enysorozatok v�alaszt�as�aval tehetj�uk meg. Megfelel}o f�uggv�enyeket

v�alasztva a lek�epez�es izometrikus volta is igazolhat�o. Nehezebb bel�atni, hogy sz}urjekt��v.

Ha X v�eges halmaz, akkor p =1-re is igaz az �all��t�as, azonban a (0; 1) intervallumon a du�alis t�erben a Dira{

m�ert�ekeknek megfelel}o funkion�alok is benne vannak, azonban ezek nem �all��that�ok el}o L

1

(0; 1)-beli f�uggv�enyek

seg��ts�eg�evel.

`

1

eset�eben is lehet ellenp�eld�at adni. Legyen e

n

az n-edik standard b�azisvektor.

x

n

:=

1

n

n

X

k=1

e

k

2 `

1

:

Ekkor

L := fa 2 `

1

j9 lim

n

x

n

� ag

line�aris elt�er. Adjuk meg ezen az f : L ! K; a 7! lim

n

x

n

� a funkion�alt. Ez line�aris, meg kell mutatnunk,

hogy folytonos is:

x

n

� a =

1

n

n

X

k=1

a

k

� kak

1

;

��gy

jf(a)j = j lim

n

x

n

� aj � kak

1

;

emiatt

9F 2 `

1

0

f � F kFk � 1:

Tegy�uk fel, hogy 9b 2 `

1

, hogy F = R

b

. Ekkor lim

n

x

n

� a = b � a minden a 2 L eset�eben. De

e

m

2 L lim

n

x

n

� e

m

= 0b � e

m

= b

m

o

) b = 0;

azonban f 6= 0, hiszen

P

n

e

n

2 `

1

�es

f

 

X

n

e

n

!

= 1:
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2.10. Feladatok

2.1. Feladat. Tudjuk, hogy L

p

(R) � L

p

(�n; n) (a szok�asos azonos��t�assal, hogy null�aval terjesztj�uk ki). Ez

vajon milyen halmaz L

p

(R)-ben?

Megold�as Z�art val�odi line�aris alt�er (k�ozvetlen�ul ellen}orizhet}o), �es mivel egy val�odi line�aris alt�er sehol sem s}ur}u

[

n2N

L

p

(�n; n) 6= L

p

(R);

hiszen a Baire{f�ele kateg�oriat�etel �ertelm�eben (2.3.4.. �all��t�as) teljes metrikus t�er s}ur}u r�eszhalmaza (p�eld�aul az

eg�esz) nem kaphat�o meg megsz�aml�alhat�o sok sehol sem s}ur}u z�art halmaz uni�ojak�ent. Ezzel bebizony��tottuk,

hogy a p-edik hatv�anyon integr�alhat�o f�uggv�enyek nem felt�etlen�ul t}unnek el egy intervallumon k��v�ul.

2.2. Feladat. Konstru�aljunk nem lez�arhat�o line�aris lek�epez�est!

Megold�as Legyen L � V L 6= L nem z�art line�aris alt�er, a 2 L n L (nem lehet nulla, hiszen az mindkett}onek

eleme). Tekints�uk az A : L+Ka ) L! V; x+�a 7! �a lek�epez�est. Ez trivi�alisan line�aris, L -en nulla, Ka-n az

identit�as. A nem lez�arhat�o, hiszen l�etezik olyan x

n

sorozat L-ben, melynek hat�ar�ert�eke a, hiszen a 2 L. Ekkor

lim

n

(x

n

; Ax

n

) = (a; 0) 2 GraphA

(a; a) 2 GraphA

)

) a gra�kon lez�artja nem lek�epez�es gra�konja.

2.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha M � V z�art line�aris alt�er, x

n

2 M , z 2 V nM , �

n

2 K �es lim

n

(x

n

+

�

n

z) = 0, akkor lim

n

�

n

= 0! Adjunk p�eld�at arra, hogy ha elhagyjuk azt a felt�etelt, hogy M z�art, akkor nem

teljes�ul az �all��t�as.

2.4. Feladat. Bizony��tsuk be, hogy ha V �es U Banah{terek, akkor A : V � U line�aris lek�epez�es pontosan

akkor z�art, ha DomA a k:k

0

:= k:k+ kA:k norm�aval teljes.

Megold�as Azt k�onnyen bel�athatjuk, hogy ez norma, hiszen kA(x + y)k = kAx +Ayk � kAxk + kAyk, �es egy

norma �es egy f�elnorma �osszege norma.

()) Legyen x

n

k:k

0

-vel Cauhy{sorozat. Ekkor (x

n

; Ax

n

) Cauhy{sorozat V � U-ban. V �es U teljess�eg�et

��gy

9 lim

n

(x

n

; Ax

n

) =: (x; y) 2 GraphA;

hiszen

kx

n

� x

m

k+ kAx

n

�Ax

m

k < ";

�es itt k�et pozit��v sz�am �osszege szerepel, ami sak �ugy tarthat null�ahoz, ha mind a kett}o null�ahoz tart.

(() vagy�unk egy GraphA � V � U -ban fut�o konvergens sorozatot:

(x

n

; Ax

n

) 2 GraphA 9 lim

n

(x

n

; Ax

n

) =: (x; y):

Ekkor n kell}oen nagy �ert�ekeire

kx

n

� xk + kAX

n

� yk < �! kx

n

� xk < ";

��gy az x

n

, illetve Ax

n

sosoratok a V -beli norma szerint konverg�alnak, �es ebb}ol k�ovetkez}oen Cauhy{sorozatok:

kx

n

� x

m

k+ kAx

n

�Ax

m

k < ";

azaz k:k

0

szerint is Cauhy{sorozat DomA -ban, az erre teljes, ��gy x 2 DomA, ekkor pedig

kx

n

� xk + kAx

n

�Axk < ";

ez pedig pont azt jelenti, hogy y = Ax, azaz a gra�kon z�art.

2.5. Feladat. A 2.7.5.. �all��t�as felhaszn�al�as�aval (�es bizony��t�as�anak mint�aj�ara) l�assuk be, hogy ha U �es V norm�alt

t�er, A 2 Lin(V;U), akkor

kAk = sup

p2V

0

kpk=1

x2V kxk=1

j(pjAx)j
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2.6. Feladat. Tudjuk, hogy C(K) { ahol K kompakt halmaz { du�alisa a Radon{m�ert�ekek halmaza. Legyen

f

n

2 C(K) (n 2 N) gyeng�en konvergens sorozat f := (w) lim

n

f

n

. Mit jelent ez?

Megold�as A gyenge hat�ar�ert�ek de�n��i�oja szerint ez azt jelenti, hogy

lim

n

Z

K

f

n

dm =

Z

K

fdm

minden m : B(K)! K Radon{m�ert�ek eset�en. Ennek szeretn�enk egy sz�ugs�eges �es el�egs�eges felt�etel�et tal�alni.

El}osz�or bel�atjuk, hogy a pontonk�enti konvergenia sz�uks�eges, hiszen ha m := Æ

a

Dira{m�ert�ek szerint

integr�alunk, akkor azt kapjuk, hogy

lim

n

f

n

(a) = f(a);

tov�abb�a bel�attuk, hogy gyeng�en konvergens sorozat korl�atos.

Ezek a felt�etelek el�egs�egesek is, hiszen ha teljes�ulnek, akkor a Lebesgue{t�etel szerint a hat�ar�ert�ek �es az

integr�al m}uvelete felser�elhet}o.



3. fejezet

Hilbert{terek

3.1. Alapvet}o tulajdons�agok

3.1.1. De�n��i�o. Egy olyan Banah{teret, melynek norm�aja skal�aris szorzatb�ol sz�armazik, Hilbert{t�ernek

nevez�unk.

Az eddigiek k�oz�ul

L

2

�

(X) 3 f; g kfk

2

=

Z

X

jf j

2

d�

hf; gi :=

Z

X

f

�

gd�

norm�aja sz�armazott skal�arszorzatb�ol, a skal�arszorzat l�etez�es�et a H�older{egyenl}otlens�eg garant�alja, `

2

eset�eben

hasonl�oan.

Azt, hogy a norma skal�arszorzatb�ol sz�armazik, sok j�o tulajdons�ag bizony��t�as�ara haszn�alhatjuk. Ilyen a

k�ovetkez}o �all��t�as is:

3.1.1.

�

All��t�as. (Paralellogramma{egyenl}os�eg) Legyen H Hilbert{t�er, �es x; y 2 H. Ekkor

kx+ yk

2

+ kx� yk

2

= 2(kxk

2

+ kyk

2

)

Bizony��t�as hx + y; x + yi+ hx � y; x � yi kifejt�es�evel, ez pont a baloldal.

A t�obbi L

p

t�err}ol ennek az �all��t�asnak a seg��ts�eg�evel l�athatjuk be, hogy nem Hilbert{terek.

3.1.2.

�

All��t�as. (norma �es skal�arszorzat kapsolata) Legyen V norm�alt t�er. Ekkor

8x; y 2 V kx+ yk

2

+ kx� yk

2

= 2(kxk

2

+ kyk

2

) () 9h:; :i kxk

2

= hx; xi

3.2. Gyenge �es er}os konvergenia

3.2.1. De�n��i�o. Legyen (V; k:k) norm�alt t�er, �es x

n

2 V (n 2 N) sorozat. Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozat

{ gyeng�en konvergens, ha 9x 2 V , hogy 8p 2 V

0

; lim

n

(pjx

n

) = (pjx). Ekkor x = (w) lim x

n

{ er}osen konvergens, ha a megszokott m�odon, a norm�aban konvergens.

Az term�eszetesen igaz, hogy az er}os konvergeni�ab�ol k�ovetkezik a gyenge konvergenia. Arra majd mutatunk

p�eld�at, hogy ford��tva �altal�aban nem igaz.

3.2.1.

�

All��t�as. A gyenge hat�ar�ert�ek egy�ertelm}u.

Bizony��t�as Tegy�uk fel, hogy

x = (w) lim

n

x

n

y = (w) lim

n

x

n

ekkor

lim

n

(pjx

n

) = (pjx)

= (pjy)

8p) x = y

21
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a sz�etv�alaszt�asi tulajdons�ag miatt.

Most mutatunk p�eld�at arra, hogy a gyenge konvergeni�ab�ol az er}os nem k�ovetkezik. `

p

-ben

8f 2 `

q

lim

n

(f je

n

) = lim

n

f

n

= 0;

az alapvet}o konvergeniakrit�erium szerint. Ugyanakkor

6 9 lim

n

e

n

:

Ez hasonl�o ahhoz, mint amikor egy halmazon egy durv�abb �es egy �nomabb metrik�at adunk meg, azonban

ezt nem lehet metrik�akkal megfogalmazni. A gyenge konvergenia egy durv�abb topol�ogi�at ad meg.

3.2.2.

�

All��t�as. Legyen az x

n

sorozat egy norm�alt t�erben gyeng�en konvergens. Ekkor a sorozat korl�atos.

Bizony��t�as A 2.7.5.. �all��t�as szerint:

kx

n

k = sup

kpk=1

j(pjx

n

)j;

azonban a szupr�emum ut�an �all�o kifejez�es konvergens

lim

x

(pjx

n

) = (pj(w) lim

n

x

n

);

��gy el�eg nagy n-re

j(pjx

n

)j � sup

kpk=1

(j(pjx)j + 1) = 1 + kxk;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

Vegy�uk �eszre, hogy `

p

-ben

9(w) lim

n

x

n

) 8k 9 lim

n

pr

k

(x

n

);

hiszen pr

k

(x

n

) = e

n

�x

n

�es e

n

2 `

q

. Keress�unk p�eld�at arra, hogy a pontonk�enti konvergeni�ab�ol nem k�ovetkezik

sem az er}os, sem a gyenge konvergenia!

3.2.3.

�

All��t�as. Legyen V norm�alt t�er, x

n

2 V olyan, hogy

8p 2 V

0

9�(p) := lim

n

(pjx

n

):

ekkor, ha V = V

00

(azaz reex��v), akkor 9(w) lim

n

x

n

Bizony��t�as � : V

0

! K trivi�alisan line�aris (a hat�ar�ert�ek tulajdons�agai miatt), ��gy azt kell bel�atnunk, hogy

folytonos. Ez a 2.6.1.. �all��t�as (Banah{Steinhaus-t�etel) alapj�an teljes�ul. Ekkor � 2 V

00

= V , �es k�eszen vagyunk.

�

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti �all��t�ast �ugy m�odos��tva, hogy p sak egy V

0

-ben tot�alis r�eszhalmazt fut

be, m�ar nem teljes�ul. Erre ellenp�eld�at is adunk:

x

n

:=

p

n�

[0;1=n℄

2 L

2

(0; 1);

H := f�

E

jE Borel{halmazg � L

2

(0; 1) � L

2

(0; 1)

0

;

�es tot�alis halmaz. Ekkor

�

�

�

�

E

j

p

n�

[0;1=n℄

�

�

�

=

�

�

�

�

Z

1

0

p

n�

E

�

[0;1=n℄

�

�

�

�

�

p

n

1

n

=

1

p

n

;

ami, ha n!1, akkor a null�ahoz tart, azaz

8p 2 H lim

n

(pjx

n

) = 0;

m�egsem gyeng�en konvergens, ehhez el�eg egyetlen olyan elemet mutatni, amivel val�o kompoz��i�oja nem konverg�al,

ez a 1=

p

:

p

n

Z

1

0

1

p

�

[0;1=n℄

=

p

n

Z

1=n

0

1

p

=

p

n

p

2

�

�

�

�

1=n

0

= 2

Hasonl�oan bel�athat�o, hogy �

[n;n+1℄

2 L

p

(R) -ben gyeng�en tart a null�ahoz, azonban nem konvergens sorozat.
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3.3. Hilbert{terek r�eszhalmazai, projeki�ot�etel

3.3.1.

�

All��t�as. Legyen K � H konvex �es z�art. Ekkor 8x 2 H 9jy 2 K d(x;K) = d(x; y)

Bizony��t�as Term�eszetesen a t�avols�ag de�n��i�oj�ab�ol k�ovetkez}oen

9y

n

2 K d := d(x;K) = lim

n

d(x; y

n

) �es

y

n

+ y

m

2

2 K:

Ekkor









x �

y

n

+ y

m

2









� d;

ky

n

�y

m

k

2

= ky

n

�x+(x�y

m

)k

2

= �k2x�(y

n

+y

m

)k

2

+2ky

n

�xk

2

+2kx�y

m

k

2

� �4d

2

+2(ky

n

�xk

2

+kx�y

m

k

2

);

aznonban ez, ha n;m!1, akkor �4d

2

+2d

2

+2d

2

= 0-hoz tart, ebb}ol k�ovetkez}oen az y

n

sorozat Cauhy{f�ele.

K viszont teljes metrikus t�er z�art r�eszhalmaza, ��gy

9y := lim

n

y

n

2 K d(y; x) = d(K;x):

Most m�ar sak azt kell megmutatnunk, hogy egyetlen ilyen van. Tegy�uk fel, hogy van kett}o, azaz y; y

0

2 K d =

d(x; y) = d(x; y

0

). Ekkor

y + y

0

2

2 K









x�

y + y

0

2









� d) ky � y

0

k � 0;

a paralellogramma egyenl}os�eg miatt, �es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

Spei�alisan egy M � H z�art line�aris alt�er az konvex halmaz, ��gy 8x 2 H 9jx

M

2M d(x;M) = d(x; x

M

).

3.3.2.

�

All��t�as. (Projeki�ot�etel)

x� x

M

? M �es ha y 2M x� y ? M ) y = x

M

:

Bizony��t�as Legyen z 2M �es � 2 K, ekkor x

M

+ �z 2M . Ekkor

kx� (x

M

+ �z)k

2

� kx � x

M

k

2

;

(hiszen a jobboldalon a t�avols�ag �all, �es x

M

+ �z alt�erbeli elem), a baloldal kifejtve:

kx� x

M

k

2

� hx � x

M

; �zi � h�z; x � x

M

i + j�j

2

kzk

2

= kx � x

M

k

2

� 2Rehx � x

M

; �zi + j�j

2

kzk

2

;

��gy

0 � �2Rehx � x

M

; �zi + j�j

2

kzk

2

8�;

�es ha � val�os,akkor (vagy ha komplex, akkor a val�os r�esze) kiemelhet}o

��Rehx � x

M

; zi

kis pozit��v �-ra ekkor a fenti egyenl}otlens�eg sak �ugy teljes�ulhet, ha

Rehx � x

M

; zi = 0:

Ha H komplex, akkor teljesen hasonl�oan:

� = i� � 2 R

hx� x

M

; i�zi = i�hx � x

M

; zi

Re i�hx � x

M

; zi = ��Imhx � x

M

; zi

��gy ezt a fentiekbe be��rva kapjuk, hogy

Imhx � x

M

; zi = 0

��gy

8z 2M x� x

M

? z ) x� x

M

? M:

Ezut�an m�ar sak az egy�ertelm}us�eget kell bebizony��tanunk. Ehhez tegy�uk fel, hogy

y 2M hx � y; zi = 0 8z 2 M:

Ekkor, mivel hx � x

M

; zi = 0,

hx� x

M

+ x

M

� y; zi = hx

M

� y; zi;

spei�alisan, mivel z = x

M

� y 2M

kx

M

� yk

2

= 0) y = x

M

;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.
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3.4. Ortokomplementerek

3.4.1. De�n��i�o. Legyen H Hilbert{t�er, H � H egy r�eszhalmaza. Ekkor H ortogon�alis�anak a

H

?

:= fx 2 Hjx ? Hg

halmazt nevezz�uk.

3.4.1.

�

All��t�as. Az ortogon�alis�anak a k�ovetkez}o fontos tulajdons�agai vannak

(i) H � G) H

?

� G

?

(ii) H

?

z�art line�aris alt�er

Bizony��t�as (i) bizony��t�asa trivi�alis. (ii): Legyen x; y 2 H

?

, ekkor a skal�arszorzat linearit�asa miatt x + y �es

�x is H

?

eleme. Hasonl�oan, ha x

n

konvergens sorozat H

?

-ban, akkor a skal�arszorzat folytonoss�aga miatt a

hat�ar�ert�ek is H ortogon�alis�anak eleme.

Az el}obbi �all��t�ast �ugy is bel�athattuk volna, hogy az, ha x 2 H

?

ekvivalens azzal, hogy 8y 2 H-ra x 2

Kerhy; :i. Ezek folytonos line�aris lek�epez�esek magjai, ��gy z�art line�aris alterek. Ekkor

H

?

=

\

y2H

Kerhy; :i

z�art alterek metszete, ��gy z�art line�aris alt�er.

A k�ovetkez}o �all��t�asok �elja, hogy a v�eg�en bel�assuk, hogy H

??

= SpanH. Ehhez t�obb �all��t�ason kereszt�ul

fogunk eljutni. A � ir�any�u tartalmaz�ast a fenti �all��t�as �es a skal�arszorzal tulajdons�agai seg��ts�eg�evel k�onnyen

bel�athatjuk.

3.4.2.

�

All��t�as. Legyen H Hilbert{t�er. Ekkor, ha M � H z�art line�aris alt�er, akkor H = M �M

?

, azaz M �es

M ortogon�alisa kieg�esz��t}o alterek.

Bizony��t�as Legyen x 2 M \M

?

. ekkor hx; xi = 0) x = 0. Ezzel bel�attuk, hogy a metszet�ukben t�enyleg sak

a nullavektor van. Most bel�atjuk, hogy minden elem felbonthat�o:

8x 2 H x = x

M

+ (x � x

M

);

�es a projeki�ot�etel (3.3.2.. �all��t�as) szerint (x � x

M

) 2M

?

, ��gy a bizony��t�as v�eget �ert.

Ebb}ol m�ar k�ovetkezik, hogy ha M z�art line�aris alt�er, akkor M

??

=M , hiszen ekkor M �es M

?

, illetve M

?

�es M

??

is ortogon�alis kieg�esz��t}o alterek. Ennek felhaszn�al�as�aval trivi�alis a k�ovetkez}o �all��t�as:

3.4.3.

�

All��t�as. H

??

= SpanH.

K�ovetkezm�eny H pontosan akkor tot�alis H-ban (azaz SpanH = H, ami azzal ekvivalens, hogy H

??

= H),

ha H

?

= H

?

= f0g.

3.5. Projektorok

3.5.1. De�n��i�o. Legyen H Hilbert{t�er, M � H z�art line�aris alt�er. Ekkor a

P

M

: H !M; x 7! x

M

lek�epez�est az M

?

ment�en M-re val�o vet��t�es oper�ator�anak nevezz�uk.

Tudjuk, hogy ez line�aris lek�epez�es, P

2

M

= P

M

tov�abb�a RanP

M

=M , KerP

M

=M

?

:

3.5.1.

�

All��t�as. P

M

folytonos, �es ha M 6= f0g, akkor kP

M

k = 1.

Bizony��t�as Tudjuk, hogy H minden eleme felbonthat�o x = x

M

+ (x � x

M

) alakban. Mivel x

M

2 M , x

M

=

P

M

x

M

, emiatt

kxk

2

= kP

M

xk

2

+ kx � x

M

k

2

��gy kP

M

xk � kxk;

teh�at P

M

val�oban folytonos, �es kP

M

k � 1. M�ar sak azt kell bel�atnunk, hogy ezt fel is veszi. Ha M 6= f0g,

akkor

x 2M P

M

x = x kP

M

xk = kxk;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.
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3.5.2. De�n��i�o. Legyen H Hilbert{t�er. Egy P : H ! H projektort ortogon�alisnak nevez�unk, ha folytonos,

�es KerP ? RanP , azaz KerP = (RanP )

?

Az el}obbiekben szerepl}o P

M

projektor ilyen volt. Egy RanP -ben fut�o sorozat �es P folytonoss�aga seg��ts�eg�evel

k�onnyen bel�athatjuk, hogy egy ortogon�alis projektor �ert�ekk�eszlete z�art line�aris alt�er, melynek ortokomplemen-

tere a projektor magja. Ilym�odon az ortogon�alis projektorok �es a z�art line�aris alterek k�oz�ott bijeki�o l�etes��thet}o.

Legyen H Hilbert{t�er, i : H ! H

0

; x 7! hx; :i =: i

x

=: hxj. Ez izometrikus injeki�o, hiszen

khx; :ik = sup

kyk=1

jhx; yij:

A Hilbert{terek egy nagyon fontos tulajdons�ag�at mondja ki a k�ovetkez}o �all��t�as.

3.5.2.

�

All��t�as. (Riesz{f�ele reprezent�ai�os t�etel) A fenti lek�epez�es sz}urjeki�o, azaz ha f 2 H

0

, akkor 9x 2

H, hogy f = hx; :i.

Bizony��t�as Ha f = 0, akkor x := 0 a fentieknek megfelel}o elem. Ha f 6= 0 akkor, mivel f folytonos line�aris

lek�epez�es �es z�art halmazon �ertelmezett, a magja Kerf ( H, ��gy 9z 6= 0 2 (Ker f)

?

. Ekkor

8y 2 H f(z)y � f(y)z 2 Ker f azaz f(z)hz; yi � f(y)kzk = 0;

ezt egy kisit �atrendezve

f(y) =

f(z)

kzk

hz; yi;

teh�at az �all��t�as teljes�ul�es�ehez megfelel az

x :=

f

�

(z)z

kzk

Hilbert{t�erbeli elem.

3.6. Ortonorm�alt rendszerek

3.6.1. De�n��i�o. Legyen H Hilbert{t�er. Ekkor a fe

i

ji 2 Ig halmazt ortonorm�alt rendszernek nevezz�uk, ha

he

i

; e

j

i = Æ

ij

(i; j 2 I)

3.6.1.

�

All��t�as. Egy ortonorm�alt rendszer topologikusan line�arisan f�uggetlen.

Bizony��t�as Legyen i 2 I. Ekkor a skal�arszorzat folytonoss�aga miatt tudjuk, hogy

e

i

2 fe

j

jj 2 I n figg

?

:

Tegy�uk fel, hogy

e

i

2 Spanfe

j

jj 2 I n figg = fe

j

jj 2 I n figg

??

;

azonban ��gy e

i

egy z�art line�aris alt�ernek �es a komplementer�enek is eleme volna, ez viszont sak a nulla lehet, a

feltev�es�unkb}ol ellentmond�asra jutottunk.

3.6.2. De�n��i�o. Legyen fe

i

ji 2 Ig ortonorm�alt rendszer. Azt mondjuk, hogy ez teljes, ha fe

i

ji 2 Ig

?

= f0g.

Ebb}ol, �es az el}oz}o �all��t�asb�ol k�ovetkezik, hogy egy teljes ortonorm�alt rendszer Shauder{b�azis, ez�ert haszn�aljuk

az ortonorm�alt b�azis elnevez�est is.

3.6.2.

�

All��t�as. (Bessel{egyenl}otlens�eg) Legyen fe

i

ji 2 Ig ortonorm�alt rendszer a H Hilbert{t�erben. Ekkor

8x 2 H 9

X

i2I

jhe

i

; xij

2

� kxk

2

�es

9

X

i2I

he

i

; xie

i

= P

M

x;

ahol M = Spanfe

i

ji 2 Ig.
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Bizony��t�as Legyen F � I v�eges r�eszhalmaz. Ekkor











x�

X

i2F

he

i

; xie

i











� 0;

�es a fenti norma n�egyzete kifejthet}o a k�ovetkez}o alakban:

kxk

2

�

X

i2F

hx; e

i

ihe

i

; xi �

X

i2F

he

i

; xi

�

he

i

; xi +

X

i2F

jhe

i

; xij

2

;

ahol a harmadik tag is

P

jhe

i

; xij

2

alakba ��rhat�o, ezt �atrendezve kapjuk hogy

8F � I v�eges

X

i2F

jhe

i

; xij

2

� kxk

2

;

azaz t�enyleg konvergens az �all��t�asban szerepl}o �osszeg, �es teljes�ul a Bessel{egyenl}otlens�eg.

A m�asik r�esz bizony��t�asa: legyen F � I ism�et v�eges. Ekkor a

kP

M

x �

X

i2F

he

i

; xie

i

k

2

kifejez�esre kell besl�est adnunk.

x = P

M

x+ (x � P

M

x)

Megmutatjuk, hogy 9

P

i2I

he

i

; xie

i

; mert a r�eszlet�osszegek sorozata Cauhy{f�ele, azaz

8" > 0 9F

"

v�eges 8K v�eges K \ F

"

= ; : k

X

i2K

he

i

; xie

i

k

2

< "

2

;

hiszen a baloldali kifejez�es

P

i2K

jhe

i

; xij

2

alakba ��rhat�o, ��gy az �all��t�as els}o fele miatt a sor Cauhy{f�ele, ami a

Hilbert{t�er teljess�ege miatt a konvergeni�at maga ut�an vonja.

Ezut�an legyen x 2 H. Szorozzuk be az x �

P

i2I

he

i

; xie

i

kifejez�est e

j

-vel:

*

e

j

; x�

X

i2I

he

i

; xie

i

+

= 0(8j);

azaz

x�

X

i2I

he

i

; xie

i

? M;

�es a baloldali kifejez�esben szerepl}o �osszeg M r�esze, ��gy k�eszen vagyunk: 9jx

M

2 M x � x

M

? M; �es ez �eppen

az.

3.6.3.

�

All��t�as. Legyen fx

i

ji 2 Ig ortonorm�alt rendszer aH Hilbert{t�erben. Ekkor a k�ovetkez}ok egyen�ert�ek}uek:

(i) az ortonorm�alt rendszer teljes

(ii) 8x 2 H eset�en x =

P

i2I

he

i

; xie

i

(iii) 8x 2 H eset�en kxk

2

=

P

i2I

jhe

i

; xij

2

(Parseval{egyenl}os�eg)

(iv) 8x; y 2 H eset�en hx; yi =

P

i2I

hx; e

i

ihe

i

; xi

Bizony��t�as (iv) ) (iii) y := x

(i) ) (ii) ) (iv) P

M

= id

M

= id

H

(iii) ) (i) tegy�uk fel, hogy az �all��t�as nem igaz, azaz az ortonorm�alt rendszer nem teljes. Ez azt jelenti, hogy

9x 6= 0, amelyre he

i

; xi = 0 8i. Ekkor ellentmond�ast kapunk, hiszen ��gy (iii)-ban supa null�at adn�ank �ossze.

3.6.4.

�

All��t�as. Legyen (e

i

ji 2 I) a `

2

(I) t�er b�azisa, �es �

i

2 K (i 2 I). Ekkor

9

X

i2I

�

i

e

i

() 9

X

i2I

j�

i

j

2

:
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Bizony��t�as (()

�

Irjuk fel a jobboldalon szerepl}o �osszeg `

2

-beli konvergeni�aj�anak felt�etel�et (a Cauhy{krit�eri-

umot):

8" > 0 9F

"

v�eges 8F v�eges F \ F

"

= ;

eset�en a baloldali �osszeg norm�aja legyen "-n�al kisebb. F v�eges eset�en az is igaz, hogy











X

i2F

�

i

e

i











2

=

X

i2F

j�

i

j

2

;

ami pont a fenti jobb oldali �osszeg egy r�eszlet�osszege, az arra vonatkoz�o Cauhy{krit�erium miatt ez kisi.

A m�asik ir�any�u k�ovetkeztet�es teljesen hasonl�o m�odon l�athat�o be.

Ehhez teljesen hasonl�o m�odon bizony��that�o a k�ovetkez}o �all��t�as is, hiszen nem haszn�altuk ki `

2

(I) semmilyen

spei�alis tulajdons�ag�at:

3.6.5.

�

All��t�as. Legyen fe

i

ji 2 Ig ortonorm�alt rendszer a H Hilbert{t�erben, �es �

i

2 K (i 2 I). Ekkor

9

X

i2I

�

i

e

i

() 9

X

i2I

j�

i

j

2

() (�

i

ji 2 I) 2 `

2

(I):

3.6.6.

�

All��t�as. Legyen H Hilbert{t�er. Ekkor l�etezik H-ban teljes ortonorm�alt rendszer.

Bizony��t�as Vegy�uk H ortonorm�alt rendszereinek halmaz�at:

F := fH ortonorm�alt rendszereig;

ekkor ezen a halmazelm�eleti tartalmaz�as rendez�es. Legyen L l�an F -ben. Ekkor [L 2 F , hiszen minden

eleme egys�egnyi hossz�u (valamelyikben benne van), �es k�et eleme pedig sz�uks�egk�eppen ortogon�alis egym�asra

(a l�anszer}us�eg miatt van olyan ONR, aminek mindkett}o eleme). Ekkor, mivel ilym�odon minden l�an fel�ulr}ol

korl�atos, a Zorn{lemma miatt l�etezik maxim�alis elem.

Ez a maxim�alis elem teljes ortonorm�alt rendszer, hiszen ha nem lenne az, lenne a z�art line�aris burk�ara

ortogon�alis vektor, ezt a norm�aj�aval leosztva egys�egvektort kapunk, amelyet az ortonorm�alt rendszerhez hozz�a-

vehetn�enk, �es ez a maximalit�asnak ellentmond.

3.6.7.

�

All��t�as. Legyen O � H ortonorm�alt rendszer. Ekkor l�etezik

^

O � O teljes ortonorm�alt rendszer, azaz

b�armely ortonorm�alt rendszer kieg�esz��thet}o teljess�e.

Bizony��t�as Az el}oz}o �all��t�as bizony��t�as�aval anal�og m�odon, sak most az

F := fO-t tartalmaz�o ortonorm�alt rendszerek H-bang

halmaz l�anait kell tekinteni.

3.6.8.

�

All��t�as. Legyenek (e

i

ji 2 I) �es (d

j

jj 2 J) teljes ortonorm�alt rendszerek valamely H Hilbert{t�erben.

Ekkor I �es J sz�amoss�aga azonos.

Bizony��t�as Ha valamelyik v�eges, akkor ismert a b�azisok sz�amoss�ag�ara vonatkoz�o t�etel a line�aris algebr�ab�ol,

el�eg azt az esetet vizsg�alnunk, amikor mindk�et indexhalmaz sz�amoss�aga v�egtelen. Legyen ekkor minden i 2 I

eset�en

A

i

:= fj 2 J jhe

i

; d

j

i 6= 0g :

Minden A

i

halmazr�ol tudjuk, hogy legfeljebb megsz�aml�alhat�o (l�asd az 1.3.1.. �all��t�ast), ��gy mivel

J =

[

i2I

A

i

(j 2 J 8i 2 I he

i

; d

j

i = 0 ) d

j

= 0, ami nem lehet), ��gy J sz�amoss�aga kissebb vagy egyenl}o, mint I � N

sz�amoss�aga, ami v�egtelen halmazok eset�en megegyezik I sz�amoss�ag�aval.

Ugyanezt elmondhatjuk I �es J szerep�enek felser�el�es�evel is, ��gy I sz�amoss�aga is kisebb vagy egyenl}o, mint J

sz�amoss�aga. Ekkor a Shr�oder{Bernstein-t�etel szerint (ld. Matolsi: Anal��zis I.) a kett}o sz�amoss�agamegegyezik.
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3.6.3. De�n��i�o. Egy Hilbert{t�er tetsz}oleges teljes ortonorm�alt rendszer�enek a sz�amoss�ag�at a t�er Hilbert{

dimenzi�oj�anak nevezz�uk.

A de�n��i�ot megel}oz}o �all��t�as biztos��tja, hogy a de�n��i�o j�o legyen, azaz egy Hilbert{t�er Hilbert{dimenzi�oja

egy�ertelm}u legyen.

3.6.9.

�

All��t�as. Egy Hilbert{t�er pontosan akkor szepar�abilis, ha Hilbert{dimenzi�oja legfeljebb megsz�aml�alhat�o.

Bizony��t�as ()) indirekt m�odon. Legyen (e

i

ji 2 I) teljes ortonorm�alt rendszerH-ban, �es I sz�amoss�aga nagyobb,

mint megsz�aml�alhat�o. Vegy�uk a G

r

(e

i

) g�omb�oket, �ugy hogy

; = G

r

(e

i

) \G

r

(e

j

) i 6= j:

Ekkor ezek a g�omb�ok t�obb, mint megsz�aml�alhat�o sokan vannak. Tegy�uk fel, hogy A � H megsz�aml�alhat�o s}ur}u

r�eszhalmaz, azaz A = H. Ebb}ol k�ovetkez}oen A \ G

r

(e

j

) 6= ; 8j, hiszen ezek diszjunkt ny��lt halmazok, ekkor

viszont A nem lehet megsz�aml�alhat�o, ��gy ellentmond�asra jutottunk.

(() Ha a t�er v�eges dimenzi�os, akkor tudjuk, hogy szepar�abilis (ld. Gruber: Anal��zis III.), ��gy el�eg a

megsz�aml�alhat�oan v�egtelen dimenzi�os esetet vizsg�alnunk. Legyen (e

n

jn 2 N) teljes ortonorm�alt rendszer. Ekkor

a

(

N

X

n=1

�

n

e

n

�

�

�

�

�

N 2 N; �

n

2 Q

)

ill.

(

N

X

n=1

�

n

e

n

�

�

�

�

�

N 2 N; �

n

2 Q + iQ

)

halmaz megsz�aml�alhat�o (e

n

-ek v�eges, raion�alis egy�utthat�oj�u line�arkombin�ai�oi), �es s}ur}u is, hiszen minden

x 2 H megk�ozel��thet}o elemeivel:

x =

X

n2N

he

n

; xie

n

;

��gy 8" > 0 -ra 9N , hogy











x �

N

X

n=1

he

n

; xie

n











<

"

2

;

�es szint�en 9�

n

2 Q ill. Q + iQ (n = 1 : : :N), hogy

N

X

n=1

jhe

n

; xi � �

n

j

2

<

"

2

4

��gy a teljes elt�er�es is kisebb lesz "-n�al.

Megjegyz�es Felh��vjuk a �gyelmet arra, hogy ha (x

i

ji 2 I) topologikusan line�arisan f�uggetlen rendszer valamely

V Banah{t�erben, akkor

X

i2I

�

i

x

i

2 Spanfx

i

ji 2 Ig;

azonban a halmaz z�art line�aris burk�aban nem sak ilyen alak�u f�uggv�enyek vannak (p�eld�aul a C(K) t�erben nem

minden elem ��rhat�o hatv�anysor alakj�aba, pedig a polinomok s}ur}u halmazt alkotnak), viszont Hilbert{t�erben

m�ar minden elem ilyen alak�u.

3.7. Izomorf Hilbert{terek

Ahhoz, hogy bizonyos t�eteleket k�onnyen �altal�anos��thassunk egyik Hilbert{t�err}ol a m�asikra, sz�uks�eg�unk van

annak a pontos de�ni�al�as�ara, hogy mikor tekint�unk k�et Hilbert{teret egyform�anak.

3.7.1. De�n��i�o. K�et (H �es K) Hilbert{teret izomorfnakmondunk, ha van k�oz�ott�uk skal�arszorzattart�o line�aris

bijeki�o, azaz ha 9A : H ! K, hogy

hAx;Ayi

K

= hx; yi

H

Megjegyz�es Az trivi�alisan k�ovetkezik, hogy ekkor A normatart�o is. Bel�athat�o, hogy ez a k�ovetkeztet�es ford��tva

is igaz, azaz ha A normatart�o, akkor megtartja a skal�arszorzatot is.

Tudjuk, hogy k�et v�eges dimenzi�os vektort�er izomor��aj�anak sz�uks�eges �es el�egs�eges felt�etele, hogy a di-

menzi�osz�amuk megegyezzen. Ennek az �altal�anos��t�asa a k�ovetkez}o �all��t�as.
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3.7.1.

�

All��t�as. H �es K Hilbert{terek Hilbert{dimenzi�oja pontosan akkor egyezik meg, ha izomorfak, azaz

9A : H ! K 8x; y 2 H hAx;Ayi = hx; yi.

Bizony��t�as ()) Legyen H �es K egy-egy ortonorm�alt rendszere (e

i

ji 2 I) �es (d

i

ji 2 I). Ekkor a

H ! K

X

i2I

he

i

; xie

i

7!

X

i2I

he

i

; xid

i

line�aris izometrikus bijeki�o.

(() Legyen (e

i

ji 2 I) teljes ortonorm�alt rendszer, A pedig az �all��t�as felt�eteleinek megfelel}o line�aris bijeki�o.

Ekkor az (Ae

i

ji 2 I) ortonorm�alt rendszerr}ol szeretn�enk megmutatni, hogy teljes K-ban. Ehhez tegy�uk fel,

hogy nem teljes, azaz 9x 2 K, hogy hAe

i

; xi = 0 8i. Mivel A izometrikus line�aris bijeki�o, az inverze is ilyen,

��gy

hA

�1

Ae

i

; A

�1

xi = hAe

i

; xi = 0;

ebb}ol k�ovetkez}oen A

�1

x = 0) x = 0, �es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

K�ovetkezm�eny Az �all��t�as egy igen hasznos k�ovetkezm�enye, hogy ha (e

i

ji 2 I) teljes ortonorm�alt rendszer a H

Hilbert{t�erben, akkor H izomorf `

2

(I)-vel, a

X

i2I

he

i

; xie

i

7! (he

i

; xiji 2 I)

bijeki�oval.

3.8. Teljes ortonorm�alt rendszerek spei�alis Hilbert{terekben

L

2

(��; �). A most k�ovetkez}o �all��t�asokat kimondhatn�ank az L

2

(a; b) terekre is, �es ugyan��gy bizony��thatn�ank,

azonban ��gy a formul�ak j�oval egyszer}ubbek lesznek. Megadunk egy izometrikus bijeki�ot: A : L

2

(a; b) !

L

2

(��; �)

(A') (x) :=

r

2�

b� a

'

�

x+ �

2�

(b � a) + a

�

:

Ez izometrikus, hiszen

kA'k

2

=

Z

�

��

j(A')(x)j

2

dx =

Z

b

a

j'(t)j

2

dt:

3.8.1.

�

All��t�as.

�

1

2�

exp

in

�

�

n 2 Z

	

teljes ortonorm�alt rendszer L

2

(��; �)-ben.

Bizony��t�as Az ortonorm�alts�ag egyszer}u integr�al�assal bel�athat�o, ebb}ol k�ovetkezik a topologikus line�aris f�ugget-

lens�eg is, m�ar sak a teljess�eget kell bel�atnunk. Legyen f 2 L

2

(��; �) folytonos, �es hf; exp

in

i = 0 8n 2 Z.

Ekkor, ha f 6= 0, akkor 9y 2℄� �; �[=: I-ben hogy f(y) 6= 0. N�ezz�uk azt az esetet, ha Re f(y) > 0 (a t�obbi eset

is hasonl�oan t�argyalhat�o). f folytonoss�aga miatt

9Æ > 0 Re f(x) > 0 8x 2℄y � Æ; y + Æ[=: J:

Legyen T (x) := 1� os Æ + os(x � y) (x 2 I):

x 2 J jx� yj � Æ T (x) � 1

x 2 I n J jx� yj > Æ T (x) < 1;

�es T fel��rhat�o exponeni�alis f�uggv�enyek line�arkombin�ai�ojak�ent, ebb}ol k�ovetkez}oen T

n

is, ��gy felt�etelez�es�unk

szerint hT

n

; fi = 0 8n 2 N, de

0 =

Z

I

T

n

Re f =

Z

InJ

T

n

Re f +

Z

J

T

n

Re f >

Z

J

Re f > 0;

hiszen az I n J-re vett integr�al 0-hoz tart Lebesgue t�etele �ertelm�eben (van integr�alhat�o major�ans), �es J-n

Re f > 0, ��gy ellentmond�asra jutottunk, f sak a nulla lehet.
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Ezut�an legyen f 2 L

2

(��; �) � L

1

(��; �) nem felt�etlen�ul folytonos f�uggv�eny. Legyen

F :=

Z

��

f

f-nek az integr�alf�uggv�enye. Ez egy abszol�ut folytonos f�uggv�eny.




exp

in

; F

�

=

Z

�

��

e

�inx

F (x)dx

Mivel F abszol�ut folytonos f�uggv�eny, lehet pari�alisan integr�alni (ld. Matolsi: Anal��zis V.):




exp

in

; F

�

=

e

�inx

�in

F (x)

�

�

�

�

�

x=��

�

Z

�

��

e

�inx

�in

f(x)dx;

azonban felt�etelez�es�unk szerint




exp

in

; f

�

= 0, ��gy mivel a kiintegr�alt r�esz 0, ez a folytonos f�uggv�eny minden

exponeni�alisra ortogon�alis, kiv�eve az n = 0 esetet. Tekints�uk a

G := F �

1

2�

Z

�

��

F = F �

1

2�

h1; F i

f�uggv�enyt. Ez is abszol�ut folytonos, �es




exp

in

; G

�

= 0 (n 6= 0), �es

n = 0 : h1; Gi =

Z

�

��

1

�

F �

1

2�

Z

�

��

F

�

= 0;

��gy a bizony��t�as els}o fel�eb}ol tudjuk, hogy G = 0. Ebb}ol k�ovetkezik, hogy

F =

1

2�

Z

�

��

F F (��) = 0) F = 0;

��gy mivel F =

R

��

f ) f = 0, hiszen ha

R

E

f = 0 8E Lebesgue{m�erhet}o, akkor f = 0 m.m., ezzel bebi-

zony��tottuk, hogy az exponeni�alisok ortogon�alis�aban sak a 0 f�uggv�eny van, hiszen ez minden r�eszintervallumra

teljes�ul, �es az f� m�ert�ek az intervallumok gy}ur}uj�er}ol egy�ertelm}uen terjeszthet}o ki. Ez a m�ert�ek az intervallumok

gy}ur}uj�en nulla v�eges vektorm�ert�ek, ��gy minden Lebesgue{m�erhet}o halmazon nulla.

Ezt a teljes ortonorm�alt rendszert h��vjuk Fourier{rendszernek.

3.8.2.

�

All��t�as. (Gram{Shmidt-ortogonaliz�ai�o) Legyen fa

n

jn 2 Ng � H line�arisan f�uggetlen rendszer.

Ekkor l�etezik egy fe

n

jn 2 Ng ortonorm�alt rendszer �ugy, hogy

8n : Spanfa

1

; : : : ; a

n

g = Spanfe

1

; : : : ; e

n

g:

Bizony��t�as Legyen

e

1

:=

a

1

ka

1

k

; b

n+1

:= a

n+1

�

n

X

k=1

he

n

; a

n+1

ie

k

�es e

n+1

:=

b

n+1

kb

n+1

k

:

Ekkor, mivel a levont tag �eppen P

Spanfe

1

;:::;e

n

g

, ezek val�oban egym�asra mer}oleges egys�egvektorok, �es nem lesz

nulla a nevez}oben, mert az mag�aval vonn�a, hogy az a

k

-k nem line�arisan f�uggetlenek.

Ortogon�alis polinomrendszerek. Gyakran alkalmazunk k�ul�onb�oz}o intervallumokon az identit�ashatv�anyok-

b�ol Gram{Shmidt-ortogonaliz�ai�oval nyert teljes ortonorm�alt rendszereket.

3.8.1. De�n��i�o. Legyen I � R intervallum. Egy % : I ! R

+

0

f�uggv�eny s�ulyf�uggv�eny, ha

(i) folytonos

(ii) Lebesgue{integr�alhat�o

(iii) ha sup I =1 akkor lim

x!1

x

n

%(x) = 0 8n 2 N, illetve ha inf I = �1, akkor lim

x!�1

x

n

%(x) = 0 8n 2 N
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Ezut�an tekints�uk a L

2

%�

(I) Hilbert{teret, azaz az I intervallumon a % s�ulyf�uggv�eny mellett (a %� m�ert�ek

szerint) n�egyzetesen integr�alhat�o f�uggv�enyek ter�et.

A s�ulyf�uggv�eny de�n��i�oj�ab�ol ad�od�oan

f id

n

jn 2 Ng � L

2

%�

(I);

hiszen (iii) miatt

Z

1

1

x

n

%(x)dx =

Z

1

1

x

n+2

%(x)

x

2

;

�es a sz�aml�al�o korl�atos, a nevez}o pedig integr�alhat�o.

Ekkor az identit�ashatv�anyok Gram{Shmidt-ortogonaliz�altj�at

fP

n;%

jn 2 N

0

g -t;

h��vj�ak polinomrendszernek. (A gyakorlatban gyakran nem 1-re norm�alt polinomrendszereket haszn�alunk,

hanem pl. a f}oegy�utthat�ot v�alasztjuk 1-nek, azonban elm�eleti megfontol�asokhoz ��gy k�enyelmesebb.)

Ekkor tudjuk, hogy ez egy teljes ortonorm�alt rendszer, hiszen a Weierstrass{f�ele approxim�ai�os t�etel szerint

s}ur}u (a v�egtelen norma �nomabb, mint a kettes norma, �es az ortogonalit�as miatt topologikusan line�arisan

f�uggetlen.)

Felsorolunk n�eh�any polinomrendszert:

I =℄� 1; 1℄ %(x) = (1� x)

�

(1 + x)

�

Jaobi{polinomok

� = � = 0 Legendre{polinomok

� = � =

1

2

els}ofaj�u Csebisev{polinomok

I =℄0;1[ %(x) = e

�x

Laguerre-polinomok

I = R %(x) = e

�x

2

=2

Hermite-polinomok

A Legendre{, Laguerre{ �es Hermite{polinomokat a kvantummehanik�aban is alkalmazz�ak, az impulzusmo-

mentum, a hidrog�enatom �es a harmonikus oszill�ator t�argyal�asakor.

Fontos tudnunk, hogy ha P 2 L

2

%�

(I) teljes ortonorm�alt rendszert alkotnak, akkor

p

%P 2 L

2

(I) is.

Tudjuk, hogy ezek az L

2

�%

(I) f�uggv�enyterek szepar�abilisek, hiszen megsz�aml�alhat�o Hilbert{dimenzi�oj�uak.

Szint�en fontos tudni, hogy ezeket a polinomokat di�ereni�alegyenletek hat�arozz�ak meg, melyeknek egyetlen

polinom megold�asuk van:

P

00

n

� 2id

R

P

0

n

+ 2nP

n

= 0

x

00

� 2id

R

x

0

+ 2nx = 0;

�es ezek a di�ereni�alegyenletek ker�ulnek el}o a kvantummehanik�aban.

3.8.3.

�

All��t�as. Legyen (�

n

jn 2 N) teljes ortonorm�alt rendszer az L

2

�

(X) t�erben, �es � 2 L

1

�

(X) olyan f�uggv�eny,

hogy �-ess inf j�j > 0. Ekkor (��

n

jn 2 N) is teljes rendszer, �es ha j�j = 1 m.m., akkor ortonorm�alt is.

Bizony��t�as ha j�j = 1, akkor a bizony��t�as egyszer}u:

h��

n

;��

m

i =

Z

X

�

�

�

�

n

��

m

d� =

Z

X

�

�

��

�

n

�

m

d� =

Z

X

�

�

n

�

m

= Æ

nm

��gy ha valamely ' f�uggv�enyre h��

n

; 'i = 0 8n, akkor

0 = h��

n

; 'i = h�

n

;�

�

'i (�

n

)

n2N

TONR) �

�

' = 0) ' = 0:

Abban az esetben, ha j�j 6= 1 a line�aris f�uggetlens�eg igazol�asa trivi�alis, hiszen a

X

n2v�eges

�

n

��

n

= 0

egyenletben, mivel j�j > 0 m.m., �-val egyszer}us��thet�unk. A topologikus line�aris f�uggetlens�eg bel�at�asa m�ar

valamivel bonyolultabb. Tegy�uk fel, hogy 9m ��

m

2 Spanf��

n

jn 6= mg. Ekkor a m�eg nem lez�art halmaz

elemei

X

n2v�eges

�

n

��

n

= �

X

n2v�eges

�

n

�

n

=: �'

N
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alak�uak, �es a felt�etelez�es�unk azzal ekvivalens, hogy

��

m

= lim

N!1

�'

N

;

azaz

lim

N

Z

X

j��

m

��'

N

j

2

d� = 0:

Ugyanakkor az integrandus nagyobb vagy egyenl}o j�j

2

j�

m

� '

N

j

2

-tel, ��gy az eg�esz integr�alt s�okkentj�uk, ha

kiemel�unk bel}ole �-ess inf j�j-t, ��gy

lim

N!1

Z

X

j�

m

� '

N

j

2

d� = 0;

�es ebb}ol m�ar k�ovetkezik az �all��t�as.

A Hilbert{terekben alkalmazott m�odszerek hat�ekonys�ag�anak illusztr�al�as�ara bel�athatjuk a k�ovetkez}o �all��t�ast:

3.8.4.

�

All��t�as. Legyen fP

n

jn 2 N

0

g teljes ortonorm�alt polinomrendszer L

2

(0; 1)-ben. Ekkor fP

n

jn 2 N

0

g

Shauder{b�azis C(0; 1)-ben.

Azt m�ar a Weierstrass{f�ele approxim�ai�os t�etel (2.1.1.. �all��t�as) alapj�an tudjuk, hogy s}ur}u halmazt alkotnak,

sak a topologikus line�aris f�uggetlens�eg�uket kell bel�atnunk. azt tudjuk, hogy C(0; 1) du�alisa a (0; 1) intervallum

Radon{m�ert�ekeinek ter�evel azonos��that�o. Ekkor a P

n

ortonorm�alt polinomrendszer beinjekt�alhat�o a du�alisba a

P

n

7! P

n

� injeki�oval (a Radon{Nikodym t�etel miatt ez injekt��v), majd indirekt m�odon bel�athat�o a topologikus

line�aris f�uggetlens�eg: tegy�uk fel, hogy

P

m

2 SpanfP

n

jn 6=mg:

ugyanakkor, mivel most a du�alis elemek hat�asa �eppen az L

2

-beli skal�arszorzatot adja, tudjuk, hogy (P

n

�jP

m

) =

Æ

nm

; ��gy a fenti line�aris burok elemein a P

n

� m�ert�ek a nulla �ert�eket veszi fel. Mivel a du�alis beli elemek az eg�esz

t�eren �ertelmezett folytonos line�aris lek�epez�esek, ��gy a lez�arton is a nulla �ert�eket kell felvennie, ugyanakkor a P

n

polinomon az 1-et, ��gy ellentmond�asra jutottunk a felt�etelez�es�unkkel. Ezzel a t�etelt bel�attuk.

L�athat�o, hogy nem haszn�altunk fel semmi olyan ismeretet, amivel a Banah{terek t�argyal�asakor m�eg nem

rendelkezt�unk, sak a Hilbert{terek strukt�ur�aj�aban gondolkozva jobban �atl�athat�o a sz�uks�eges gondolatmenet.

3.9. Hilbert{terek tenzorszorzata

LegyenH �es K Hilbert{t�er. Ekkor tenzorszorzatuk,H
K a hx

1


y

1

; x

2


y

2

i := hx

1

; x

2

i+hy

1

; y

2

i skal�arszorzattal

skal�arszorzatos t�er K felett. Ez a skal�arszorzat kiterjeszthet}o az eg�esz tenzorszorzatra.

Ezzel a tenzorszorzat{t�errel sak egy baj van: nem lesz teljes, ez�ert ennek a teljess�e t�etel�evel H
K kell

foglalkoznunk (a fel�ulvon�ast a k�es}obbiekben elhagyjuk), ��gy ez is Hilbert{t�er lesz (ezt a k�et Hilbert{t�er Hilbert{

tenzorszorzat�anak nevezz�uk).

3.9.1.

�

All��t�as. Ha fe

i

ji 2 Ig �es fd

j

; j 2 Jg teljes ortonorm�alt rendszer H-ban �es K-ban, akkor fe

i


 d

j

ji 2

I; j 2 Jg teljes ortonorm�alt rendszer a k�et t�er Hilbert{tenzorszorzat�aban.

Bizony��t�as H
K elemei

X

i2I

�

i

e

i




X

j2J

�

j

d

j

alakba ��rhat�ok. Azt k�ene bel�atni, hogy az �osszegz�esek �atrendez�es�evel

X

i2I

�

i

e

i




X

j2J

�

j

d

j

=

X

i;j

�

i

�

j

(e

i


 d

j

):

Ez v�eges line�arkombin�ai�okra nyilv�anval�oan igaz. Azt is tudjuk, hogy

kx 
 yk = kxkkyk;

��gy

H�K ! H
K ; (x; y) 7! x 
 y

folytonos biline�aris lek�epez�es, ��gy a fenti �osszegez�esek sorrendje val�oban felser�elhet}o.

Egy spei�alis, az alkalmaz�asokban gyakori eset a k�ovetkez}o:
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3.9.2.

�

All��t�as. Legyen (X;A; �) �es (Y;B; �) �-v�eges m�ert�ekt�er. Ekkor L

2

�

(X) 
L

2

�

(Y ) � L

2

�
�

(X � Y ).

Bizony��t�as A Fubini{t�etel seg��ts�eg�evel. Legyen f 2 L

2

�

(X) �es g 2 L

2

�

(Y ). Ekkor a � ir�any�u tartalmaz�as

nyilv�anval�o, a m�asikat kell bel�atnunk. Az L

2

�
�

(X � Y ) t�erben a �� �

"

t�egla{l�eps}osf�uggv�enyek" tot�alis rend-

szert alkotnak. Ezek k�oz�ul el�eg a karakterisztikus f�uggv�enyeket vizsg�alni, hiszen a l�eps}osf�uggv�enyek ezeknek

line�arkombin�ai�oi, azok pedig trivi�alisan mindk�et halmaz elemei.

Szint�en a kvantummehanik�aban fontos a k�ovetkez}o eset (a spin t�argyal�as�an�al).

3.9.3.

�

All��t�as. Legyen K Hilbert{t�er. Ekkor L

2

�

(X) 
K � L

2

�

(X;K) a '
 k � (x 7! 'k)

Bizony��t�as A bijeki�ot sak tenzorszorzat alak�u elemeken adtuk meg. Line�aris kombin�ai�okra trivi�alisan kiter-

jeszthet}o, ezek s}ur}u line�aris alteret alkotnak.

k(x 7! '(x)k)k

2

=

Z

X

k'(x)kk

2

K

d�(x) =

Z

X

k'(x)k

2

L

2

kkk

2

K

d�(x) = k'k

2

L

2

kkk

2

K

;

�es mivel k'
 kk

2

= k'k

2

L

2

kkk

2

K

, az azonos��t�ashoz haszn�alt lek�epez�es izometrikus, egy s}ur}u line�aris alt�err}ol egy

alt�erre, m�ar sak azt kell megmutatnunk, hogy az is s}ur}u:

 : X ! K  (x) 2 K:

Ekkor ha k

n

2 K (n 2 N) teljes ortonorm�alt rendszer, akkor

 (x) =

X

n

hk

n

;  (x)ik

n

=:

X

n

'

n

(x)k

n

a fenti alak�u line�arkombin�ai�ok hat�ar�ert�eke.

Megjegyz�es Az alkalmaz�asokban legt�obbsz�or K v�eges dimenzi�os, akkor a lez�ar�ast meg sem kell n�ezni, az eg�esz

t�erre kiterjeszthet}o.

Megjegyz�es A fenti �all��t�as seg��ts�eg�evel trivi�aliss�a v�alik az al�abbi �all��t�as:

3.9.4.

�

All��t�as. L

2

(R

N

) szepar�abilis.

3.10. Feladatok

3.1. Feladat. Bizony��tsuk be, hogy C(K) norm�aja nem sz�armazik skal�arszorzatb�ol, ha K nem egyelem}u!

Megold�as Legyen ; 6= A ( K kompakt, �es f 2 C(K) olyan f�uggv�eny, hogy f j

A

= 0 �es kfk = 1, tov�abb�a f � 0,

�es legyen g = 1. Ekkor

kf + gk

2

+ kf � gk

2

= 5 6= 2(kfk

2

+ kgk

2

) = 4;

azaz nem teljes�ul a paralellogramma{egyenl}os�eg, ��gy a norma nem sz�armazhat skal�arszorzatb�ol.

3.2. Feladat. Bizony��tsuk be, hogy L

p

�

(X), ha x 6= 2, szint�en nem skal�arszorzatos.

Megold�as Az (X;A; �) m�ert�ekt�er �-v�egess�ege miatt van olyan E;F � A, hogy E\F = ;, �es 0 6= �(E); �(F ) <

1, ekkor k�onnyen ellen}orizhet}o, hogy �

E

-re �es �

F

-re sem teljes�ul a paralellogramma{egyenl}os�eg.

3.3. Feladat. Legyen x

n

2 H (n 2 N). Bizony��tsuk be, hogy ekkor

9(w) lim

n

x

n

() 8y 2 H 9 lim

n

hy; x

n

i

Megold�as Tudjuk, hogy H

0

= H, ��gy sak azt kell bel�atnunk, hogy 9x, hogy lim

n

hy; x

n

i = hy; xi. A bidu�alisban

nyilv�anval�oan van, �es H , mivel Hilbert{t�er, reex��v.

3.4. Feladat. Bizony��tsuk be, hogy ha x

n

; y

n

2 H (n 2 N) �es 9 lim

n

kx

n

k

2

= lim

n

ky

n

k

2

= lim

n

hy

n

; x

n

i, akkor

9 lim

n

(y

n

� x

n

) = 0 !
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Megold�as Ha a

ky

n

� x

n

k

2

= ky

n

k

2

� hy

n

; x

n

i � hx

n

; y

n

i+ kx

n

k

2

egyenl}os�eg jobb oldal�anak vessz�uk az n ! 1 hat�ar�ert�ek�et, akkor az �all��t�as felt�etelei szerint null�at kapunk, ez

pedig �eppen a k��v�ant eredm�eny. A feladat megold�asa j�ol illusztr�alja, hogy Hilbert{terekkel kapsolatos feladatok

eset�en hat�ekony a norm�ak helyett a norman�egyzetekkel dolgozni.

3.5. Feladat. Tudjuk, hogy Banah{t�er Shauder{b�azis�an megadott korl�atos lelk�epez�es nem felt�etlen�ul ter-

jeszthet}o ki az eg�esz t�eren �ertelmezett folytonos line�aris lek�epez�ess�e. Adjunk el�egs�eges felt�etelt arra, hogy egy

Hilbert{t�er Shauder{b�azis�an megadott lek�epez�es kiterjeszthet}o legyen!

Megold�as Legyen a H Hilbert{t�er egy teljes ortonorm�alt rendszere (e

n

jn 2 N), es A : H ! K ; e

n

7! Ae

n

korl�atos, azaz kAe

n

k � Kke

n

k. Ekkor ha

X

n

kAe

n

k =

X

n;m

jhe

m

; Ae

n

ij

2

<1;

akkor az oper�ator kiterjeszthet}o.

3.6. Feladat. L

2

(S

1

)-ben (id

n

jn 2Z) teljes ortonorm�alt rendszer.

Megold�as ��rjuk S

1

elemeit e

i�

alakba, �es ezzel vezess�uk vissza a feladatot L

2

(��; �)-n az exponeni�alisokra

vonatkoz�o t�etelre.

3.7. Feladat. L�assuk be az exponeni�alisokra alkalmazott bizony��t�as mint�aj�ara, hogy L

2

(��; �)-ben a ny��lt

v�eg}u �all�ohull�amok

�

1

2�

;

1

2�

os �n;

1

2�

sin �

2n+ 1

2

�

�

�

�

n 2 N

�

=

�

1

2�

�

[

�

1

2�

os �

n+ 1

2

�

�

�

�

n p�aratlan

�

[

�

1

2�

sin �

2n+ 1

2

�

�

�

�

n 2 N p�aros

�

�es a ny��lt v�eg}u �all�ohull�amok

�

1

2�

os �

2n� 1

2

�

�

�

�

n 2 N

�

=

�

1

2�

sin �

n+ 1

2

�

�

�

�

n p�aratlan

�

[

�

1

2�

os �

n+ 1

2

�

�

�

�

n 2 N

0

p�aros

�

teljes ortonorm�alt rendszerek.



4. fejezet

Hilbert{terek oper�atorai

4.1. Oper�atorok adjung�altja. Az adjung�alt tulajdons�agai

A line�aris algebr�ab�ol ismert (ld. Matolsi: Anal��zis II.), hogy ha A : V ! V line�aris oper�ator, akkor de�ni�alhat�o

ennek a transzpon�altja, A

�

: V

�

! V

�

; p 7! p ÆA. Ha V pszeudoeuklideszi vektort�er, akkor a V

�

� V ; x �

h(x; �) azonos��t�ast felhaszn�alva a transzpon�alt helyett bevezethett�uk az adjung�altat, A

?

: V ! V ; x 7! h(x;A�)-

t. Most ennek a Hilbert{terek eset�en alkalmazhat�o �altal�anos��t�as�at fogjuk vizsg�alni.

A tov�abbiakban haszn�alni fogjuk a bra{vektor jel�ol�est: minden x 2 H elemhez hozz�arendel�unk egy H

0

-beli

elemet a kanonikus azonos��t�as felhaszn�al�as�aval:

H 3 x � hxj := (H ! K ; y 7! hx; yi) 2 H

0

:

4.1.1. De�n��i�o. Legyen A : H !H s}ur}un �ertelmezett line�aris lek�epez�es (DomA = H). Ekkor

DomA

�

:= fy 2 H jhyj ÆA folytonosg ;

az

A

�

: DomA

�

! H ; hA

�

yj := hyj ÆA

lek�epez�est az A oper�ator adjung�altj�anak nevezz�uk.

Megjegyz�es Vegy�uk �eszre a de�n��i�o fursas�ag�at! Nem az y-hoz rendelt A

�

y vektort, hanem az ehhez tartoz�o

funkion�alt adtuk meg.

A de�n��i�ob�ol trivi�alisan k�ovetkezik, hogy ha x 2 DomA �es y 2 DomA

�

, akkor

hA

�

y; xi = hy;Axi;

azonban ha valamelyik oldal nem �ertelmes, akkor nem lehet az oper�atort az adjung�altj�ara ser�elni, vagy ford��tva.

4.1.1.

�

All��t�as. Ha A a Hilbert{t�er s}ur}un �ertelmezett folytonos oper�atora () 9A), akkor A

�

= A

�

.

Bizony��t�as Ekkor DomA

�

= H, hiszen minden y 2 H eset�en hyj Æ A folytonos lek�epez�esek kompoz��i�oja.

Hasonl�oan DomA

�

is az eg�esz t�er. Ekkor

hA

�

yj = hyj ÆA

hA

�

yj = hyj ÆA;

��gy mivel mind a kett}o mindenhol �ertelmezett, �es egy s}ur}u halmazon megegyeznek, a kett}o sz�uks�egk�eppen

ugyanaz.

4.1.2.

�

All��t�as. Legyen A 2 LinH. Ekkor A

�

2 LinH �es kA

�

k = kAk

Bizony��t�as

sup

kxk=kyk=1

jhx;A

�

yij = sup

kxk=kyk=1

jhAx; yij = kAk �

4.1.3.

�

All��t�as. A

�

z�art oper�ator.

35
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Bizony��t�as A k�ovetkez}ot kell bel�atnunk:

y

n

2 DomA

�

9 lim

n

y

n

=: y

9 lim

n

A

�

y

n

=: z

�

�

�

�

�

�

) y 2 DomA

�

A

�

y = z:

Legyen x 2 DomA. Ekkor teljes�ul a k�ovetkez}o egyenl}os�eg:

hA

�

y

n

; xi = hy

n

; Axi:

Az n ! 1 hat�aresetben a baloldal hz; xi-hez tart, a jobboldal pedig hy;Axi = (hyj Æ A)x-hez, �es mivel ez

skal�arszorzat alakba ��rhat�o (jobboldal), ez�ert folytonos.

�

Erdemes megjegyezn�unk a folytonoss�ag bizony��t�as�anak m�odszer�et: gyakran alkalmazott tr�ukk, ha a bi-

zony��tand�o lek�epez�est skal�arszorzat alakj�aba ��rjuk.

4.1.4.

�

All��t�as. Legyen A;B : H ! H s}ur}un �ertelmezett line�aris oper�ator. Ekkor

(i) Dom(A+B) = DomA \DomB. Ha ez is s}ur}u, akkor (A+B)

�

� A

�

+B

�

. Ha valamelyik folytonos, akkor

egyenl}os�eg �all fenn.

(ii) Ha Dom(AB) =

�1

B (DomA) s}ur}u, akkor (AB)

�

= B

�

A

�

, �es ha A folytonos, akkor egyenl}os�eg �all fenn.

(iii) Ha 0 6= � 2 K, akkor (�A)

�

= �

�

A

�

, �es (0A)

�

= 0 � 0A

�

.

(iv) Ha A � B, akkor B

�

� A

�

.

(v) Ha DomA

�

s}ur}u, akkor �ertelmes A

��

, �es ekkor A

��

� A

Bizony��t�as (i) Legyen y 2 DomA

�

[ DomB

�

. Ekkor hyj Æ A �es hyj Æ B is folytonos. Ebb}ol k�ovetkezik, hogy

hyj ÆA+ hyj ÆB = hyj Æ (A+B) is az, teh�at y 2 Dom(A+B)

�

. M�ar sak azt kell bel�atnunk, hogy ugyanazt az

�ert�eket is veszik fel:

h(A

�

+B

�

)y; xi = hA

�

y; xi + hB

�

y; xi;

�es ha x 2 DomA \DomB, akkor

hA

�

y; xi + hB

�

y; xi = hy;Axi + hy;Bxi = hy; (A +B)xi = h(A +B)

�

y; xi;

��gy, mivel x s}ur}u halmazt fut v�egig, �es azon megegyeznek, ��gy az egy�ertelm}u kiterjeszthet}os�eg miatt

(A

�

+B

�

)y = (A +B)

�

y:

(h(A

�

+ B

�

)y � (A +B)

�

y; xi = 0 alakba ��rhat�o a fenti egyenl}os�eg, �es egy s}ur}u halmaz ortogon�alis�aban sak a

0 van.)

M�eg be kell l�atnunk, hogy ha az egyik, mondjuk A folytonos, akkor fenn�all az egyenl}os�eg. Term�eszetesen

el�eg a ford��tott ir�any�u tartalmaz�ast bel�atnunk. Legyen y 2 Dom(A +B)

�

. Ekkor

hyj Æ (A +B) folytonos

hyj ÆA eleve folytonos

�

�

�

�

�

) hyj ÆB folytonos;

hiszen k�et folytonos lek�epez�es k�ul�onbs�ege, ��gy y 2 DomB

�

= Dom(A+B)

�

, mivel A

�

minden�utt �ertelmezett.

(ii) Legyen y 2 Dom(B

�

A

�

). Ekkor y 2 DomA

�

�es A

�

y 2 DomB

�

, ez�ert hyj Æ A folytonos, �es hA

�

yj ÆB is

folytonos, ��gy hyj ÆA ÆB, mivel az ut�obbi lesz}uk��t�ese, szint�en folytonos, azaz y 2 Dom(AB)

�

.

hB

�

A

�

y; xi = hA

�

y;Bxi = hy;ABxi = h(AB)

�

y; xi;

ha x 2 Dom(AB) (ekkor tehetj�uk meg az els}o �es a m�asodik �atrendez�est). mivel x s}ur}u halmazt fut be, az �all��t�as

sz�uks�egk�eppen teljes�ul.

Ha A folytonos, akkor a ford��tott ir�any�u tartalmaz�ast is bel�athatjuk: legyen y 2 Dom(AB)

�

, azaz legyen

hyj ÆAB folytonos. Ekkor, ha A folytonos, ez az hA

�

j ÆB alakba ��rhat�o, ebb}ol k�ovetkez}oen y 2 DomA

�

(de az

�ugyis az eg�esz), A

�

y 2 DomB

�

, �es y 2 Dom(B

�

A

�

).

(iii) trivi�alis.

(iv) trivi�alis

(v) Legyen y 2 DomA

�

�es x 2 DomA. Ekkor

hy;Axi = hA

�

y; xi:
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Ennek az egyenl}os�egnek a komplex konjug�altj�at v�eve

hAx; yi = hx;A

�

yi:

L�athat�o, hogy mivel x 2 DomA, (hxj ÆA

�

)y ugyanaz, mintha Ax-szel szorozn�ank, tah�at folytonos, azaz

x 2 DomA) x 2 DomA

��

�es A

��

x = Ax�

4.1.5.

�

All��t�as. Legyen A s}ur}un �ertelmezett line�aris oper�ator. Ekkor KerA

�

= (RanA)

?

.

Bizony��t�as (�) Legyen y 2 KerA

�

, azaz A

�

y = 0. Ekkor 8x 2 H, spei�alisan 8x 2 DomA eset�en

hA

�

y; xi = 0;

azonban a baloldal �at��rhat�o hy;Axi alakba is. Ekkor mik�ozben x befutja DomA-t, Ax befutja RanA-t.

(�) Legyen y ? RanA, azaz hy;Axi = 0 (8x 2 DomA). Ekkor hA

�

y; xi = 0 szint�en 8x 2 DomA eset�en,

��gy mivel x s}ur}u r�eszhalmazt fut be, A

�

y = 0

4.1.6.

�

All��t�as. Legyen A s}ur}un �ertelmezett injekt��v oper�ator. Ekkor A

�

is injekt��v �es (A

�1

)

�

= (A

�

)

�1

.

Bizony��t�as

AA

�1

� I I = (AA

�1

)

�

� (A

�1

)

�

A

�

A

�1

A � I I = (A

�1

A)

�

� A

�

(A

�1

)

�

;

��gy (AA

�1

)

�

� I

�

= I, �es I mindenhol �ertelmezett, ��gy (AA

�1

)

�

= I.

A

�

jobbr�ol �es balr�ol kompon�alva is az identit�as r�esze sak �ugy lehet, ha injekt��v. Amivel kompon�altuk, az

az inverz, �es nem sak egy lesz}uk��tettje, ha

Dom(A

�1

)

�

A

�

= DomA

�

DomA

�

(A

�1

)

�

= DomA

�

;

vagy ami ezzel egyen�ert�ek}u, ha

RanA

�

� Dom(A

�1

)

�

Ran (A

�1

)

�

� DomA

�

:

Ez pedig teljes�ul, hiszen ha z 2 RanA

�

, azaz 9x 2 DomA

�

, hogy z = A

�

x, akkor hxj Æ A folytonos. Azt

szeretn�enk bel�atni, hogy folytonos

hzj ÆA

�1

= hA

�

xj ÆA

�1

= hxj ÆA ÆA

�1

= hxj

is, ami ��gy m�ar nyilv�anval�o, teh�at z 2 Dom(A

�1

)

�

, �es ezzel bel�attuk az ezir�any�u tartalmaz�ast is.

4.2. Ortogon�alis projektorok

Ebben a szakaszban olyan oper�atorokkal fogunk foglalkozni, amelyek folytonosak, a n�egyzet�uk �onmagukkal

egyenl}o �es a magjuk az �ert�ekk�eszlet�ukre mer}oleges. Ezeket ortogon�alis projektoroknak nevezz�uk, de�n��i�ojuk

kor�abban m�ar szerepelt.

4.2.1.

�

All��t�as. A P projektor pontosan akkor ortogon�alis, ha �onadjung�alt.

Bizony��t�as (() tudjuk, hogy KerP = (RanP )

?

, ��gy ha P

�

= P , akkor ez teljes�ul, m�ar sak a folytonoss�agot

kell bel�atnunk:

kPxk

2

= hPx;Pxi = hx; Pxi � kxkkPxk;

ahol a m�asodikb�ol a harmadik az �onadjung�alts�ag felhaszn�al�as�aval k�ovetkezett, az adjung�altat �at lehetett vinni,

mivel Px 2 DomP , mert P projektor. Ha kPxk = 0, akkor trivi�alis a folytonoss�ag, ha nem, akkor le lehet

osztani vele, ��gy

kPxk � kxk;
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��gy bebizony��tottuk P folytonoss�ag�at. az ortogon�alis projektor mindenhol �ertelmezett: s}ur}un �ertelmezett foly-

tonos oper�ator adjung�altja mindenhol �ertelmezett.

()) KerP

�

= (RanP )

?

= KerP , mivel P ortogon�alis projektor. Ekkor

PP = P

(P

�

)

2

= P

�

P

�

= P

�

s}ur}un �ertelmezett folytonos

�

�

�

�

�

) P

�

projektor, �es persze folytonos

Azt m�ar tudjuk, hogy P

��

= P , ��gy

KerP

��

= (RanP

�

)

?

KerP = (RanP )

?

;

amib}ol k�ovetkezik, mivel KerP

��

= KerP , hogy RanP � RanP

�

. Ugyanezt a gondolatmenetet P

�

-gal �es

P

��

-gal megism�etelve kapjuk, hogy

RanP

�

� RanP

��

= RanP;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

4.3. Szimmetrikus, �onadjung�alt �es unit�er lek�epez�esek

4.3.1. De�n��i�o. Legyen A s}ur}un �ertelmezett line�aris oper�ator. az mondjuk, hogy

{ A szimmetrikus, ha A � A

�

{ A �onadjung�alt, ha A = A

�

{ A unit�er, ha A

�

= A

�1

.

Megjegyz�es Vegy�uk �eszre a szimmetrikus �es az �onadjung�alt oper�ator k�ozti igen l�enyeges { az alkalmaz�asokban

t�obbnyire elv�etett { k�ul�onbs�eget:

A szimmetrikus A � A

�

() 8x; y 2 DomA hy;Axi = hAy; xi

A �onadjung�alt A = A

�

() DomA = DomA

�

8x; y 2 DomA hy;Axi = hAy; xi;

teh�at ha A sak szimmetrikus, de nem �onadjung�alt, akkor lehet, hogy

hy;Axi = hA

�

y; xi;

de y 62 DomA, sak y 2 DomA

�

.

�

Onadjung�alt oper�ator eset�en ez nem lehets�eges.

4.3.2. De�n��i�o. Azt mondjuk, hogy T form�alisan szimmetrikus oper�ator, ha

8x; y 2 DomT : hx; Tyi = hTx; yi:

Vegy�uk �eszre, hogy a szimmetrikuss�aghoz ezen k��v�ul az kell, hogy DomT s}ur}u legyen.

4.4. Izometrikus lek�epez�esek

4.4.1. De�n��i�o. Egy V : H� H s}ur}un �ertelmezett lek�epez�est izometrikusnak nevez�unk, ha

kV xk = kxk 8x 2 H:

Ebb}ol trivi�alisan k�ovetkezik, hogy V injekt��v, azonban { a v�eges dimenzi�os esettel ellent�etben { az nem k�ovet-

kezik, hogy r�ak�epez�es. Erre p�eld�at is adunk: a `

2

! `

2

jobbratol�as (a

1

; a

2

; : : : ) 7! (0; a

1

; a

2

; : : : ) oper�ator

izometrikus, de nem r�ak�epez�es.

4.4.1.

�

All��t�as. Egy V oper�ator pontosan akkor izometrikus, ha megtartja a Hilbert{t�er skal�arszorzat�at.

Bizony��t�as (() trivi�alis. ()) Ekkor azt fogjuk felhaszn�alni, hogy 8x; y 2 DomV eset�en

kx+ yk

2

= kV (x + y)k

2

;
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azaz ezt kifejtve

kxk

2

+ hx; yi + hy; xi + kyk

2

= kV xk

2

+ hV x; V yi + hV y; V xi + kV yk

2

:

Ebb}ol, mivel V izometrikus, az els}o �es az utols�o tagot mindk�et oldalon elhagyva kapjuk, hogy

Rehx; yi = RehV x; V yi:

Ha a t�er val�os, akkor ezzel k�eszen is vagyunk, ha nem, akkor y hely�ere iy-t ��rva megkapjuk a k�epzetes r�eszre

vonatkoz�o egyenl}os�eget is.

4.4.2.

�

All��t�as. Egy oper�ator pontosan akkor unit�er, ha minden�utt �ertelmezett izometrikus bijeki�o.

Bizony��t�as (() Ha A mindenhol �ertelmezett izometrikus bijeki�o, akkor 8x; y 2 H eset�en

hx; yi = hAx;Ayi = hx;A

�

Ayi;

ahol az adjung�alt be��r�asa lehets�eges, mert minden�utt �ertelmezett folytonos oper�atorral van dolgunk. Ebb}ol

k�ovetkezik, hogy A

�

A = I, ami m�eg minden izometrikus oper�atorra igaz, de unit�er oper�atorokra ford��tva is.

Mivel A bijeki�o, ebb}ol m�ar k�ovetkezik, hogy AA

�

= I.

()) Ha A unit�er oper�ator, akkor 8x 2 H-ra igaz, hogy

kAxk

2

= hAx;Axi = hx;A

�

Axi = hx; xi = kxk

2

;

hiszen A

�

= A

�1

�es DomA

�

= RanA, teh�at t�enyleg izometrikus. Azt kell m�eg bel�atnunk, hogy minden�utt

�ertelmezett. Mivel A

�

= A

�1

, A

�1

z�art izometrikus () folytonos), ��gy DomA

�1

= RanA z�art.

A s}ur}un �ertelmezett izometrikus, azt kellene m�eg bel�atnunk, hogy z�art (akkor m�ar minden�utt �ertelmezett

lenne). A

�1

z�art, ��gy ez is teljes�ul.

M�eg be kell l�atnunk, hogy RanA is az eg�esz t�er. mivel A mindenhol �ertelmezett �es folytonos, A

��

= A.

f0g = KerA

�

= (RanA)

?

, hiszen A

�

injekt��v.

Megjegyz�es

�

Erdemes k�ul�on is kiemelni a bizony��t�as k�et fontos eredm�eny�et:

V izometrikus () V

�

V = I

V unit�er () U

�

U = UU

�

= I

4.4.3.

�

All��t�as. Legyen H komplex Hilbert{t�er, �es A : H ! H line�aris oper�ator. Ekkor hx;Axi = 0 8x 2 H, ha

A = 0.

Bizony��t�as (() trivi�alis. ()) Ehhez ki kell haszn�alnunk a t�er komplex volt�at, hiszen a jobboldal valamennyi

val�os antiszimmetrikus oper�atorra teljes�ul.

0 = hx + y;A(x + y)i = hx;Axi + hx;Ayi + hy;Axi + hy;Ayi

0 = hx+ iy;A(x + iy)i = hx;Axi + hx;Aiyi + hiy;Axi + hiy; iAyi = i(hx;Ayi � hy;Axi)

A felt�etelek szerint eleve nulla tagokat (els}o �es negyedik) elhagyva kapjuk, hogy hx;Ayi �es hy;Axi �osszege �es

k�ul�onbs�ege is nulla, ez pedig sak �ugy lehets�eges, ha mind a kett}o nulla.

Megjegyz�es

�

Erdekes, hogy val�os t�erben a szimmetrikus �es az antiszimmetrikus oper�atorok kieg�esz��t}o altereket

alkottak, komplexben viszont egyazon alt�er elemei

A �onadjung�alt () (iA) anti{�onadjung�alt

A anti{�onadjung�alt () (iA) �onadjung�alt:

Err}ol egyszer}u sz�amol�assal k�onnyen meggy}oz}odhet�unk, azt kell sak felhaszn�alnunk, hogy az adjung�al�as anti-

line�aris m}uvelet.
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4.5. N�eh�any konkr�et oper�ator

Tekints�uk el}osz�or L

2

(��; �)-t. Ekkor a ' : (��; �) ! C abszol�ut f�uggv�enyeknek �ertelmezhetj�uk a deriv�altj�at.

Tudjuk ugyanis, hogy egy abszol�ut folytonos f�uggv�eny mindig integr�alf�uggv�eny. ugyan ez sak m.m. j�ol de�ni�alt,

de itt �ugy is sak f�uggv�enyoszt�alyokat vizsg�alunk a majdnem minden�utt egyenl}os�eg ekvivaleniarel�ai�o erej�eig.

Ez teszi lehet}ov�e a k�ovetkez}o de�n��i�ot:

4.5.1. De�n��i�o.

�

Ertelmez�ukk L

2

(��; �)-n a k�ovetkez}o di�ereni�aloper�atorokat:

DomD :=

�

' 2 L

2

(��; �)

�

�

' abszol�ut folytonos; '

0

2 L

2

(��; �)

	

D' := �i'

0

DomP

�

:= f' 2 DomDj'(�) = �'(��)g P

�

' := �i'

0

(� 2 S

1

)

DomP

0

:= f' 2 DomDj'(�) = '(�) = 0g P

0

' := �i'

0

4.5.1.

�

All��t�as. DomP

0

s}ur}u.

Bizony��t�as a di�ereni�alhat�o, k�et v�eg�uk�on nulla f�uggv�enyek benne vannak. Tetsz}oleges r�eszintervallum karak-

terisztikus f�uggv�enye megk�ozel��thet}o di�ereni�alhat�o f�uggv�enyek sorozat�aval.

4.5.2.

�

All��t�as. P

�

0

= D

Bizony��t�as Legyen ' 2 DomP

0

�es  2 DomD. Ekkor

h ;P

0

'i =

Z

�

��

 

�

(�i'

0

) = �i 

�

'j

�

��

+

Z

�

��

(�i 

0

)

�

';

amib}ol k�ovetkezik, hogy D � P

�

0

, �es  2 DomD eset�en h j Æ P

0

= hD j.

A m�asik ir�any�u tartalmaz�as bizony��t�asa: legyen  2 DomP

0

. Ekkor P

0

 2 L

2

(��; �) � L(��; �), ��gy

�ertelmes a

� := i

�

Æ +

Z

��

P

�

0

 

�

de�n��i�o, ahol Æ 2 K-t �ugy kell megv�alasztani, hogy

Z

�

��

(� �  ) = 0

legyen. Ekkor � 2 DomP

0

, mert abszol�ut folytonos, �es az intervallum mindk�et v�egponj�aban a nulla �ert�eket

veszi fel. Azt is tudjuk, hogy D� = P

�

0

 , ��gy

Z

�

��

(�i�

0

)' = hP

�

0

 ;'i = h ;P

0

'i =

Z

�

��

 

�

(�i'

0

):

A baloldalon lehet pari�alisan integr�alni, akkor a

�

�

'j

�

��

+

Z

�

��

�

�

(�i'

0

)

kifejez�est kapjuk, amiben az els}o tag nulla. Ezt �atrendezve 8' 2 DomP

0

-ra

Z

�

��

(� �  

�

)'

0

= 0;

spei�alisan a ' :=

R

��

(� � '),  

0

= � �  eset�en is. Ekkor Æ de�n��i�oj�ab�ol ad�od�oan '(��) = '(�) = 0, ��gy

' 2 DomP

0

, �es azt kapjuk, hogy

Z

�

��

j� � 'j

2

= 0 )  = � (m.m.);

��gy  2 DomD, �es ez kellett a ford��tott ir�any�u tartalmaz�ashoz.

4.5.3.

�

All��t�as. D

�

= P

0

.
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Bizony��t�as (�) ny��lv�anval�o, hiszen P

0

� D, ��gy D

�

� P

�

0

= D.

(�) Legyen ' 2 DomD

�

�es  2 DomD. Ekkor az adjung�alt de�n��i�oja alapj�an

h';D i = hD

�

'; i:

A baloldal a de�n��i�o szerint

Z

�

��

'

�

(�i 

0

);

�es a fenti tartalmaz�as alapj�an tudjuk, hogy D

�

is di�ereni�aloper�ator, ��gy a jobboldal is

Z

�

��

(�i'

0

)

�

 

alakba ��rhat�o, m�ar sak az �ertelmez�esi tartom�any�at nem ismerj�uk. A bal oldalon pari�alisan integr�alva a

k�ovetkez}ot kapjuk:

�i'

�

 j

�

��

+

Z

�

��

(�i'

0

)

�

 ;

amit a jobboldallal �osszevetve ad�odik, hogy

'

�

(�) (�) � '

�

(��) (��) = 0 8 2 DomD:

Legyen  olyan, hogy  (��) = 0, �am  (��) 6= 0 (tudjuk, hogy van ilyen, pl. a

R

��

1 f�uggv�eny), ekkor az

el}obbiekb}ol leolvashat�o, hogy '(�) = 0:

Teljesen hasonl�oan kapjuk egy olyan  -t v�alasztva, hogy  (�) = 0 �es  (��) 6= 0 (pl. 2� �

R

��

1) kapjuk,

hogy '(��) = 0:

Ezzel bel�attuk, hogy D

�

� P

0

.

K�ovetkezm�eny Mivel D �es P

0

egym�as adjung�altjai, sz�uks�egk�eppen z�art oper�atorok.

4.5.4.

�

All��t�as. Legyen � 2 S

1

. Ekkor P

�

�

= P

�

, azaz a P

�

oper�atorok �onadjung�altak.

Bizony��t�as (�) szimmetrikus: ezt k�onny}u bel�atni. Legyen '; 2 DomP

�

. Ekkor

h';P

�

 i =

Z

�

��

'

�

(�i 

0

)

�

= �i'

�

 j

�

��

+

Z

�

��

(�i'

0

)

�

 = hP

�

'; i;

ahol a m�asodik egyenl}os�egn�el pari�alisan integr�altunk, a harmadikn�al pedig felhaszn�altuk, hogy

'

�

(�) (�) � '

�

(��) (��) = �

�

'

�

(��)� (��) � '

�

(��) (��) = 0;

mivel �

�

� = 1.

(�) Legyen ' 2 DomP

�

�

�es  2 DomP

�

: Ekkor az adjung�alt de�n��i�oja szerint

Z

�

��

'

�

(�i 

0

) = h';P

�

 i = hP

�

�

'; i =

Z

�

��

(�i'

0

)

�

 :

A bal oldal pari�alisan integr�alva egyenl}o a

�i'

�

 j

�

��

+

Z

�

��

(�i'

0

)

�

 

kifejez�essel, ��gy az egyenl}os�eg k�et oldal�at �osszevetve ism�et azt kapjuk, hogy

'

�

(�) (�) � '

�

(��) (��) = 0;

�es tudjuk, hogy  (�) = � (��). Tudjuk, hogy van olyan f�uggv�eny, amely a �� helyen nem nulla, �es benne van

P

�

�ertelmez�esi tartom�any�aban, p�eld�aul ha � = exp(i�), akkor az

x 7! e

i(�x=2�+�=2)

f�uggv�eny a �� helyen 1-et vesz fel, a � helyen �-t, ��gy ezzel leosztva kapjuk, hogy

�'

�

(�) = '

�

(��);

amib}ol m�ar egyszer}uen konjug�al�assal k�ovetkezik, hogy

'(�) = �'(��);

ahol felhaszn�altuk, hogy �

�

= 1=�.
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4.5.2. De�n��i�o. Legyen a P oper�ator �ertelmez�esi tartom�anya

DomP :=

�

' 2 L

2

(R)j' abszol�ut folytonos; '

0

2 L

2

(R)

	

;

�es hozz�arendel�esi szab�alya

P' := �i'

0

:

A k�ovetkez}o �all��t�asban azt l�atjuk be, hogy ez az oper�ator egybeesik a korl�atos intervallumok eset�en de-

�ni�alt D, P

�

�es P

0

oper�atorokkal, azaz az eg�esz val�os egyenes eset�en a fentiek m�ar

"

kiszabj�ak maguknak" a

peremfelt�eteleket.

4.5.5.

�

All��t�as. Ha ' 2 DomP , akkor lim

�1

' = 0.

Bizony��t�as Legyen ' olyan f�uggv�eny, hogy ' 2 L

2

(R) �es '

0

2 L

2

(R). Ekkor a H�older{egyenl}otlens�eg (ld.

Matolsi: Anal��zis V.) alapj�an ''

0

2 L(R). Ekkor

Z

R

''

0

=

Z

1

0

''

0

+

Z

0

�1

''

0

;

�es ebben m�ar lehet pari�alisan integr�alni. Az els}o tag:

lim

x!1

Z

x

0

''

0

= lim

x!1

Z

x

0

�

'

2

2

�

0

= lim

x!1

'

2

(x)

2

�

'

2

(0)

2

;

�es mivel a fenti integr�al l�etezik, ez a hat�ar�ert�ek is l�etezik, azaz

9 lim

x!1

'

2

(x);

�es mivel ' n�egyzetesen integr�alhat�o, '

2

is integr�alhat�o, �es egy integr�alhat�o f�uggv�eny hat�ar�ert�eke a v�egtelenben

sak a nulla lehet (ld. Matolsi: Anal��zis V.), azaz

lim

1

'

2

= 0) lim

1

' = 0;

teljesen azonos gondolatmenettel bel�athatjuk azt is, hogy

lim

�1

' = 0;

�es ezzel �all��t�asunkat bebizony��tottuk.

4.5.6.

�

All��t�as. A P oper�ator �onadjung�alt, azaz P

�

= P .

Bizony��t�as El}osz�or bel�atjuk, a (�) ir�any�u tartalmaz�ast, azaz, hogy P szimmetrikus. Legyen '; 2 DomP .

Ekkor

h';P i =

Z

R

'

�

(�i 

0

) = �i'

�

 j

1

�1

+

Z

R

(�i 

0

)

�

 = hP'; i;

ahol a m�asodik egyenl}os�egn�el pari�alisan integr�altunk.

(�) Legyen ' 2 DomP

�

,  2 DomP �es [a; b℄ � R. Ekkor mivel P

�

' n�egyzetesen integr�alhat�o, �

[a;b℄

P

�

' is

L

2

(a; b) � L(a; b) eleme.

Legyen

� := i

�

Æ +

Z

a

P

�

'

�

�

[a;b℄

;

ahol Æ 2 K olyan, hogy

R

b

a

(� � ') = 0. Ekkor, ha  =  �

[a;b℄

, akkor

Z

R

'

�

(�i 

0

) = h';P i = hP

�

'; i =

Z

R

(P

�

')

�

 =

Z

b

a

(P

�

')

�

 = (�i�)

�

 j

b

a

+

Z

b

a

�

�

(�i 

0

):

A harmadik egyenl}os�egn�el pari�alisan integr�altunk. Ezut�an az els}o tag nulla, mert [a; b℄-n k��v�ul  nulla, �es

abszol�ut folytonos, ��gy

Z

b

a

(� � ')

�

 

0

= 0:
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Legyen

 := �

[a;b℄

Z

a

(� � '):

Ez abszol�ut folytonos f�uggv�eny, ��gy be��rhatjuk az el}obbi egyenl}os�egbe

Z

b

a

j� �  j

2

= 0;

vagyis

��

[a;b℄

=

m.m.

'�

[a;b℄

;

�es ezzel k�eszen vegyunk, hiszen ha ' b�armely [a; b℄ intervallumra lesz}uk��tve egy abszol�ut folytonos f�uggv�ennyel

egyenl}o, akkor sz�uks�egk�eppen abszol�ut folytonos.

4.6. Szorz�asoper�atorok

Ebben a szakaszban n�egyzetesen integr�alhat�o f�uggv�enyek ter�enek oper�atoraival fogunk foglalkozni: legyen

(X;A; �) �-v�eges m�ert�ekt�er. Most az L

2

�

(X) t�errel fogunk foglalkozni.

4.6.1. De�n��i�o. Legyen f : X ! K �-m�erhet}o f�uggv�eny. Ekkor

DomM

f

:= f' 2 L

2

�

(X)jf' 2 L

2

�

(X)g

�es

M

f

' := f':

Ekkor az M

f

oper�atort az f f�uggv�ennyel val�o szorz�as oper�ator�anak nevezz�uk.

A de�n��i�ob�ol trivi�alisan k�ovetkezik, hogy DomM

f

line�aris alt�er, �es M

f

line�aris lek�epez�es.

4.6.1.

�

All��t�as. A f�uggv�ennyel val�o szorz�as oper�atorok s}ur}un �ertelmezettek.

Bizony��t�as n 2 N eset�en legyen E

n

:= fx 2 X jjf(x)j � ng � A, hiszen f m�erhet}o f�uggv�eny. Legyen  2

L

2

�

(X). Ekkor el�eg megmutatnunk, hogy �

E

n

 2 DomM

F

�es lim

n

�

E

n

 =  . Ez teljes�ul, hiszen

jf�

E

n

 j

2

� n

2

j j

2

;

teh�at van integr�alhat�o major�ansa, ��gy integr�alhat�o.

Az is igaz, hogy lim

n

�

E

n

 =  , hiszen

lim

n

k�

E

n

 �  k

2

= lim

n

Z

X

j�

E

n

 �  j

2

d� = 0

a Lebesgue{t�etel (ld. Matolsi: Anal��zis V.) miatt, 2j j

2

integr�alhat�o major�ans.

Vegy�uk �eszre, hogy trivi�alisan DomM

f

= DomM

f

�

:

4.6.2.

�

All��t�as. (M

f

)

�

=M

f

�

, �es ��gy M

f

norm�alis oper�ator, M

f

�

M

f

=M

f

M

f

�

.

Bizony��t�as (�) Legyen '; 2 DomM

f

= DomM

f

�

. Ekkor

h';M

f

 i =

Z

X

'

�

f d� =

Z

X

(f

�

')

�

 d� = hM

f

�

'; i:

(�) Most legyen ' 2 Dom(M

f

)

�

�es  2 DomM

f

. Ez esetben teh�at

Z

X

(f

�

')

�

 d� = h';M

f

 i = hM

�

f

'; i =

Z

X

(M

�

f

')

�

 d�;

hiszen '

�

f = (f')

�

, ��gy egyoldalra rendezve, majd a k�et integr�alt �osszevonva

Z

X

(M

�

f

'� f

�

')

�

 d� = 0: (*)
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M�ar sak azt kell megmutatnunk, hogy f

�

' n�egyzetesen integr�alhat�o (hiszen a fenti egyenl}os�eg egy s}ur}u halmaz

minden  elem�ere teljes�ul). Tekints�uk ism�et az

E

n

:= fx 2 X jjf(x)j � ng (n 2 N)

halmazokat. Mivel f m�erhet}o f�uggv�eny, ezek m�erhet}o halmazok. Ekkor az integr�alsz�am��t�asban szok�asos besl�es

szerint

jf

�

'�

E

n

j

2

� n

2

j'j

2

;

azaz ezek n�egyzetesen integr�alhat�ok, M

�

f

' is, ��gy

(M

�

f

'� f

�

')�

E

n

2 DomM

f

� L

2

�

(X);

mert

jfM

�

f

'�

E

n

j

2

� n

2

jM

�

f

'j

2

jff

�

'�

E

n

j

2

� j'j

2

n

4

;

��gy a k�ul�onbs�eg�uk is benne van, teh�at be��rhatjuk (*)-ba  hely�ere, aminek eredm�enyek�eppen azt kapjuk, hogy

Z

E

n

jM

�

f

'� f

�

'j

2

d� = 0:

Mivel

[

n2N

E

n

= X;

Beppo Levi t�etele (ld. Matolsi: Anal��zis V.) szerint megser�elhetj�uk az integr�al�ast �es a hat�ar�atmenetet:

Z

X

jM

�

f

'� f

�

'j

2

d� = 0)M

�

f

' = f

�

') ' 2 DomM

f

�

;

�es ezzel a bizony��t�as v�eget �ert.

K�ovetkezm�eny Az �all��t�as szerint teh�at valamennyiM

f

oper�ator egy m�asik ilyen oper�ator adjung�altja, ��gy z�art.

Ebb}ol k�ovetkez}oen pontosan akkor folytonos, ha minden�utt �ertelmezett.

4.6.3.

�

All��t�as. Az f f�uggv�enyhez tartoz�o M

f

oper�ator pontosan akkor folytonos, ha f 2 L

1

�

(X), �es ekkor

kM

f

k = kf j

1

.

Bizony��t�as (() Ha f 2 L

1

�

(X), akkor trivi�alisan

kf'k � kf j

1

k'k;

��gy DomM

f

= L

2

�

(X), �es

kM

f

'k

2

=

Z

X

jf'j

2

d� � kf j

2

1

Z

X

j'j

2

d�;

amib}ol k�ovetkezik, hogy M

f

folytonos �es a norm�aja kisebb vagy egyenl}o f v�egtelen{norm�aj�aval. Be kell m�eg

l�atnunk, hogy nagyobb vagy egyenl}o is: legyen 0 < C < kf j

1

sz�am. Ekkor 9E 2 A, hogy 0 < �(E) < 1, �es

E � fxjjf(x)j � Cg a m�ert�ekt�er �-v�egess�ege miatt.

Vegy�uk a

 :=

�

E

p

�(E)

f�uggv�enyt! Ez n�egyzetesen integr�alhat�o, �es a norm�aja 1.

kM

f

 k

2

=

Z

X

jf j

2

�

E

�(E)

d� � C

2

amib}ol k�ovetkezik, hogy

kM

f

k � C;

ebb}ol pedig az �all��t�as.
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()) Tegy�uk fel, hogy f 62 L

1

�

(X). Ekkor, mivel f m�erhet}o f�uggv�eny kiv�alaszthat�o

A 3 E

n

� ff � ng (n 2 N);

�ugy, hogy

0 < �(E

n

) � 1;

hiszen ha valamelyik n��v�ohalmaz m�ert�eke nulla lenne, akkor f L

1

�

(X) eleme lenne, v�eges m�ert�ek}unek pedig a

m�ert�ekt�er �-v�egess�ege miatt v�alaszthat�ok. Mivel M

f

s}ur}un �ertelmezett

9'

nm

2 DomM

f

lim

m

'

nm

=

�

E

n

p

�(E

n

)

'

n;m

� '

n;m+1

M

f

�ertelmez�esi tartom�any�aban fut�o monoton n�ovekv}o sorozat,

lim

m

k'

nm

k = 1;

ugyanakkor, ha az integr�alok sorozata egy�altal�an korl�atos fel�ulr}ol, akkor is

Z

X

jf'

nm

j

2

� n

2

el�eg nagy n-ekre (hiszen ha az integr�alok sorozata korl�atos fel�ulr}ol, akkor Beppo Levi t�etele (ld. Matolsi:

Anal��zis V.) szerint a hat�ar�ert�ek bevihet}o, �es ut�ana jf j n-el alulr�ol bes�ulhet}o). Mivel

8n;m k'

nm

k � 1

a f�uggv�enysorozatok monoton n�oveked�ese �es 1 norm�aj�u hat�ar�ert�eke miatt:

'

nm

2 G

1

(0);

�es a fentiek miatt

diam(M

f

[G

1

(0)℄) � n 8n;

��gy Gruber: Anal��zis III. 10.1-es �all��t�asa szerint M

f

nem folytonos.

4.6.4.

�

All��t�as. M

f

=M

g

pontosan akkor, ha f = g �-majdnem minden�utt.

Bizony��t�as (() trivi�alis. ()) m�ar nem ilyen egyszer}u. Legyen ' 2 DomM

f

= DomM

g

. Ekkor f' = g'

m.m., azaz f' � g' = 0, ��gy

kf' � g'k

2

=

Z

X

jf � gj

2

j'j

2

d� = 0:

Legyen ism�et

E

n

:= fx 2 X jjf(x)j � n; jg(x)j � ng ;

ami m�erhet}o, hiszen f �es g m�erhet}o f�uggv�enyek, �es ez ezek n��v�ohalmazainak metszete. az is egyszer}uen l�athat�o,

hogy

[

n

E

n

= X;

�es a � m�ert�ek �-v�egess�ege miatt X felbonthat�o megsz�aml�alhat�o sok halmaz uni�oj�ara �ugy, hogy

X =

℄

m

H

m

0 < �(H

m

) <1;

�es ekkor

�

E

n

\H

m

= �

E

n

�

H

m

2 DomM

f

= DomM

g

:

Ezeket a karakterisztikus f�uggv�enyeket ��rva ' hely�ebe

Z

X

jf � gj

2

�

E

n

\H

m

d� = 0 8n;m:
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Ekkor, mivel E

n

= ℄

m

(E

n

\H

m

), Beppo Levi t�etel�et alkalmazva

Z

X

jf � gj

2

�

E

n

d� = 0;

�es mivel az E

n

halmazok monoton n�ovekv}oek, uni�ojuk X, Beppo Levi t�etel�et ism�et alkazmazva

Z

X

jf � gj

2

d� = 0) f =

�-m.m.

g;

�es ezzel a bizony��t�as v�eget �ert.

4.6.5.

�

All��t�as. A szorz�asoper�atorok n�eh�any tov�abbi j�o tulajdons�aga:

(i) Ha (0 6= � 2 K) akkor M

�f

= �M

f

(ii) M

f+g

�M

f

+M

g

, �es egyenl}os�eg �all fenn, ha f vagy g korl�atos.

(iii) M

fg

�M

f

M

g

, �es egyenl}os�eg �all fenn, ha g korl�atos.

Bizony��t�as (i) trivi�alis, sak a szorz�asoper�atorok de�n��i�oj�at kell felhszn�alni, �es azt, hogy DomM

f

line�aris

alt�er.

(ii) Legyen ' 2 DomM

f

\DomM

g

. Ekkor

f'; g' 2 L

2

�

(X)) f'+ g' = (f + g)' 2 L

2

�

(X);

teh�at benne van a bal oldal �ertelmez�esi tartom�any�aban, �es ugyanazt is adja:

(M

f

+M

g

)' =M

f

'+M

g

' = f'+ g' = (f + g)':

Adunk p�eld�at arra is, amikor nins egyenl}os�eg: ha f nem l�enyeg�eben korl�atos f�uggv�eny, �es g = �f , akkor

M

f

+M

g

( 0 M

f+g

= 0:

Legyen mondjuk g korl�atos. Ekkor DomM

g

= L

2

�

(X) ��gy

(f + g)' 2 L

2

�

(X)

g' 2 L

2

�

(X)

�

�

�

�

�

) f' 2 L

2

�

(X);

hiszen a m�asik kett}o k�ul�onbs�ege, �es L

2

�

(X) line�aris t�er.

(iii) Legyen ' 2 DomM

f

M

g

. Ekkor

g' 2 L

2

�

(X)

f(g') 2 L

2

�

(X)

�

�

�

�

�

) (fg)' 2 L

2

�

(X); (*)

teh�at

' 2 DomM

f

M

g

) ' 2 DomM

g

' 2 DomM

fg

;

�es a k�et oper�ator ugyanazt adja.

Ha g korl�atos, akkor ha egy elemM

fg

�ertelmez�esi tartom�any�aban van, akkor sz�uks�egk�eppenM

f

M

g

-�eben is,

hiszen ilyenkor DomM

g

az eg�esz t�er.

4.6.6.

�

All��t�as. Az el}oz}o �all��t�asok fontos k�ovetkezm�enye, hogy

(i) M

f

pontosan akkor �onadjung�alt, ha f = f

�

�-majdnem minden�utt.

(ii) M

f

pontosan akkor unit�er, ha jf j = 1 �-majdnem minden�utt.

(iii) M

f

pontosan akkor projektor, ha f = f

�

= f

2

�-majdnem minden�utt.

Bizony��t�as trivi�alis, egyszer}uen azt az �all��t�ast kell alkalmaznunk, hogy

M

�

f

=M

f

;

illetve, hogy ha

f = f

�

= f

2

�-majdnem minden�utt, akkor f �-majdnem minden�utt egyenl}o egy karakterisztikus f�uggv�ennyel.
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4.7. Oper�atorok n�eh�any egy�eb tulajdons�aga

Tekints�uk a

V : H�H ! H�H; (x; y) 7! (�y; x)

lek�epez�est (H�H-t az h(x; y); (u; v)i := hx; ui+ hy; vi skal�arszorzattal �es az ez �altal induk�alt norm�aval ell�atva)!

Ez izometrikus bijeki�o, hiszen

k(�y; x)k

2

= kyk

2

+ kxk

2

= k(x; y)k

2

;

��gy unit�er lek�epez�es. Ezt fel fogjuk haszn�alni a most k�ovetkez}o �all��t�asok bizony��t�as�aban.

4.7.1.

�

All��t�as. Legyen A s}ur}un �ertelmezett line�aris oper�ator. Ekkor

GraphA

�

= (V [GraphA℄)

?

:

Bizony��t�as (�) Legyen y 2 DomA

�

! Ekkor (y;A

�

y) 2 GraphA

�

. Vegy�unk egy x elemet A �ertelmez�esi

tartom�any�ab�ol. Ezzel

h(y;A

�

y); V (x;Ax)i = h(y;A

�

y); (�Ax;A)i = �hy;Axi + hA

�

y; xi = 0

az adjung�alt de�n��i�oja szerint.

(�) Legyen u; v 2 H olyan, hogy a fenti skal�arszorzat nulla. Ekkor

0 = h(u; v); V (x;Ax)i = h(u; v); (�Ax; x)i = �hu;Axi + hv; xi;

azaz 8x 2 DomA eset�en hu;Axi = hv; xi, amib}ol k�ovetkezik, hogy u 2 DomA

�

, mert huj ÆA = hvj folytonos, �es

A

�

u = v, ��gy (u; v) 2 GraphA

�

. Ekkor, mivel V megtartja az ortogonalit�ast, ez �at��rhat�o a

GraphA

�

= V [(GraphA)

?

℄

alakba. Erre V -t alkalmazva, mivel V V = �1

V [GraphA

�

℄ = (GraphA)

?

;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

4.7.2.

�

All��t�as. Ha A s}ur}un �ertelmezett z�art oper�ator akkor DomA

�

s}ur}u.

Bizony��t�as Legyen z 2 (DomA

�

)

?

. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy z = 0. Az el}oz}o �all��t�as felhaszn�al�as�aval

0 = h(0; z); V (y;A

�

y)i = h(0; z); (�A

�

y; y)i ) (0; z) 2 V [GraphA

�

℄ = (GraphA)

??

= GraphA;

mert GraphA z�art lene�aris alt�er. Ebb}ol leolvashatjuk, hogy

z = A0 = 0;

�es �eppen ezt kellett megmutatnunk.

4.7.3.

�

All��t�as. Legyen A s}ur}un �ertelmezett line�aris oper�ator. Ekkor A pontosan akkor lez�arhat�o, ha DomA

�

s}ur}u, �es ekkor A = A

��

.

Bizony��t�as ()) Legyen A � A lez�arhat�o. Ekkor A

�

� A

�

, �es A

�

s}ur}un �ertelmezett az el}oz}o �all��t�as miatt, ��gy

A

�

is sz�uks�egk�eppen ilyen.

(() Tudjuk, hogy ha l�etezik A

��

, akkor A � A

��

, �es ez egy adjung�alt oper�ator, teh�at z�art, ��gy ekkor A

lez�arhat�o. M�ar sak azt kell bel�atnunk, hogy ez �ertelmes. Tudjuk, hogy

V [GraphA

�

℄ = (GraphA)

?

;

��gy

GraphA

�

= (V [GraphA℄)

?

;

�es

GraphA

��

= (V [GraphA

�

℄)

?

= (GraphA)

??

= GraphA = GraphA;
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�es ezzel a bizony��t�as v�eget �ert, hiszen megkaptuk A

��

gra�konj�at.

Azt tudjuk, hogy egy szimmetrikus oper�ator mindig lez�arhat�o, hiszen S � S

�

. Ha T � T

�

az S szimmet-

rikus kiterjeszt�ese, azaz S � T , akkor

S � T � T

�

� S

�

:

A k�erd�es, hogy lehet{e ezt addig folytatni, hogy egy �onadjung�alt oper�atort kapjunk, azaz, hogy van{e min-

den szimmetrikus oper�atornak �onadjung�alt kiterjeszt�ese. Erre a k�erd�esre a v�alasz nem (azt, hogy mikor van,

Neumann J. egy t�etele mondja meg).

Azt is l�atjuk, hogy az �onadjung�alt oper�ator maxim�alis szimmetrikus oper�ator: nem lehet szimmetrikusan

kiterjeszteni, hiszen az oper�ator kiterjeszt�es�eval az adjung�alt sz}uk�ulne.

4.7.1. De�n��i�o. Egy S szimmetrikus oper�atort l�enyeg�eben �onadjung�altnak nevez�unk, ha S �onadjung�alt.

Ha egy szimmetrikus oper�ator nem ilyen, lehet egy �onadjung�alt kiterjeszt�ese, egy sem, vagy sok is. P�eld�aul

P

0

� P

�

az � minden lehets�eges �ert�ek�ere, P

�

0

= D � P

0

, teh�at P szimmetrikus, �es kontinuum sok �onadjung�alt

kiterjeszt�ese van.

Az, hogy van{e vagy sinsen egy oper�atornak �onadjung�alt kiterjeszt�ese, m�ar nehezebb k�erd�es, de az�ert adunk

p�eld�at egy olyan oper�atorra, amelynek ninsen: L

2

(R

+

0

)-n legyen

DomD

0

:= f' 2 L

2

(R

+

0

)j' abszol�ut folytonos; '(0) = 0; '

0

2 L

2

(R

+

0

)g:

Ebb}ol m�ar k�ovetkezik, hogy lim

1

' = 0. Legyen

D

0

' := �i'

0

:

Azt egyszer}u pari�alis integr�al�assal l�athatjuk be, hogy D

0

szimmetrikus oper�ator, azonban ennek az oper�atornak

ninsen �onadjung�alt kiterjeszt�ese.

Felh��vjuk itt a �gyelmet arra a �zik�aban gyakran elk�ovetett t�eved�esre, hogy ha A �es B �onadjung�alt oper�ato-

rok, akkor

(A +B)

�

� A

�

+B

�

= A+B;

�es az egyenl}os�eg fenn�all�as�aban sak akkor lehet�unk biztosak, hogyha valamelyik korl�atos. Az A + B �osszeg

m�eg sak nem is biztos, hogy l�enyeg�eben �onadjung�alt, ekkor annak is van jelent}os�ege, hogy az �onadjung�alt

kiterjeszt�esek k�oz�ul melyiket v�alasztjuk. Egy az alkalmaz�asok szempontj�ab�ol fontos p�elda L

2

(R

3

)-on a

�

4

2m

+ V

oper�ator, ahol m 2 R. Ezek az oper�atorok �onadjung�altak, de a kett}o �osszege rendszerint sak szimmetrikus. A

�zik�aban haszn�alatos V poteni�alok eset�en eddig m�eg mindig kimutatt�ak, hogy l�enyeg�eben �onadjung�alt.

Ugyanakkor a relativisztikus kvantummehanik�aban ez nem teljes�ul,

V (r) �

�a

r

alak�u poteni�alok eset�en a megfelel}o oper�ator sak kb. 120 alatti a-k eset�en lesz l�enyeg�eben �onadjung�alt. Ebb}ol

azt a k�et k�ovetkeztet�est lehet levonni, hogy vagy 120 k�or�ul v�eget �er a peri�odusos rendszer, vagy ez a le��r�as nem

t�ok�eletes.

4.7.4.

�

All��t�as. Legyen A �onadjung�alt oper�ator. Ekkor DomA = H pontosan akkor, ha A folytonos.

Bizony��t�as A (() ir�any�u k�ovetkeztet�es helyess�eg�et m�ar k�ozvetlen�ul az adjung�alt de�n��i�oja ut�an megmutattuk.

A ()) ir�any is trivi�alisan k�ovetkezik az z�art gra�kon t�etel�eb}ol: mivel A = A

�

, A, mint adjung�alt oper�ator, z�art.

�

Es a z�art gra�kon t�etele (2.5.1.) szerint egy z�art halmazon �ertelmezett z�art oper�ator sz�uks�egk�eppen folytonos.

4.8. A Heisenberg{f�ele felser�el�esi rel�ai�o

A kvantummehanik�aban egy szok�asos { �amde, mint mindj�art megmutatjuk, nem t�ok�eletes { fel�ep��t�es�eben

alapfeltev�esk�ent szokt�ak elfogadni, hogy a klasszikus mehanik�aban kanonikusan konjug�alt v�altoz�op�aroknak

olyan �onadjung�alt oper�atorok felelnek meg, amelyekre

PQ �QP = i

}

2

I:
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A most k�ovetkez}o �all��t�asban azt mutatjuk meg, hogy ez nem lehets�eges. A fentiekben, mivel egyenl}os�eg �all,

sz�uks�egk�eppen mind a kett}o mindenhol �ertelmezett, teh�at folytonos az el}oz}o �all��t�as �ertelm�eben (teh�at a szok�asos

v�alaszt�as m�ar nem is lehet j�o!).

4.8.1.

�

All��t�as. Ha A �es B folytonos line�aris oper�atorok, � 2 K �es AB �BA = �I, akkor � = 0.

Bizony��t�as Vegy�uk �eszre a k�ovetkez}oket:

A

2

B �BA

2

= AAB(�ABA +ABA) �BAA = A(AB �BA) � (AB �BA)A = 2�A;

ahol a z�ar�ojelben l�ev}o tagot sak az�ert sz�urtuk be, hogy az egyenl}os�eg jobban l�atsz�odjon, majd ezut�an fel-

haszn�altuk a felser�el�esi rel�ai�ot. Ennek mint�aj�ara teljes induki�oval k�onnyen bel�athat�o, hogy

A

n

B �BA

n

= n�A

n�1

(n 2 N; n � 2):

Ebb}ol l�athat�o, hogy k�et lehet}os�eg van:

{ A nilpotens, azaz 9n, hogy A

n

= 0. Ekkor A

n+1

6= 0, ��gy � sz�uks�egk�eppen nulla.

{ 8n eset�en A

n

6= 0. Ekkor

nj�jkA

n�1

k � 2kBkkAkkA

n�1

k;

��gy

nj�j � 2kBkkAk;

amib}ol

j�j �

2kBkkAk

n

8n) � = 0;

�es ezzel az �all��t�asunkat bel�attuk.

Az term�eszetesen teljes�ulhet, hogy PQ � QP � �I, de ekkor meg az �ertelmez�esi tartom�any lehet nagyon

sz}uk, fel kell m�eg tenn�unk azt is, hogy s}ur}un �ertelmezettek.

Ugyanakkor m�eg ��gy is kontinuum sok inekvivalens van. Ezen m�eg az sem seg��t, ha azt is megk�ovetelj�uk,

hogy P j

D

�es Qj

D

l�enyeg�eben �onadjung�alt legyen.

Ami m�ar ekvivalenia erej�eig egy�ertelm}uen meghat�arozza ezeket az oper�atorokat, az az, ha kir�ojuk m�eg azt

is, hogy (P

2

= Q

2

)

�

�

D

(harm�onikus oszill�ator Hamilton{oper�atora) is l�enyeg�eben �onadjung�alt legyen, azonban

ilyen sok feltev�es

"

gusztustalan" egy elm�elet alapj�aul.

4.9. Er}os �es gyenge konvergenia

A tov�abbiakban sz�uks�eg�unk lesz { m�ar sak az alkalmaz�asok szempontj�ab�ol is { az al�abbi de�n��i�okra. Ezekkel

tulajdonk�eppen a norm�ab�ol sz�armaz�on k��v�ul m�eg k�etf�ele topol�ogi�at (ld. Gruber: Anal��zis III.) adunk meg az

oper�atorok ter�en (a ny��lt �es a z�art halmazok jellemz�es�ere a sorozatos m�odszert alkalmazva).

4.9.1. De�n��i�o. Legyen A;A

n

2 LinH (n 2 N). Ekkor azt mondjuk, hogy

{ (u) lim

n

A

n

= A, azaz A az A

n

sorozat uniform (egyenletes) har�at�ert�eke, ha lim

n

kA

n

�Ak = 0.

{ (s) lim

n

A

n

= A, azaz A az A

n

sorozat er}os har�at�ert�eke, ha lim

n

A

n

x = Ax (8x).

{ (w) lim

n

A

n

= A, azaz A az A

n

sorozat gyenge har�at�ert�eke, ha lim

n

hy;A

n

xi = hy;Axi (8x; y).

A k�ovetkez}o n�eh�any �all��t�asban meg fogjuk mutatni, hogy a gyenge topol�ogia durv�abb az er}os topol�ogi�an�al �es

a leg�nomabb pedig az uniform, majd vizsg�alni fogjuk ezen konvergeniafajt�ak �es az eddig megismert m}uveletek

kapsolat�at.

4.9.1.

�

All��t�as. Ha az A

n

sorozatnak A egyenletes hat�ar�ert�eke, akkor er}os hat�ar�ert�eke is, azaz (u) lim

n

A

n

=

A) (s) lim

n

A

n

= A.

Bizony��t�as k(A

n

�A)xk � kA

n

�Akkxk.

4.9.2.

�

All��t�as. Ha az A

n

sorozatnak A er}os hat�ar�ert�eke, akkor gyenge hat�ar�ert�eke is, azaz (s) lim

n

A

n

= A)

(w) lim

n

A

n

= A.

Bizony��t�as jhy; (A

n

�A)xij � kykk(A

n

�A)xk, a Cauhy{Shwartz{egyenl}otlens�eg felhaszn�al�as�aval.
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4.9.3.

�

All��t�as. A line�aris m}uveletekkel (�osszead�as, sz�ammal val�o szorz�as) mind a h�aromf�ele hat�ar�ert�ek fel-

ser�elhet}o.

Bizony��t�as a de�n��i�o alkalmaz�as�aval.

�

Erdemes megjegyezni a k�ovetkez}o {el�egg�e meglep}o{ �all��t�ast, hiszen az �atviteli elvet sak metrikus terekre

bizony��tottuk: ebb}ol kider�ul, hogy m�asmilyen konvergenia eset�en nem felt�etlen�ul teljes�ul.

4.9.2. De�n��i�o. Egy lek�epez�est sorozatfolytonosnak nevez�unk, ha tetsz}oleges, az �ertelmez�esi tartom�any�a-

ban konvergens sorozat ment�en van hat�ar�ert�eke.

Az �atviteli elv �eppen azt mondja ki, hogy metrikus terek eset�en a sorozatfolytonoss�ag �es a folytonoss�ag

ekvivalens.

4.9.4.

�

All��t�as. Az oper�atorok szorz�asa az egyenletes topol�ogi�aban folytonos, az er}os topol�ogi�aban pedig soro-

zatfolytonos.

Bizony��t�as (uniform) Az �atviteli elv alkalmaz�as�aval: azt mutatjuk meg, hogy

lim

n

A

n

= A lim

n

B

n

= B ) lim

n

A

n

B

n

= AB:

kA

n

B

n

�ABk � kA

n

B

n

�AB

n

k+ kAB

n

�ABk � kA

n

�AkkB

n

k+ kAkkB

n

�Bk;

ugyanakkor tudjuk, hogy kB

n

k korl�atos sorozat, ��gy a k�ovetkeztet�es val�oban helyes.

(Er}os konvergenia) Ism�et azt mutatjuk meg, hogy

(s) lim

n

A

n

= A (s) lim

n

B

n

= B ) (s) lim

n

A

n

B

n

= AB:

Legyen x 2 H:

kA

n

B

n

x �ABxk � kA

n

B

n

x �A

n

Bxk + kA

n

Bx �ABxk � kA

n

B

n

x �A

n

Bxk + kA

n

Bx �ABxk

� kA

n

kkB

n

x �Bxk + kA

n

(B

x

)�A(Bx)k;

ahol kA

n

k a Banah{Steinhaus-t�etel (2.6.1.. �all��t�as) miatt korl�atos.

Adunk p�eld�at olyan sorozatokra, amelyek ugyan gyeng�en korvergensek, a szorzatuk m�egsem konvergens

m�eg gyeng�en sem. A

n

:= R

n

(az `

2

-beli jobbratol�as oper�ator�anak n-edik hatv�anya), B

n

:= L

n

(hasonl�oan a

balratol�assal). Ekkor (w) lim

n

A

n

= (w) lim

n

B

n

= 0, ugyanakkor A

n

B

n

= I n valamennyi �ert�ek�ere.

4.9.5.

�

All��t�as. Az adjung�al�as az uniform �es a gyenge topol�ogi�aban folytonos, az er}os topol�ogi�aban azonban

nem.

4.10. Feladatok

4.1. Feladat. Adjunk meg egy nem lez�arhat�o oper�atort! Mi az adjung�altj�anak az �ertelmez�esi tartom�anya?

Megold�as Legyen L � H s}ur}u val�odi alt�er. Ekkor 9a 62 L. Legyen A : L + Ka ! H; x + �a 7! �a. Ez az

oper�ator nem lez�arhat�o, hiszen ven L-ben fut�o, a-hoz tart�o sorozat. N�ezz�uk meg az adjung�altj�at: DomA

�

=

fy 2 Hjhyj ÆA folytonosg. Egy ilyen y-t v�eve a de�n��i�oban szerepl}o lek�epez�es

x + �a 7! hy; (A(x + �a)i = �hy; ai:

Ism�et v�eve egy L-ben fut�o a-hoz tart�o sorozatot, azt kapjuk, hogy a baloldal hat�ar�ert�eke a, a jobboldal�e viszont

0. Ez sak akkor egyenl}o �hy; ai-val, ha y 2 fag

?

, ami t�enyleg nem s}ur}u.

4.2. Feladat. Legyen R : `

2

! `

2

; (x

1

; x

2

; : : : ) 7! (0; x

1

; x

2

; : : : ), a jobbratol�as oper�atora. Adjuk meg R

adjung�altj�at.
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Megold�as R izometrikus oper�ator, ��gy folytonos, teh�at az adjung�altja is minden�utt �ertelmezett folytonos

oper�ator. Az adjung�alt megkeres�es�ehez fel��rjuk, hogy hy;Rxi = hR

�

y; xi, majd ezt kifejtj�uk:

0 + y

�

2

x

1

+ � � � = (Ay)

�

1

x

1

+ (Ay)

�

2

x

2

+ : : : ;

�es err}ol leolvassuk, hogy az adjung�alt a balratol�as oper�atora:

R

�

= L : `

2

! `

2

; (x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) 7! (x

2

; x

3

; : : : )

4.3. Feladat. Legyen L �es R az el}oz}o feladatban �ertelmezett jobbra, ill. balra tol�o oper�ator. Vizsg�aljuk meg,

hogy az R

n

(n 2 N) �es az L

n

(n 2 N) oper�atorsorozatok konvergesek{e valamilyen �ertelemben, �es ha igen, akkor

mi a hat�ar�ert�ek�uk!

Megold�as Uniform �ertelemben egyik sem konvergens, hiszen R

n

izometrikus, �es e

n+1

-et L

n

is e

1

-be k�epezi.

Ebb}ol az is k�ovetkezik, hogy a jobbratol�as hatv�anyaib�ol �all�o sorozat er}osen sem konvergens. Ugyanakkor

egyszer}u sz�amol�assal az alapvet}o konvergeniakrit�erium, ill. a Cauhy{Shwartz-egyenl}otlens�eg seg��ts�eg�evel

bel�athatjuk, hogy (s) lim

n

L

n

= 0, illetve (w) lim

n

R

n

= 0.

4.4. Feladat. Tekints�uk az L

2

(R

N

) teret. Legyen F : R

N

! R

N

kis di�eomor�zmus (injekt��v, �es az inverz�evel

egy�utt folytonosan di�ereni�alhat�o). Legyen A

F

: L

2

(R

N

) ! L

2

(R

N

); ' ! ' Æ F . Mi ennek az �ertelmez�esi

tartom�anya, az adjung�altj�anak az �ertelmez�esi tartom�anya �es az adjung�altja?

Megold�as Az oper�ator �ertelmez�esi tartom�anya: DomA

F

= f'j'ÆF 2 L

2

(R

N

)g. Ez pontosan azzal ekvivalens,

hogy

'�

RanF

p

jdetDF (F

�1

)j

2 L

2

(R

N

);

hiszen az integr�alhelyettes��t�es alapk�eplete szerint

Z

R

N

j' Æ F j =

Z

RanF

j'

2

jd� Æ

�1

F =

Z

RanF

j'

2

j

1

jdetDF (F

�1

)j

:

A

F

�ertelmez�esi tartom�anya nem mindig s}ur}u, ilyenkor nins is adjung�altja. Ha igen, akkor

DomA

�

F

=

�

' 2 L

2

(R

N

)

�

�

�

�

'�

RanF

jdetDF j

Æ F

�1

2 L

2

(R

N

)

�

;

�es

A

�

F

' =

(' Æ F

�1

)�

RanF

jdetDF (F

�1

)j

:

Ha A

�

F

is s}ur}un �ertelmezett, akkor A

��

F

= A

F

.

4.5. Feladat. Legyen L

2

(��; �)-n Z az a di�ereni�aloper�ator, amelynek az �ertelmez�esi tartom�anya DomZ :=

f'j' szakaszonk�ent abszol�ut folytonos; '

0

2 L

2

(R

N

)g, �es a hozz�arendel�esi utas��t�asa a di�ereni�aloper�atorokn�al

szok�asos Z' := �i'

0

. Mutassuk meg, hogy Z

�

sak a null�aban �ertelmezett!

Megold�asMivel D � Z, tudjuk, hogy Z

�

� D

�

= P

0

, ��gy tudjuk, hogy Z

�

is di�ereni�aloper�ator. Legyen

teh�at  2 DomZ

�

�es ' 2 DomZ. Ekkor teh�at az adjung�alt de�n��i�oja szerint h ;Z' = hZ

�

 ;'i, azaz

Z

�

��

 

�

(�i'

0

) =

Z

�

��

(�i 

0

)

�

':

Ugyanakkor ha a 2 [��; �℄, akkor ' lehet olyan, hogy sak a-ban van szakad�asa, sehol m�ashol, ��gy

� := '(a+ 0)� '(a � 0) 6= 0:

A jobb oldalon lehet pari�alisan integr�alni:

 

�

(�i')

�

�

a

��

+

Z

a

��

(�i 

0

)' +  

�

(�i')

�

�

�

a

+

Z

�

a

(�i 

0

)

�

';

�es azt kaptuk, hogy a kiintegr�alt tagok null�at kell, hogy adjanak, mert a t�obbi �eppen a bal oldal. Ebb}ol pedig,

mivel � 6= 0, �es a tetsz}oleges volt, az k�ovetkezik, hogy  = 0.
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4.6. Feladat. Legyen (x

n

jn 2 N) � H teljes ortonorm�alt rendszer, �

n

2 K (n 2 N). Terjessz�uk ki az x

n

7!

�

n

x

n

lek�epez�est a lehet}o legb}ovebb halmazra, �es ezt jel�olje A. Mikor lesz ez az oper�ator folytonos, �onadjung�alt,

vagy unit�er?

Megold�as Az U : H ! `

2

; x

n

7! e

n

lek�epez�es izometrikus bijeki�o, ��gy azA oper�ator tulajdons�agai megegyeznek

az UAU

�1

oper�ator�eval. Ez pedig az (n 7! �

n

) f�uggv�ennyel val�o szorz�as oper�atora, ami pontosan akkor

folytonos, ha a �

n

sorozat korl�atos, �onadjung�alt, ha a sorozat val�os, �es unit�er, ha j�

n

j = 1 (n 2 N).



5. fejezet

Oper�atorok spektruma

Ebben e fejezetben el}osz�or bel�atunk n�eh�any �all��t�ast amelyek �ertelm�et,

"

haszn�at" majd sak k�es}obb l�atjuk meg.

A fejezet tov�abbi t�em�aja a v�eges dimenzi�os terek eset�en m�ar megismert saj�at�ert�ek{fogalom �altal�anos��t�asa lesz

a v�egtelen dimenzi�os esetre.

5.0.1.

�

All��t�as. Legyen A s}ur}un �ertelmezett z�art oper�ator. Ekkor

(i) Ran(I +A

�

A) = H

(ii) Graph(Aj

DomA

�

A

) s}ur}u GraphA-ban.

(iii) DomA

�

A s}ur}u.

Bizony��t�as (i) Tudjuk, hogy

GraphA

�

� V [GraphA℄ = H�H;

hiszen egym�as ortokomplementerei. (0; x) 2 H �H, ��gy

9j� 2 DomA

�

; � 2 DomA : (0; x) = (�;A

�

�) + (�A�; �);

(mivel ez ut�obbiak egy�ertelm}uek, � �es � is), ��gy

� = A�

x = � +A

�

�

�

�

�

�

�

) A

�

� = A

�

A�;

��gy x = (I +A

�

A)�.

(ii) Azt szeretn�enk bel�atni, hogy

Graph(Aj

DomA

�

A

) = GraphA:

GraphA z�art line�aris alt�er H�H-ban. Legyen x 2 DomA

�

A, �es u 2 DomA Ekkor (x;Ax) 2 Graph(Aj

DomA

�

A

),

��gy

0 = h(u;Au); (x;Ax)i = hu; xi + hAu;Axi = hu; xi + hu;A

�

Axi = hu; (I +A

�

A)xi;

�es (i) miatt mialatt x befutja DomA

�

A-t, ez befutja H�H-t, ��gy ebb}ol k�ovetkezik, hogy u = 0, ��gy Au = 0 is

teljes�ul, azaz GraphA-ban a Graph(Aj

DomA

�

A

)-ra sak a nulla ortogon�alis, ��gy ez s}ur}u benne.

(iii) Ez (ii)-b}ol k�ovetkezik, mert ha (x;Ax) 2 GraphA, akkor 9x

n

(n 2 N), x

n

2 DomA

�

A, hogy

lim

n

(x

n

; Ax

n

) = (x;Ax);

��gy sz�uks�egk�eppen

lim

n

x

n

= x;

azaz

DomA

�

A � DomA;

�es mivel

H = DomA � DomA

�

A;

mert A s}ur}un �ertelmezett, DomA

�

A is s}ur}u.

53
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5.0.2.

�

All��t�as. (Neumann) Legyen A z�art oper�ator. Ekkor A

�

A �onadjung�alt.

Bizony��t�as Azt tudjuk, hogy DomA

�

A s}ur}u, ��gy l�etezik az adjung�altja. Azt is tudjuk, hogy I+A

�

A sz}urjeki�o.

Legyen x 2 Dom(I +A

�

A)! Ekkor

k(I +A

�

A)xk

2

= h(I +A

�

A)x; (I +A

�

A)xi = kxk

2

+ hA

�

Ax; xi + hx;A

�

Axi + kA

�

Axk

2

= kxk

2

+ kAxk

2

+ kA

�

Axk

2

� kxk

2

;

��gy l�atjuk, hogy I +A

�

A injekt��v is, �es az inverze mindenhol �ertelmezett, mert sz}urjeki�o. Az elej�et a v�eg�evel

�osszeolvasva l�athat�o, hogy

k(I +A

�

A)

�1

yk

2

� kyk

2

8y 2 H;

azaz az inverz folytonos is.

Most megmutatjuk, hogy (I +A

�

A)

�1

�onadjung�alt:

hz; (I +A

�

A)

�1

yi = h(I +A

�

A)

�1

z; yi

el�eg, mert folytonos, ��gy mindenhol �ertelmezett. Mivel (I +A

�

A) sz}urjeki�o, l�etezik x �es u, hogy

y = (I +A

�

A)x

z = (I +A

�

A)u;

��gy a baloldal:

h(I +A

�

A)u; xi = hu; xi + hA

�

Au; xi = hu; xi + hAu;Axi;

m��g a jobb oldal:

hu; (I +A

�

A)xi = hu; xi + hu;A

�

Axi = hu; xi + hAu;Axi;

mivel u 2 DomA

�

A � DomA. A k�et oldalon ugyanazt kaptuk, ��gy az egyenl}os�eg teljes�ul, azaz (I + A

�

A)

�1

korl�atos �onadjung�alt oper�ator. Tudjuk, hogy az inverzk�epz�es �es az adjung�al�as felser�elhet}o, azaz

�

(I +A

�

A)

�1

�

�

=

�

(I +A

�

A)

�

�

�1

;

��gy I +A

�

A is �onadjung�alt kell legyen (az nem biztos, hogy korl�atos!)

(I +A

�

A)

�

= I +A

�

A;

�es mivel

A

�

A = (I +A

�

A) � I;

ez�ert

(A

�

A)

�

= ((I +A

�

A) � I)

�

= (I +A

�

A)

�

� I

�

= I +A

�

A � I = A

�

A;

�es ezzel az �all��t�ast bel�attuk.

5.1. Norm�alis oper�atorok

5.1.1. De�n��i�o. Egy N s}ur}un �ertelmezett z�art oper�atort norm�alisnak nevez�unk, ha az adjung�altj�aval fel-

ser�elhet}o, azaz N

�

N = NN

�

.

Trivi�alisan bel�athat�o, hogy az eddigiek k�oz�ul az �onadjung�alt �es az unit�er oper�atorok norm�alisak. A k�ovetkez}o

�all��t�asokban megismerked�unk a norm�alis oper�atorok n�eh�any

"

kellemes" tulajdons�ag�aval.

5.1.1.

�

All��t�as. Ha N norm�alis oper�ator, akkor DomN

�

= DomN �es kN

�

xk = kNxk 8x 2 DomN eset�en.

Bizony��t�as Legyen y 2 DomN

�

N = DomNN

�

! Ekkor

kNyk

2

= hNy;Nyi = hy;N

�

Nyi = hy;NN

�

yi = hN

�

y;N

�

y = kN

�

yk

2

;

�es ezen k��v�ul m�eg tudjuk, hogy ha x 2 DomN , akkor 9y

n

2 DomN

�

N (n 2 N) �ugy, hogy lim

n

(y

n

;Ny

n

) =

(x;Nx), hiszen N j

DomN

�

N

gra�konja s}ur}u N gra�konj�aban. Ilyenkor persze

lim

n

y

n

= x: (*)
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Mivel lim

n

Ny

n

= Nx konvergens sorozat, teh�at Cauhy{f�ele:

kNy

n

�Ny

m

k = kN(y

n

� y

m

)k = kN

�

y

n

�N

�

y

m

k;

ami el�eg nagy n-re �esm-re tetsz}olegesen kisi lehet, ebb}ol k�ovetkez}oen N

�

y

n

is Cauhy{sorozat, ��gy a Hilbert{t�er

teljess�ege miatt konvergens is:

9 lim

n

N

�

y

n

=: z (**)

A (*) �es a (**) egyenleteket �osszeolvasva y

n

NN

�

�ertelmez�esi tartom�any�aban fut�o (teh�at N

�

-�eban is) konvergens

sorozat, amely ment�en N

�

-nak van hat�at�ert�eke. N

�

, mint adjung�alt oper�ator, z�art, ��gy

x 2 DomN

�

�es N

�

x = z:

Mivel N z�art oper�ator, N

��

= N , ugyanerre alkalmazva a fenti gondolatmenetet, azt kapjuk, hogy

DomN

�

� DomN

�

N = DomN;

�es ezzel bebizony��tottuk az �ertelmez�esi tartom�anyok egyenl}os�eg�et. Az

kNxk = kN

�

xk

egyenl}os�eg hasonl�oan egy NN

�

= N

�

N �ertelmez�esi tartom�any�aban fut�o sorozat seg��ts�eg�evel bizony��that�o.

5.2. Saj�at�ert�ekek, spektrum

A v�eges dimenzi�os vektorterek elm�elet�eben megtanultuk, hogy egy komplex t�eren egy oper�atornak biztosan van

saj�at�ert�eke (ott ez az algebra alapt�etel�enek egyszer}u k�ovetkezm�enye volt). V�egtelen dimenzi�oban ez nem igaz,

erre p�eld�at is adunk: L

2

(��; �)-n M

id

korl�atos �onadjung�alt oper�ator (a szimmetrikusaknak m�eg val�os v�eges

dimenzi�os esetben is volt saj�at�ert�eke!). Ha fel��rjuk a saj�at�ert�ekegyenletet:

id

R

' = �'

x'(x) = �'(x);

akkor l�athatjuk, hogy ennek sak a majdnem minden�utt nulla f�uggv�eny a megold�asa.

Eml�ekeztet�unk a saj�at�ert�ek �es a saj�atalt�er de�n��i�oj�ara:

5.2.1. De�n��i�o. A � 2 K sz�amot az A oper�ator saj�at�ert�ek�enek nevezz�uk, ha 9x 6= 0 2 H, hogy Ax = �x.

Ekkor az

S

�

:= fx 2 HjAx = �xg

halmazt az A oper�ator � saj�at�ert�ek�ehez tartoz�o saj�atalter�enek nevezz�uk

Az

EigA := f� 2 Kj� saj�at�ert�eke A-nakg

halmazt pedig A saj�at�ert�ekeinek halmaz�anak nevezz�uk.

Azt r�ogt�on l�atjuk, hogy � pontosan akkor saj�at�ert�eke A-nak, ha A� �I nem injekt��v. Ugyanakkor v�egtelen

dimenzi�os esetben az inverznek sok m�as

"

kellemetlen" tulajdons�aga lehet, ez�ert sz�uks�eges a k�ovetkez}o de�n��i�o:

5.2.2. De�n��i�o. A � 2 K sz�amot az A oper�ator regul�aris �ert�ek�enek nevezz�uk, ha

(i) A� �I injekt��v

(ii) Dom(A� �I)

�1

s}ur}u

(iii) (A � �I)

�1

folytonos.

Az ilyen sz�amok halmaz�at,

RegA := f� 2 Kj� regul�aris �ert�eke A-nakg

A regul�aris �ert�ekeinek halmaz�anak nevezz�uk. A

SpA := (RegA)

Æ

p

halmazt pedig A spektrum�anak.
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A� �I injekt��v A � �I

Ran(A � �I) (A � �I)

�1

folytonos (A � �I)

�1

nem folytonos nem injekt��v

s}ur}u z�art | Sp



A

nem z�art | folytonos spektrum EigA

nem z�art Sp

r1

A Sp

r2

A saj�at�ert�ekek

s}ur}u nem z�art els}o marad�ekspektrum m�asodik marad�ekspektrum

5.1. t�abl�azat. A spektrumpontok oszt�alyoz�asa

A� �I injekt��v A � �I

Ran(A � �I) (A � �I)

�1

folytonos (A � �I)

�1

nem folytonos nem injekt��v

s}ur}u z�art | |

nem z�art | Sp



A EigA

nem z�art Sp

r1

A | saj�at�ert�ekek

s}ur}u nem z�art | Sp

r2

A

5.2. t�abl�azat. Z�art oper�atorok spektruma

Nyilv�anval�o, hogy

EigA � SpA:

A spektrumpontok oszt�alyoz�as�at az 5.1. t�abl�azatban l�athatjuk.

5.2.1.

�

All��t�as. Z�art oper�ator saj�atalterei z�artak.

Bizony��t�as Minden saj�atalt�er egy megfelel}o oper�ator magja:

S

�

= Ker(A � �I);

ahol ez az oper�ator egy z�art �es egy folytonos oper�ator k�ul�onbs�ege. Ebb}ol m�ar k�ovetkezik, hogy a magja z�art.

Mivel egy z�art oper�ator eset�en, ha A � �I injekt��v, akkor az inverze { az el}obbi bizony��t�asban mondottak

alapj�an { z�art, ��gy egy z�art oper�ator spektruma az 5.2. t�abl�azatnak megfelel}o.

5.3. A rezolvens

A k�ovetkez}okben sz�uks�eg�unk lesz egy r�egebbi t�etel�unk (a Neumann{sor) �eles��t�es�ere:

5.3.1.

�

All��t�as. Legyen A injekt��v oper�ator, �ugy hogy A

�1

s}ur}un �ertelmezett folytonos oper�ator. Ekkor ha H

olyan folytonos line�aris oper�ator, hogy

kHk <

1

kA

�1

k

;

akkor A�H is injekt��v, �es az inverze s}ur}un �ertelmezett, folytonos.

Bizony��t�as Mivel A

�1

s}ur}un �ertelmezett folytonos oper�ator, l�etezik A

�1

, �es ez minden�utt �ertelmezett folytonos

oper�ator, ��gy

kHA

�1

k � kHkkA

�1

k = kHkkA

�1

k < 1;

��gy a Neumann-sor szerint I �HA

�1

invert�alhat�o, �es

�

I �HA

�1

�

�1

=

1

X

n=0

(HA

�1

)

n

:

Mivel

A�H = (I �HA

�1

)A = (I �HA

�1

)A
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�es mind A mind { a fentiek miatt { (I �HA

�1

) injekt��v, A�H is injekt��v. (Az egyenl}os�eg az�ert �all fenn, mert

itt A

�1

-nek �ugyis sak RanA-n kell hatnia.)

Ran(A �H) = (I �HA

�1

)RanA;

�es RanA s}ur}u, I � HA

�1

pedig folytonos line�aris bijeki�o, �es az inverze is, ��gy s}ur}u halmazt s}ur}u halmazba

k�epez.

M�eg meg kell mutatnunk, hogy az inverz folytonos:

(A �H)

�1

= A

�1

(I �HA

�1

)

�1

;

azaz fel��rhat�o k�et folytonos lek�epez�es kompoz��i�ojak�ent, ��gy sz�uks�egk�eppen folytonos.

Ennek az �all��t�asnak egyszer}u k�ovetkezm�enye a k�ovetkez}o:

5.3.2.

�

All��t�as. Tetsz}oleges oper�ator spektruma z�art.

Legyen a vizsg�alt oper�ator A. Az SpA = K esetet kiz�arhatjuk, hiszen ekkor az �all��t�as trivi�alis. A k�ovetkez}okben

azt az esetet vizsg�aljuk, amikor SpA 6= K. Legyen ekkor � 2 RegA! Ez esetben A � �I injekt��v, az inverze

s}ur}un �ertelmezett �es folytonos. Legyen

� 2 K j�j <

1

k(A� �I)

�1

k

!

Ekkor az el}oz}o t�etelt alkalmazva A � �I � �I injekt��v, az inverze s}ur}un �ertelmezett �es folytonos, azaz

�+ � 2 RegA;

��gy bel�attuk, hogy � k�or�ul van egy 1=k(A��I)

�1

k sugar�u g�omb A regul�aris �ert�ekeinek halmaz�aban, azaz RegA

ny��lt, ebb}ol k�ovetkez}oen

SpA = (RegA)

Æ

p

z�art.

5.3.1. De�n��i�o. Legyen A line�aris oper�ator. Ekkor a

K n SpA! LinH � 7! (A� �I)

�1

=: R

A

(�)

lek�epez�est az A oper�ator rezolvens�enek nevezz�uk.

5.3.3.

�

All��t�as. Z�art oper�atorok rezolvense anal��tikus f�uggv�eny. (Azaz, ha A z�art, akkor R

A

: K nSpA! LinH

anal��tikus).

Bizony��t�as Tudjuk, hogy ha A z�art, �es � 62 SpA, akkor (A � �I) z�art, folytonos �es s}ur}un �ertelmezett, ebb}ol

k�ovetkez}oen mindenhol �ertelmezett, ��gy m�ar sak azt kell megmutatnunk, hogy a rezolvens anal��tikus. Legyen

� 2 RegA �es

� 2 K j�j <

1

k(A� �I)

�1

k

!

Ekkor

R

A

(�+ �) = (A � (�+ �)I)

�1

=

�

I � �(A � �I)

�1

�

�1

(A � �I)

�1

= (I � �R

A

(�))

�1

R

A

(�):

Az els}o tagot fel��rhatjuk Neumann{sor alakj�aban

(I � �R

A

(�))

�1

=

1

X

n=0

�

n

R

n

A

(�);

��gy � k�or�ul R

A

az � szerinti hatv�anysor alakj�aba ��rhat�o, ezzel az anal��tikuss�agot bel�attuk.

Az n-edik deriv�alt

R

(n)

A

(�) = R

n+1

A

(�)n!;

spei�alisan

R

0

A

(�) = R

2

A

(�);

�es a bizony��t�ast befejezt�uk.
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5.3.4.

�

All��t�as. Legyen A minden�utt �ertelmezett folytonos line�aris oper�ator. Ekkor SpA � G

kAk

(0).

Bizony��t�as Azt kell megmutatnunk, hogy ha j�j > kAk, akkor � regul�aris �ert�ek. Ilyenkor









A

�









< 1;

��gy I �

A

�

invert�alhat�o (Neumann{sor, ld. Gruber: Anal��zis III.), emiatt

1

�

(�I �A) is invert�alhat�o, ��gy A� �I

is.

V�eges dimenzi�os esetben fontos �all��t�as volt, hogy egy komplex t�eren �ertelmezett line�aris oper�atornak van

saj�at�ert�eke (ld. Matolsi: Anal��zis II.). Ezt az �all��t�ast az algebra alapt�etele (ld. Matolsi: Anal��zis I., VI.)

seg��ts�eg�evel l�attuk be. Az ottani bizony��t�ast most nem alkalmazhatjuk, viszont a spektrumra bel�athatunk egy

hasonl�o �all��t�ast, az algebra alapt�etel�enek a bizony��t�as�ahoz hasonl�oan.

5.3.5.

�

All��t�as. Legyen H komplex Hilbert{t�er �es A 2 LinH. Ekkor SpA 6= ;

Bizony��t�as A rezolvens de�n��i�oja szerint, �es a Neumann{sor felhaszn�al�as�aval

R

A

(�) = (A � �I)

�1

=

��

A

�

� I

�

�

�

�1

=

1

�

�

A

�

� I

�

�1

= �

1

�

1

X

n=0

�

�A

�

�

n

:

Ebb}ol leolvashat�o, hogy

lim

�!1

R

A

(�) = 0;

��gy ha A spektruma �ures volna, akkor a rezolvense az eg�esz komplex s��kon �ertelmezett korl�atos anal��tikus

f�uggv�eny lenne, amely Liouville t�etele (ld. Matolsi: Anal��zis VI.) szerint sak konstans lehet. Ugyanakkor

R

0

A

(�) = R

2

A

(�)

ami miatt ha konstans, akkor sak a nulla lehetne, ��gy viszont ellentmond�asra jutottunk azzal, hogy R

A

(�)

invert�alhat�o.

5.4. Oper�atorok adjung�altj�anak spektruma

Az eddigi �all��t�asokban sehol nem haszn�altuk ki, hogy Hilbert{terek oper�atoraival foglalkozunk, �es nem sak

Banah{terek oper�atoraival (��gy az eddigi t�etelek Banah{t�er eset�en is �erv�enyesek), most azonban olyan �all��t�a-

sokat fogunk bel�atni, melyek sak skal�arszorzatos t�eren �erv�enyesek, akkor viszont jelent}osen megk�onny��thetik

egy{egy oper�ator spektrum�anak a kisz�am��t�as�at.

5.4.1.

�

All��t�as. Ha A s}ur}un �ertelmezett z�art oper�ator, akkor SpA

�

= (SpA)

�

.

Bizony��t�as Legyen � 62 SpA. (Ekkor persze �

�

62 (SpA)

�

. ) Ilyenkor (A � �I)

�1

2 LinH. Az adjung�alt

de�n��i�oja ut�an mondottak szerint ekkor

�

(A � �I)

�1

�

�

2 LinH, ugyanakkor

�

(A� �I)

�1

�

�

= ((A� �I)

�

)

�1

= (A

�

� �

�

I)

�1

;

��gy

�

�

62 SpA

�

:

Ford��tva, ha �

�

62 SpA

�

, akkor ugyanezzel a gondolatmenettel

� = �

��

62 SpA

��

= SpA;

A z�art volta miatt.

Fontos megjegyezni, hogy m�eg s}ur}un �ertelmezett z�art oper�ator eset�en sem felt�etlen�ul igaz ugyanez a saj�at-

�ert�ekekre:

(EigA)

�

6= EigA:

A fenti t�etelt igen gyakran felhaszn�alhatjuk oper�atotok spektrum�anak a megkeres�es�ere: n�eha az adjung�alt

spektrum�at sokkal k�onnyebb megtal�alni.
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5.4.2.

�

All��t�as. Ha EigA

�

� (EigA)

�

, akkor Sp

r1

A = Sp

r2

A = ;.

Bizony��t�as Legyen �

�

62 (EigA)

�

. Ekkor ebb}ol k�ovetkez}oen �

�

62 EigA

�

, azaz A

�

� �

�

I injekt��v, az inverze

(A

�

� �

�

)

�1

.

Ker(A

�

� �

�

I) = f0g;

�es ismert, hogy

Ker(A� �I)

�

= Ran(A � �I)

?

;

��gy Ran(A � �I) s}ur}u, a marad�ekspektrumok �uresek.

5.4.3.

�

All��t�as. Ha N norm�alis oper�ator, akkor EigN

�

= (EigN)

�

.

Bizony��t�as Legyen � 2 EigN , azaz Ker(N � �I) 6= f0g. Ha N norm�alis, akkor N � �I is az, ��gy az 5.1.1..

�all��t�as felhaszn�al�as�aval

Ker(N � �I) = Ker(N � �I)

�

= Ker(N

�

� �

�

I)) �

�

2 EigN

�

:

A m�asik ir�any�u k�ovetkeztet�est ugyan��gy bizony��thatjuk, hiszen l�ev�en N z�art oper�ator N = N

��

.

K�ovetkezm�eny Mivel N norm�alis oper�ator, z�art is, ez�ert a spektrum�ara az 5.2. t�abl�azat vonatkozik. Az �all��t�as

egyszer}u k�ovetkezm�enye, hogy ekkor a saj�at�ert�ekeken k��v�uk sak a Sp



A halmaz lehet nem �ures, hiszen a

marad�ekspektrumok az el}oz}o �all��t�as szerint �uresek.

5.4.4.

�

All��t�as. Ha a V oper�ator izometrikus, akkor Eig V � S

1

.

Bizony��t�as Ha x saj�at�ert�eke V -nek � saj�at�ert�ekkel, azaz V x = �x, akkor

kxk

2

= kV xk

2

= j�j

2

kxk

2

) j�j

2

= 1) j�j = 1:�

5.4.5.

�

All��t�as. Ha T szimetrikus oper�ator, akkor Eig T � R

Bizony��t�as Legyen Tx = �x. Ekkor a szimmetrikus oper�atorokr�ol elmondottak �ertelm�eben

hTx; xi = hT

�

x; xi = hx; Txi = hx; �xi = �kxk

2

;

ugyanakkor

hTx; xi = h�x; xi = �

�

kxk

2

;

��gy a kett}ot �osszvetve

�

�

kxk

2

= �kxk

2

) �

�

= �;

teh�at � val�oban val�os.

K�ovetkezm�eny Vegy�uk �eszre a k�ovetkez}o trivialit�ast: ha T szimmetrikus oper�ator, azaz T � T

�

, akkor

Eig T = (Eig T )

�

� EigT

�

;

hiszen T saj�atvektorain T �es T

�

ugyanazt az �ert�eket veszi fel.

5.4.6.

�

All��t�as. Norm�alis, izometrikus �es szimmetrikus oper�atorok k�ul�onb�oz}o saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atalte-

rei ortogon�alisak egym�asra.

Bizony��t�as (Norm�alis) Legyen N norm�alis oper�ator, Nx = �x �es Ny = �y (� 6= �). Ekkor

�hy; xi = h�

�

y; xi = hN

�

y; xi = hy;Nxi = �hy; xi

(hogy az adjung�alt saj�atvektora is ugyanaz, nem sak a saj�et�ert�ek a konjug�alt, ld. az 5.4.3.. �all��t�as bizony��t�as�at!)

Ha � 6= �, akkor a fenti egyenl}os�eg sak �ugy teljes�ulhet, ha

hy; xi = 0

(Izometrikus) Legyen V izometrikus oper�ator, V x = �x �es V y = �y (� 6= �). Ekkor

hy; xi = hV y; V xi = hV y; �xi = h�y; �xi = �

�

�hy; xi:
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Azt tudjuk, hogy j�j = j�j, ��gy ha � 6= �, akkor �

�

� 6= 1, ��gy a fenti egyenl}os�eg sak akkor teljes�ulhet, ha

hx; yi = 0:

(Szimmetrikus) Legyen T szimmetrikus oper�ator, Tx = �x �es Ty = �y (� 6= �). Ekkor az 5.4.5.. �all��t�as

szerint � �es � val�os, ��gy:

hy; Txi = hT

�

y; xi = hTy; xi = �hy; xi

�es

hy; Txi = hy; �xi = �hy; xi;

ami szint�en sak �ugy lehets�eges, mivel � 6= �, ha

hy; xi = 0;

�es ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

5.4.7.

�

All��t�as. Ha U unit�er oper�ator, akkor SpU � S

1

.

Bizony��t�as Az 5.3.4.. �all��t�as szerint, mivel kUk = 1, ha j�j > 1, akkor � 2 RegA. Ehhez el�eg, ha az oper�ator

izometrikus.

Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy 0 62 SpU , mert U � 0I = U inverze szint�en s}ur}un �ertelmezett �es unit�er, ��gy

folytonos. Ekkor a nulla k�or�uli

r :=

1

kU

�1

k

= 1

sugar�u ny��lt k�orlap elemeir}ol a Rezolvens . szakasz elej�en mondottak alapj�an tudjuk, hogy szint�en regul�aris

�ert�ekek (ld. az 5.3.2.. �all��t�as bizony��t�as�at).

5.4.8.

�

All��t�as. Legyen S �onadjung�alt oper�ator. Ekkor SpS � R.

Bizony��t�as Legyen � = � + i�, ahol � 6= 0 �es �; � 2 R. Meg fogjuk mutatni, hogy ekkor � 62 SpS. Azt

az 5.4.5.. �all��t�as szerint tudjuk, hogy � 62 EigS.

k(S � �I)xk

2

= h(S � �I)x � i�x; (S � �I)x � i�x

= k(S � �I)xk

2

+ ih�x; (S � �I)xi � ih(S � �I)x; �xi + j�j

2

kxk

2

� j�j

2

kxk

2

(A k�epzetes tagok �eppen kiesnek.) A fentiek szerint S � �I injekt��v, eszerint az inverze folytonos is, m�ar sak

azt kell megmutatnunk, hogy s}ur}un �ertelmezett. Ezt l�asd az 5.4.3.. �all��t�as k�ovetkezm�eny�eben. Ezek szerint

teh�at � 62 SpS.

Az, hogy � saj�at�ert�eke A-nak, azt jelenti, hogy A � �I nem injekt��v. A spektrumpont m�ar kev�esb�e

"

k�ezzelfoghat�o". A spektrumpontok egy r�esz�et teszi szeml�eletesebb�e { �es k�onnyebben megkereshet}ov�e { a

k�ovetkez}o fogalom:

5.4.1. De�n��i�o. A � 2 K sz�amot az A oper�ator �altal�anos��tott saj�at�ert�ek�enek nevezz�uk, ha 9x

n

2

DomA (n 2 N), hogy b�ar kx

n

k = 1, lim

n

(A� �I)x

n

= 0.

A de�n��i�ot k�onnyebben alkalmazhat�ov�a teszi a k�ovetkez}o �all��t�as:

5.4.9.

�

All��t�as. � 2 K pontosan akkor �altal�anos��tott saj�at�ert�eke A-nak, ha 9k > 0; x

n

(n 2 N), hogy ky

n

k �

k 8n, �es lim

n

(A � �I)x

n

= 0.

Bizony��t�as ()) k = 1 v�alaszt�assal trivi�alis. (() Ebben az esetben

x

n

:=

y

n

ky

n

k

;

hiszen ekkor

k(A� �I)x

n

k = k(A � �I)y

n

k

1

ky

n

k

� k(A � �I)y

n

k

1

k

;

aminek a hat�ar�ert�eke a hat�ar�ert�ek �es a line�aris m}uveletek viszonya miatt nulla.

Most bebizony��tjuk, hogy az �altal�anos��tott saj�at�ert�ekek a spektrum elemei:
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5.4.10.

�

All��t�as. � 2 K pontosan akkor �altal�anos��tott saj�at�ert�eke azA oper�atornak ha (A��I)

�1

nem folytonos.

Bizony��t�as ()) A de�n��i�o azzal ekvivalens, hogy

inf

kxk=1

k(A� �I)xk = 0;

amib}ol k�ovetkezik, hogy az inverze nem folytonos, hiszen az inverz norm�aj�ahoz az

k(A� �I)

�1

yk

kyk

kifejez�es szupr�emum�at kell meghat�arozni. Ebbe be��rva a fenti in�mumotmegk�ozel��t}o sorozatot azt kapjuk, hogy

sup

k(A� �I)

�1

yk

kyk

= sup

kxk

k(A� �I)xk

=

1

inf k(A � �I)xk

=1;

teh�at az inverz nem lehet folytonos.

(() Ebben az esetben a fentihez hasonl�oan abb�ol, hogy

sup

k(A � �I)

�1

yk

kyk

=1

kell a fenti in�mumra k�ovetkeztetni.

5.5. Norm�alis oper�atorok spektruma

Az al�abbi �all��t�ast a tov�abbiakban fogjuk alkalmazni:

5.5.1.

�

All��t�as. Ha N norm�alis oper�ator, �es Nx

i

= �

i

x

i

(i 2 I), hx

i

; x

j

i = Æ

ij

akkor

P

i2I



i

x

i

2 DomN

pontosan akkor, ha

P

i2I

j�

i

j

2

j

i

j

2

<1, �es ekkor

N

X

i



i

x

i

=

X

i



i

Nx

i

=

X

i



i

�

i

x

i

:

Bizony��t�as ()) Tudjuk, hogy

P

i



i

x

i

2 DomN . Legyen F � I v�eges. Ekkor

�

�

�

�

�

�

*

N

X

i2I



i

x

i

;

X

j2F



j

�

j

x

j

+

�

�

�

�

�

�

2

�











N

X

i2I



i

x

i











�

�

�

�

�

�

X

j2F

j

j

j

2

j�

j

j

2

�

�

�

�

�

�

;

hiszen ortonorm�alt rendszer elemeinek line�arkombin�ai�oj�ar�ol van sz�o, ��gy egyr�eszt a Bessel{egyenl}otlens�eg

(3.6.2.. �all��t�as), m�asr�eszt a skal�arszorzat szok�asos besl�ese (Cauhy{Shwartz{egyenl}otlens�eg) szerint.

Ugyanakkor

�

�

�

�

�

�

*

N

X

i2I



i

x

i

;

X

j2F



j

�

j

x

j

+

�

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

�

*

X

i2I



i

x

i

;N

�

X

j2F



j

�

j

x

j

+

�

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

�

X

i2I

*



i

x

i

;N

�

X

j2F



j

�

j

x

j

+

�

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

�

X

i2I

*

N

i

x

i

;

X

j2F



j

�

j

x

j

+

�

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

�

X

i2I

*

�

i



i

x

i

;

X

j2F



j

�

j

x

j

+

�

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

�

X

j2F

j

j

j

2

j�

j

j

2

�

�

�

�

�

�

2

;

amit az el}oz}o egyenl}otlens�eggel �osszvetve kapunk, hogy

X

j2F

j

j

j

2

j�

j

j

2

�











N

X

i



i

x

i











;

amib}ol az �altal�anos��tott sorok konvergeni�aj�anak de�n��i�oja szerint k�ovetkezik, hogy az �all��t�as szerinti �osszeg

val�oban konvergens.
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(() Most azt tudjuk, hogy 9

P

i2I



i

�

i

x

i

, �es




P

i2I



i

x

i

�

�

ÆN

�

folytonoss�ag�at kell megmutatnunk (N z�art

oper�ator, ��gy N

��

= N).

*

X

i2I



i

x

i

;N

�

x

+

=

X

i2I

h

i

x

i

;N

�

xi =

X

i2I

h

i

�

i

x

i

; xi =

*

X

i2I



i

�

i

x

i

; x

+

;

ahol az utols�o egyenl}os�egben felhaszn�altuk, hogy az �all��t�as feltev�esei szerint a v�eg�en skal�arszorzatban a bal

oldalon �all�o �osszeg l�etezik. Ez a lek�epez�es x-nek egy m�asik vektorral val�o skal�arszorzata, ��gy sz�uks�egk�eppen

folytonos.

5.5.2.

�

All��t�as. Ha N norm�alis oper�ator, �es saj�atalterei kifesz��tik H-t, akkor a spektruma a saj�at�ert�ekei hal-

maz�anak a lez�artja (SpN = EigN ).

Bizony��t�as (�) trivi�alis, hiszen EigN � SpN , �es a spektrum az 5.3.2.. �all��t�as szerint z�art halmaz.

(�) Legyen � 62 EigN . Azt fogjuk megmutatni, hogy ekkor � 2 RegN . Mivel N saj�atalterei kifesz��tik H-t,

annak valamennyi eleme az 5.5.1.. �all��t�as felt�eteleinek megfelel}oen x =

P

i



i

x

i

alakba ��rhat�o, ahol Nx

i

= �

i

x

i

,

�es az x

i

vektorok p�aronk�ent ortogon�alisak �es egyre norm�altak. Ekkor

(N � �I)x = (N � �I)

X

i



i

x

i

=

X

i



i

(�

i

� �)x

i

;

��gy

k(N � �

i

)xk

2

=











X

i



i

(�

i

� �)x

i











=

X

i

j

i

j

2

j�

i

� �j

2

;

a Parseval{egyenl}os�eg (ld. a 3.6.3.. �all��t�ast) szerint, mivel az x

i

vektorok teljes ortonorm�alt rendszert alkotnak.

Ha � 62 EigN , akkor van k�or�ul�otte egy g�omb (EigN)

Æ

p

-�eben, azaz

9r > 0 j�

i

� �j > r 8i;

��gy az el}oz}oek szerint

k(N � �I)xk

2

� r

2

X

i

j

i

j

2

= r

2

kxk

2

;

��gy (N � �I) injekt��v, az inverze folytonos, �es azt pedig tudjuk, hogy norm�alis oper�atorokn�al az 5.4.3.. k�ovet-

kezm�eny szerint (a marad�ekspektrumok �uresek) az �ertelmez�esi tartom�anya is s}ur}u, ��gy � 62 SpN .

5.6. N�eh�any konkr�et oper�ator spektruma

El}osz�or vegy�uk L

2

(��; �) di�ereni�aloper�atorait:

5.6.1.

�

All��t�as. A D di�ereni�aloper�ator eset�en EigD = SpD = C , Ugyanakkor a P di�ereni�aloper�atorra

EigP = ; �es SpP = C :

Bizony��t�as Legyen � 2 C , �es ��rjuk fel a saj�at�ert�ekegyenletet:

D' = �' � i'

0

= �'

0

) ' = C exp

i�

a saj�at�ert�ekegyenletet minden � 2 C -re meg lehet oldani, a spektrum sem lehet enn�el b}ovebb.

P

0

eset�en a saj�at�ert�ekegyenlet form�alis megold�asai ugyanezek a f�uggv�enyek, de a

'(��) = '(�) = 0

peremfelt�etelt ezek k�oz�ul az egyik sem el�eg��ti ki. Ugyanakkor P

0

= D

�

, ��gy a spektruma D spektrum�anak a

komplex konjug�altj�aval egyezik meg az 5.4.1.. �all��t�as szerint, ami szint�en az eg�esz komplex s��k.

5.6.2.

�

All��t�as. Legyen � 2 S

1

. Ekkor � = e

i�

� 2 [��; �℄ alakba ��rhat�o, �es EigP

�

= SpP

�

=Z�

�

2�

.
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Bizony��t�as Ism�et fel��rjuk a saj�at�ert�ekegyenletet:

P

�

' = �' � i'

0

= �'

0

) ' = C exp

i�

;

�es a fenti alak�u saj�at�ert�ekek eset�en val�oban ki is el�eg��tik a saj�at�ert�ekegyenletet, ��gy a saj�atvektorok

exp

i

(

n�

�

2�

)

(n 2 N)

alak�uak. Ezek a norm�ajukkal leosztva az

1

2�

exp

in

teljes ortonorm�alt rendszer tagjai egys�egnyi abszol�ut�ert�ek}u

f�uggv�ennyel megszorozva, ��gy a 3.8.3.. �all��t�as szerint maguk is teljes ortonorm�alt rendszert alkotnak, ��gy az 5.5.2..

�all��t�as szerint a P

�

oper�ator spektruma megegyezik a saj�at�ert�ekei halmaz�anak a lez�artj�aval, ugyanakkor EigP

�

z�art halmaz, ��gy a lez�artja �onmaga.

A k�ovetkez}o �all��t�asban megvizsg�aljuk az L

2

(R) t�eren �ertelmezett P di�ereni�aloper�atort. Ez az oper�ator

az alkalmaz�asok szempontj�ab�ol rendk��v�ul fontos: a nemrelativisztikus kvantummehanik�aban ezt szokt�ak az

impulzus oper�ator�anak v�alasztani.

5.6.3.

�

All��t�as. A P oper�atornak ninsen saj�at�ert�eke, �es a spektruma az eg�esz val�os egyenes: EigP = ;,

SpP = R.

Bizony��t�as

�

Irjuk fel ism�et a saj�at�ert�ekegyenletet:

D' = �' � i'

0

= �'

0

) ' = C exp

i�

;

azonban ennek az egyenletnek a form�alis megold�asai nem n�egyzetesen integr�alhat�oak, ��gy nem lehetnek saj�at-

f�uggv�enyek. Meg fogjuk mutatni, hogy R elemei �altal�anos��tott saj�at�ert�ekek. Legyen � 2 R. Ekkor tekints�uk

a

'

n

(x) := e

i�x�

jxj

n

f�uggv�enyeket. Mivel

j'

n

(x)j = e

�

2jxj

n

;

ezek n�egyzetesen integr�alhat�o f�uggv�enyek. Ha n!1, akkor ezek pontonk�ent a fenti exponeni�alis f�uggv�enyek-

hez tartanak, a Hilbert{t�erben ugyanakkor nins hat�ar�ert�ek�uk.

k'

n

k

2

=

Z

R

j'

n

j

2

=

Z

R

e

�

2jxj

n

dx = 2

Z

1

0

e

2x

n

dx = n;

��gy ezek norm�aja alulr�ol korl�atos, ugyanakkor

(P � �I)'

n

= �i'

0

n

� �'

n

= �i'

n

(i� �

sign

n

)� �'

n

=

isign

n

'

n

;

��gy

k(P � �I)'

n

k

2

=

Z

R

j'

n

j

2

n

2

=

k'

n

k

2

n

2

=

1

n

;

ami n!1 eset�en 0-hoz tart, ��gy � �altal�anos��tott saj�at�ert�eke P -nek, ��gy az �osszes val�os sz�am P spektrumpontja.

SpP az 5.4.8.. �all��t�as miatt enn�el b}ovebb viszont nem lehet.

5.7. Szorz�asoper�atorok spektruma

Eml�ekeztet�unk arra, hogy szorz�asoper�atorokat az L

2

�

(X) tereken �ertelmezt�unk, ahol (X;A; �) �-v�eges m�ert�ekt�er.

Ekkor, ha f : X ! K m�erhet}o f�uggv�eny, akkor M

f

: ' 7! f'-r}ol tudjuk, hogy norm�alis oper�ator.

Tov�abb�a eml�ekeztet�unk arra (ld. Matolsi: Anal��zis V.), hogy ilyenkor � Æ

�1

f B(K) ! R

+

m�ert�ek.

Sz�uks�eg�unk lesz m�eg a tart�o �es az �eles pont de�n��i�oj�ara:

Sharp� := f� 2 Xj�(f�g) 6= 0g

�es

Supp� := f� 2 Xj8G ny��lt; � 2 G;�(G) 6= 0g:

Trivi�alisan ad�odik (a m�ert�ek additivit�as�anak felhaszn�al�as�aval), hogy

Sharp� � Supp�:

Fel fogjuk haszn�alni a k�ovetkez}o seg�edt�etelt:
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5.7.1.

�

All��t�as. Ha E 2 A, akkor L

2

�

(E) = f0g pontosan akkor, ha �(E) = 0.

Bizony��t�as (() trivi�alis, minden E-n �ertelmezett f�uggv�eny �-majdnemminden�utt 0. ()) Ha �(E) 6= 0, akkor

a m�ert�ekt�er �-v�egess�ege miatt 9F � E, hogy F 2 A, �es 0 < �(F ) <1. Ekkor 0 6= �

F

2 L

2

�

(E) = 0.

Ezut�an m�ar r�at�erhet�unk a szorz�asoper�atorok spektrum�anak t�argyal�as�ara.

5.7.2.

�

All��t�as. EigM

f

= Sharp(� Æ

�1

f ), �es S

�

= L

2

�

(

�1

f f�g).

Bizony��t�as Legyen � 2 Sharp(� Æ

�1

f ). Ekkor �(

�1

f f�g) 6= 0, ��gy a seg�edt�etel szerint 90 6= ' 2 L

2

�

(

�1

f f�g).

Ekkor ' 2 DomM

f

�es M

f

' = �') � 2 EigM

f

, ��gy

Sharp(� Æ

�1

f ) � EigM

f

;

�es azt is k�onnyen ellen}orizhetj�uk, hogy ha  

�1

f f�g -n k��v�ul nem nullam�ert�ek}u halmazon k�ul�onb�ozik a null�at�ol,

akkor nem saj�atf�uggv�enye M

f

-nek. Ugyanakkor z�art oper�ator saj�ataltere z�art, L

2

�

(

�1

f f�g)-ben a karakteriszti-

kus f�uggv�enyek s}ur}u alteret alkotnak, �es mind a saj�atalt�er elemei is, ��gy a saj�atalt�er sz�uks�egk�eppen az eg�esz

L

2

�

(

�1

f f�g).

A ford��tott ir�any�u tartalmaz�ast is k�onnyen bel�athatjuk. Legyen � 2 EigM

f

�es ' saj�atvektor � saj�at�ert�ekkel,

azaz M

f

' = �'. Ekkor

M

f

' = �';

azaz

(f � �)' = 0;

teh�at (f(x) � �)'(x) = 0 �-majdnem minden�utt. ez a szorzat sak �ugy lehet nulla, ha valamelyik t�enyez}oje

nulla, ��gy mivel ' nem nulla

' 2 L

2

�

(

�1

f f�g)

�es

�(

�1

f f�g) 6= 0

kell hogy teljes�ulj�on, ��gy � 2 Sharp(� Æ

�1

f ), �es k�ozben megkaptuk a saj�atalteret is.

5.7.3.

�

All��t�as. SpM

f

= Supp(� Æ

�1

f ).

Bizony��t�as (�) Legyen � 62 Supp(� Æ

�1

f ). Ekkor 9r > 0, hogy (� Æ

�1

f )(G

r

(�)) = 0, ugyanakkor

�1

f (G

r

(�)) = fxjjf(x) � �j < rg;

��gy

k(M

f

� �I)'k

2

= k(f � �)'k

2

=

Z

X

jf � �j

2

j'j

2

d� =

Z

Xn

�1

f (G

r

(�))

jf � 'j

2

j'j

2

d� � r

2

Z

X

j'j

2

d�;

teh�at M

f

��I injekt��v �es az inverze folytonos (norm�alis oper�ator eset�en az 5.4.3.. k�ovetkezm�eny szerint ez el�eg),

��gy

� 2 RegM

f

:

(�) Legyen � 2 Supp(� Æ

�1

f )! Ekkor

8n 2 N :

�

� Æ

�1

f

�

�

G
1

n

(�)

�

6= 0;

��gy

9F

n

2 A : F

n

�

�1

f

�

G
1

n

(�)

�

=

�

x

�

�

�

�

jf(x) � �j <

1

n

�

0 < �(F

n

) <1;
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(ahol felhaszn�altuk, hogy a m�ert�ekt�er �-v�eges.) Megmutatjuk, hogy � �altal�anos��tott saj�at�ert�ek:

'

n

:=

�

F

n

p

�(F

n

)

2 L

2

�

(X) k'

n

k = 1:

Ekkor

k(M

f

� �I)'

n

k

2

=

1

�(F

n

)

Z

X

jf � �j

2

�

F

n

d� �

1

n

2

;

ami a null�ahoz tart, ha n tart a v�egtelenbe, ��gy � �altal�anos��tott saj�at�ert�ek, k�ovetkez�esk�eppen � 2 SpM

f

.

Spei�alis esetk�ent, kvantummehanikai jelent}os�ege miatt, megvizsg�aljuk L

2

(R)-enM

id

R

-t, amit a

"

helykoor-

din�ata oper�ator�anak" szoktak v�alasztani. Ekkor

EigM

id

R

= Sharp� = ; SpM

id

R

= Supp� = R:

5.8. Tov�abbi megjegyz�esek a felser�el�esi rel�ai�ohoz

Azt szokt�ak mondani, hogy a Heisenberg{f�ele felser�el�esi rel�ai�o unit�er ekvivalenia erej�eig meghet�arozza a hely{

�es az impulzus oper�ator�at. A rel�ai�o szok�asos alakja:

PQ�QP = �i

}

2

I:

Err}ol egy kor�abbi fejezetben m�ar megmutattuk, hogy nem lehets�eges. Most megmutatjuk, hogy ha sak azt

k�otj�uk ki, hogy

PQ�QP � �i

}

2

I

legyen, akkor m�ar vannak inekvivalens, a rel�ai�ot teljes��t}o oper�atorok.

Vegy�uk az L

2

(��; �) teret. Ekkor, ha �; � 2 S

1

, � 6= �, akkor � = e

i

, � = e

iÆ

, �es ; Æ 2 [��; �℄. Ez esetben

a sererel�ai�ot a k�ovetkez}o oper�atorp�arok kiel�eg��tik:

P

�

M

id

�M

id

P

�

� �iid

P

�

M

id

�M

id

P

�

� �iid;

ugyanakkor nem lehetnek unit�er ekvivalensek, hiszen az A

0

:= UAU

�1

(ahol U unit�er) transzform�alt oper�ator

saj�at�ert�ekei az eredeti�evel megegyeznek, viszont P

�

�es P

�

saj�at�ert�ekei nem egyeznek meg.

Azt is tudjuk, hogy Dom(P

�

M

id

�M

id

P

�

), ill. Dom(P

�

M

id

�M

id

P

�

) s}ur}u (a kompakt tart�oj�u v�egtelenszer

di�ereni�alhat�o f�uggv�enyek benne vannak).

Az viszont igaz, hogy nins olyan D s}ur}u line�aris alt�er, hogy P

�

j

D

l�enyeg�eben �onadjung�alt volna, P

�

j

D

( P

�

(de m�eg ez a kik�ot�es sem hat�arozn�a meg unit�er ekvivalenia erej�eig P -t).

5.9. A spektrum tov�abbi tulajdons�agai

5.9.1.

�

All��t�as. (A spektr�allek�epez�esek t�etele) Legyen H komplex Hilbert{t�er, A 2 LinH, �es p polinom,

p =

P

n

k=0



k

id

k

. Ekkor p(A) =

P

n

k=0



k

A

k

-t nevezz�uk az oper�ator polinomj�anak. Ekkor Sp p(A) = p[SpA℄

Bizony��t�as Legyen � 2 Sp(p(A)). Ekkor p � � is egy polinom, amelynek gy�okt�enyez}os alakja (ld. Matolsi:

Anal��zis I.)

p� � = �

n

Y

i=1

(id

C

� �

i

);

�es ekkor

p(A) � �I = (p � �)(A) = �

n

Y

i=1

(A � �

i

I)

ami akkor nem invert�alhat�o, ha legal�abb az egyik tagja nem az, azaz, ha 9�

i

A � �

i

I nem invert�alhat�o. Ez

pontosan akkor �all fenn, ha �

i

2 SpA. Ezzel a (�) ir�any�u tartalmaz�ast bel�attuk.
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(�) Legyen � 2 SpA. Tegy�uk fel, hogy ennek ellen�ere p(�) 62 Sp(p(A)). Ez pontosan azt jelenti, hogy

p(A) � p(�)I invert�alhat�o. Ugyanakkor p� p(�) is polinom, melynek p(�) gy�oke, tov�abba

p� p(�) = (id

C

� �)q;

(polinomoszt�as, ld. Matolsi: Anal��zis I.), ��gy

p(A) � p(�)I = (p� p(�))(A) = (A� �I)q(A) = q(A)(A � �I);

ahol felhaszn�aljuk, hogy egy adott oper�ator polinomjai egym�assal felser�elhet}oek (egyszer}u sz�amol�assal bel�at-

hat�o). Felt�etelez�es�unk szerint ez invert�alhat�o, ��gy beszorozhatunk az inverz�evel:

I = ((p(A) � p(�)I)

�1

q(A))(A � �I)

I = (A � �I)(q(A)(p(A) � p(�)I)

�1

);

�es mivel A polinomjai felser�elhet}oek, a m�asodikban az A � �I-t jobbr�ol szorz�o z�ar�ojeles kifejez�es egyenl}o az

els}oben A � �I-t jobbr�ol szorz�o kifejez�essel, ��gy az sak A � �I inverze lehet, ��gy a felt�etelez�es�unkkel ellent-

mond�asra jutottunk.

5.9.2.

�

All��t�as. Ha A;B 2 LinH, akkor Sp(AB) n f0g = Sp(BA) n f0g.

5.10. Feladatok

5.1. Feladat. Azt szokt�ak mondani, hogy ha az A �es B �onadjung�alt oper�atorok felser�elhet}oek (azaz AB =

BA), akkor k�oz�os saj�atvektorrendszer�uk van. Mutassuk meg, hogy ez nem igaz!

Megold�as Legyen � 6=  2 S

1

. Ekkor a Young{t�etel szerint P

�

P



�P



P

�

= 0, ugyanakkor a di�ereni�aloper�ato-

rok spektrum�an�al mondottak szerint a saj�atvektoraik k�ul�onb�oznek.

5.2. Feladat. Legyen (X;A; �) �{v�eges m�ert�ekt�er, �es tekints�uk az L

2

(X;V ) teret, ahol V Hilbert{t�er. Legyen

A V korl�atos oper�atora, �es F

A

: L

2

(X;V )! L

2

(X;V ); F

A

' := A Æ '. Vizsg�aljuk meg ezt az oper�atort!

Megold�as Ez az oper�ator korl�atos, �es kF

A

k = kAk, hiszen

kF

A

'k

2

=

Z

X

jA'(x)j

2

V

d�(x) �

Z

X

kAk

2

j'(x)j

2

d�(x) � kAk

2

k'k

2

;

�es meg tudunk adni olyan egy norm�aj�u sorozatot, amely k�ep�enek a norm�aja ehhez tart, hiszen a m�ert�ekt�er

�-v�eges, ��gy l�etezik E v�eges m�ert�ek}u m�erhet}o halmaz, �(E) 6= 0. Ugyanakkor kAk de�n��i�oja szerint 9v

n

2 V ,

hogy jv

n

j = 1 �es lim

n

jAv

n

j = kAk. Ekkor a

'

n

:=

�

E

v

n

p

�(E)

sorozat ment�en lim

n

kF

A

'

n

k = kAk.

Azt is egyszer}u sz�amol�assal bel�athatjuk, hogy F

�

A

= F

A

�

, ��gy ez az oper�ator pontosan akkor unit�er vagy

�onadjung�alt, ha A unit�er, ill. �onadjung�alt.

A norma felv�etel�ehez hasonl�o m�odszerrel bel�athatjuk, hogy

EigF

A

= EigA SpF

A

= SpA S

�

= L

2

(S

A

�

):

Ez az oper�ator is az alkalmaz�asok szempontj�ab�ol fontos: a kvantummehanik�aban a spin oper�atora ilyen

(akkor V v�eges dimenzi�os).

5.3. Feladat. Legyen P folytonos projektor, P 6= 0, P 6= I. Bizony��tsuk be, hogy ekkor SpP = EigP = f0; 1g

Megold�as Trivi�alis, hiszen a folytonos oper�atorok eset�en ahhoz, hogy valami regul�aris �ert�ek legyen, el�eg meg-

mutatni, hogy P � �I injekt��v �es az inverze folytonos. Az inverz a fenti �{�ert�ekek kiv�etel�evel a projektorral �es

az identit�assal kifejezhet}o:

(P � �I)

�1

=

1

�

�

P

1� �

� I

�

;

��gy mint folytonos oper�atorok kompoz��i�oja, folytonos.
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5.4. Feladat. Adjuk meg az `

2

-beli jobbra{ �es balratol�as oper�ator�anak saj�at�ert�ekeit �es spektrum�at!

Megold�as ��rjuk fel el}osz�or R saj�at�ert�ekegyenlet�et:

(0; x

1

; x

2

; : : : ) = (�x

1

; �x

2

; �x

3

; : : : ):

Az egyenletb}ol l�athat�o, hogy ha � 6= 0, akkor a vektor sak a nulla lehetne, nem saj�at�ert�ek, ha pedig � = 0,

akkor is a nulla vektor lehet megold�as, ��gy ez sem j�o, ��gy EigR = ;.

Tudjuk, hogy z�art oper�ator spektruma megegyezik az adjung�altja spektrum�anak a komplex konjug�altj�aval,

��gy vizsg�aljuk most L spektrum�at. Kezdj�uk ism�et a saj�at�ert�ekegyenlettel:

(x

2

; x

3

; : : : ) = (�x

1

; �x

2

; : : : );

aminek � 2 C ; j�j < 1 eset�en (�

n

jn 2 N) megold�asa, ��gy EigL = f�jj�j < 1g. Azt tudjuk, hogy EigL � SpL;

�es azt is, hogy mivel L izometrikus, SpL � B

1

(0) az 5.3.4.. �all��t�as szerint, ��gy

SpR = SpR = f� 2 C jj�j � 1g:

5.5. Feladat. Tekints�uk az L

2

(R)-beli P di�ereni�aloper�atort. Mi P

2

saj�at�ert�ekeinek a halmaza �es a spekt-

ruma?

Megold�as A saj�at�ert�ekegyenlet form�alis megold�asai az exp

i�

f�uggv�enyek, ahol a

"

saj�at�ert�ek" � = �

2

, azonban

ezek nem n�egyzetesen integr�alhat�o f�uggv�enyek, ��gy EigP

2

= ;. Tudjuk, hogy SpP

2

� R

+

0

, hiszen P

2

= P

�

P

pozit��v �onadjung�alt oper�ator. Memutatjuk, hogy R

+

0

elemei �altal�anos��tott saj�at�ert�ekek: legyen

'

n

:= e

i���j�j

2

=n

:

ekkor egyszer}u sz�amol�assal bel�athat�o, hogy m��g

k'

n

k

2

=

r

n�

2

;

ami alulr�ol korl�atos, lim

n

kP

2

'

n

� �'

n

k

2

= 0; ��gy SpP

2

= R

+

0

:
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6. fejezet

Pozit��v oper�atorok

6.0.1.

�

All��t�as. Ha A korl�atos line�aris oper�ator a H Hilbert{t�eren, akkor kA

�

Ak = kAk

2

.

Bizony��t�as Az trivi�alis, hogy kA

�

Ak � kA

�

kkAk = kAk

2

. Megmutatjuk, hogy a m�asik ir�any�u egyenl}otlens�eg

is teljes�ul:

kA

�

Ak = sup

kyk=1

kxk=1

jhy;A

�

Axij;

��gy ha kxk = 1, akkor

kA

�

Ak � hx;A

�

Axi = hAx;Axi = kAxk

2

;

�es

sup

kxk=1

kAxk

2

= kAk

2

;

az oper�atornorma de�n��i�oja szerint.

A kvantummehanika pre��z fel�ep��t�ese szempontj�ab�ol is fontos az al�abbi algebrai strukt�ura:

6.0.1. De�n��i�o. Egy H halmazt C

*

{algebr�anak nevez�unk, ha

(i) algebra: azaz vektort�er, amin a line�aris m}uveleteken k��v�ul m�eg egy szorz�as is �ertelmezett, amelynek a

viszonya az eddigi m}uveletekhez az oper�atorokn�al megszokott

(ii) *{algebra, azaz van rajta egy

"

sillagm}uvelet", azaz egy konjug�alt line�aris ((�A)

�

= �

�

A

�

) antimultiplikat��v

((AB)

�

= B

�

A

�

) m}uvelet

(iii) B

*

{algebra (Banah{f�ele *{algebra), azaz az eddigieken k��v�ul teljes�ul, hogy kABk � kAkkBk �es hogy

kA

�

k = kAk.

(iv) teljes�ul r�a az �u.n. C

*

{tulajdons�ag: kA

�

Ak = kAk

2

.

Az el}obbi �all��t�as k�ovetkezm�enye, hogy LinH C

*

{algebra.

A line�aris algebr�aban egy vektort�er biline�aris lek�epez�esei �es a vektort�erb}ol a du�alisba val�o lek�epez�esek k�oz�ott

tal�altunk egy term�eszetes azonos��t�ast (ld. Matolsi: Anal��zis II.). Most egy hasonl�o azonos��t�ast fogunk t�argyalni

a folytonos szeszkiline�aris lek�epez�esek �es a Hilbert{t�er �onmag�ara val�o lek�epez�esei k�oz�ott.

6.0.2.

�

All��t�as. Ha R : H � H ! K folytonos m�asf�el{line�aris lek�epez�es, akkor 9jA 2 LinH, hogy R(y; x) =

hy;Axi 8x; y 2 H.

Bizony��t�as R�ogz��ts�unk egy y 2 H elemet. Ekkor H ! K; x 7! R(y; x) folytonos line�aris lek�epez�es, ��gy a

Hahn{Banah-t�etel (2.7.2.. �all��t�as) szerint

9jy

�

2 H R(y; x) = hy

�

; xi (8x 2 H);

�es az y 7! y

�

lek�epez�es line�aris, folytonos, ��gy

9jA

�

2 LinH y

�

= A

�

y;

�es ��gy

R(y; x) = hA

�

y; xi = hy;A

�

xi;

69



70 6. FEJEZET. POZIT

�

IV OPER

�

ATOROK

�es ezzel a t�etel bizony��t�as�at befejezt�uk.

Fontos lehet, hogy hogyan f�uggenek a szeszkiline�aris form�ak tulajdons�agai a hozz�ajuk tartoz�o line�aris

lek�epez�esek tulajdons�agait�ol.

6.0.3.

�

All��t�as. Az R m�asf�el{line�aris forma pontosan akkor hermitikus, ha a hozz�a tartoz�o A line�aris lek�epez�es

�onadjung�alt.

Bizony��t�as Ha A �onadjung�alt, akkor

R(y; x) := hy;Axi = hA

�

y; xi = hAy; xi = hx;Ayi

�

= R

�

(x; y):

Ebb}ol k�ovetkezik, hogy ilyenkor R(x; x) = hx;Axi 2 R:

Azt, hogy ha R hermitikus, akkor A �onadjung�alt, teljesen hasonl�oan l�athatjuk be.

A szeszkiline�aris form�ak line�aris algebr�aban megismert oszt�alyoz�as�at most �atvihetj�uk az oper�atorokra:

6.0.2. De�n��i�o. Legyen S 2 LinH szimmetrikus. Ekkor azt mondjuk, hogy

{ S pozit��v, ha hx; Sxi � 0 8x 2 H eset�en.

{ S pozit��v de�nit, ha hx; Sxi > 0 8x 6= 0 2 H eset�en.

{ S szigor�uan pozit��v de�nit, ha hx; Sxi > �kxk

2

8x 6=2 H eset�en.

Vegy�uk �eszre, hogy egy �onadjung�alt oper�ator �altal meghat�arozott szeszkiline�aris forma pontosan akkor tel-

jes��ti a skal�arszorzat axi�om�ait, ha az oper�ator pozit��v de�nit. Ugyanakkor a Cauhy{Shwartz-egyenl}otlens�eghez

kevesebb is el�eg: az ha a forma pozit��v:

S � 0) jhy; Sxij � hy; Syihx; Sxi;

viszont ekkor egyenl}os�eg nemsak p�arhuzamos x �es y eset�en �allhat fenn. A bizony��t�as term�eszetesen pontosan

ugyan�ugy t�ort�enik, mint a skal�arszorzat eset�en, ld. Gruber: Anal��zis III.

Ezut�an bevezethet�unk egy rendez�est az oper�atorok ter�en

6.0.3. De�n��i�o. Legyen S �es T korl�atos �onadjung�alt oper�ator. Ekkor azt mondjuk, hogy S nagyobb vagy

egyenl}o T -vel (S � T ), ha S � T � 0.

A fenti de�n��i�o trivi�alisan ekvivalens azzal, hogy

hx; Sxi � hx; Tyi 8y 2 H:

Azt, hogy ez rendez�es, a linearit�as seg��ts�eg�evel k�onnyen bel�athatjuk.

6.0.4.

�

All��t�as. Ha S korl�atos �onadjung�alt oper�ator, akkor

kSk = sup

kxk=1

jhx; Sxij =: �

Bizony��t�as (�) azt, hogy kSk � � nagyon k�onnyen bel�athatjuk, hiszen

kSk = sup

kxk=1

kyk=1

jhy; Sxij;

�es itt sz}ukebb halmazra vesz�uk a szupr�emumot, ��gy az sz�uks�egk�eppen kisebb vegy egyenl}o lesz.

(�) Tudjuk, hogy 9� 2 S

1

, hogy

jhy; Sxij = �hy; Sxi = hy; S�xi:

�

Irjuk fel ekkor a k�ovetkez}o k�ul�onbs�eget:

hy + �x; S(y + �x)i � hhy � �x; S(y � �xi = hy; Syi+ h�x; Syi + hy; S�xi + j�j

2

hx; Sxi

� hy; Syi + h�x; Syi + hy; S�xi � j�j

2

hx; Sxi

= h�x; Syi + hy; S�xi + hy; S�xi

�

+ hy; S�xi;
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viszont hy; S�yi val�os, ��gy

jhy; Sxij =

1

4

(hy + �x; S(y + �x)i � hy � �x; S(y � �x))

�

1

4

�

�

ky + �xk

2

+ ky � �xk

2

�

=

�

2

�

kyk

2

+ kxk

2

�

= �;

hiszen kxk = kyk = 1. (Az egyenl}otlens�egn�el felhaszn�altuk, hogy jhz; Szij � �kzk

2

, ut�ana pedig a paralello-

gramma{egyenl}os�eget(3.1.1.. �all��t�as).) A besl�es elej�et �es a v�eg�et �osszeolvasva:

jhy; Syij � � (kyk = 1)) kSk � �;

�es ezzel a bizony��t�as v�eget �ert.

K�ovetkezm�eny Az �all��t�as trivi�alis k�ovetkezm�enye, hogy ha A � B, akkor kAk � kBk.

6.0.5.

�

All��t�as. Ha S korl�atos pozit��v �onadjung�alt oper�ator, akkor kSxk

2

� kSkhx; Sxi.

Bizony��t�as egyszer}u sz�amol�assal:

kSxk

4

= jhSx; Sxij

2

= hSx; Sxihx; S(Sx)i � kSkkSxk

2

hx; Sxi;

ahol a besl�esn�el a Cauhy{Shwartz-egyenl}otlens�eget haszn�altuk. Ha kSxk = 0, akkor az �all��t�as trivi�alisan

teljes�ul, ellenkez}o esetben egyszer}us��thet�unk vele:

kSxk

2

� kSkhx; Sxi;

ami a k��v�ant egyenl}otlens�eg.

A k�ovetkez}o �all��t�as egy tov�abbi hasonl�os�ag az �onadjung�alt oper�atorok �es a val�os sz�amok k�oz�ott:

6.0.6.

�

All��t�as.

�

Onadjung�alt oper�atorokb�ol �all�o monoton n�ovekv}o korl�atos sorozat konvergens, azaz ha S;S

n

2

LinH (n 2 N) �onadjung�altak, S

n

� S

n+1

� S, akkor 9(s) lim

n

S

n

=: S

0

, ami szint�en �onadjung�alt, �es S

0

� S.

Bizony��t�as Legyen n > m. Ekkor

0 � S

n

� S

m

� S � S

1

;

�es tudjuk, hogy hx; S

n

xi val�os monoton n�ovekv}o korl�atos sorozat, amib}ol k�ovetkez}oen 9 lim

n

hx; S

n

xi. Ezt

felhaszn�alva

kS

n

x� S

m

xk

2

= k(S

n

� S

m

)xk

2

� kS

n

� S

m

khx; (S

n

� S

m

)xi

� kS � S

1

khx; (S

n

� S

m

)xi = kS � S

1

k(hx; S

n

xi � hx; S

m

xi);

ahol felhaszn�altuk az el}oz}o �all��t�ast. Azt tudjuk, hogy az utols�o formul�aban l�ev}o z�ar�ojeles kifejez�esnek l�etezik

hat�ar�ert�eke (ld. feljebb), ��gy azt kapjuk, hogy az S

n

x sorozat Cauhy{f�ele, ��gy a Hilbert{t�er teljess�ege miatt

l�etezik hat�ar�ert�eke. Az �all��t�as t�obbi r�esz�enek bizony��t�asa egyszer}u sz�amol�as.

6.1. Oper�atorok gy�oke �es abszol�ut�ert�eke

A k�ovetkez}okben a n�egyzetgy�ok{ �es az abszol�ut�ert�ek{f�uggv�enyeket kiterjesztj�uk a pozit��v, illetve a korl�atos

oper�atorokra.

6.1.1.

�

All��t�as. Legyen S � 0 korl�atos oper�ator. Ekkor 9j

p

S � 0, �ugy hogy (

p

S)

2

= S.

Bizony��t�as El�eg az kSk � 1 esetre bel�atnunk, hiszen ha S norm�aja nagyobb 1-n�el, akkor









S

ksk









= 1

s

S

kSk

=

p

S

p

kSk

:

Az S = 0 esetet szint�en kiz�arhatjuk, hiszen ekkor trivi�alisan

p

S := 0 megfelel}o.

Eml�ekeztet�unk a val�os sz�amok eset�en alkalmazott iter�ai�ora: Ha ) � x � 1, akkor

1�

p

x =

1� x + (1�

p

x)

2

2

;
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�es 0 � 1 � x � 1, 0 � 1 �

p

x � 1, ��gy az a := 1 � x, x := 1 �

p

x de�n��i�okkal megkereshetj�uk szukessz��v

approxim�ai�oval a

z =

a+ z

2

2

egyenlet gy�okeit, a k�ovetkez}ok�eppen

z

0

:= 0

z

n

:=

a + z

2

n�1

2

:

Ez, ha konvergens, akkor a fentiek szerint a hat�ar�ert�eke sak a megold�as lehet, azt kell teh�at sak megmutatnunk,

hogy a z

n

sorozat konvergens.

Teljes induki�oval megmutathat�o, hogy 0 � z

n

� 1, �es hogy z

n

� z

n+1

, hiszen

z

n+1

� z

n

=

a+ z

2

n

2

�

a+ z

2

n�1

2

= (z

n

� z

n�1

)(z

n

+ z

n�1

);

ha teh�at z

n

> z

n�1

, akkor ez is pozit��v. ��gy teh�at egy monoton n�ov}o korl�atos val�os sorozatr�ol van sz�o, ami

sz�uks�egk�eppen konvergens. A k�ovetkez}okben ezt fogjuk oper�atorokra �altal�anos��tani.

Legyen

T :=

S

kSk

:

Ekkor, ha

p

T l�etezik, akkor

I �

p

T =

1

2

(I � T + (I �

p

T )

2

);

�e a multkori de�n��i�oknak megfelel}o de�n��i�okkal ism�et a

Z =

1

2

(A + Z

2

)

oper�atoregyenlet megold�as�at keress�uk. Most is alkalmazhajuk a fenti szukessz��v approxim�ai�ot:

Z

0

:= 0

Z

n

:=

A+ Z

2

n�1

2

;

�es ��gy a sorozat az el}obbi 6.0.6.. �all��t�as szerint konvergens. Azt, hogy az oper�atorok gy�oke egy�ertelm}u, �ugy

mutathatjuk meg, hogy feltessz�uk, hogy kett}o van, �es ellentmond�asra jutunk (vagy a fenti �all��t�as alkalmaz�asa

helyett k�onnyen megmutathatjuk, hogy az approxim�ai�o egy l�ep�ese kontraki�o, ��gy egy �es sak egy �xpontja

lehet).

6.1.1. De�n��i�o. Ha A � 0, akkor a fenti �all��t�as szerint l�etezik, �es egy�ertelm}u egy

p

A � 0 oper�ator, amelyre

(

p

A)

2

= A. Ezt az A oper�ator n�egyzetgy�ok�enek nevezz�uk.

Az 5.0.2.. �all��t�as (Neumann-t�etel) szerint ha A z�art, akkor A

�

A �onadjung�alt. Az trivi�alis, hogy pozit��v is. ��gy

�ertelmes a k�ovetkez}o de�n��i�o:

6.1.2. De�n��i�o. Ha A 2 LinH (ekkor persze z�art is), akkor az jAj :=

p

A

�

A oper�atort az A oper�ator

abszol�ut�ert�ek�enek nevezz�uk.

Mivel egy folytonos oper�ator az adjung�altj�aval egy�utt mindenhol �ertelmezett, az al�abbiak szint�en folytonos

oper�atorok:

ReA :=

A +A

�

2

ImA :=

A�A

�

2i

;

�es

A = ReA + iImA:

Most egy a komplex sz�amok trigonometrikus alakj�ahoz hasonl�o alak l�etez�es�et mutatjuk meg.

6.1.2.

�

All��t�as. Ha A 2 LinH, akkor 9V izometrikus oper�ator, hogy A = V jAj, �es ha W izometrikus �es

A =WS, akkor S = jAj, �es W j

RanA

= V j

RanA

.
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Bizony��t�as V -t RanA-n de�ni�aljuk:

V jAjx := Ax (x 2 H);

hiszen az jAjx alak�u elemek kifesz��tik RanA-t. Ilyen oper�ator van, hiszen az nem fordulhat el}o, hogy jAjy = jAjx,

de Ay 6= Ax, mert ez azzal lenne ekvivalens, hogy l�etezik olyan x, hogy jAjx = 0, de Ax 6= 0, �es ez nem lehet:

megmutatjuk, hogy Ker jAj = KerA: Legyen jAjx = 0, ekkor

0 = kjAjxk

2

= hjAjx; jAjxi =




x; jAj

2

x

�

= hx;A

�

Axi = hAx;Axi = kAxk

2

:

��gy V RanA-n j�ol de�ni�alt. A fentiekb}ol az is k�ovetkezik, hogy izometrikus, hiszen

kjAjxk = kAxk = kV jAjxk ;

��gy V kiterjeszthet}o izometrikusan RanA-ra, �es annak a komplementer�en is kiterjeszthet}o izometrikusan (orto-

gon�alis kieg�esz��t}o alterek).

Legyen WS = V jAj. Ekkor SW

�

= jAjV

�

, ��gy SW

�

WS = jAjV

�

V jAj, viszont V �es W izometria, ��gy

W

�

W = V

�

V = I, ��gy azt kapjuk, hogy S

2

= jAj

2

= A

�

A, �es jAj �ert�ekk�eszlet�en W meg kell, hogy egyezzen

V -vel, hiszen W jAj = V jAj.

6.2. Pozit��v �onadjung�alt oper�atorok

Egy korl�atos oper�ator eset�en abb�ol, hogy hx;Axi val�os 8x 2 H eset�en, az m�ar k�ovetkezik, hogy A szimmetrikus.

Ebben a fejezetben a pozitivit�ast �onadjung�alt (nem felt�etlen�ul korl�atos) oper�atorokra is �ertelmezz�uk.

6.2.1. De�n��i�o. Legyen S �onadjung�alt oper�ator. Ekkor azt mondjuk, hogy

{ S � 0, azaz S pozit��v, ha hx; Sxi � 0, 8x 2 DomS eset�en.

{ S szigor�uan pozit��v, ha 9� > 0 �ugy, hogy S � �I � 0.

Vegy�uk �eszre, hogy a szigor�u pozitivit�as de�n��i�oja azzal egyen�ert�ek}u, hogy hx; Sxi � �kxk

2

, 8x 2 H eset�en.

6.2.1.

�

All��t�as. Ha S � 0 �onadjung�alt, akkor SpS � R

+

0

, �es S szigor�uan pozit��v, akkor SpS � R

+

.

Bizony��t�as Legyen � 2 R

�

. Meg fogjuk mutatni, hogy ekkor nem lehet spektrumpont. Azt tudjuk, hogy

hx; Sxi � 0, 8x est�en, ��gy

hx; Sxi � �kxk

2

� ��kxk

2

� 0 (x 6= 0):

Ugyanakkor a baloldal egyenl}o azzal, hogy hx; (S ��I)xi � kxkk(S� �I)xk. Ezt kxk-val leosztva kapjuk, hogy

k(S � �I)xk � ��kxk;

amib}ol k�ovetkezik, hogy S��I injekt��v �es az inverze folytonos, �es ez az 5.4.3.. k�ovetkezm�eny szerint el�eg ahhoz,

hogy � regul�aris �ert�ek legyen.

S szigor�u de�nit�asa eset�en ugyanezt a gondolatmenetet k�ovethetj�uk, �es azt kapjuk, hogy a spektrumpontjai

nagyobbegyenl}oek, mint a szigor�u de�nit�as de�n��i�oj�aban szerepl}o �.

6.3. Feladatok

6.1. Feladat. Legyen P

n

2 LinH (n 2 N) ortogon�alis projektor, P

n

P

m

= 0 (n 6= m). Mutassuk meg, hogy

ekkor 9

P

n

P

n

=: P , ami szint�en ortogon�alis projektor, �es RanP =

P

n

RanP

n

.

Megold�as Az ortogon�alis projektorok pozit��vak, �es k�onnyen bel�athat�o, hogy ha m � n, akkor

m

X

i=1

P

i

�

n

X

i=1

P

i

;

��gy a fenti sor r�eszlet�osszegei fel�ulr}ol korl�atos pozit��v oper�atorsorozatot alkotnak, �onadjung�altak (hiszen orto-

gon�alis projektorok), ��gy a 6.0.6.. �all��t�as szerint

9(s)

X

n

P

n

=: P;

ami szint�en korl�atos, �es trivi�alisan ortogon�alis projektor: RanP �

P

n

RanP

n

; �es egyenl}o is vele, hiszen ha

x ?

P

n

P

n

, akkor Px = 0, hiszen Px =

P

n

(P

n

x), �es P

n

x = 0 8n.
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7. fejezet

Kompakt oper�atorok

Ebben a fejezetben

"

k�onnyen kezelhet}o" oper�atorokr�ol lesz sz�o. A v�eges dimenzi�os vektroterek elm�elet�eben

megszoktuk, hogy egy �onadjung�alt oper�atornak van projektorfelbont�asa (ld. Matolsi: Anal��zis II.). Ebben a

fejezetben olyan oper�atorokkal fogunk foglalkozni, amelyeknek v�egtelen dimenzi�oban is van projektorfelbont�asa.

Ezen k��v�ul k�orbej�arjuk, hogy mikor �ertelmezhet}o egy oper�ator nyoma. Az trivi�alis, hogy nem minden

oper�atornak van nyoma, hiszen a Heisenberg{f�ele felser�el�esi rel�ai�o t�argyal�asakor mutattunk olyan oper�atoro-

kat, amelyekre

PQ�Qp � i�I:

Ekkor, ha egy olyan ortonorm�alt rendszert v�alasztunk, melynek egyes tagjai a baloldal �ertelmez�esi tartom�any�a-

ban vannak, a t�obbi pedig azon k��v�ul, akkor a jobboldal nyom�ar�ol k�onnyen l�athatjuk hogy ha l�etezik, akkor i�

pozit��v sz�amszorosa, a jobboldal�e viszont, mivel oper�atorok szorzat�anak a nyoma { legal�abbis v�eges dimenzi�oban

{ a sorrendj�ukt}ol f�uggetlen, nulla.

Sz�uks�eg�unk lesz m�eg a k�ovetkez}o, a line�aris algebr�aban m�ar de�ni�alt oper�atorra: Ha x; y 2 H, akkor jyihxj :

H ! H; z 7! yhx; zi. ez trivi�alisan folytonos, �es kjyihxjk = kykkxk, a Cauhy{Shwartz-egyenl}otlens�eg szerint.

Tudjuk, hogy minden egy rang�u lek�epez�es ilyen alakba ��rhat�o, x �es y ekkor sz�amszorz�o erej�eig egy�ertelm}u. A

v�eges rang�u lek�epez�esek ilyenek line�arkombin�ai�oi.

7.1. Kompakt oper�atorok, relat��v kompakt halmazok

7.1.1. De�n��i�o. Egy H � V halmazt relat��v kompaktnak nevez�unk, ha a lez�artja kompakt.

Bizonyos oper�atorok nagyon j�ol jellemezhet}oek az �ert�ekk�eszlet�uk relat��v kompakt volt�aval, ez�ert sz�uks�eges a

k�ovetkez}o de�n��i�o:

7.1.2. De�n��i�o. Egy A : H ! H line�aris oper�atort kompaktnak nevez�unk, ha �altala korl�atos halmaz k�epe

relat��v kompakt.

Megjegyz�es A kompakt oper�atorok sz�uks�egk�eppen folytonosak is, hiszen egy kompakt halmaz mindig korl�atos,

��gy ezek az oper�atorok korl�atos halmazt korl�atosba k�epeznek.

Megjegyz�es Vegy�uk �eszre, hogy egy v�eges rang�u folytonos oper�ator is sz�uks�egk�eppen kompakt, hiszen v�eges

dimenzi�os vektort�erben egy korl�atos halmaz relat��v kompakt (mivel a lez�artja korl�atos �es z�art).

7.1.1.

�

All��t�as. A kompakt oper�atorok line�aris alteret alkotnak a Hilbert{t�er korl�atos oper�atorainak ter�eben.

Bizony��t�as Az trivi�alis, hogy ha A kompakt, akkor �A is kompakt. Megmutatjuk, hogy ha A �es B kompakt,

akkor az �osszeg�uk is az, hiszen

Ran(A +B) � RanA +RanB;

��gy ez a lez�artakra is igaz, tov�abb�a kompakt halmazok komplexus�osszege is kompakt.

7.1.2.

�

All��t�as. Ha A kompakt oper�ator, �es B 2 LinH, akkor AB �es BA is kompakt.
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Bizony��t�as (AB) Mivel B folytonos, egy korl�atos halmaz B �altali k�epe korl�atos, �es ennek A �altali k�epe A

kompakts�aga miatt relat��v kompakt.

(BA) Ekkor azt haszn�aljuk fel, hogy (BA[H℄) = B[A[H℄℄; �es mivel B folytonos

(BA)[H℄ = B[A[H℄℄ � B[A[H℄℄;

ugyanakkor kompakt halmaz folytonos k�epe kompakt.

Szint�en gyakran el}ofordul�o strukt�ura az ide�al: egy algebra olyan line�aris altere, amelyet az algebra elemeivel

szorozva szint�en az ide�alban l�ev}o elemet kapunk. A fenti t�etel azt mondja ki, hogy a folytonos oper�atorok ter�eben

a kompakt oper�atorok jobb{ �es baloldali ide�alt alkotnak.

A k�ovetkez}o fontos t�etel bizony��t�asa hosszadalmas, ez�ert a t�etelt bizony��t�as n�elk�ul mondjuk ki:

7.1.3.

�

All��t�as. A kompakt oper�atorok halmaza a v�eges rang�u oper�atorok halmaz�anak a lez�artja.

Ennek seg��ts�eg�evel k�onnyen bizony��thatjuk a k�ovetkez}o �all��t�ast:

7.1.4.

�

All��t�as. Ha A kompakt, akkor A

�

is kompakt.

Bizony��t�as Tudjuk, hogy az uniform topol�ogi�aban az adjung�al�as folytonos m}uvelet, ��gy el�eg v�eges rang�u

oper�atorokra megmutatnunk, azaz el�eg azt bel�atnunk, hogy ha A v�eges rang�u, akkor A

�

is az. Ismert, hogy

KerA

�

= (RanA)

?

;

��gy A

�

j

RanA

injekt��v, �es A

�

[RanA℄ = RanA

�

: Mivel RanA v�eges dimenzi�os, �es az A

�

�altali k�epe is legfeljebb

ugyanannyi dimenzi�os lehet, A

�

is v�eges rang�u kell legyen.

Ezzel az �all��t�assal azt l�attuk be, hogy a kompakt oper�atorok *{ide�alt alkotnak.

7.1.5.

�

All��t�as. Ha A kompakt oper�ator, akkor SpA = EigA, �es minden nemnulla saj�at�ert�ekhez tartoz�o

saj�ataltere v�eges dimenzi�os, �es a saj�at�ert�ekek egyetlen torl�od�asi pontja a 0 lehet, azaz SpA n EigA � f0g.

Ez az �all��t�as nagyon j�ol haszn�alhat�o arra, hogy egy oper�atorr�ol bebizony��tsuk, hogy nem kompakt.

7.1.6.

�

All��t�as. Ha A kompakt oper�ator, akkor jAj =

p

A

�

A is az.

Bizony��t�as Tudjuk, hogy l�etezik olyan V izometria, hogy A = V jAj, ��gy

V

�

A = V

�

V jAj = jAj;

�es mivel V folytonos, V

�

is az, ��gy jAj = V

�

A a 7.1.2.. �all��t�as szerint kompakt.

Ha egy S oper�ator kompakt, akkor a saj�atalterei kifesz��tik az eg�esz Hilbert{teret. Ha S ezen k��v�ul m�eg

�onadjung�alt is, akkor a saj�atalterei ortogon�alisak egym�asra.

7.2. Nyomoper�atorok

Ebben a szakaszban azokkal az oper�atorokkal fogunk foglalkozni, amelyeknek �ertelmes a nyoma.

7.2.1. De�n��i�o. Egy A 2 LinH kompakt oper�ator nyomoper�ator, ha minden (e

i

ji 2 I) teljes ortonorm�alt

rendszer eset�en 9

P

i2I

he

i

; Ae

i

i =: TrA, amit ekkor az A oper�ator nyom�anak nevez�unk.

Be lehet l�atni, hogy ha egy teljes ortonorm�alt rendszer eset�en l�etezik egy folytonos oper�ator nyoma, akkor az

oper�ator kompakt, �es ekkor a nyoma minden m�as ortonorm�alt rendszer eset�en is l�etezik, �es az ortonorm�alt rend-

szert}ol f�uggetlen, azonban ezek a bizony��t�asok igen hosszadalmasak, ez�ert ezt is a de�n��i�o r�esz�enek tekintj�uk.

Az, hogy ha valamennyi TONR est�en l�etezik a nyom, akkor az ortonorm�alt rendszert}ol f�uggetlen, egyszer}u

sz�amol�assal (a v�eges dimenzi�os esethez hasonl�oan) bizony��that�o.

Ha S �onadjung�alt nyomoper�ator, akkor vehet�unk saj�atvektorokb�ol �all�o b�azist (hiszen a saj�atalterei kifesz��tik

a Hilbert{teret), ��gy

TrS =

X

i2I

he

i

; Se

i

i =

X

i2I

�

i

:

L�athat�o teh�at, hogy egy pozit��v �onadjung�alt oper�ator pontosan akkor nyomoper�ator, ha a saj�at�ert�ekei fel�ossz-

gezhet}oek.

A k�ovetkez}o �all��t�ast nem bizony��tjuk:
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7.2.1.

�

All��t�as. A pontosan akkor A nyomoper�ator, ha jAj is nyomoper�ator.

Ekkor term�eszetesen a 6.2.1.. �all��t�as szerint Eig jAj � R

+

0

.

A kvantummehanik�aban a nyomoper�atorok egyik fontos alkalmaz�asa a s}ur}us�egm�atrix: egy olyan pozit��v

nyomoper�ator, amelyre TrW = 1. a kvantummehanik�aban szepar�abilis Hilbert{terekkel dolgozunk, ��gy lehet

(e

n

jn 2 N) teljes ortonorm�alt rendszerW saj�atvektorainak rendszere, �es �

n

az e

n

-hez tartoz�o saj�at�ert�ek. Ekkor

W =

X

n

�

n

je

n

ihe

n

j;

ahol �

n

� 0 �es

P

n

�

n

= 1. Ekkor je

n

ihe

n

j az e

n

vektor �altal kifesz��tett alt�er projektora, ez W projektorfel-

bont�asa. Azt egyszer}u sz�am��t�assal bel�athatjuk, hogy a fenti �osszeg legal�abb er}os �osszeg, ha fel��rjuk mindk�et

oldal hat�as�at egy adott x vektorra. Ha k�et folytonos line�aris lek�epez�es egy Shauder{b�azison megegyezik, akkor

m�ar minden�utt meg kell hogy egyezzen.

Azt, hogy a fenti �osszeg norm�aban is konvergens, �ugy l�athatjuk be, hogy felhaszn�aljuk azt az �all��t�ast,

miszerint a kompakt oper�atorok v�eges rang�uakb�ol �all�o sorozatok hat�ar�ert�ekei. A jobb oldalon egy v�eges rang�u

oper�atorokb�ol �all�o sor�osszeg szerepel.

Szint�en a kvantummehanikai alkalmaz�as szempontj�ab�ol fontos az al�abbi �all��t�as:

7.2.2.

�

All��t�as. Ha W pozit��v �onadjung�alt nyomoper�ator �es A 2 LinH, akkor AW �es WA nyomoper�ator,

Tr(WA) = Tr(AW ).

Bizony��t�as Legyen W =

P

i

�

i

je

i

ihe

i

j �es (x

j

jj 2 J) teljes ortonorm�alt rendszer. Most a

XX

j

hx

j

; AWx

j

i

sor konvergeni�aj�at vizsg�aljuk:

XX

j

hx

j

; AWx

j

i =

XX

j

*

x

j

; A(

X

i

�

i

je

i

ihe

i

j)x

j

+

=

XX

j

X

i

�

i

hx

j

; Ae

i

ihe

i

; x

j

i:

Ebben a kifejez�esben egy kett}os �osszeg szerepel. Ez a sor�osszegekn�el tanultak (ld. Gruber: Anal��zis III.)

szerint, ha az abszol�ut�ert�ekek valamelyik sorrendben fel�osszegezhet}oek, akkor a kett}os �osszeg l�etezik, a sorrendt}ol

f�uggetlen�ul.

X

i

�

i

X

j

jhx

j

; Ae

i

ijjhe

i

; x

j

ij �

X

i

�

i

s

X

j

jhx

j

; Ae

i

ij

2

s

X

j

jhe

i

; x

j

ij

2

�

X

i

�

i

kAk <1;

ahol az els}o egyenl}otlens�eg a Cauhy{Shwartz egyenl}otlens�egb}ol ad�odott, ut�ana a m�asodik tag a Parseval{

egyenl}os�eg (3.6.3.. �all��t�as szerint) �eppen kx

i

k = 1. Ezut�an felhaszn�altuk, hogy kAe

i

k � kSk, majd azt, hogy W

nyomoper�ator. Ebben a sorrendben teh�at abszol�ut fel�osszegezhet}o a kett}os �osszeg, ��gy mindegy, hogy melyik

sorrendben sz�am��tjuk ki.

X

j

hx

j

; AWx

j

i =

X

i

�

i

X

j

hx

j

; Ae

i

ihe

i

; x

j

i � kAk

X

i

�

i

<1;

ahol ism�et a Parseval{egyenl}os�eget haszn�altuk fel az �atalak��t�asn�al, �es ut�ana a besl�esn�el kAk de�n��i�oj�at.

Vegy�uk �eszre, hogy ennek az �all��t�asnak a felhaszn�al�as�aval pozit��v �onadjung�alt nyomoper�ator eset�ere azt is

bel�athatjuk, hogy a nyom f�uggetlen a teljes ortonorm�alt rendszert}ol: egyszer}uen A hely�ere az identit�asoper�atort

��rjuk.



78 7. FEJEZET. KOMPAKT OPER

�

ATOROK



8. fejezet

Fourier{transzform�ai�ok �es

di�ereni�aloper�atorok

8.1. Multipolinomok, multipolinomi�alis di�ereni�aloper�atorok

Tekints�uk C

1

(R

N

)-et, azaz az R

N

-en �ertelmezett (val�os �ertelemben) v�egtelenszer di�ereni�alhat�o (komplex

�ert�ek}u) f�uggv�enyeket.

Ekkor, ha f 2 C

1

(R

N

), akkor a szok�asos szorz�asoper�ator,

M

f

: C

1

(R

N

)! C

1

(R

N

); ' 7! f';

mindenhol �ertelmezett.

8.1.1. De�n��i�o. Azt mondjuk, hogy p multipolinom, ha projeki�ohatv�anyok line�aris kombin�ai�oja. Az egy

tagban szerepl}o kitev}ok �osszegei k�oz�ul a legnagyobbat a multipolinom foksz�am�anak nevezz�uk.

Ekkor p az al�abbi alakba ��rhat�o:

p =

X

�

1

;:::;�

N

P

n

i=1

�

i

�n



�

1

;:::;�

N

pr

�

1

1

� � � pr

�

N

N

;

ahol n p foksz�ama.

A r�ovidebb ��r�asm�od kedv�e�ert bevezetj�uk a k�ovetkez}o jel�ol�est: legyen � : f1; : : : ;Ng ! N

0

; i 7! �

i

f�uggv�eny,

j�j :=

P

N

i=1

�

i

(egyes norma). Ekkor

p =

X

j�j�n



�

pr

�

:

8.1.2. De�n��i�o. Egy multipolinomba a projeki�ok hely�ere az ugyanolyan sorsz�am�u pari�alis deriv�al�as oper�a-

tor�at ��rva multipolinomi�alis di�ereni�aloper�atort kapunk. Ekkor a

p(�iD) :=

X

j�j�n



�

(�i�

1

)

�

1

� � � (�i�

N

)

�

N

jel�ol�est alkalmazzuk.

Az, hogy a multipolinomba a di�ereni�aloper�atorok �i-szeres�et ��rtuk, sak k�enyelmi szempont, ilyenkor

term�eszetesen egy m�asik multipolinomj�at kapjuk az i-vel meg nem szorzott pari�alis deriv�al�o oper�atoroknak.

Vegy�uk �eszre, hogy ezek az oper�atorok is az eg�esz C

1

(R

N

) t�eren �ertelmezettek.

8.1.3. De�n��i�o. Legyen a 2 R

N

. Ekkor az

L

a

: C

1

(R

N

)! C

1

(R

N

); (L

a

')(x) := '(x� a)

oper�atort az a-val val�o eltol�as oper�ator�anak nevezz�uk.
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8.1.4. De�n��i�o. Legyen u : R

N

! R

N

C

1

{di�eomor�zmus (az eg�esz t�eren �ertelmezett v�egtelenszer di�e-

reni�alhat�o bijeki�o, melynek az inverze is di�ereni�alhat�o). Ekkor a

K

u

: C

1

(R

N

)! C

1

(R

N

); ' 7! ' Æ u

�1

oper�atort az u

�1

-el val�o kompoz��zi�o oper�ator�anak nevezz�uk.

Vegy�uk �eszre, hogy ha egy bijeki�o v�egtelenszer di�ereni�alhat�o, �es az inverze di�ereni�alhat�o, akkor az

inverzf�uggv�eny{t�etel (ld. Keresztfalvi: Anal��zis IV.) szerint az inverze is v�egtelenszer di�ereni�alhat�o.

Ebben a de�n��i�oban is praktikus szempontok alapj�an ��rtunk u

�1

-et, �es nem u-t, hiszen ��gy lesz igaz, hogy

K

u

ÆK

v

= K

uÆv

:

T�erj�unk m�eg ki arra is, hogy hogyan lehet ezeket az oper�atorokat tetsz}oleges V aÆn t�er eset�en �ertelmezni.

Legyen az aÆn t�er alatti vektort�er V.

A multipolinomok eset�eben a projeki�ok nem �ertelmesek. Ezek helyett bevezethet�unk z

1

; : : : ; z

N

2 V

�

du�alis

beli elemeket, �es egy O 2 V kezd}opontot. Ekkor egy multipolinom:

p : x 7!

X

j�j�n



�

(z

1

jx�O)

�

1

� � � (z

N

jx �O)

�

N

alak�u lehet.

A di�ereni�al�as eset�eben v

1

; : : : ;v

N

2 V elemeket kell bevezetn�unk, �es ekkor a multipolinomi�alis di�e-

reni�aloper�ator a

' 7!

X

j�j�n



�

D

j�j

'(�

�

1

k=1

v

1

; : : : ;�

�

N

k=1

v

N

)

alak�u lesz.

Most jobban l�athat�o a multipolinom �es a multipolinomi�alis di�ereni�aloper�ator fogalma k�oz�otti k�ul�onbs�eg.

Ebben az esetben nins �ertelme arr�ol besz�elni, hogy egy adott multipolinomnak megfelel}o multipolinomi�alis

di�ereni�aloper�ator, hiszen ehhez sz�uks�eg lenne egy kanonikus izomor�zmusra V �es V

�

k�oz�ott.

Az eltol�as �es a kompoz��i�o teljesen ugyan�ugy �ertelmezhet}o, mint R

N

eset�eben, sak most a 2 V elemmel

lehet eltolni, �es u : V ! V di�eomor�zmus inverz�evel kompon�alni.

8.2. Gyorsan s�okken}o f�uggv�enyek

Most de�ni�aljuk azoknak a f�uggv�enyeknek a halmaz�at, amelyekre k�onnyen �ertelmezhet}o a Fourier{transzfor-

m�ai�o.

8.2.1. De�n��i�o. Azokat a f�uggv�enyeket, melyeknek ak�armilyen multipolinomi�alis deriv�altja tetsz}oleges mul-

tipolinommal megszorozva is korl�atos, gyorsan s�okken}o f�uggv�enyeknek nevezz�uk. Ezek halmaza

S(R

N

) :=

�

' 2 C

1

(R

N

)j8p; q multipolinom eset�en qp(�iD)' korl�atos

	

:

Ez a halmaz nem �ures, a nulla, a Gauss{g�orbe �es a kompakt tart�oj�u v�egtelenszer di�ereni�alhat�o f�uggv�enyek

mind gyorsan s�okken}ok.

Megjegyz�es A de�n��i�o egyen�ert�ek}u azzal, hogy p(�iD)q' legyen korl�atos, hiszen egy multipolinom ak�armilyen

multipolinomi�alis deriv�altja is multipolinom.

Vegy�uk �eszre, hogy a gyorsan s�okken}o f�uggv�enyek line�aris teret alkotnak.

8.2.1.

�

All��t�as. Egy ' f�uggv�eny pontosan akkor gyorsan s�okken}o, ha v�egtelenszer di�ereni�alhat�o, �es 8p; q

multipolinom eset�en lim

1

qp(�iD)' = 0:

Bizony��t�as El}osz�or is eml�ekeztet�unk arra, hogy t�obb dimenzi�os esetben mit jelent a v�egtelenben vett hat�ar�ert�ek:

egy f�uggv�enynek a akkor a hat�ar�ert�eke a v�egtelenben, ha 8" > 0-hoz tal�alhat�o r > 0, hogy 8x 2 G

Æ

p

r

(0) eset�en

jf(x) � aj < ". Ebb}ol r�ogt�on l�athat�o, hogy (() trivi�alis: vessz�uk az 1-hez tartoz�o sugarat, akkor a nulla r

sugar�u k�ornyezet�en k��v�ul a f�uggv�eny 1-n�el kisebb, azon bel�ul pedig szint�en korl�atos, hiszen folytonos f�uggv�eny

kompakt halmazon korl�atos.
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()) Tekints�uk a

�

1 + jid

R

N j

2

�

m

multipolinomot. A feltev�es�unk szerint

�

1 + jid

R

N
j

2

�

m

qp(�iD)' korl�atos, hiszen multipolinomok szorzata mul-

tipolinom, azaz

�

�

�

�

1 + jid

R

N j

2

�

m

qp(�iD)'

�

�

�

� K;

amib}ol k�ovetkezik, hogy

jqp(�iD)'j �

K

(1 + jid

R

N
j

2

)

m

;

ami viszont a v�egtelenben a null�ahoz tart.

8.2.2.

�

All��t�as. S(R

N

) � L

p

(R

N

).

Bizony��t�as A p = 1 eset trivi�alisan benne van a de�n��i�oban. Ha p 6= 1, akkor az el}oz}o �all��t�as bizony��t�asa

szerint

j'j

p

�

K

p

(1 + jid

R

N j

2

)

mp

;

ami, ha 2mp � (N � 1) � 2 teljes�ul, akkor integr�alhat�o, hiszen R

N

Lebesgue{m�ert�eke pol�arkoordin�at�akban

: : : r

N�1

dr alak�u.

8.3. Fourier{transzform�ai�ok

8.3.1. De�n��i�o. Legyen ' 2 S(R

N

). Ekkor ' pozit��v (negat��v) Fourier{transzform�altj�anak nevezz�uk az

F

�

' :=

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�i��x

'(x)dx

f�uggv�enyt.

Az integr�al l�etezik, hiszen a benne szerepl}o exponeni�alis abszol�ut�ert�eke 1, ' pedig az el}oz}o �all��t�as szerint

integr�alhat�o.

8.3.1.

�

All��t�as. F

�

' 2 C

1

(R

N

).

Bizony��t�as a param�eteres integr�alok di�ereni�alhat�os�ag�ar�ol sz�ol�o t�etel (ld. Matolsi: Anal��zis V.) egyszer}u

k�ovetkezm�enye.

A gyorsan s�okken}o f�uggv�enyek ter�eb}ol a fejezet elej�en de�ni�alt oper�atorok k�oz�ul sak a f�uggv�ennyel val�o

szorz�as �es a kompoz��i�o vezet ki, azonban ezek egy r�eszhalmaz�ara is z�art S(R

N

): a multipolinommal val�o

szorz�asra �es a line�aris lek�epez�essel val�o kompon�al�asra.

8.3.2.

�

All��t�as. A Fourier{transzform�ai�o kapsolata a fejezet elej�en de�ni�alt oper�atorokkal a k�ovetkez}o:

(i) F

�

ÆM

p

= p(�iD) Æ F

�

M

p

Æ F

�

= F

�

Æ p(�iD)

(ii) F

�

Æ L

a

=M

exp(�ia�)

Æ F

�

L

a

Æ F

�

= F

�

ÆM

exp(�ia�)

(iii) F

�

ÆK

A

= jdetAjK

A

��1 Æ F

�

K

A

Æ F

�

= F

�

Æ jdetAjK

A

��1 :

Bizony��t�as Csak n�eh�any p�eld�an megmutatjuk a bizony��t�as m�odszer�et. P�eld�aul (i)-ben a Fourier{transzform�ai�o

line�arit�asa miatt el�eg megmutatni egyetlen pari�alis deriv�al�asra:

(�i�

k

F

�

')(y) = �i

�

�y

k

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�iy�x

'(x)dx

=

1

(2�)

N=2

Z

R

N

�i(�ix

k

)e

�iy�x

'(x)dx = (F

�

(pr

k

� '))(y):
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A (ii) �all��t�as az exponeni�alis (a kitev}oj�eben egy k�ul�onbs�eg van) k�et tagra val�o sz�etbont�as�aval egyszer}u

sz�amol�assal ad�odik, az integr�al al�ol az integr�al�asi v�altoz�ot�ol nem f�ugg}o tag kiemelhet}o.

(iii) Az integr�alhelyettes��t�es alapk�eplet�enek (Matolsi: Anal��zis V.) alkalmaz�as�aval:

Z

R

N

e

�iyx

'(A

�1

x)dx =

Z

R

N

e

�iyAz

'(z)jdetAjdz

=

Z

R

N

e

�iA

�

yz

'(z)jdetAjdz = (2�)

N=2

jdetAj(F

�

')(A

�

y):�

8.3.3.

�

All��t�as. Gyorsan s�okken}o f�uggv�enyek Fourier{transzform�altja gyorsan s�okken}o.

Bizony��t�as Azt szeretn�enk bel�atni, hogy ha ' gyorsan s�okken}o, akkor tetsz}oleges p �es q multipolinomokra

qp(�iD)F

�

' korl�atos. Felhaszn�alva, hogy az el}oz}o �all��t�as szerint

qp(�iD)F

�

' = qF

�

M

p

' = F

�

q(�iD)M

p

';

a k�ovetkez}o besl�est v�egezhetj�uk:

�

�

�

�

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�iyx

(q(�iD)p')(x)dx

�

�

�

�

=

�

�

�

�

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�iyx

(q(�iD)p'(1 + jid

R

N j

2

)

m

1

(1 + jid

R

N j

2

)

m

)(x)dx

�

�

�

�

� K

Z

R

N

1

(1 + jid

R

N j

2

)

m

<1;

ha m el�eg nagy, azonbanm tetsz}oleges. (Felhaszn�altuk az el}oz}o szakasz v�eg�en szerepl}o �all��t�asok bizony��t�as�at.)

8.3.4.

�

All��t�as. A Gauss{g�orbe a Fourier{transzform�ai�o saj�atvektora, azaz

� : R

N

! R; x 7! e

�jxj

2

=2

F

�

� = �:

Bizony��t�as (N = 1) Ekkor tudjuk, hogy

�

0

= �id

R

�;

ez�ert keress�uk a

(� : R! R)? �

0

= �id

R

�

di�ereni�alegyenlet megold�asait. Mivel ez egy els}orend}u homog�en line�aris di�ereni�alegyenlet, valamennyi meg-

old�asa � sz�amszorosa.

Rendezz�uk az egyenletet egy oldalra, �es vegy�uk a Fourier{transzform�altj�at!

0 = F

�

(�i�

0

� iid

R

�) = id

R

F

�

� � i(F

�

�)

0

;

azaz a Fourier{transzform�alt ugyanazt az

id

R

(F

�

�) + (F

�

�)

0

= 0

egyenletet el�eg��ti ki, mint �, ��gy annak sz�amszorosa:

F

�

� = C�;

�es a konstanst meg lehet hat�arozni a null�aban felvett �ert�ekekb}ol: egyr�eszt �(0) = 1, m�asr�eszt

(F

�

�)(0) =

1

p

2�

Z

R

e

0

e

�x

2

=2

dx =

p

2�

p

2�

= 1:

(N > 1) Eset�en az exponeni�alist tagokra bontva

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�iyx

e

�jxj

2

=2

dx =

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�iy

1

x

1

� � � e

�iy

N

x

N

e

�x

2

1

=2

� � � e

�x

2

N

=2

dx

1

� � � dx

n

;

Fubini t�etele (ld. Matolsi: Anal��zis V.) alapj�an visszavezetj�uk az N = 1 esetre.
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8.4. A Fourier{transzform�ai�o inverze �es kiterjeszt�ese

8.4.1.

�

All��t�as. A Fourier{transzform�ai�o bijeki�o, F

�1

�

= F

�

.

Bizony��t�as Vegy�uk �eszre, hogy ha '; 2 S(R

N

), akkor az

R

N

�R

N

! C ; (x; y) 7! e

iyx

'(x) (y)

f�uggv�eny integr�alhat�o, �es Fubini t�etele szerint tetsz}oleges sorrendi integr�al ugyanazt az eredm�enyt adja, azaz

Z

R

N

 (y)

�

Z

R

N

e

iyx

'(x)dx

�

dy =

Z

R

N

�

'(x)

Z

R

N

e

iyx

 (y)dy

�

dx

Z

R

N

 (y)(F

�

')(y)dy =

Z

R

N

'(x)(F

�

 )(x)dx:

Legyen 0 6= � 2 R eset�en

�

�

(x) := �(�x):

Ekkor, mivel �

�

= K

1=�

�, a 8.3.2.. �all��t�as szerint

F

�

�

�

= (F

�

ÆK

1=�

)� =

1

�

N

e

�j�j

2

=2�

2

:

Ezt ��rva a fenti azonoss�agba ' hely�ere:

Z

R

N

 (y)

1

�

N

e

�jyj

2

=2�

2

dy =

Z

R

N

e

�j�xj

2

=2

(F

�

 )(x)dx;

majd az x = y=� v�altoz�otranszform�ai�ot v�egrehajtva a bal oldalon, azt kapjuk, hogy

Z

R

N

 (�x)e

�jxj

2

=2

dx =

Z

R

N

e

�j�xj

2

=2

(F

�

 )(x)dx:

A bal oldalon �-t�ol f�uggetlen integr�alhat�o major�ans k k

1

�, a jobb oldalon pedig F

�

 , ��gy a Lebesgue{t�etel

szerint az �! 0 hat�ar�atmenet v�egrehajthat�o az integrandusban:

(2�)

N=2

 (0) =

Z

R

N

 (0)e

�jxj

2

=2

dx =

Z

R

N

(F

�

 )(x)dx:

ezut�an felhaszn�alva azt, hogy

 (z) = (L

�z

 )(0);

azt kapjuk, hogy

(2�)

N=2

 (x) =

Z

R

N

(F

�

L

�z

 )(x)dx =

Z

R

N

e

�izx

(F

�

 )(x)dx;

ahol ism�et f�olhaszn�altuk a 8.3.2.. �all��t�ast. Ezzel megkaptuk a

 = F

�

F

�

 

egyenl}os�eget, amit be akartunk bizony��tani.

8.4.2.

�

All��t�as. A Fourier{transzform�ai�o megtartja az L

2

{skal�arszorzatot, azaz hF

�

';F

�

 = h'; i 8'; 

eset�en.

Bizony��t�as Ism�et az el}oz}o t�etel bizony��t�as�anak az elej�en bel�atott azonoss�agot fogjuk alkalmazni:

Z

R

N

(F

�

')

�

(F

�

 ) =

Z

R

N

 F

�

(F

�

')

�

=

Z

R

N

 '

�

;

ahol felhaszn�altuk az eml��tett azonoss�agot, valamint azt, hogy (F

�

')

�

= F

�

'

�

, �es az el}oz}o t�etelt.

8.4.3.

�

All��t�as. A Fourier{transzform�ai�o egy�erterlm}uen kiterjeszthet}o az L

2

(R

N

) t�erre, azaz 9jF

�

: L

2

(R

N

)!

L

2

(R

N

) unit�er oper�ator, hogy F

�

� F

�

. Ezt az oper�atort Fourier{Planherer-oper�atornak nevezz�uk (�es a

tov�abbiakban a fel�ulvon�ast elhagyjuk).
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Bizony��t�as Az S(R

N

) t�er s}ur}u L

2

(R

N

)-ben, hiszen a kompakt tart�oj�u folytonosan di�ereni�alhat�o f�uggv�enyek

benne vannak, �es ezekr}ol m�ar a Hilbert{terekr}ol sz�ol�o fejezetben megmutattuk, hogy tot�alis halmazt alkot-

nak. A fenti �all��t�asok szerint F

�

normatart�o, ��gy folytonos, emiatt folytonosan kiterjeszthet}o az �ertlemez�esi

tartom�any�anak lez�artj�ara. A 4.4.2.. �all��t�as szerint egy izometrikus bijeki�o unit�er.

Megjegyz�es Ha ' 2 L

2

(R

N

)\L

1

(R

N

), akkor a Fourier{transzform�altj�at a Fourier{transzform�ai�o egy�ertelm}u

kiterjeszt�ese miatt a

F

�

' =

1

(2�)

N=2

Z

R

N

e

�i�x

'(x)dx

k�eplet adja, de ha ' nem integr�alhat�o, akkor a fenti integr�al nem �ertelmes, a Fourier{transzform�altat form�alisan

m�egis gyakran ebbe az alakba ��rjuk. Ez nem eg�eszen helytelen, hiszen v�eges m�ert�ek}u halmazon a n�egyzetesen

integr�alhat�o f�uggv�enyek egyben integr�alhat�ok is (ld. Matolsi: Anal��zis V.), ��gy

�

G

r

(0)

' 2 L

2

\ L

1

:

Ekkor

F

�

�

G

r

(0)

' =

1

(2�)

N=2

Z

G

n

(0)

e

�i�x

'(x)dx;

�es mivel (L

2

) lim

n

�

G

r

(0)

' = ', �es a Fourier{transzform�ai�o folytonos,

F

�

' = lim

n

1

(2�)

N=2

Z

G

n

(0)

e

�i�x

'(x)dx:

8.5. Di�ereni�aloper�atorok

M�ar a Hilbert{terek oper�atoraival foglalkoz�o fejezetben �ertelmezt�unk di�ereni�aloper�atorokat L

2

(��; �)-n �es

L

2

(R)-en, azonban ehhez f�olhaszn�altuk az abszol�ut folytonoss�ag fogalm�at, ami L

2

(R

N

) eset�en nehezen meg-

foghat�o. Ennek a fejezetnek az elej�en �ertelmezt�uk a di�ereni�aloper�atorokat a gyorsan s�okken}o f�uggv�enyeken.

Ugyanakkor az eg�esz L

2

(R

N

)-en nem tudjuk k�ovetni az L

2

(R) eset�en alkalmazott m�odszert, hiszen azt nem

�ertelmezt�uk, hogy egy f�uggv�eny valamelyik v�altoz�oj�aban abszol�ut folytonos, ��gy m�ar a pari�alis deriv�altat sem

tudjuk de�ni�alni.

Most megker�ulj�uk ezt a neh�ezs�eget, hiszen a 8.3.2.. �all��t�as szerint tudjuk, hogy a di�ereni�aloper�atorokat az

S(R

N

) t�eren ki tudjuk fejezni a Fourier{transzform�ai�oval �es a multipolinommal val�o szorz�as oper�ator�aval.

8.5.1. De�n��i�o. Legyen p multipolinom. Ekkor az

F

�

ÆM

p

Æ F

�1

�

=: p(�iD)

oper�atort a p multipolinomhoz tartoz�o multipolinomi�alis di�ereni�aloper�atornak nevezz�uk.

Ennek spei�alis esetek�ent az

F

+

ÆM

pr

k

Æ F

�1

+

=: �i�

k

=: P

k

oper�atort a k-adik pari�alis di�ereni�al�as oper�ator�anak nevezz�uk.

A r�egebben �ertelmezett di�ereni�aloper�atorokhoz k�epest most lesz m�eg egy neh�ezs�eg�unk: ebb}ol nagyon neh�ez

az oper�ator �ertelmez�esi tartom�any�at kital�alni.

Fontos megjegyezni, hogy ezek az oper�atorok a kompakt tart�oj�u v�egtelenszer di�ereni�alhat�o f�uggv�enyekre

lesz}uk��tve m�ar l�enyeg�eben �onadjung�altak.
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