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ElO0szo6

1. Tagadhatatlan tény, hogy az elméleti fizikdnak egy dga annal megbiz-
hatébb, minél pontosabban tudja matematikai forméba 6nteni mondanivaldjét.
A matematizdlas lényege az, hogy a matematika nyelvén fogalmazzunk, ma-
tematikailag szabatos fogalmakat hasznaljunk, kiiszoboljik ki a hallgatélagos
megallapodéasokat. A hallgatélagos megédllapodés természetesnek vett, “maga-
tél értet6dd”, mindenki szamara “nyilvanvalé”, pontosan koriill nem hatarolt
fogalmat, tulajdonsagot, tényt jelent. Altaldban ezek az elmélet zavarainak, a
félreértéseknek a forrasai. Ugyanis egyrészt kiilonféle vonatkozdsokban kiilonfé-
leképpen értelmezik a nyilvanvalé tulajdonsagokat, masrészt el6fordulhat, hogy
a természetesnek vett tulajdonsagok ellentmondanak egymasnak. Hallgatdla-
gos megallapodés volt a régebbi matematikaban a halmaz fogalma, ezen beliil
az “Osszes halmazok halmaza”, meg az a két természetes tény, hogy 1. két
halmazban akkor van ugyanannyi elem, ha az egyik halmaz elemei kolcsonosen
egyértelmiien megfeleltetheték a mésik halmaz elemeinek, 2. egy halmaz valddi
részhalmazaban kevesebb elem van, mint a halmazban. Ma méar halmazelmélet
pontos logikai felépitése birtokdban jol tudjuk, hogy az Gsszes halmazok hal-
maza nem létezik, és az emlitett két tény egyszerre nem allhat fenn: vagy az
egyiket fogadjuk el, vagy a masikat (szokdsosan az 1. tulajdonsdgot épitjiik be a
halmazelméletbe). Persze nem minden hallgatélagos megéllapodas félrevezetd,
de csak abban az elméletben bizhatunk meg, amelyben nincsenek ilyenek.

A Kklasszikus mechanika, a kvantummechanika, a klasszikus elektromagnes-
ség matematikailag fejlett dgai a fizikdnak és tobbnyire j6l miikodnek, noha ezek
az elméletek sem mentesek hallgatélagos megéllapodasoktél. Mindezekkel éles
ellentétben all a termodinamika, amelyre éppen a hallgatélagos megallapodasok
kusza és sokszor ellentmondasos rendszere a jellemz6, amint azt a kovetkezok
jol mutatjak.

2. A szokésos termodinamikaban az egyensily alapvet§ fogalom, sokszor
hangsilyozzak is, hogy minden egyéb termodinamikai fogalomnak — példdul
homeérsékletnek — csak egyensilyban van értelme. Az egyensily “magatol érte-
t6d6” fogalom, “mindenki tudja, mi az”. Ha egy kicsit is odafigyeliink azonban,
hamar észrevehetjiikk, hogy kiilonféle értelemben hasznaljak ugyanazt a szot.
Szerepel egy test egyensilya, meg az is, hogy két test egyensilyban van egy-
massal. Persze ez annyira megszokott, hogy az olvasé talan észre sem veszi, mi
itt a baj. Cseréljiik ki a test és egyensuly sz6t masra, és mindjart kivilaglik,
hogy valami nincs rendjén: egy ember betegsége, két ember betegségben van
egymaéssal.

Az egyensiily hallgatélagosan elfogadott tulajdonsdgai kozé tartozik, hogy
id6ben allandé, véltozatlan. Tovabba néhany egyszerii, hétkdznapi megfigye-
lés alapjan az egyenstlyok alapvetd tulajdonsagait a termodinamika nulladik
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fétételeként fogalmazzak meg: “minden kolcsonhatashoz tartozik egy intenziv
allapotjelz6, amelynek szamszerli egyenlosége a kolcsonhatasban allé rendszerek
egyensulyanak sziikséges és elégséges feltétele.” Ebbol azt kovetkeztetik, hogy —
mivel a mondottak igazak a test barmely két részére is — egy test egyensilya-
nak sziikséges és elégséges feltétele az intenziv mennyiségek homogén eloszlasa
(vagyis azonos értéke a test minden pontjaban). Ez azonban nem igaz, amint
azt a kovetkezo példak mutatjak.

Egyszer(i tény, hogy itt a Foldén egy edénybe zart nyugvé gz (folyadék)
nyomdsa nem homogén: lenn nagyobb, mint fenn (a hidrosztatikus nyomés mi-
att). A homogén eloszlds tehdt kiviilrdl eredd térfogati (azaz siirliséggel ardnyos)
er6hatas jelenlétében altalaban nem igaz.

Egy elektromosan azonosan toltott részecskékbol allo, gomb alaki nyugvé
edénybe zart gaz egyensilydban a nyoméas nem homogén eloszlasi: a kozéppont-
tél kifelé haladva novekszik, amint azt egyszerii elektrosztatikai és mechanikai
szamitasokkal ellenOrizni lehet. A homogén eloszlas tehat bels6 térfogati er6ha-
tés jelenlétében sem feltétleniil igaz.

Vegytink egy felfijt gumilabdat, amely nyugszik a levegében, és tekintsiink
el a gravitacios hatdstél. Itt harom test van egyensulyban: a labddban levé le-
vegd, a gumiburok és a kinti levegd, ezek nyomadsa azonban mind més. A benti
leveg6 nyomaéasa nagyobb, mint a kintié: megegyezik a kinti 1égnyomas és a gumi
nyomasanak Osszegével. Ez a furcsasag ugy valdsul meg, hogy a gumi nyomasa
nem homogén eloszlasi: a benti feliiletén nagyobb, mint a kinti felilletén. A
gumiburokra sem kiils6 sem bels§ térfogati eré nem hat. A homogén eloszlds
tehat kiils6 és bels6 térfogati er6hatas hijan sem sziikségképpen igaz.

Az elébbi példakban mindig kimondtuk, hogy a széban forgd test nyugszik
(értelemszeriien a Foldhoz képest, amelyet tehetetlenségi rendszernek tekintet-
tiink). Nem nehéz latni, hogy az egyenstly relativ, azaz vonatkoztatdsi rendszer-
tol fliggd fogalom: nem mindegy, hogy a test mihez képest van nyugalomban.
Nyugodjék egy semleges gézt tartalmazé edény egy forgd lemezjatszé korongjan
vagy korhintéan, és tekintsiink el a gravitdcids hatastél. A nyomds ismét nem
lesz homogén eloszlasu egyensilyban: a forgas tengelyétol tavolabbi részen na-
gyobb, mint a kozelebbi részen. A homogén eloszlas tehat nem-tehetetlenségi
rendszerhez viszonyitott egyensulyban sem mindenképppen igaz.

Végil jegyezziik meg, hogy az egyensuly sziikséges és elégséges feltételé-
il kimondott homogenitasi tétel szerint egy test, amelynek a hémérséklete és
a nyomdsa minden pillanatban homogén eloszlast (vagy két kolcsonhaté test,
amelyek hémérséklete és nyomdsa minden pillanatban megegyezik), de vélto-
zik az id6ben, egyensulyban volna, amit viszont kizar az egyensilyrol alkotott
masik hallgatélagos megallapodds: az egyensilyban semmiféle valtozas nincs.

3. Egyszeri példak mutatjak tehat, hogy a termodinamika nulladik f6té-
tele altalaban nem teljesiil. Ennek alapjan megrendiilhet a bizalmunk: vajon
mennyire igaz az els6 és a mésodik f6tétel? Tovabb novekszik a bizalmatlansa-
gunk, amikor észrevessziik, hogy ezek megfogalmazasahoz sziikség van allapot-
véltozasokra azaz nem-egyensulyokra, noha a szokasos termodinamika csak az
egyensulyokat ismeri el értelmesnek. E nehézség athidalasara bevezetik a kva-
zisztatikus folyamat fogalmét; ez olyan folyamat, amelyben a test (rendszer)
mindig egyensilyban van: a kvézisztatikus folyamat egyensilyok egymasutdn-
ja. Hidba emlitik meg, hogy természetesen a valdésagban ilyen folyamat nincs,
ez csak idedlis hatareset, amelyet azonban annal jobban megkozelitiink, minél
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lassuibb a valtozas, kételyeink tamadnak, vajjon helyes-e ez az idealizacio. Te-
kintsiink ugyanis ennek a mechanikai megfelel6jét: egy test egyensilyban van,
ha a helyzete nem véltozik, a sebessége nulla (példaul &ll egy vizszintes sikon).
Vigytik el a testet egy egyensulyabdl egy masikba tgy, hogy menet kozben
mindig kozelitéleg egyensilyban legyen, azaz nagyon lassan. Ezt megtehetjiik
barmilyen lassan, de a kvazisztatikus hataresetben — amikor mindig nulla a se-
bessége — nincs valdsdgos valtozas. Vajon nem fabol vaskarika-e a kvazisztatikus
folyamat?

Az elsé f6tétel, majd latjuk, 1ényegében a szokasos forméban helytallé. Azon-
ban a masodik f&tétel sokféle és nehezen megfoghaté alakja, a vele kapcsolatos
félreértések megerdsitik a gyaninkat, hogy az elmélet itt is a hallgatélagos meg-
allapodasoknak az aldozata. Erdemes idézni a masodik f6tétel néhany formajat.

Az eredeti, régebbi megfogalmazasok:

Kelvin—Planck-féle:

“Nincs olyan periodikusan miik6dé gép (nem létezik olyan korfolyamat),
amely pusztan héfelvétellel munkat végezne,”

“Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé teljes egé-
szében munkava alakult.”

Clausius-féle:

“A h6 onként sohasem dramlik a hidegebb helyrdl a melegebb felé,”

“Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé jutott at
egy hidegebb testrdl egy melegebbre.”

Olykor “bebizonyitjak”, hogy a fenti &llitasok egyenértékiiek egymassal; a
14.16. pontban ravilagitunk az ilyen “bizonyitas” hibajara, és a 13.14. pontban
megmutatjuk, egyaltalan nem egyenértékli az a két kijelentés, hogy a hé soha-
sem alakithaté tokéletesen munkava, és hogy a hé a melegebb hely fel6l aramlik
a hidegebb felé.

Egyes tjabb megfogalmazasok a nulladik f6tételen alapszanak, amely, lattuk,
nem igaz:

“Szigetelt rendszerben az inhomogenitasok altal létrehozott makroszkopikus
folyamatok (spontdn folyamatok) mindig csokkentik a rendszerben levé inho-
mogenitdsokat. Hatdsukra a rendszer egyensilyi allapothoz kozeledik. Ez a
kiegyenlitédésre vald torekvés a termodinamika masodik f6tétele.”

“A termodinamikai folyamatok iranyat megszabd torvény: a jellemzé in-
tenziv mennyiségekben fennall6 inhomogenitasok kiegyenlitédésre torekednek,
aminek kapcsan az extenziv mennyiségek olyan irdnyba dramlanak, amerre a
homogenizalodast elosegitik.”

Carnot megfogalmazasara alapozva, amely szerint

“l. Minden termodinamikai rendszernek van egy (entrépidnak nevezett) S
allapotfiiggvénye, és ezzel infiniteziméalis kvazisztatikus allapotvéltozas esetén a
rendszer altal felvett hére Q) < T'dS teljesiil, ahol egyenl6ség csak reverzibilis
folyamatokra all fenn.

2. Zart rendszerek entrépidja sohasem csokkenhet,”
a masodik fotételt mostanaban leggyakrabban az entrépia segitségével mondjak
ki:
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“Szigetelt rendszerben a stabil egyenstly elérésével az entrépidnak maximu-
ma van.”

“Zart rendszer entropidja egyensulyi allapotban maximalis.”

“Szigetelt rendszerben lejatszddo spontan folyamatok mindig csak olyan ira-
nyuak lehetnek, amelyek hatdsara a rendszer entrépidja né.”

Tobbnyire egyenértékiinek tekintik az egyenstlyi allapotra vonatkozé ent-
répia-maximumot és az entropia novekedését nem-egyensilyi folyamatokban.
Erdemes megemliteni, hogy Fényes Imre magyar fizikus mutatta ki igen vila-
gosan, hogy ez nem igaz, ami nagyon jol ldtszik a mi tdrgyaldsunkbdl is (lasd
13.9.1. és 14.15.1.).

Az idézett megfogalmazasok hidnyossdgait is azonnal latjuk. A szigetelt
vagy zart rendszer, a spontan folyamat, a folyamat irdnya: ez mind hallgatdla-
gos megallapodds, a masodik f6tételnek ezekre hivatkozé formai teljesen meg-
foghatatlanok. Tovabba az egyensilyi entrépia maximumaéanak csak gy van
értelme, hogy nem-egyensulyok entrépidjaval hasonlitjuk Ossze, amik viszont
az adott targyaldsban értelmetlenek. Még inkdbb az elméleten kiviili objek-
tumokra utal az entrépianovekedés torvénye. Itt érdemes megemliteni H. B.
Callen Thermodynamics c. konyvét, amelyben az entropiamaximum emlitett
hianyossagat formailag kikoszobolte azéltal, hogy bevezette a “belsé kénysze-
rekkel” megvaldsult egyensulyokat, és az entropiamaximumot a kényszermentes
allapotra kovetelte meg. Ugyanakkor viszont magatdl értetddének vette, hogy
a belsé kényszerek feloldédsa olyan folyamatot indit el, amelyben az entrépia no.

Végiil — de nem utolsésorban — megjegyezziik, a masodik f6tétel ilyen meg-
fogalmazdsai természetellenesen féloldalasak: csak zart (szigetelt) rendszerre
vonatkoznak; elvarnank példaul — tapasztalataink is erre utalnak —, hogy nem
zart rendszerekre is tudjunk mondani valamit a folyamatok iranyardl.

4. A masodik fétételt — mindegy miként fogalmazzak meg — az irreverzibili-
tés torvényének tekintik. Erdemes errél is idézniink szokdsos fizikakonyvekbél.

“Reverzibilis folyamatoknal az allapothatarozék valtozasanak az iranya nin-
csen meghatarozva, tehat a folyamat megfordithaté, minden irdnyban egyfor-
man végbemehet.

Az irreverzibilis vagy meg nem fordithatoé folyamatok esetében az allapotha-
tarozdk véltozasa korlatozott, a folyamat spontdn csak az egyik irdnyban mehet
végbe.”

“Ha egy termodinamikai rendszer allapota oly médon véltozik meg, hogy ta-
lalhato egy olyan folyamat, amely a kozbiilsé allapotoknak ugyanazon a soroza-
tan fut le, de idében ellentétes iranyban, akkor a folyamat reverzibilis, egyébként
irreverzibilis.”

Ezek a kijelentések (allitdsok vagy meghatdrozasok?) is megfoghatatlanok,
semmitmondok: nincs koriilhatarolva a lehetséges folyamatok, ezen beliil a spon-
tan folyamatok Osszessége, a folyamatok id6beli lefutédsa, mit jelent az, hogy egy
folyamat valamely irdnyban végbemehet, stb.

A reverzibilitast gyakran az idétlikrozésre valé invariancidaval azonositjak,
és megallapitjak, hogy “egy tisztan mechanikai folyamat mindig reverzibilis”,
minthogy a Newton-egyenlet invarians az idotiikrozésre. Ezzel kapcsolatban két
megjegyzést kell tenniink.

Az els6 az id6tikrozés és a fenti “reverzibilitds-definicié” kapcsolatdara vo-
natkozik. Az id6tikrézott mechanikai folyamatban “mindenki latja, hogy a
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folyamat ugyanazokon az &allapotokon fut végig ellentétes iranyban”. Nézziik
példaul a Fold keringését a Nap kortl. Latjuk (lelki szemiinkkel) az ellipszis-
palyat, amint halad rajta a Fold. Tikrozzik ezt a mozgast az idében: a Fold
ellentétes iranyban megy ugyanazon az ellipszispalyan. Csakhogy egy mechani-
kai allapot nem egyszertien a helyzet, hanem a helyzet és az impulzus egytittese:
a folyamat a fazistérben halad. Ha a tiikrozott folyamat helyzete egy pillanatban
megegyezik valamely eredeti helyzettel, akkor a tiikrozott folyamat impulzusa
nem egyezik meg a megfelelé eredeti impulzusal, hanem azzal ellentétes. A tiik-
rozott folyamat nem ugyanazokon az allapotokon fut végig ellentétes irdnyban.
Az idétiikrozésre valé invariancia nem fejezi ki az elképzelt reverzibilitds-fogal-
mat.

A madsodik arra vonatkozik, hogy kétséges, van-e egymashoz koze egyaltalan
az id6tiikrozésnek és a reverzibilitdsnak. A reverzibilitdsrdl még csak elképze-
léseink vannak, még nem tudjuk, pontosan mi az, de 4gy érezziik, nem lehet
megfigyel6tdl fiiggd fogalom. Az idOtiikrozésre pontos definiciénk van, és azt
is tudjuk, hogy megfigyel6tol fligeé fogalom. Anélkiil, hogy ezt pontosan ki-
fejtenénk, az el6zé példaval szemléltetjiik. Nézze valaki egy a Naphoz képest
allandé sebességgel mozgo lirhajébol a Foldet: azt latja, hogy a Fold egy —
mondjuk “jobbmenetes” — spiralis palyan halad elére. Tiikrozi a mozgést: a
Fold ugyanazon a palydn halad visszafelé. Az elézdekben targyalt, a Naphoz
képest nyugvé megfigyeld szerint tiikrozott mozgdst viszont ugy latja, hogy a
Fold egy “balmenetes” spirdlison halad elore.

5. A fizika j6l m(ik6dd dgaiban — klasszikus mechanikaban, elektromagnes-
ségben, kvantummechanikdban — az alapveté fogalom a folyamat, amely egy
differencidlegyenlet — a Newton-egyenlet, a Maxwell-egyenletek, a Schrodinger-
egyenlet — megolddsaként van értelmezve. Az egyensilyok specidlis, “idOben
véaltozatlan” folyamatok. A folyamatok, specidlisan az egyensiulyok, j6l megha-
tarozott matematikai objektumok.

A termodinamikaban is felbukkannak valdsagos, idoben valtozé folyamatok
az “egyensuly kozelében”; ezeket az tigynevezett Onsager-féle elmélet targyalja.
Minthogy a nem-egyensilyok nem értelmesek a termodinamikdban, jél mutatja
az Onsager-elmélet hidnyossigait a kovetkezd kérdés: mik azok a nem értelmes
objektumok, amelyek kozel vannak az értelmeshez és milyen értelemben vannak
kozel?

A termodinamika akkor né fel a fizika tobbi dgdhoz, ha igy fogalmazzuk
meg, hogy alapveto fogalma a folyamat, amelyet valamely differenciélegyenlet
hataroz meg. Ehhez el6szor is tudl kell 1épniink azon a beidegz6désen, hogy a
mennyiségeknek — példaul a hémérsékletnek — csak egyensilyban van értelme.
A fizika majd minden mennyiségének mérési utasitdsa lassi valtozasra azaz “ko-
zel egyensulyra” vonatkozik. Gondoljunk példaul az elektromos mez6 mérésére:
meg kell hatdaroznunk egy probatoltésre hatd erét. Ilyen médon bizony ki nem
mérjik az elektromos mezot egy fénysugarban, de ez nem tart vissza minket
attél, hogy a fénysugarban az elektromos mez6t értelmes 1étezé mennyiségnek
tartsuk. Hasonloképpen elfogadhatjuk, hogy a hémérséklet 1étezd mennyiség
nem-egyensulyi folyamatokban is.

Az tgynevezett kontinuum-termodinamika kiilonféle elméletei — jobb vol-
na taldn a kontinuum-fizika elnevezés, hiszen ez termodinamikai és mechanikai,
esetleg elektromdagneses stb. jelenségek egyiittesét irja le — a fizika emlitett jol
miikodo dgaival egyenrangi. Itt a testeket jellemz6 mennyiségeket pontrol-pont-
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ra és id6érél-idore valtozonak tekintjiik, a folyamat tehat a téridoben értelmezett
valamely fiiggvény, amelyet egy parcidlis differencidlegyenlet, az tgynevezett
mérlegegyenletek rendszere hatiroz meg. Ennek az elméletnek csak technikai
arnyoldala van: matematikailag meglehet6sen bonyolult.

Ha a kontinuum-fizikdban figyelmen kiviil hagyjuk a termodinamikai jelen-
ségeket, akkor a kontinuum-mechanikdra (deformélhaté testek mechanikédjira)
jutunk. Ezzel tulajdonképpen minden mechanikai jelenség leirhatd; bizonyos
specidlis esetekben — amikor a deformécié elhanyagolhaté — azonban a kontinu-
um-leiras feleslegesen bonyolult, és jol helyettesithetjiik egy sokkal egyszeriibbel,
amelyben a testet merevnek tekintjiik, és igy parcialis differencialegyenlet he-
lyett kozonséges differencidlegyenlettel dolgozhatunk. Jol tudjuk persze, hogy a
valésdgban a test sohasem merev, eréhatasra mindig deformalédik, de ezt most
elhanyagoljuk. Eppen ebben &ll a modell-alkotas miivészete: megtaldlni azt a
legegyszeriibb leirast, amely még jél tiikkrozi a valdsagot.

6. A szokdsos termodinamika helyes megfogalmazédsat — amelyet kdz6nsé-
ges termodinamikanak hivunk — a mechanika analégiajara érthetjiik meg a
fentiek szerint. Ha a jelenségek bizonyos korét elhanyagoljuk és a testeket ho-
mogénnek tekintjiik (vagyis a testet jellemz6 barmely mennyiség ugyanazt
az értéket mutatja a test minden pontjaban), akkor a kontinuum-fizikai leirdst
helyettesithetjiik egy olyannal, amelyben a folyamatokat kozonséges differenci-
alegyenlettel hatdrozzuk meg.

Lattuk, az egyensilyt a szokdsos termodinamikaban a mennyiségek homo-
gén eloszlasival azonositjdk (helyteleniil), és az ottani kvazisztatikus folyamat
olyan, hogy a test minden pillanatban egyensulyban van. Mondjunk most egyen-
suly helyett homogén eloszlast, és maris értelmet nyer a kvazisztatikus folyamat:
olyan folyamat, amelyben minden mennyiség minden pillanatban homogén el-
oszlasu. A kvézisztatikus jelzd “kompromittalédasa” miatt hasznaljuk inkdbb
a homogén folyamat elnevezést. Homogén folyamatokban a test tulajdonsagai
csak az id6ében valtoznak, a térben nem.

A kozonséges termodinamika tehdt arra a feltételezésre épiil, hogy a mennyi-
ségek homogén eloszlastak a folyamatok soran. Lattuk, hogy ez még egyensily
esetén sem feltétleniil teljesiil, ami azonban nem jelenti azt, hogy az elmélet
értéktelen vagy hidbavalé. Mindossze azt kell jél latnunk, hogy csak bizonyos
esetekben alkalmazhatd, mint minden elmélet.

Felhivjuk a figyelmet, nem tartozik az elmélethez annak a kérdésnek a meg-
valaszoldsa, hogy mikor ad jo lefrast, azaz milyen koriilmények kozott kapunk
jo eredményeket azzal a feltevéssel, hogy a testek homogének; ugyanigy, mint
ahogy a merevtest-modell vagy a tomegpont-modell keretein is kiviil esik az,
hogy mikor tekinthet6 egy test merevnek, illetve pontszeriinek.



Bevezetés

1. Tudjuk j6l, hogy a minket koriilvevs testek mindegyike néhdnyszor 1023

molekuldbdl all, amelyek “lizik, vonzzak, taszitjak egymast”, kozben allandéan
elektromagneses sugarzast bocsatanak ki és nyelnek el. Ez a kavargd, nytizsgo,
“larmas” belso élet kifelé tobbnyire egységes, “csendes”, viszonylagos nyugalom-
ként jelentkezik, amit ugy foghatunk fel, hogy a mikroszkopikus tomegjelenségek
nagyrészt kiegyensilyozzdk egymast és csak az atlaguk jelenik meg makroszko-
pikus szinten. A kontinuum-fizika az ilyen atlagos viselkedések leirasanak az
elmélete. Ahhoz, hogy a kozonséges termodinamikat megértsiik, képet kell al-
kotnunk a kontinuum-fizikardl.

2. Tekintsiink egy testet, amely azonos semleges molekuldkbdl (atomokbol)
all. Persze a semleges molekuldk is elektromosan t6lt6tt részecskékbdl tevodnek
Ossze, amelyek elektromos sugarzast bocsatanak ki és nyelnek el 1étezésiik soran,
tehdt az elektromagnesség ekkor is jelentOs tényezéje a molekuldk egyiittesének.

A test allapotara jellemz6 a molekuldk atlagos sebessége. Gondoljuk el pél-
ddul, hogy a test (egy pohér viz) nyugszik hozzdnk képest. Ekkor “nagyban”
azt tapasztaljuk, hogy a test minden pontja nyugszik hozzank képest: a test
altal kitoltott térrész minden pontjdban és minden pillanatban az atlagsebesség
nulla hozzank viszonyitva. A Brown-mozgasrdl szerzett tapasztalatain alapjan
tudjuk, hogy ez valéban csak az atlagsebesség. A megkavart viz aramlani fog
a pohdarban, és az aramlédst a test altal kitoltott térrész pontjaiban megjelen6d
(4tlagos) sebesség jellemzi, amely persze az idének is fliggvénye. Latjuk tehét,
hogy a test (kontinuum) dramldsét, nyugalmét tér- és idépontokhoz rendelt
sebességértékekkel jellemezhetjiikk. Nyugalom és dramlds relativ (megfigyelétél
fiiggd) fogalmak (ami hozzénk képest nyugalom, az mdshoz képest dramlés);
a mogottik levl abszolit (megfigyelstdl fliggetlen) fogalom a 1étezés. Végil is
megéllapithatjuk, hogy a kontinuum létezését a téridében értelmezett (abszolit)
sebesség értéki fliggvénnyel irhatjuk le, amelyet sebességmez6nek hivunk.

A testre jellemz6 a stuirtisége is, vagyis az egységnyi térfogatban talalhato
anyagmennyiség azaz tomeg. A siirliség altalaban pontonként és idopillanaton-
ként valtozik, tehdt a siiriséget is a téridében értelmezett fiiggvénynek fogjuk
fel.

Nézziik tovabbra is egy megfigyel6 szempotjabol a kontinuum aramlésat.
Az aramlasban tomeg, impulzus és energia keriil at egyik helyrdl a mésikra. A
tomeg, impulzus és energia megmaradasat ugynevezett mérlegegyenletekkel fe-
jezzik ki: egy térrészben levé mennyiség véltozasa egyenlo a térrészbél ki- illetve
bearamlott mennyiséggel. A mennyiségek aramanak két fajtajat kiillonboztetjiik
meg: a szallitdsi (konvektiv) és vezetési (konduktiv) dramot. A széllitdsi dram
a makroszkopikus mozgassal, tehat a sebességmezdvel kapcsolatos, a vezetési
aram a mikroszkopikus mozgassal kapcsolatos. Vildgos, hogy ha a test egy része
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egy helyrol atkeriil egy masik helyre, akkor tomeg és vele egyiitt impulzus és
energia is szallitédik. Viszont daramlas nélkiil is tovabbitédhat impulzus és ener-
gia: a molekuldk a mikroszkopikus mozgasuk folytan 16kdosik egymast, ezzel
impulzust és energiat adnak at egymasnak; elektromagneses sugarzast bocsata-
nak ki és nyelnek el, és ezzel is juthat impulzus és energia a test egyik részébol
a masikba. fgy jon létre a vezetési aram.

Az dramokat tér- és idépontonként az adott pillanatban a tér pontjéba helye-
zett egységnyi feliilleten az idGegység alatt ataramlott mennyiséggel jellemezziik
(ezt pontosabb matematikai forméba is 6nthetjiik, de nem lesz ré sziikségiink),
tehdt ezek is a téridében értelmezett kiilonféle értéki fiiggvények. A szallita-
si aram az adott mennyiség — tomeg, impulzus és energia — silirtiségének és a
sebességmezének a szorzata. A tomeg slirtiségérél mar széltunk. Az impulzus
slirtisége a tomegsiiriiség és a sebességmez6 szorzata: a molekuldk mikroszkopi-
kus mozgasa nulla eredé impulzust ad.

Egészen maés a helyzet az energidaval: a molekuldk mikroszkopikus mozgé-
sa jelentGs jarulékot ad az energiastirliségben. Az energiasiiriiséget két részre
bonthatjuk: egyrészt a makroszkopikus mozgasi energia siirtiségére, amely a t6-
megslriség és a sebességmezd négyzetének szorzata osztva kettével, masrészt a
bels6 energia siiriiségére, amely a mikroszkopikus mozgasi energiabdl, a mo-
lekuldk kolcsonhatasi energiajabdl és a molekuldk kémiai energiajabdl tevédik
Ossze. A belsé energia stirlisége is a testre jellemz6 mennyiség.

A vezetési aramok szintén jellemzok a testre. A mondottakbdl nyilvanvald,
hogy a tomegnek nincs vezetési drama. Az impulzus vezetési drama nem maés,
mint a nyomastenzor: az egységnyi feliileten id6egység alatt dtadott impulzus
éppen az egységnyi feliiletre haté erd. A bels6 energia vezetési aramat héaram-
nak hivjuk, mert a szokdsos “hévezetés” vagy “hbéatadas” nem mads, mint belsé
energia vezetési aramlasa. Fogadjuk el ugyanis azt a durva képet, hogy a hé-
mérséklet a molekulak mikroszkopikus mozgasi energidjaval aranyos. Egymasra
tesziink két kiillonb6z6 hémérsékletli testet. Az érintkezési feliileten titkdznek
a két test molekuldi; a nagyobb homérsékletli test gyorsabb mikroszkopikus
mozgast végz6 molekuldi az ilitkdzések soran energiat adnak &t a kisebb hémér-
sékletti test lassabb molekuldinak. Bels6 energia vezetédott at az egyik testbol
a masikba, amit a szokasos makroszkopikus nézépontbdl igy fogalmazunk meg,
hogy h6 aramlott az egyik testbdl a masikba.

3. Célszeru a tovabbaik miatt a tomegsiiriiség helyett annak reciprokat
hasznalni, amely a tomegegységre es6 térfogat, szokasos kifejezéssel a fajlagos
térfogat. Ugyanakkor a belsd energia stirlisége helyett a tomegegységre eso
belsé energiat, a fajlagos bels6 energiat vessziik, ami nem mads, mint a bels6
energia sliriségének és a tomegstiriiségnek a hanyadosa.

Legyen e, u, v, k és P rendre a fajlagos bels6 energia, a sebességmezo,
a fajlagos térfogat, a héaram és a nyomastenzor; ne feledjiik, mindezek a tér
id6ében értelmezett fliggvények, és hozzatesszilk még, hogy nem-relativisztikus
elméletet tekintiink. Az energia, az impulzus és a tomeg mérlegegyenlete (nem
részletezziik, hogyan) rendre a

Dye=—0v(V-k+ P :Vu)
Dyu=—ovV- P

D,v =vV - u
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Osszefliggésre vezet. Itt D, az u sebességmezl iranyd derivaltat jeloli, amelyet
szokasosan szubsztancidlis iddderivdltnak neveznek, mert a sebességmez6 altal
jellemzett testhez képesti id6beli véltozast irja le; V a térszeri differencidlas,
a pont vektorok skaldrszorzatat, a kettéspont tenzorok skalarszorzatat jeloli.
Mindezeket pontosabban is kifejthetnénk, de nem lesz ra sziikségiink: a fenti
egyenletek csak bizonyos motivaciékhoz kellenek.

Rogton lathatjuk, hogy tobb az ismeretlen, mint az egyenlet: az egyértelmii
megoldéashoz tovabbi Gsszefiiggések kellenek. Fogadjuk most el, hogy a kontinu-
um folyamatat egyértelmiien jellemzik az egyenletek bal oldaldn all6 mennyisé-
gek, azaz (e, u,v). Ekkor P-t és k-t meg kell — és meg is lehet — adni (e, u,v)
fiiggvényében, igy az egyenletek és ismeretlenek szdma meg fog egyezni (ami
persze még csak reményt ad az egyértelmii megoldhatésdghoz).

4. Azonkiviil, hogy a bels6 energia aramat héaramnak nevezziik, még nem
latszik, miként vonatkoznak a fentiek a hoGjelenségekre, hiszen az Osszes ed-
dig bevezetett mennyiség mechanikai alapokon nyugszik. A hoéaram-elnevezés
indoklasat dgy szemléltettiik, hogy valamilyen kapcsolatot tételeztiink fel a ho-
mérséklet és a belso energia kozott. Valoban ez az a pont, ahol a hgjelenségek
belépnek a fenti egyenletekbe. Kozelebbrél: a belsé energia, noha szemléletes
jelentése van, nem kozvetleniil mérheté6 mennyiség. Helyette a T" homérséklet
all a rendelkezésiinkre. A homérséklet szerepel a vezetési dramok megadasa-
ban is. Gondoljunk példdul arra, hogy a gézok P sztatikus nyomdsa (amely
része a nyomdastenzornak) a fajlagos térfogattal és a hémérséklettel idedlis eset-
ben Pmv = kT formédban &ll kapcsolatban, ahol m egy molekula tomege és
k a Boltzmann-dllandé. Hasonloképpen, azt a tapasztalatunkat, hogy a “hé
melegebb helyrol a hidegebb felé aramlik” a héaramra vonatkozé k = —AVT
Fourier-féle osszefiiggéssel fejezhetjiik ki, ahol A pozitiv allandoé.

[jgy bonyolddik tehat a helyzet, hogy a vezetési daramokat nem az (e, u, v) fo-
lyamat fiiggvényében tudjuk természetes médon kifejezni, hanem (7T, u, v) fiigg-
vényében. Ugyanakkor persze kell egy kapcsolat T' és e kozott is; pontosabban
e-t kell elééllitanunk (7', u,v) fliggvényében.

5. A termodinamika szokdsos nulladik és masodik fotételének jelentése és
igaz volta, lattuk az el6széban, bizonytalan. Ezzel szemben az elsd f6tétel 1é-
nyegében a szokasos formgjaban is helytalls. A bels6 energia fenti mérlegegyen-
letében felismerhetjiik a termodinamika els6 fotételét: a bels6 energia valtozasa
a —vV - k hoéitadés és a —v P : Vu munkavégzés eredményeként jon létre.
Még kozelebb jutunk az ismert formuldhoz, ha feltessziik, hogy P = PI, ahol
P a gazok vagy folyadékok szokdsos rugalmas nyomdsa és I az egységtenzor
(identitds). Ekkor ugyanis —vP : Vu = —vPV - u = —PD,v.

A mérlegegyenletek csak a kontinuumban azaz a test belsejében torténd val-
tozast irjédk le pontrdl pontra; a test feliiletével kapcsolatos jelenségeket — példa-
ul héelvezetést a testrél — matematikailag hatarfeltételekkel vessziik figyelembe.
Ha csak a test egészét tekintjiik, azaz példaul nem érdekel minket, hogyan osz-
lik el az energia a testen beliil, csak az, mennyi a test Osszenergidja, akkor
az energidra vonatkozo mérlegegyenlet integraldsaval és a hatéarfeltételek figye-
lembevételével azt kapjuk, hogy a test ty és ¢ pillanatbeli E(ts) illetve E(t1)
energidjanak kiillonbsége megegyezik a [t1,t2] intervallumban a testnek héveze-
tés utjan atadott Q(t1,t2) belsd energia, a testen végzett W(t1,ts) munka és a
test tomegének megviltozdsa (a testb8l valé ki- és bedramlds) miatti L(tq,t2)
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energiavaltozas Osszegével:
E(t1) — E(te) = Q(t1,t2) + W(t1, t2) + L(t1,12).

Ez a termodinamika elsé f6tétele. Tobbnyire csak arra az esetre idézik, ami-
kor a test anyaga allandd, igy a jobb oldal harmadik tagja nulla. Meg kell
emliteniink, hogy a fenti forma csak azonos, semleges részecskékbdl all6 anyag-
ra vonatkozik. Ha példaul elektromos jelenségek is felléphetnek, akkor a jobb
oldalon megjelenik egy tag, amely az elektromos energiavéltozassal kapcsolatos.
Altaléban, ahdnyféle kolcsonhatdsban vesz részt a test, annyi tag szerepel a jobb
odalon.

A termodinamika elso f6tétele ilyen formaban altaldnos abban az értelemben,
hogy barmilyen valtozasra igaz, nincs korldtozva “kvazisztatikus” folyamatra
vagy egyébre.

A bal oldalon a test energidja szerepel, amely a mozgéasi és a bels6 energia
Osszege. Termodinamikai szempontbdl az az érdekes, amikor nincs mozgési (sem
“haladdsi” sem “kavargdsi”) energidja, azaz mind E(t;) mind E(t3) tisztan bels§
energia: mind a ¢; mind a ¢, pillanatban a test tomegkozéppontja nyugszik egy
tehetetlenségi rendszerben, és a test pontjai nyugszanak a tomegkozépponthoz
képest. Jol figyeljiik meg: nem kell, hogy ez igaz legyen a t; és to kézotti min-
den pillanatban, vagyis az egész folyamatban, csak éppen a folyamat kezdetén
és végén.

6. Amint az el0széban emlitettiik, a kozonséges termodinamikat Ggy sze-
retnénk megkapni a kontinuum-fizikabdl, hogy térben homogén eloszlasu folya-
matokat tekintlink csak. Ez azt jelenti, hogy minden mennyiség V-ja nulla az
elébb targyalt egyenletekben: minden jobb oldal nulla, kovetkezésképpen az
idéderivaltak is nullak, azaz idobeli valtozas sincs, minden allandé. Nem tri-
vialis val6sdgos homogén folyamat nem létezik. Ez ne zavarjon meg minket,
ettél még létrehozhatunk egy modellt homogén termodinamikai folyamatokra,
mint ahogy merev testeket is targyalunk a mechanikdaban, noha tudjuk, hogy
valésdgos merev test sem létezik.

A ko6zonséges termodinamika megalkotdsakor elfogadjuk a homogenitasnak
azt a kovetkezményét, hogy a sebességmezd dllandé (ne feledjik, itt abszolut
sebességmezorol van sz6), ugyanakkor a fajlagos térfogatot és a fajlagos belsd
energiat nem tekintjiik allandénak. Az allandd sebességmezo kijeldl egy tehe-
tetlenségi megfigyelét, amelyhez képest a vizsgilt test nyugalomban van. A
tovabbiakban mindent erre a megfigyelére vonatkoztatunk, anélkiil, hogy ezt
expliciten kifejeznénk. A kozonséges termodinamikaban tehdt impliciten mindig
jelen van egy tehetetlenségi megfigyeld, amelyhez képest a testek nyugalomban
vannak. A szubsztancidlis idéderivélt egyszerii id6 szerinti derivaldsba megy &t,
amelyet a szokasokhoz hiven ponttal jeloliink.

Egy test fajlagos belsé energiaja és fajlagos térfogata tehat idotol figgd
mennyiségek; a termodinamika els6 fotételét, a kontinuumok elsé egyenletének
megfelel6jét ¢ = ¢ + w formdban irjuk, ahol ¢ a fajlagos héatadas, w a faj-
lagos munkavégzés. Megjegyezziilk, hogy g és w idéegységre vonatkoztatott
mennyiségek, tehat teljesitmény jellegtiek.

A kontinuumok mésodik egyenletének nincs (nem is kell, hogy legyen) meg-
felel6je a kozonséges termodinamikaban, hiszen a sebességmezot dllandénak vet-
tiik. A kontinuumok harmadik egyenletének jobb oldalan a sebességmez6 diver-
genciaja all, a sebességmezdt pedig a masodik egyenlettel a nyomastenzor haté-
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rozza meg. Kozvetve tehat a harmadik egyenlet jobb oldalat a nyoméstenzorbdl
kapjuk meg valahogy; a nyomadstenzort viszont elé kellett allitanunk a folya-
mat fiiggvényében. Ezért a kontinuumok harmadik egyenletének a megfelelGje
v = f alaki, ahol az f rugdédzast is ismerniink kell a folyamat fliggvényében,
ugyanugy, mint g-t és w-t is.

7. A kontinuum-fizikdban a nyoméstenzort el6éallitjdk P = R+ V alakban,
ahol az R elasztikus rész irja le a rugalmassagot, a V viszkdzus rész a bels6
surlédast; ezzel az energiadisszipacidét — azt a tényt, hogy a bels6 energia nem
alakithat6 at korlatlanul mas energiava, mig mas energia minden tovabbi nélkiil
belso energiava “enyészhet” — a

k-VT

- V:Vu>0

dgynevezett Clausius—Duhem-egyenlétlenséggel fogalmazzak meg, ami tehat meg-
szorftast jelent a hédramra és a viszkézus nyoméstenzorra mint az (e, v, u) fiigg-
vényére.

A kozonséges termodinamikdban az energiadisszipacidt ennek az egyenlét-
lenségnek az analogonjaként fogjuk megfogalmazni.

8. Osszegezziik az el6ébbi ravezetd gondolataink eredményét.

A kontinuumok elméletében a téridében értelmezett (e, w,v) a folyamat,
amelyet a 3. pontban szereplé mérlegegyenletek hatdroznak meg; a mérlege-
gyenletek jobb oldaldn megjelend P és k mennyiségeket meg kell adni az (e, u, v)
folyamat fiiggvényében ugy, hogy teljesiiljon a Clausius-Duhem-egyenlétlenség.

A kozonséges termodinamikéban az idé fiiggvényének tekintett (e,v) a fo-
lyamat, amelyet az

€ =q+w,

v=f
egyenletek hatdroznak meg oly médon, hogy ¢, w és f meg van adva az (e, v)
folyamat fliiggvényében, és eleget tesznek egy megfelel disszipacids egyenlétlen-
ségnek.

A héjelenségek szokdsos formai gy jelennek meg a koézonséges termodina-
mikédban is, hogy a differencidlegyenlet jobb oldalan &ll6 mennyiségeket nem
kozvetlenill az (e, v) fiiggvényeként tudjuk megadni, hanem a T hémérséklet és
a P nyomds fiiggvényeként, amelyeket viszont ki tudunk fejezni (e, v)-vel.

A kozonséges termodinamika tehdt megmondja, mi és hogyan hozza létre a
homogén testek folyamatait (dinamikai egyenletek), és mi ad irdnyt a folyama-
tok lefolydsdnak (disszipacids egyenlStlenségek).

Amit elmondtunk, elektromédgnesesen semleges részecskékbdl all6, véltozat-
lan tomegi testre vonatkozott. Most nem tériink ki a véaltozd tomegi, a kii-
16nb6z6 részecskékbdl, az elektromos toltéssel rendelkezé részecskékbol stb. allo
testek lefrdsdra (majd alaposan targyaljuk ezeket is), hisz csak azt akartuk kozel
hozni, mivel és koriilbeliil hogyan foglalkozik a kézonséges termodinamika.

Még azt kell megemliteniink, hogy az 5. pontban térgyalt f&tételnél egy
kicsit szegényebb a kozonséges termodinamikaban a folyamatokat meghatarozo
differencidlegyenletek egyik tagjaként szerepld els6 f6tétel, mert ez csak olyan
folyamatokra vonatkozik, amelyekben mozgési energia nem jelenik meg.

9. Végiil ejtslink néhany szét a targyalds felépitésérdl, a matematikai esz-
kozokrél és jelolésekrol. Azt az utat kovetjilk, hogy az egyes témékat el6szor
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“matematikailag lazan” koriiljarjuk, megbeszéljik a fizikai tartalmukat, s azu-
tan térink ré a pontos matematikai definicidékra és allitdsokra.

A termodinamikai mennyiségeket mint fiiggvények valtozéit az egyszerii e,
v, T, P stb. betiikkel jeloljik. Ha valamelyiket a tobbi valtozéjaként fejez-
ziik ki, akkor specidlis betlitipusokat hasznalunk. Ha T és v a valtozok, akkor
irott betliket: ¢, P stb; ha e és v a valtozok, akkor félkovér betiiket: T, P
stb. Formuldinkban figyelembe vessziik az ugynevezett fizikai dimenzidkat az
SI méretékrendszerre alapozva. A mértékegységekkel kapcsolatos tudnivaldkat
a Fuggelék 1. pontja tartalmazza.

Az analizis alapvet6 fogalmain — nyilt halmaz, halmaz lezartja, folytonosség,
differencidlhatdsag stb. — tul az inverzfiiggvény-tételt és az implicitfiiggvény-té-
telt hasznaljuk minduntalan. A parcidlis derivaltakat a szokdsos — a matemati-
kai pontossag szempontjabol hatranyos, de az attekinthet6ség kedvéért itt mégis
elényos — médon a valtozdk kiifrdsaval jeloljik, példaul g—;. Az erre vonatkozo
tudnivalokat a Fiiggelék 2. pontjaban kozoljiik. Fontos a részsokasag fogalma
is, amelyrol a Fiiggelék 3. pontjdban szélunk.

A differencidlegyenletekre vonatkozé alapvet6 egzisztencia- és unicitasi téte-
len kiviil a stabilitaselmélet fogalmait és tételeit hasznaljuk lépten-nyomon, mert
a kozonséges termodinamika egyik alapvet6 célja az egyensilyhoz valé tartas,
az egyensuly bedllasdnak a vizsgalata, amely a Ljapunov-féle stabilitdaselméleten
alapszik. Az idevigé tudnivaldkat a Filiggelék 4. pontjdban kozoljiik. A stabi-
litaselmélet alkalmazasa szempontjabdl fontos bizonyos definitasi kérdéseket a
Fiiggelék 5. pontja tartalmazza.



I. EGYSZERU ANYAGOK

1. Konstiticios fiiggvények

1.1. Az alapvet6 termodinamikai mennyiségek

Egy azonos, elektromosan semleges molekulakbél allé6 anyag termodinamikai
allapotanak alapvetd jellemzdi a tapasztalataink szerint az e fajlagos belsé ener-
gia, a v fajlagos térfogat, a T hémérséklet, a P nyomads és a u kémiai potencial.
A kozonséges termodinamikédban, a kontinuum-elmélettel ellentétben, a tomeg-
egységre es6 mennyiségek helyett az egy részecskére es6 mennyiségeket szokas
tekinteni — mi is ezt tessziik —, tehat a fajlagos jelzo jelentése: egy részecskére
es6. A tomegegységre és az egy részecskére esé mennyiségek kozott egyszerli
Osszefiiggés van, ha az anyag azonos részecskékbél (molekuldkbdl, atomokbdl)
all. Ha 0 jeloli most a tomegegységre es6 térfogatot és m egy részecske tomege,
akkor v = mv. Ennél bonyolultabb v és ¥ kapcsolata, ha az anyag kiilonfé-
le tomegt részecskék keveréke. Egészen addig, amig azonos részecskékbol allo
anyagrol beszélink, lényegében mindegy, hogy v-t vagy 0-t hasznaljuk-e. Az
egy részecskére esé mennyiségeket a keverékanyagok elmélete részesiti elonyben.
Megemlitjik még, hogy szokds a moldris mennyiségeket is hasznalni, amelyek az
anyag egy moljara vonatkoznak. Ha 1% jeloli a molaris térfogatot, akkor V = Lv,
ahol L az Avogadro-féle (Loschmidt-féle) szdm, amely kb. 6 - 10%3.

A széban forgé mennyiségek mértékegysége (az SI rendszerben) a felsorolds
rendjében: J, m?, K, Pa és J. A fajlagos bels6 energia, a fajlagos térfogat és
a homérséklet mindig pozitiv értékiiek.

Termodinamika-kényvekben sokszor tekintélyes helyet foglal el az abszolit
hémérsékleti skdla értelmezése. Ez valéban fontos ismeretelméleti kérdés, csak
gy, mint példaul a témeg mérésének a kérdése a mechanikaban. Ahogy azon-
ban az elméleti mechanika targyaldsat mar a tomeg ismeretében szokds inditani,
mi is ismertnek vessziik az abszolit hémérséklet fogalmat.

Az elébb felsorolt mennyiségek koziil a “hétkéznapi” els6 négyrol mar szo
esett a Bevezetésben is; a kémiai potencial fizikai jelentését csak a kés6bbiek
vilagitjdk meg; most csak annyit mondunk, hogy diffizidkban, fazisatalakuld-
sokban és kémiai folyamatokban jatszik fontos szerepet, és azt adja meg, meny-
nyivel valtozik meg adott koriilmények kozott egy test teljes belsé energidja, ha
részecskeszdma egységnyivel valtozik (pl. diffizié folytan).

A felsorolt 6t mennyiség az anyagra jellemz6 modon Osszefligg egymaéssal.
Megmérve az anyag egyszerre lehetséges belsGenergia-, térfogat-, hémérséklet-
, nyomas- és kémiai potencial-értékeit megallapithatjuk — legaldbbis elvben —
az anyagra jellemzd kapcsolatukat. A részecskeszam, a térfogat — kovetkezés-
képpen a fajlagos térfogat —, a nyomadas és a hémérséklet kozvetleniil mérhet6
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mennyiségek.

Erdemes megéllni ennél a kijelentésnél, mert a hémérséklet mérésére vonat-
kozdan sokszor hoznak fel elvi aggélyokat, tobbek kozott azt allitva, hogy a
hémérséklet csak egyenstlyban értelmes, és kérdéses, hogyan mériink nagyon
alacsony és nagyon magas hémérsékletet, ahol a szokasos eszkozeink nem al-
kalmazhaték. Mint mar az El6sz6 5. pontjaban emlitettiik, jéformén minden
fizikai mennyiség mérési utasitdsa lényegében “egyensilyban” mékodik csak, az-
az akkor, ha a mérendé mennyiség véaltozdsa nem tul gyors. Es barmely mas
fizikai mennyiségre felmeriil a nagyon kicsi és a nagyon nagy értékek mérésének
a problémaja; hogyan mériink példaul akkora nyomaést, amely minden valamire
valé késziiléket Osszeroppant? hogyan mérjiik meg egy héz tomegét?

Visszatérve tehdt a mondandénkhoz: ismerve a széban forgé anyag moleku-
lajanak a tomegét, az anyagbdl 4116 test tomegének a mérésével megallapithatjuk
a részecskeszamot stb., tehat a részecskeszam, a fajlagos térfogat, a nyomds és
a homeérséklet kozvetleniil mérheté mennyiségek, viszont a belsd energia és a
kémiai potencidl nem.

Minthogy a kémiai potencial egy test részecskeszamanak valtozasdval kap-
csolatos mennyiség és a belsé energia valtozasat fejezi ki valamiképp, jé okunk
van feltenni, hogy dlland6 részecskeszam mellett a belsé energia fliggetlen a
kémiai potencialtél. Igy a belss energia kozvetett mérésére az elsé fététel ad
lehetOséget. Vesziink a kérdéses anyaghdl egy adott részecskeszamu testet, ho-
szigeteljiikk, majd valamely ismert vy fajlagos térfogattal, Ty hémérséklettel és
Py nyomadssal (és ismeretlen ey fajlagos belsé energidval) jellemzett “alapél-
lapotbdl” kiindulva kiilonféle ismert mennyiségli munkat végzink rajta, majd
megmérjitk a térfogatdt, a hémérsékletét és a nyomasat. Az elsé f6tétel szerint
a végallapot bels6 energidja épp a végzett munkaval kiillonbozik a kiindulasi
allapot belsd energiajatol. ig‘y a fajlagos bels6 energidt — legalabbis elvben —
egy additiv dllandé6tdl (ami az alapéllapot fajlagos bels6 energidja) eltekintve
kapcsolatba hozhatjuk a fajlagos térfogattal, a hémérséklettel és a nyomaéassal.

Ha mar ismerjiik egy anyag belsé energidjanak a térfogattal, hémérséklettel
és nyomassal vald kapcsolatat, akkor ezzel az anyaggal tudjuk mérni a héatadést
ugyancsak az els6 f6tétel szerint: valtozatlan részecskeszam mellett a héatadés
a bels6 energia valtozasanak és a munkavégzésnek a kiilonbsége.

Ezutan a kémiai potencidl kozvetett mérésére a kovetkezo eljarast adjuk:
vegylink a mérend6 anyagbol egy v fajlagos térfogattal, T' hOmérséklettel és P
nyomassal rendelkez6 testet, hozzuk kapcsolatba egy ugyanilyen anyagu, vy faj-
lagos térfogattal, Ty hémérséklettel és Py nyomdssal (és ismeretlen po kémiai
potencidllal) jellemzett “alapéllapotu” testtel, dgy, hogy diffizié johessen létre
kozottiik. Legyen a testek részecskeszama N illetve Ny. Tartsuk a két test teljes
térfogatdt dllandénak. Ekkor egy “kicsiny” AN részecskeszam atdiffundédlasa
soran mérjik meg a két testnek kiviilrél dtadott AQ hoét, valamint a két test
egylittes belsé energidjanak AFE valtozdsat. Ekkor a AE = AQ + (1 — o) AN
Osszefiiggésbol — legalabbis elvben — meghatarozhatjuk a keresett p mennyisé-
get, azaz egy po additiv allandétol eltekintve a kémiai potencialt kapcsolatba
hozhatjuk a fajlagos térfogattal, a hémérséklettel és a nyomassal.

Ezzel tehat meg tudjuk hatdrozni az anyag egyszerre lehetséges e, v, T, P
és  értékeinek X halmazat.

A mondottakat a kovetkezé matematikai meghatarozasban foglaljuk Gssze.

Definicié A (J)* x (m3)* x (K)* x (Pa) x (J) egy nem tires ¥ részhalmazdt
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altaldanos egyszeri anyagnak hivjuk. ¥ elemei az anyag allapotai.

Az egyszerti jelz6 az “azonos (és elektromégnesesen semleges) molekuldkbdl
allo” kifejezést foglalja magaban, az altaldnos jelzé pedig arra utal, hogy ez a
legaltalanosabb lehetdség.

1.2. Egyéb termodinamikai mennyiségek

Az anyag allapotait az (e,v,T, P, ) szimb6lummal jeldljiik, ugyanakkor e
stb. jelolia X — (J)*, (e,v, T, P,u) — e leképezést is. Ezzel a megallapoddssal
bevezetilink az anyagra vonatkozé néhany fiiggvényt, amelyek fontosak lesznek
a késébbiekben.

Definicié Legyen X egyszerii anyag. Fkkor

- s:= e—i—p# : 3 — (J/K) az anyag fajlagos entrépidja,
— h:=e+pv=p—Ts:X — (J) az anyag fajlagos entalpidja,
- fi=e-Ts=p—pv:¥ — (J) az anyag fajlagos szabad energidja.

1.3. A termodinamikai mennyiségek kozti 0sszefiiggések
szabalyai

Legkozvetlenebb tapasztalataink szerint az anyagok termodinamikai tulaj-
donsagainak vannak altaldnos, azaz minden anyagra érvényes szabdlyai, mint
példdul “ha hoét kozliink az anyaggal (belsd energia dramlik bele), akkor megnd
a hémérséklete”, és “ha zsugoritjuk az anyagot (kisebb lesz a térfogata), akkor
novekszik a nyomasa”, pontosabban megfogalmazva:

— adott térfogaton magasabb hémérséklethez tobb belsé energia tartozik,

— adott hémérsékleten kisebb térfogathoz nagyobb nyomas tartozik,

Azonban ha egy kicsit jobban belegondolunk, rajoviink, hogy a maésodik
szabaly nem feltétleniil igaz: adott forrponton levé folyadékviz kisebb fajlagos
térfogatdhoz ugyanaz a nyomads (és hdmérséklet) tartozik, mint a vizgdéz nagyobb
fajlagos térfogatdhoz.

Megemlitjiik, hogy elég altalanos tapasztalatunk az is, hogy “ha allandé tér-
fogaton megnoveljiik egy anyag homérsékletét, akkor novekszik a nyomésa is”.
Tudjuk azonban, hogy a vizre ez nem igaz a 0°C és 4°C tartomanyban.

Mindez arra int minket, hogy vigyazzunk, ne hamarkodjuk el, ne altald-
nositsuk konnyelmiien a tapasztalatainkat. Ha elfogadunk valamit altaldnos
szabalynak, akkor sem azt allitjuk, hogy az feltétleniil teljesiil, hanem azzal ko-
rillirjuk (és esetleg korldtozzuk) az elmélet érvényességi korét. Ez vonatkozik
a kés6bbiekre is, amikor Osszetett (nem egyszer(i) anyagokkal, elektromdgneses
jelenségekkel foglalkozunk.

[jgy tlinik, ha az emlitett méasodik szabdlyt gy mddositjuk, hogy lokalisan,
azaz egymashoz kozel levé értékekre all fenn, akkor 6sszhangban maradunk a
tapasztalatokkal.

1.4. Az alapszabalyok formalizalasa

Az el6bb mondottak matematikai megfogalmazisahoz tegyiik fel, hogy a faj-
lagos belsé energia és a nyomas megadhaté a fajlagos térfogat és a hémérséklet
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fiiggvényében (v,T) — e(v,T) illetve (v,T) — P(v,T) formaban (a kovetkezd
pontban erre bévebben kitériink). Ekkor azt mondhatjuk, hogy

— rogzitett v esetén a T' — e(v,T) hozzdrendelés szigorian monoton névek-
v,

— rogzitett T esetén a v — P(v,T) hozzdrendelés lokdlisan szigordan mo-
noton csokkend.

Hogy félreértés ne essék, leirjuk, mit is jelent ez pontosan: ha (vy,T) €
DomP, akkor van a wvp-nak olyan kornyezete, hogy abban levé minden vp-re
és va-re (v1,T), (ve,T) € DomP esetén v; < vy pontosan akkor &ll fenn, ha
P(Ul, T) > P(UQ, T)

Ha P folytonos, a lokdlis monotonitds azzal egyenértékii, hogy a P(-,T)
fliggvény szigorian monoton csokken az értelmezési tartoményénak minden in-
tervallumén.

Emlékeztetiink, hogy differencidlhaté fliggvényekre az intervallumon valé
monotonitast a derivalttal tudjuk jol jellemezni. Ahol a széban forgd fligg-
vények folytonosan differencialhatok és

Oe oP

— > 0’ -

v oT
ott a szigoru monotonitédsi tulajdonsagok lokalisan teljesiilnek.

Ezek az egyenl6tlenségek fontos szerepet jatszanak a késébbiekben, és az az
“igazan jo anyag’, amelyekre “elég b6” halmazon allnak fenn.

<0,

1.5. Rendes egyszerii anyagok

Az eléz8 pontokban felsorolt tulajdonsdgokat foglaljuk 6ssze az aldbbi mate-
matikai meghatarozasaban.

Definicié A ¥ dltaldnos egyszerii anyagot rendesnek nevezzik, ha létezik

(i) D C (m3)* x (K)T, a konstiticiés tartomany,

(ii)e:D— (J)T, P:D— (Pa), p:D— (J)
folytonos fligguények, a konstiticids fuggvények, amelyek egyiittesének a gra-
fikonja X, azaz

Y ={(e(v,T),0,T,P(v,T),pv,T)) | (v,T) € D};

tovabbd a T +— e(v,T) fliggvény szigorian monoton ndé minden lehetséges v ese-
tén, és a v — P(v,T) fliggvény lokdlisan szigorian monoton csékken minden
lehetséges T esetén,

(iii) D-nek az az R részhalmaza, a reguldris tartomdany, amelyen a kons-
titicios fligguények folytonosan differencidlhatok és eleget tesznek a

ﬁ >0 8_7)
oT ’ ov

belsd stabilitasi feltételeknek, nyilt halmaz és siird D-ben (azaz R lezdrtja
tartalmazza D-t).

<0

A konstitucios jelz6 azt kivanja kifejezni, hogy ezek hatarozzak meg az anyag
milyenségét (“alkotmanyét”) termodinamikai szempontbdl.

Egy rendes egyszerti anyag esetén a D elemeit mondjuk &llapotoknak; ez
egy kis “cstsztatas”, amely azonban nem vezet félreértésre, mert ¥ és D kol-
csonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast. f]gy is felfoghatjuk, hogy a
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“(v,T) allapot” kifejezés annak a roviditése, hogy a “(v,T') dltal meghatarozott
allapot”.

A tovabbiakban egy rendes egyszerii anyagra az el6bbiekben meghatarozott
mennyiségek egyiittesével, a

(D,e,P, 1, R)

Otossel hivatkozunk, és ha nem okoz félreértést, a “rendes” jelz6t elhagyjuk.

A 1.2. pontban bevezetett mennyiségek, amelyek eredetileg a Y-n definialt
fliggvények, szintén megadhatdk a homérséklet és a fajlagos térfogat folytonos
fliggvényeként:

e(v,T)+P(v,T)v—p(v,T)

- s(v,T) := T )

= b(v,T) :=¢e(w,T) +Pv,T)v,
- f(vv T) = 2(1}, T) - TE(U7 T)a
ahol (v,T) a D halmazt futhatja végig.

1.6. Entropikussag

A termodinamikai vizsgalatok arra utalnak, hogy a konstitiuciés fiiggvények
nem fiiggetlenek egymastdl, s6t nagyon szoros kapcsolat van kozottiik, amelyet a
fajlagos entrépidval fogalmazhatunk meg. Ezeket az Osszefiiggéseket is fenntar-
tassal fogadjuk, azaz inkabb kiilonleges tulajdonsagnak fogjuk fel Sket semmint
altaldnosan érvényes igazsagoknak, az alabbi meghatarozas szerint.

Definicié Egy (D,e, P,y R) egyszerd anyagot entropikusnak nevezink, ha

95 _ 0 05 _ 0
ar T’ v O

teljestil a reguldris tartomdnyon.

Az entropikussag sziikséges feltétele kétszer differencidlhatésdg esetén az,
hogy
oP  Oe
T—=-—+P
oT  Ov
alljon fenn, amit a vegyes mésodrendii derivéltak egyenl0ségébdl konnyen le-
vezethetlink. Ha a reguldris tartomdny egyszeresen Osszefliggd (illetve ilyenek
diszjunkt unidja), akkor ez a feltétel elégséges is.
Az entrépia definiciéja alapjan konnyen igazolhatjuk:

Allitas Egy (D,e,P,p, R) egyszerii anyag akkor és csak akkor entropikus, ha

op 0P op oP
%—’U%, a—T——5+U8—T (*)

teljesiil a reguldris tartomdnyon.

A (x) Osszefliggéseket Gibbs—Duhem-reldciéknak hivjuk.
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1.7. Egy specialis tipusu entropikus anyag

A termodinamika szokésos targyaldsaiban hallgatélagosan — azaz pontos meg-
hatarozas nélkiil, kimondatlanul — csak rendes egyszerli anyaggal foglalkoznak,
és altalaban csak a nyomadsra vonatkozé konstiticids fiiggvényt tekintik, noha
az nem elég az anyag termodinamikai jellemzéséhez. Megfelel6 differencidlhaté-
sagot és entropikussagot feltételezve mégis “majdnem” elég.

Tegyiik fel ugyanis, hogy adott az Ry C (m?)* x (K)* nem iires nyflt hal-
mazon folytonosan differencidlhaté (v, T) — P(v,T) fuggvény, amelyre % <0
teljesiil mindentitt. Ekkor az e fiiggvényre entropikussig esetén az 1.6. alapjén

de 0P
o

teljesiil, amibdl
e(v,T) =e(T) + (v, T) ((v,T) € Ry),

ahol v az el6z6 egyenlOség jobb oldaldn allé fliggvénynek v szerinti primitiv
fiiggvénye, és ¢ : (K)T » (J)* valamely fiiggvény, amelyrdl feltessziik, hogy
folytonosan differencidlhatd. Legyen Ry az Ry egy olyan (lehet6 legh6vebb) rész-
halmaza, amelyen minden v esetén az e(v,-) fliggvény szigortian monoton né.
Minden rogzitett T' esetén v +— t(v,T') folytonosan differencidlhatd, de ez nem
jelenti azt, hogy maga t is (mindkét valtozdjaban) folytonosan differencidlhaté.
Tegyiik fel, hogy a

T
{(v,T) € Ry | v folytonosan differencidlhaté , 5'(T)+% > 0}

halmaz belseje nem iires, és legyen ez R.

Jelentse a tovabbiakban P és e az eddig szerepelt fliggvényeknek az R-re vald
leszlikitését. Ezutan a fajlagos entrépiat a (v, T') fiiggvényében (az R halmazon)
az 1.6. képleteibdl szarmazd

Os 1 Oe s OP

aT — TIT’ ov AT
Osszefiiggésekbél meghatarozhatjuk.

Végiil a fajlagos entrépia definicidja alapjan a kémiai potencialt is megkapjuk
a (v,T) fiiggvényében (az R halmazon).

R az anyag regularis tartomanya lesz, és a D konstiticiés tartomany az R-
et tartalmazé barmely olyan részhalmaz R lezartjaban, amelyre a konstiticios
fiiggvények folytonosan kiterjeszthet6k (példdul D = R).

Vegyiik észre, hogy ezzel az eljarassal mind a fajlagos bels6 energiat mind a
fajlagos entrépiat legfeljebb egy additiv allandé erejéig tudjuk meghatarozni.

1.8. A Nernst-féle tulajdonsag

A termodinamika harmadik f6tétele a konstiticids fiiggvényeknek a nulla
homérséklethez kozeli viselkedésére vonatkozik. Tobbféle formaban szoktak ki-
mondani, legtobbszor azt koévetelik meg, hogy az entrépia nulldhoz tartson,
mikozben a homérséklet a nulldhoz tart. Ez azonban nem elég ahhoz, hogy
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megkapjuk azokat a fontos egyéb tulajdonsdgokat, amelyeket le szoktak “ve-
zetni”. A Nernst altal megfogalmazott harmadik f6tételt mi erésebb feltételek
mellett mondjuk ki, és nem koveteljiik meg altalanos érvényi igazsagnak, hanem
(mint eddig és ezutédn is sok mindent) korldtozé tulajdonsdgként értelmezziik.

Definicié Egy (D,¢, P, R) egyszert anyagot Nernst-félének nevezink, ha
— entropikus,
- Op:=Dn((m** x{0}) #0,
- 5 €és g—; folytonosan kiterjeszthetd Op-re ugy, hogy a kiterjesztések Op-n
dllandok.

Masképpen ugyanezt igy fogalmazhatjuk meg:

— létezik olyan vy € (m3)T, hogy (vo,0) a D torlédasi pontja,

— létezik az s fajlagos entropidnak és g—;—nek a hatarértéke minden olyan
(vo, 0) pontban, amely torléddsi pontja D-nek, és a hatérérték fiiggetlen vp-t6l.

Nernst-féle anyagra tehat az R minden (v, 0) torléddsi pontjdban létezik

lim s(v,T) =: sg,
(01 T 20T =750
és sg fuiggetlen v-t6l. Minthogy a fajlagos entrépia csak egy additiv allandd
erejéig van meghatarozva, Nernst-féle anyag esetén valaszthatjuk dgy, hogy sg
— “az entrépia a nulla hémérsékleten” — nulla legyen.
Nernst-féle anyagra %g—} = g—; alapjan g—; hatarértéke az Op pontjaiban
nulla.
Felhivjuk a figyelmet, hogy (vg,0) lehet gy torléddsi pontja D-nek, hogy
(vo,T) nincs benne D-ben a nulla kornyezetében levé semmilyen T-re, tehdt
s-nek a (vg,0)-beli limesze nem 4llithaté eld %irrb s(vg, T') alakban (jé példa erre

a 2.2. pontban ismertetett van der Waals-anyag esetén a (b, 0) pont).
Minthogy rogzitett v esetén T +— e(v,T) szigortian monoton csokken és alul-
r6l korldtos, ha (vg,0) az R olyan torlédési pontja, amelyre (vo,T) € D a
nulldnak egy kornyezetében levd (pozitiv) T-kre, létezik (nemcsak Nernst-féle
anyagra) %iinoe(vo,T)7 ez az érték azonban fiigghet vg-t6l. Ekkor Nernst-fé-

le anyagra az f fajlagos szabadenergidanak, definici6jabol adédéan, szintén van
hatérértéke (vg, 0)-ban, és

71}31() f(vo, T) = 71}21() e(vo, T).

1.9. Feladatok

1. Vezessiik le az entropikussag 1.6. pontban ismertetett sziikséges feltételét.
2. Bizonyitsuk be: az entropikussag feltétele egyenértékii azzal, hogy

oF o _

, = —5.
Ov oT
3. Szarmaztassunk konstiticiés relacidkat az 1.7. pontban leirt médszerrel
az alabbi nyomdsfiiggvényekbdl kiindulva.
a) Adott az alkalmas fizikai dimenziéji a és b pozitiv dllandé valamint a Tp
hémérséklet,

Ry :={(v,T) | a(T — Tolog(T/Tp)) — bv > 0},
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P, T):=a(T —Tylog(T/Tp)) — bo.

b) Adott az alkalmas fizikai dimenziéji a, b és ¢ pozitiv dllando,

Ry = {(U,T) | 2a(v — bT) — v% < o},

P(v,T) :=a(v—bT)* + g
¢) Adott az alkalmas fizikai dimenzidji a, b és ¢ pozitiv dllandd,

Ro = {(0,T) | aT(b— v) + U% > 01,

P(v,T) = al(b—v) + g

4. Adjuk meg az el6z6 feladat példdiban R-et és a lehetd legh6vebb D-t.

5. Szokdsosan csak azt kovetelik meg a Nernst-féle “posztulatumban”, hogy
létezzen az entropia hatarértéke a “nulla hGmérsékleten”, és ebbe hallagatdla-
gosan beleértik azt is, hogy a hatarérték legyen fiiggetlen a fajlagos térfogatér-
tékektol.

Ezutdn az s = %f (ahol f a fajlagos szabadenergia) Gsszefliggés alapjdn meg-
allapitjak, hogy e-nek és f-nek a hatarértéke egyenl6 a nulla homérsékleten. Ez
azonban csak akkor igaz, ha legaldbb az egyiknek 1étezik a hatarértéke, ami nem
feltétleniil teljesiil (kivétel, mint 14ttuk, ha a hatérértéket lim forméban lehet

—0
megkapni).
Majd a L’Hospital szabalyra hivatkozva azt allitjak, hogy g—; — g—} hatarér-

téke a nulla hémérsékleten szintén egyenld az s hatarértékével, azaz nullaval. A
2. feladat Osszefiiggései alapjan ebbdl arra kovetkeztetnek, hogy g—} hatéarértéke

a nulla hémérsékleten nulla. A L’Hospital-szabaly azonban igy szdl: ha létezik

Oe of

orT oT
- ()

hatarértéke T' — 0 esetén, akkor 1étezik

e —f
=5 kk
hatérértéke is, és a hatarértékek egyenlGk, és nem ugy — egyszeri ellenpélda
adhat6 —, hogy ha létezik a (xx) hatérértéke, akkor a (x) hatdrértéke is.
Ha tehat csak az s nulla homérséklet hatarértékét tessziik fel, nem tudjuk
kovetkeztetni a g—; hatérértékének létezését (még akkor sem, ha s hatdrértékét

%irrb formaban lehet megkapni).

Tovabba masképp megfogalmazva, de 1ényegében abbdl, hogy az entrépia ha-
tarértéke a nulla hémérsékleten fliggetlen a térfogattol, azt kovetkeztetik, hogy
% hatarértéke is nulla, ami a

T 'TY — s(v. T
0= tim 20T _ g $0LT) s, T)

T—0 Ov T—0 v —v v —w

egyenléséghdl “nyilvanvalé”, ha a széban forgd hatarértéket T — 0 formaban
lehet szamitani, és a két limesz sorrendje felcserélhetd; csakhogy ezek egyaltalan
nem teljesiilnek sziikségszeriien.
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Az olvasénak most azt a feladatot tiizziik ki, hogy vizsgalja meg, mennyire
(milyen feltételek mellett) igaz a szokdsos termodinamika-konyvekben taldlhaté

lim OP(v,T)

T—0 oT =0

kijelentés.

2. Néhany specialis egyszerl anyag
Itt és a tovabbiakban k a Boltzmann-allandot jeloli:
k=1,38...-10"2J/K.

A targyalt anyagok mindegyikérdl feltesziik, hogy entropikus, konstitiicids
fliggvényei folytonosan differencidlhatok, és az 1.7. pontban mondottak szerint
szarmaztatjuk a konstiticiés fiiggvényeket abbdl, hogyan fiigg a nyomaés a faj-
lagos térfogattdl és a homérséklettsl. Csak az eredményeket k6zoljiik, a szamo-
lasok részleteit az olvaséra bizzuk.

2.1. Az idealis gazok
Ry := (m®)T x (KT, P, T) = —.

Ebbl
e(v, T) = &(T),

ahol ¢ : (K)* — (J)" folytonosan differencidlhaté fliggvény, amelyrdl feltesz-
sziik, hogy intervallumon van értelmezve, és a derivéltja mindeniitt pozitiv. A
nyomasra vonatkozé bels6 stabilitasi feltétel mindeniitt teljesiil, tehat

R = (m*®)T x Dome.

Legyen ¢ :=¢'.
Rogzitve egy Ty homérsékletet és bevezetve az

T
n(T;Ty) := exp (]/ c(C;Z))T dr

0

fliggvényt azt kapjuk, hogy
5(v,T) = <(To) log (T To) + k log - (v.7) € R),
0

ahol vy rogzitett fajlagos térfogat.

A logaritmus azonossagai kinaljék, hogy a jobb oldali kifejezést Gsszevonjuk.
Vigyaznunk kell azonban, nehogy a formélis atalakitassal hibat kovessiink el:
példaul ¢(Tp) nem vihetd be a logaritmus ald hatvénykitevének, mert nem valds
szdm, hanem (J/K) eleme. Viszont azt irhatjuk, hogy

s(v,T) = klog (n(T, Tp) "+ UO) -
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Végil a kémiai potencidlra
w,T)=¢e(T)+ kT — Ts(v,T) ((v,T) € R)

adodik.
Erdemes kiilon megvizsgalni azt a specialis esetet, amikor

e(T)=MeT+ey (Te(K)),

ahol A és eg pozitiv dllandék. Ekkor R = (m3)* x (K)* és n(T;Ty) = Tlo, tehat

5(U,T):klog<<T£0>/\v%>,
(0, T) = kT <A+1 ~log <(TZO>AU%>> + eo.

Ha a v fajlagos térfogat helyett a V = Lv moltérfogatot hasznaljuk, akkor
az R := kL ugynevezett gézallandéval (figyelem: ez az R egészen mds, mint
az eddig szereplé R reguldris tartomdny) az idedlis gdzok nyomdsdra vonatkozd
konstitucids fiiggvény

és

N T
P, 1) = 2L,
Vv

Meg kell még emliteniink, hogy sokszor az e allandét nullanak veszik. Ez azt
jelentené, hogy abszoltt nulla fokon a belsé energia nulla. Ha a bels6 energiaba
csak a molekuldk kolcsonhatasat és mozgdsi energidjat értenénk bele, akkor ez
rendben is volna. Azonban, mint mar emlitettiik, a kémiai reakciék termodina-
mikai targyaldsa megkoveteli, hogy a belsd energidba a kémiai (kotési) energidt
is beleértsiik, és éppen errdl adhat szamot eg.

Az idedlisgaz-figgvények jol alkalmazhatdk valds gazok lefrasara magas ho-
mérsékletek és nagy fajlagos térfogatok esetén. A valds gazok leirdsdra a mik-
roszképikus szerkezetrdl alkotott elképzelések és mérések alapjan tobbféle kons-
titucids fuggvény sziletett, ezekbdl ismertetiink néhanyat a kévetkezd példék-
ban.

2.2. A van der Waals-féle anyagok

Adottak a (megfeleld fizikai dimenzi6ji) a és b nemnegativ allanddk, ame-

lyekkel
kT 2a
Ry = T b, ——=+—5<0
0 {(’U, ) v > ) (’U—b)2+7]3< }a
kT a
P(’U,T)— v—b _U_2

Jegyezzik meg, hogy Ry meghatarozasiban a masodik egyenlOtlenség ép-
pen azt a halmazt adja meg, ahol a P fiiggvényt leiré formuldnak a v szerinti
derivaltja negativ. Ebbdl

o(v.T) = &(T) - °.
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ahol € : (K)* » (J)T folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amelyrél feltesz-
sziik, hogy intervallumon van értelmezve, és a derivaltja mineniitt pozitiv. Ek-
kor

R:={(v,T) € Ry | T € Dome}.

Az el6z6 pontban bevezetett ¢ és n fiiggvényekkel most

s(v, T) = «(To) log n(T, Tp) + klog

Z:b (v,T) € R).

b

(Y

Itt is kiilon figyelmet érdemel az
e(T) = AkT + eg (T € (K)*")

specidlis eset, ahol \ és ey pozitiv dlland6k. Ekkor ismét n(T'; Tp) = Tlo

b =0 és a = 0 esetén visszakapjuk az idedlis gazok fliggvényeit. SGt azt
is latjuk, hogy v > b és kT > % valamint £(T') > ¢ esetén az itteni
fliggvényeket jol kozelitik az idedlis géz fiiggvényei.

Talan érdemes megemliteni: ne engedjiink a kisértésnek, hogy az idedlis géz-
zal val6 kozelitést a b ~ 0, a ~ 0 formaban fogalmazzuk meg, mert ilyen kozelité
egyenléségeknek nincs értelme. Ugyancsak helytelen volna az el6bbi masodik és
harmadik egyenlGtlenség helyett azt megkovetelni, hogy v > a, ami formai-
lag jonak tinik, azonban nincs értelme, minthogy a és v nem Gsszehasolithato
mennyiségek, 1évén més a fizikai dimenziéjuk: a € (m°kg/s?), v € (m?).

2.3. A Clausius-féle anyagok

Adottak az a, b, c nemnegativ allandok,

2 Ay
Ro::{(v,T) v>b, k%>u}

(v+c)?
kT a
T)= — .
Pl.T) v—>b T(v+c)
Ebbdl 5 N
a v+e
T)=¢(T —1
(0, T) = =(T) + 2 1o L1

ahol vy adott fajlagos térfogat és e : (K)* »— (J)* folytonosan differencidlhaté
fliggvény, amelyrol feltessziik, hogy az értelmezési tartomédnya intervallum, és

R:= {(v,T)eRO

2a v+c
T — ] .
e<>>qﬂog%+c}¢@

Az idedlis gazoknal bevezetett ¢ és n fiiggvényekkel most

v—>b a v+ec
s(v, T) = ¢(To) log n(T, Tp) + klog P + g log s

(v, T) € R).

b =0, a = 0 esetén — tetszoleges c és vy mellett — ismét visszakapjuk az altala-
nos idedlis gdzok konstiticiés fiiggvényeit. Tovabba az idedlis gazok fiiggvényei

jol kézelitik az ittenicket akkor, ha v > b, kT2 > “W=b) ¢s o(T) > L ‘log vte

v+c vo+c
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2.4. A Berthelot-féle anyagok

Adottak az a és b nemnegativ allandok,

Ro:={(v,T) |v>bT, kT??>a(v—bT)?},

Ebbél

ahol vy adott fajlagos térfogat és ¢ : (K)* — (J)T intervalumon értelmezett
folytonosan differencidlhaté fliggvény, amelyre
2a v 20kT b2 kT?

gl(T)_ﬁlog%_v—bT_ CETRE >0}7§@.

Rf{mn

Az idedlis gazokndl bevezetett ¢ és n fliggvényekkel most

- bT bkT a
g

v
T) = ¢(Tp)1 T,Tp)+k1 -
s(v,T) = ¢(Tp) log n(T, To)+ 08 o — 0Ty v —0bT

g~ ((v,T) € R).
Vo
Az a = 0, b = 0 most is visszaadja az idedlis gaz fliggvényeit. Tovabba
v > 0T, kT? > M és e(T) > 2 bkT?

log 5—0 — 'ube‘ esetén az idedlis gaz jol
kozeliti a Berthelot-féle anyagot.

2.5. A Kammerlingh Onnes-féle anyagok

P, T) = kTT (l—i-i#)

n=1
alakti nyomdsfiiggvénybdl indulunk ki, ahol ¢, : (K)T — ((1/m3)")* differen-
cidlhato fligggvények, amelyeket viridlegyiitthatéknak szokds nevezni.
Ry azokbdl a (v, T') parokbdl all legb6vebb nyilt halmaz, amelyekre a

OOch > cn (T
5 el > 1)

n=1

sorok abszolit és lokalisan egyenletesen konvergensek, és amelyekre
= en(T)
-1- 1)——= < 0.
;m +1)=

Ha azt is kikotjiik, hogy olyan halmazra szoritkozunk, amelyen a

ff“ﬂ
m
n=1

sor is abszolut és lokalisan egyenletesen konvergens, akkor

e(v,T) = &(T) — kT? i %

n=1
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ahol € a mar korabbiakban is szerepld fliggvény, és persze most is megkovetel-
jik, hogy ne legyen iires az a halmaz, ahol e-nek a T szerinti parcialis derivaltja
pozitiv.

A mar szokésos jelolésekkel most

= cn(T)+TC (T
o(0,T) = e(To) log (T, To) + klog = — 1 3 )T Ten()

(%) num

n=1

2.6. Megjegyzések

Az ismertetett konstiticiés fiiggvényeket anyagok termodinamikai viselkedé-
sének lefrasara allitottak fel. Féleg gazokra alkalmazhatok, de azokra is csak a
termodinamikai valtozok valamely tartomanyaban. E fiiggvények tehat bizonyos
anyagoknak bizonyos korilmények kézott jé modelljei. Erdemes ezt hangsulyoz-
ni: egy valdésagos anyag sokkal bonyolultabb annal, hogysem egyszerti analitikus
fliggvénnyekkel lehessen tiikkrozni a tulajdonsdgait. A széban forgd fliggvények
mindeniitt differencidlhatésaga is nagyon er6s kovetelmény, ami dltaldban nem
teljesiil; majd latni fogjuk, az anyag fazisait sokszor éppen e fliggvények torései
valasztjak el egymastol.

Az el6z6 fejezet feladataiban is szerepeltek konstiticids fiiggvények; azok
nem valdsidgos anyag modellezését hanem pusztan gyakorlds céljat szolgaltak,
egyszertségiiknél fogva konnyen végre lehetett hajtani rajtuk a sziikséges elja-
rast.

2.7. Feladatok

1. irjuk le a Callendar-féle anyagokat az a, b nemnegativ allanddkkal a

kT

P@,T) = —p—a
T

nyomasfiiggvénybdl kiindulva, amelynek értelmezési tartoméanya a pozitiv neve-
z6t és v szerinti negativ parciélis derivaltat adé (v, T') pdrokbdl all,
2. A v > b esetére érvényes

vibqul—lb/vzl;<l+i<z>n>

n=1

sorfejtés segitségével a van der Waals-anyagot Kammerlingh Onnes-féle alakba
irhatjuk.

Adjunk meg a Clausius-, Berthelot- és Callendar-féle anyagokat is Kammer-
lingh Onnes-formaban.

3. Idedlis gz nem lehet Nernst-féle: R-nek a 2.1. pontbeli kifejezése alapjan
csak két eset lehetséges:

(i) R-nek nines (v,0) alaki torléddsi pontja,

(ii) minden v-re (v,0) torléddsi pontja R-nek.

Ez utébbi esetben viszont az entrépia 2.1. pontbeli alakjabdl latszik, hogy a
(v, 0)-beli hatdrérték, ha létezik, nem fiiggetlen v-t4l.

van der Waals-, Clausius- és Berthelot-féle anyagok esetén R-nek legfeljebb
egy (v,0) alaku torlédasi pontja van; lehetnek-e ezek az anyagok Nernst-félék?
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Mit tudunk mondani ilyen szempontbdl a Callendar-féle anyagokrdl?
4. Legyen

¢(T) = M exp (_%> ,

ahol A > 0 (példdul A = 3/2), és Tp adott hémérséklet. Az exponencidlis fiige-
vény jol ismert tulajdonsagai alapjan

T
lim ¢(T) = Ak, im <) _ g

T—00 T—0 T™

minden n nemnegativ valds szdmra. Specidlisan n = 1 esetén T' +— # folyto-
nos fliggvény, amelynek a hatérértéke a nulldban nulla.

Vizsgéljuk meg ezzel a fliggvénnyel a 2.1. szerint meghatérozott n(T,Tp)
tulajdonsagait.

5. frjuk fel az idedlis gaz fajlagos entalpidjat és fajlagos szabadenergiajat
mint a (v,T') fiiggvényét a ¢ = Ak esetben.

3. Allapotvaltozas-jellemzdk

3.1. Jelolési megallapodas

Ebben a fejezetben rendes egyszerli anyagok bizonyos folyamatainak formai
tulajdonsagairdl lesz szé anélkiil, hogy az irant érdeklédnénk, miként jonnek 1ét-
re ilyen folyamatok, vagy létrejohetnek-e egydltalan. Vizsgédlataink az anyagok
fontos megfigyelheté6 mennyiségeinek — hétdguldsi egyiitthatd, fajhd sth. — és
konstiticids fiiggvényeinek kapcsolatarol adnak felvilagositast.

Egy adott anyag folyamata azt jelenti, hogy az anyag allapota valtozik az
idében, tehédt valamely idSintervallumon értelmezett ¢ — e(t), t +— v(t), t —
T(t), t — P(t), t — u(t) fuggvényeink vannak. A tovdbbiakban csak rendes
egyszerl anyagot tekintiink; ekkor a kozéps6 két fliggvény mar meghatarozza
a tobbit: e(t) = e(v(t),T(¢)), P(t) = P(v(¢),T(¢)), p(t) = p(v(t), T(t)). Arra
az esetre szoritkozunk, amikor a folyamatok a regularis tartomanyban futnak és
folytonosan differencidlhaték. Tehat a folyamatok a kovetkezOkben intervallu-
mon értelmezett, folytonosan differencidlhaté t — (v(t), T'(¢)) fliggvények.

Most eloszor taldlkozunk azzal a kettOsséggel, hogy ugyanaz a betli két kii-
16nb6z6 — de egymashoz természetesen szorosan kapcsolédd — matematikai ob-
jektumot jelol. Példdul T jelol egy hémérsékletértéket, azaz (K)* egy elemét, és
jelol egy hémérséklet értéki fuiggvényt, azaz egy idSintervallumon értelmezett
(K)™ értékii leképezést. Ennek megfelelden, ha ¢ a hémérséklet és a fajla-
gos térfogat valamely fiiggvénye, akkor ¢ jeldlheti magat a ¢ fliggvényt és a
t— p(v(t), T(t)) leképezést is. Ez a kettdsség sokkal tobb elénnyel jar a formu-
lak attekinthet6sége szempontjabol, mint hatrannyal abbdl a veszélybol, hogy
Osszetévesztiink kiillonb6z6 dolgokat; egy kis odafigyeléssel a tévedést teljesen
kikiisz6bolhetjiik.

3.2. Specialis tipusu folyamatok

Bizonyos specidlis tipusu folyamatok kiilonlegesen fontosak; ezekre a kovet-
kez6 elnevezések honosodtak meg:
— izochor, ha a térfogat dllando,
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— izoterm, ha a homérséklet allando,

— izobdr, ha a nyomaés dllando,

— izentropikus, ha az entrépia allando.

Néhanyszor hivatkozunk a termodinamika els6 fétételének a Bevezetés 7.
pontjdban szerepl6 alakjira, amelyben tgynevezett idealis munkavégzést tekin-
tink, azaz w = —Pv; igy tehat

é=q— Pv.

Minthogy a feltételezésiink szerint a folyamatok értékei a regularis tarto-
manyban vannak, ezt atirhatjuk tgy, hogy csak a fajlagos térfogatnak és a
hémérsékletnek az idéderivaltja szerepeljen benne:

(%+P>®+§—;T:q.
Adiabatikusnak nevezziik a folyamatot, ha nincs hédtadéas (a test hdszi-
getelve van); ekkor é = —P.
Ha a test entropikus, akkor a t — s(t) := s(v(t),T(t)) fliggvényre T's =
é+ Pv, kovetkezésképpen az adiabatikus folyamatok megegyeznek az izentropi-
kus folyamatokkal.

3.3. Egyéb kényszerfolyamatok

Az el6bb ismertetett folyamatokat valamely “kényszer” befolyasolja: a faj-
lagos térfogat vagy a hémérséklet nem valtozik (izochér illetve izoterm folya-
matok), vagy a véltozdsuk nem fliggetlen egymdstél (izobar, izentropikus vagy
adiabatikus folyamatok). Ez utébbiakndl a térfogat és a hémérséklet id6deri-
valtja kozott rendre a

oP . 0P,
%U‘Fa—TT—O,

Os . Os .
%’U+87TT70’

Oe . Oe .

Osszefiiggés teljestl. Itt az idoderivaltak mellett all6 szimbdlumok a kettos je-
161ésiink értelmében a ¢ +— %—f(v(t), T(t)) stb. fuggvényt jelentik.

A tovabbiakban ezeknek dltalanositdsaként olyan folyamatokat vizsgalunk,
amelyekben a térfogat és a hémérséklet valtozasa nem fiiggetlen egymastdl, ha-
nem valamely a : (m3)™ x (K)* — (u/m?) és b : (m3)" x (K)* — (u/K)
folytonos fiiggvényekkel

ai + b7 =0
all fonn, ahol u tetszOleges mértékegység. Itt is a kettds jelolésiink értelmében
az idéderivéltak mellett a jelek a ¢ — a(v(t), T(t)) és a ¢t — b(v(t), T(t)) figg-
vényt jelentik. Ilyen folyamatok példdul azok (de nem csak azok), amelyekben
egy M : (m3)T x (K)* — (u) folytonosan differencidlhaté mennyiség dllandé:
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Ha nincs specidlis kiilon elnevezése (mint példdul izobar stb.), akkor ezeket
a folyamatokat a-b—folyamatoknak hivjuk, amelyekre

b . a
v DO —-T, To>——v *
" A (*)
is teljesiil; a tartalmazds azt mutatja, hogy a bal oldal bévebben lehet értelmez-
ve, mint a jobb oldal, amely csak ott értelmes, ahol a nevez6 nem nulla.

3.4. Hotagulasi egyiitthatdk

Ha elosztjuk az elébbi (x) elsé Osszefiiggését v-vel, akkor a bal oldalon a
térfogat relativ valtozasat kapjuk, a jobb oldal pedig ardnyos a hémérséklet-
véaltozassal. Ezért az ardnyossdgi tényezot, vagyis a (most mar az id6fiiggéstél
“megszabaditott”)

STt (K)o (1K)
va
mennyiséget a—b-hétdaguldsi egyiitthaténak nevezziik (természetesen, ha a
a-val és b-vel jellemzett folyamatoknak van sajat elnevezése — példdul izobar —,
akkor a hétatuldsi egylitthatot is ezzel a névvel kiillonboztetjitk meg).

Specidlis egyszeri eset az dllandé nyomdson vett (izobdr) hétdguldsi egytitt-

haté (a és b a P parcidlis derivéltjai),

1 oP

o= = oT
T\ er )

ov

amely értelmes az egész regularis tartomanyon.

Masik specialis egyszerii eset az adiabatikus hétagulasi egyiitthato, amely-
ben b = g—;, a= % + P, természetesen csak olyan tartomanyban, ahol a nem
nulla.

3.5. Rugalmassagi egyiitthatok, kompresszibilitas

A nyomasra a

. oP. oP,

egyenldséghdl a 3.3. pontbeli (x) mdssodik Gsszefliggésének a felhasznaldsdval,
és mint az el0bb, elosztva v-vel, azt kapjuk, hogy

P OP OPa\ (v
v|l——-—=—-]1-].
ov 0Tb v
A nyomdsvaltozas ardnyos a relativ térfogatvaltozassal; az ardnyossagi té-
nyezé negativjat (ami tobbnyire pozitiv), vagyis a

v (—— + ——) L (m3)* x (K)* — (Pa)

fliggvényt a—b-rugalmassagi egyiitthatonak, a reciprokat pedig a-b-komp-
resszibilitasnak nevezziik.
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Specidlis egyszer(i eset az alland6 hémérsékleten vett (izoterm) kompresszi-
bilitds (a és b a hémérséklet parcidlis derivaltjai, azaz a = 0, b = 1),

el 1
v (=%)

Masik specidlis egyszeri eset az adiabatikus kompresszibilités.

3.6. Fesziiltségi egyiitthatok

A nyomdsra a 3.3. pontbeli () els Osszefligggésének a felhasznalasaval, majd
P-vel osztva azt kapjuk, hogy

P _1(0Pb 0P\,
- D=|a—+=]|T.
P~ P\Ova OT
A relativ nyomasvaltozas ardnyos a homérsékletvéltozdssal; az ardnyossagi
tényez6t, vagyis a

5 (“Gest Gp ) ) x ()* = 1/)

fliggvényt a—b-fesziiltségi egyilitthatéonak nevezziik.
Specidlis egyszeri eset az dllandé térfogaton vett (izochdr) fesziiltségi egyiitt-
haté (a és b a fajlagos térfogat parciélis derivaltjai, azaz a =1, b = 0),
1 0P
Bi==—.
P oT

Masik specidlis egyszerii eset az adiabatikus fesziiltségi egytitthato.

3.7. Fajhdk

Az elsd 8tételbdl a-b—folyamatban a 3.3. pontbeli (x) elsd Osszefiiggés fel-
hasznaldsaval azt kapjuk, hogy

de b [0e .
(ﬁ—a(%+P>>TCq.

A héédtadds ardnyos a homérsékletvaltozassal; az egylitthatét, vagyis a

Oe b [Oe

T a (% +7’> L (m?)T x (K)* o (J/K)

fiiggvényt a—b-fajhének nevezziik.
Fontos specidlis eset az dllandé térfogaton vett (izochér) fajhd (a = 1, b = 0),
Oe

= o

valamint az dllandé nyomdson vett (izobdr) fajhd (a és b a P parcidlis derivalt-

jad),
Oe oz Oe
= r T (@ (%”’)’

amelyek értelmesek az egész reguléris tartoméanyon.

Megemlitjik, hogy itt a fajhd egy részecskére vonatkoztatott mennyiség.
A gyakorlatban a tomegegységre vonatkoztatott mennyiséget hasznaljak fajho-
ként, amely az itteni fajhonek és egy részecske tomegének a hanyadosa.
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3.8. Latens hoék

Izoterm folyamatban az els6 f6tételbol

Oe .
<%+P)v_q

adodik: a héatadas ardnyos a térfogatvaltozassal; az aranyossagi tényezot, va-
gyis az

Oe :
[y = £ P (m*)t x (K)" — (Pa)
v
mennyiséget tagulasi (vagy dilatdciés) hének nevezziik. '
Tekintsiink most egy M mennyiség valtozasat izoterm folyamatban: M =

%—T@. Ezzel
Oe 1 .
ov

A héatadds ardanyos a M valtozdsaval; az ardnyossagi tényezét, vagyis az

mennyiséget M-latens hének nevezziik.
A térfogati latens hé az iménti tdgulasi hé; a nyomadsra vonatkozé latens hot
kompressziés hének hivjuk.

3.9. A hétagulasi tulajdonsag

Egyszerti tapasztalataink arra utalnak, hogy a tdgulasi h6 pozitiv: ahhoz,
hogy egy test allandé hémérsékleten kitaguljon, hét kell kozolni vele. Vigyazat-
ra int azonban az, hogy 0°C és 4°C ko6zott a vizre ez nem igaz: akkor tagul, ha
ho6t vonunk el tole. Emlékezziink, 1.3. pontban mar més szempontbdl is emlitet-
tik a vizet, mint ellenpéldat: a széban forgd tartomanyban allandé térfogaton a
hémérséklet novelésével csokken a nyomas. E két “rendellenes” viselkedés azon-
ban kiegyenliti egymast; ezt a kiegyenlitoédést a kovetkezé altalaban is fontos
meghatarozasban foglaljuk Gssze.

Definicié Azt mondjuk, hogy a (D,e, P, p, R) egyszerd anyagra teljesil a hé-
tagulasi tulajdonsag, ha R-en

Oe oP
— — > 0.
<8v+P> or =0

Entropikus anyagra 1.6. szerint, ha az entrépia kétszer differencialhato, tel-
jestl a hotagulasi tulajdonség.

3.10. Az allapotvaltozas-jellemz6k gyakorlati jelentosége

Az el6z6ekben bevezetett mennyiségek értelmezésénél és kisérleti meghatéro-
zésanal mellékes a folyamatok tényleges idébeli lefutasa, csak az allapotvaltozas
milyensége és mennyisége az érdekes. A hémérséklet és a térfogat megvaltoza-
sat a szokasos “deltaval” jelolve példaul azt irhatjuk, hogy allandé nyomaéson
torténo valtozas esetén

Av

~ TYAT.
"~ a0, )
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Ezért is nevezziik a targyalt mennyiségeket allapotvaltozas-jellemz6k-
nek. Ezek kisérletileg viszonylag kénnyen, jol mérheték (a bels6 energia vélto-
zésa seholsem szerepel), és felvildgositast adnak a konstitiicids relaciokrdl, hiszen
példaul

o _p, a_0oP
Ok k 0T
(pontosabban nem egyenléségek &llnak itt, hanem csak C tartalmazdsok).

A nyomasra vonatkozé konstitucids fiiggvény és az allandé térfogaton vett
fajh6 ismeretében pedig mar meghatarozhatjuk az energidra vonatkozdé kons-
titucios fliggvényt, és entropikus anyag esetén a fajlagos entrépiat is mint a
fajlagos térfogat és a homérséklet fiiggvényét, legalabbis lokdlisan. Valéban,
1.7. szerint barmely (v, Tp) € R egy kornyezetében levd (v, T)-kre

01) = o)+ [ tamyirs [ (128D )

To vo
és entropikus anyagra

T v

o [ e [OPOT),
To v

3.11. Az idealis gaz allapotvaltozas-jellemzo6i

Szarmaztassuk az el6bbiekben bevezetett mennyiségeket idedlis gézra. Igen
egyszertien kapjuk, hogy

1 1
Q= ﬂ - Ta -
tovabba ¢, és ¢, nem fiigg a fajlagos térfogattdl, és

¢ — ¢ = k.

Tapasztalatok és elméleti (statisztikus mechanikai) meggondoldsok mutat-
jék, hogy nem tul alacsony hémérsékleten és elég kis siirliség (nagy fajlagos
térfogat esetén) egyatomos molekuldk esetében a gdzok allandé térfogaton vett
fajhéje koriilbeliil %k:, kétatomos molekuldk esetében pedig gk Ezért el szoktak
fogadni, hogy az idedlis gazok fajhdje fiiggetlen a hémérséklettol és a fajlagos
térfogattdl, és (az dllandé fliggvényt egyszerii betiivel jelolve)

— egyatomos idedlis gazra ¢, = %k,

— kétatomos idedlis gazra ¢, = %k

Ennek megfeleléen

— egyatomos idedlis gézra c, = %k,

~ kétatomos idedlis gézra c, = Zk.

3.12. Halmazallapotvaltozas-jellemzok

Eddig olyan folyamatokat tekintettiink, amelyekben az anyag halmazallapo-
ta nem véltozik. A halmazallapotvaltozdsokat (elsérendli fazisatalakuldsokat)
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csak késobb targyaljuk, de a réluk mondandénk egy része logikailag ehhez a
fejezethez tartozik; ezért kérjiik az olvasot, ugorja at a kovetkezd pontokat, és
térjen vissza a 6. fejezet utdn, amelynek a fogalmait és jeloléseit is hasznaljuk.

Vegyiink egy anyag két olyan fazisdban levé testet, amelyek elsérendd fa-
ziskapcsolatban vannak egymdssal. A fézisatalakuldsban a testek tomege azaz
részecskeszama, is valtozik, ezért az els6 fotételt a két testre

Ey=Q1— PiVi + pi Ny,
Ey = Qo — PoaVa + o Ny

formédban irhatjuk fel. Természetszertileg csak olyan folyamatokat tekintiink,
amelyekben az Gssz-részecskeszam allando: Ny + N, = 0.

Azt az (idealizdlt) esetet vizsgaljuk, amikor a halmazallapotvaltozds a I' fa-
zisgorbén levd, adott T hémérsékleten és P nyomdson megy végbe. (Példaként
gondoljunk egy edény vizre, amely adott nyomasu és elég alacsony hémérsékletii
leveg6ben van. A viz lehiil egészen a nyomasnak megfelel$ fagyasi hdmérséklet-
re, és elkezd fagyni; fagyas kozben a viz hémérséklete és nyomaésa — legalabbis jé
kozelitéssel — dllandé és azonos a jég homérsékletével illetve nyomdsdval.) Ekkor
mindkét fazisban a fajlagos bels6 energia és a fajlagos térfogat is dllando, és az
els6 fotétel az

e1Ny = Q1 — Puy Ny + Ny,
—esN;| = Qo + PvaNy — o Ny

alakot 6lti, ahol természetesen v1 = v1 (7T, P) stb. Ebbél

Q1+ Q2 =T(s1(T, P) — s2(T, P))N1.
Az 6sszhé ardnyos a részecskeszamvaltozassal; az ardnyossagi tényezot, vagyis a
FH(J/S)a (TaP)HT(Sl(T7P)_82(TaP))

mennyiséget a masodik fazisbol az els6be tortén6 atalakulasi h6nek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a I'-n a két fazis kémiai potencidlja megegyezik, tehat
az atalakuldsi hé hy (T, P) — ho(T, P) alakba is frhatd, ahol h a fajlagos entalpia
a homérséklet és a nyomas fiiggvényében.

Tovabba megjegyezziik, hogy az atalakulasi hé itt egy részecskére vonatko-
zik. Szokdasos alkalmazasokban az atalakulasi hét a tomegegységre vonatkoz-
tatjak; azt tehat az ittenibdl tgy kapjuk meg, hogy elosztjuk az egy részecske
tomegével.

3.13. Feladatok

1. A fejezet jelOléseivel
¢p = ¢y + alyv.

A hotagulasi tulajdonsag egyenértékii azzal, hogy al, > 0. Ha tehat ez
teljesiil, akkor ¢, > ¢,.
2. Mutassuk meg, hogy entropikus anyagra

L,k = aT,
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amibol
vTa?
Cp— €y = .
P K

3. Adjuk meg konkrétan az & adiabatikus h6tdguldsi egytitthatot, a & adia-
batikus kompresszibilitast és a 8 adiabatikus fesziiltségi egyiitthatot, és igazol-
juk, hogy

Cy

R
Ko

4. A reguldris tartomanyon a folytonosan differencidlhaté P fiiggvénynek a
fajlagos térfogat szerinti parcidlis derivéltja negativ, ezért az inverzfliggvény-
tétel értelmében minden T-re a v — P(v,T) hozzérendelés lokdlisan injektiv,
azaz létezik lokalis inverze: a fajlagos térfogat megadhaté a hémérséklet és a
nyomsds fliggvényében. Jeloljink egy ilyen fuggvényt igy: (T, P) — v(T,P).
Bizonyitsuk be, hogy e fliggénnyel

1 0v(T,P) 1 0vw(T,P)

a(v(Tv P)vT) = ’U(T, P) oT ) H(v(Tﬂ P)ﬂT) = 7’U(T7 P) OP

5. Hasznaljuk az elobbi feladat jeloléseit. A fajlagos bels6 energia is kife-
jezhet6 lokélisan a hémérséklet és a nyomds fiiggvényében: (T, P) — e(T, P).
Mutassuk meg, hogy a fajlagos entalpia (T, P) — h(T, P) := e(T, P)+Pv(T, P)
kifejezésével

Oh(T, P)
& (v(T.P),T) = = .

6. Igazoljuk, hogy van der Waals-anyagra

1 Tv  2a(v-b) 1 7T7a(vfb)
a(v,T) v—b kv? 7 Bv,T) kv 7
1 kT 2a

k(v,T) (v—0b)2 w2’
Adjuk meg a tagulasi ho kifejezését is.
7. Szarmaztassuk a Clausius- és Berthelot-féle anyagokra a fejezetben meg-
ismert egytitthatokat.
8. Mennyire (milyen feltételek mellett) igazak a szokdsos termodinamika-
konyvekben a Nernst-posztuldtummal (harmadik f&tétellel) kapcsolatban taldl-
hato kovetkezo kijelentések:

%1310 ¢p(v,T)=0, %1310 a(v, T)=0, 71113106(’0, T)=0, %1210 k(v, T)=0.

4. Allapotgorbék

4.1. Altaldnos tudnivalék

Az el6z6 fejezet értelmezése szerint egy anyag folyamatai az dllapotok id6beli
véltozdsat leird ¢ — (v(t), T(t)) fiiggvények, amelyekrdl most is feltessziik, hogy
a regularis tartomanyban futnak és folytonosan differencialhatok. Allapotgﬁr-
bének a folyamat értékkészletét nevezziik. Az allapotgorbéket sikvetiileteiken



46 I. EGYSZERU ANYAGOK

keresztiil tanulmanyozzuk. Minthogy a bels6 energia és a kémiai potencidl koz-
vetleniill nem mérheté6 mennyiség, a gyakorlatban az allapotgérbéknek csak a
v—T-, v—P- és T—P-sikra valé vetiiletei az érdekesek.

A 3.2. pontban bevezetett elnevezéseknek megfelel6en beszéliink specidlisan
izochoér, izobdr, izoterm és adiabatikus allapotgorbékrdl, ez utébbiakat izoter-
maknak illetve adiabataknak nevezziik.

Az izotermék vetiilete a v—T-sikon a “vizszintes” egyenesek, a T—P-sikon pe-
dig “figgéleges” egyenesek; tehat csak a v—P-sikra valo vetiiletiik érdekes; ezek
rogzitett T-k esetére a {(v, P) | P(v,T) = P} halmazok, vagy ami ugyanaz, a
v +— P(v,T) fliggvények grafikonja.

Az izobéar gorbéknek csak a v—T-sikra valé vetiilete érdekes; ezek a {(v,T) |
P(v,T) = const} alaku halmazok.

4.2. Adiabatak

Az adiabatikus folyamatokat az el6z6 fejezetben bevezetett mennyiségekkel
az

[0+ ¢, =0 (*)

Osszefiiggés jellemzi. Tudjuk a differencidlegyenletek elméletébdl, hogy az ilyen
folyamatok értékkészletét a v—T-sikban a

T ,(v,T)

dv — o(v,T)

differencidlegyenlet irja le. .
AP= %—,751') + g—?T egyenlGségbdl v-t illetve T-t kifejezve és (x)-ba helyette-
sitve azt kapjuk, hogy adiabatikus folyamatokban

(L,P + ¢, T =0,
illetve op
%Cp{) — CyP =0.
Ezek szerint az adiabataknak a vetiiletét a T—P-, illetve a v—P-sikon a
ar _ b
dP ¢,
illetve a
ap _ 0P ¢y
dv O ¢,

differencidlegyenlet irja le (eltekintve azoktdl a kivételes pontoktdl, ahol ¢, nulla
értéket vesz fel).

Ha az anyag entropikus, és ismerjiik a fajlagos entropiajat, akkor az adiaba-
taknak a v-T-sikra valé vetiiletét a {(v,T) | s(v,T) = const} forméban is meg
tudjuk adni.

4.3. Az idealis gaz allapotgorbéi

Olyan idedlis gazt vizsgdlunk (ldsd 2.1.), amelynek fajlagos belsé energidja
minden hémérsékletre értelmezve van, tehdt D = R = (m3)* x (K)™.
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4.1. Abra

4.2. Abra

4.3.1. Izotermak
Az idedlis gaz adott T hémérséklethez tartozd izoterméja a v—P-sikon a
{(v, P) | Pv = kT = const}

halmaz, amely az els6 negyedben futé hiperbolaidg. Nagyobb hémérséklethez
“magasabban” levé hiperboladg felel meg (4.1. dbra). Ennek alapjdn kony-
nyen elképzelhetjiik a P fliggvény grafikonjat (a termikus allapotfeliiletet) is:
az izotermakat a lap sikjaban hétrafelé eltoljuk a homérsékletiiknek megfeleld
mértékben, s igy kirajzolddik a 4.2. dbran lathato feliilet.

4.3.2. Izobar és izochor gorbék

Az idedlis gdz adott P nyomadsdhoz tartozé izobar gérbéje a v—T-sikon a

fenir- ()
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4.3. Abra

halmaz, amely az origdn athaladd félegyenes az els6 negyedben. Nagyobb nyo-
méshoz meredekebb egyenes tartozik (4.3. dbra).

Teljesen hasonléan egyenesek az izochér gorbék a T—P-sikon.

4.3.3. Adiabatak

Az idealis gaz entropikus, tehat adiabatai az izentropikus gorbék; az entrépia
2.1. pontbeli kifejezése alapjan ezeket

{(v,T) | n(T, To)C(TO)/kv = const}

alakban kapjuk meg. Ha ¢, = Ak (ahol A > 0 valds szédm, pl. 3/2 vagy 5/2),
akkor az adiabatdk a v—T-sikon

{(v,T) | T*v = const},

illetve a szokésos
_ % _q 1
T cy A

jeloléssel
{(v,T) | Tv"~! = const}

alakuak; az adiabatakat a masik két sikon
{(v, P) | Pv” = const}

illetve
{(T,P) | T"P*~7 = const}

alakban adhatjuk meg.

4.4. A van der Waals-anyag allapotgorbéi
4.4.1. A reguldris tartomany

A 2.2. pontban ismertetett van der Waals-féle anyag regularis tartomédnya az

kT 2a
>h —+—=<0
veh T T S }

Ry = {(U,T)
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4.4. Abra

halmaz része, amelyet a fajlagos belsé energidra tett megszoritas hataroz meg.
Vizsgélataink fiiggetlenek ettdl a megszoritastol, ezért célszertinek latszik elte-
kinteni téle, hiszen elég a végén az eredményekben figyelembe venni.

Ry nyilt halmaz, amelynek

I
(fufb)2+v5

hatarat konnyen megtalaljuk, ugyanis az els6 feltétel trividlisan egy “fliggdleges
egyenest” ad, a méasik pedig a

{(U,T)Ivzb}u{(vj)‘_ KT 2a }

20 (0
k03

atrendezésbol lathatéan a jobb oldali kifejezésnek mint v fiiggvényének a grafi-
konja. Ennek a fliggvénynek a menetét elemi differencidlszamitdsi médszerekkel
tanulmanyozhatjuk; tobbek kozott azt kapjuk, hogy maximuma van a 3b pont-
ban, a maximum értéke 8a/27kb (lasd 4.4. dbra). A grafikon alatti teriilet ki
van zarva a konstiticids tartoméanybodl, tehat Ry a vonalkazott rész.

T

4.4.2. Izotermdak

A van der Waals-anyag adott T" hémérséklethez tartozé izoterméja a v—P-si-

kon a &T
a
—_— = — >b
v (v—>) w2 (v>1)
folytonosan differencialhaté fiiggvény grafikonjanak az a része, ahol a derivaltja
negativ. Az el6z6 pontban mondottak szerint, a van der Waals-féle anyag

8a ] a

= 3b T = P = =
ve : < oTRb’ ¢ o7pe

kritikus mennyiségeivel, ha
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4.5. Abra

— T > T, akkor a derivalt mindeniitt negativ,

— T = T,, akkor a derivalt mindeniitt negativ, kivéve a v. pontot, ahol
nulla,

— T < T,, akkor a derivalt valamely vy és vy helyen nulla, v; < v. < vg, a
Ju1, va[ intervallumon pozitiv, v1-nél kisebb és vo-nél nagyobb helyeken negativ.

Az izotermékat a v—P-sikon a 4.5. dbra szemlélteti. Az izotermdkat a kons-
titucids tartomanyon kivil is a P fliggvény formuldjanak megfeleléen megraj-
zoltuk: a szaggatott vonal mutatja a “nem valdodi részt”. A formalis izotermak
lokalis szélsGértékeit Gsszekotd vastag vonalak a konstiticios tartomany hatéra-
nak felelnek meg; vonalak szokdsos elnevezése: spinoddlis vonalak (a tobbes
szam azért szerepel, mert a minimumokat 0sszek6to vonal az egyik, a maximu-
mokat 6sszek6t6 vonal a masik).

Ennek alapjan konnyen elképzelhetjiik a P fliggvény grafikonjat (a termikus
allapotfeliiletet) is: az izotermékat a lap sikjdban hétrafelé eltoljuk a hdmérsék-
letiiknek megfelel6 mértékben, s igy kirajzolédik a 4.6. dbran lathato feliilet.

4.4.3. Izobar gorbék

A van der Waals-féle anyagnak az adott P nyomashoz tartozé izobar gorbéje
a v—T-sikon a

{n

halmaz, amely a jobb oldalon all6 kifejezésnek, mint v fliggvényének a grafi-
konja. Elemi differencidlszamitasi modszerekkel megvizsgalhatjuk a fliggvény
menetét. Néhany izobar gorbe képét a 4.7. 4bra mutatja.

2a (v —b)? 1 a
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4.6. Abra

4.7. Abra

o1
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4.4.4. Adiabatak

A van der Waals-féle anyag entropikus, ezért adiabatai az izentropikus gor-
bék; az entropia 2.2. pontbeli kifejezése alapjan ezeket

{(v,T) | n(T, Tp)*"™/* (v — b) = const}
alakban kapjuk meg. Ha ¢, = Ak, akkor
{(v,T) | T*(v — b) = const}

alakuiak.

4.5. Feladatok

1. Szarmaztassuk az idedlis gaz adiabatdit az entrépia ismerete nélkiil a 4.2.
pontban megismert differencidlegyenlettel.

2. frjuk le a van der Waals-anyag adiabatéit a v—P-sikon és a T—P-sikon is.

3. Béarmely van der Waals-anyagra (akdrmilyen a és b esetén) bevezetve a

dimenziétlan mennyiségeket, a termikus allapotfeliiletet

8T 3
3v—1 2

forméban reprezentalhatjuk. Rajzoljuk le ezekben a véltozékban a konstiticios
tartomanyt, a kritikus pontot, az izoterméakat és az izobar gorbéket.

4. Vizsgédljuk meg az 1.9. 3. feladatban szereplé anyagok izotermait, izobar
gorbéit, adiabatait.

5. Vizsgaljuk meg a Clausius- és a Berthelot-féle anyagok izotermait, izobéar
gorbéit, adiabatait.

6. Egy anyag piezotropikus pontjdnak hivjuk a konstiticids tartomény azon
(v, T) pontjat, ahol % = 0, a piezotropikus pontok Gsszessége pedig a
piezotrop elnevezést viseli.

Keressiik meg az idedlis gaz, a van der Waals-féle, a Clausius-féle, a Berthe-
lot-féle anyag, valamint az 1.9. 3. feladatban szerepl6é anyagok piezotrépjait.

5. Kanonikus valtozdk

5.1. Alapvet6 Osszefiiggések

A rendes egyszerii anyagoknak a definiciéjukbdl ered6 alapvetd tulajdonsaga,
hogy a homérséklet és a fajlagos bels6 energia kozotti kapesolat megforditha-
t6: a hémérséklet kifejezhetd a fajlagos belso energia és a fajlagos térfogat, az
ugynevezett kanonikus valtozdk fiiggvényében. Ez azt jelenti, hogy adott a

D :={(e(v,T),v) | (v,T) € D}
halmazon a T fliggvény ugy, hogy
T(Q(U,T),’U) =T ((’U,T) € D)a
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illetve
e(v, T(e,v)) =€ ((e,v) € D).

Ekkor a nyomds is megadhaté a fajlagos belsé energia és a fajlagos térfogat
fliggvényében,

P(e,v) :=P(v, T(e,v)) ((e,v) € D);
természetesen

P, T) =P(e(v,T),v) ((v,T) € D)
is fenn all. Ezekbdl adédnak a parcidlis derivéaltakra vonatkozo

oT de

oT 1 9
o T 5. a.. __e.’
Oe g—; Ov g—T
9 de
o _ G, 8_P:<6_Pa_7>:>
Oe & ov ov 0T %
de 1 de er
ar T ® o “or®
de de
op % P op  op -
—_— = [ ] _— = —_ = — [ ]
oT %—f ’ Ov ov  Oe %—f

Osszefiiggések, amelyek gy értenddk, hogy igazak mindeniitt, ahol a fliggvények
differencidlhatok. A jelolésre vonatkozéan a Fiiggelék 2. pontjara utalunk.
Lathato, hogy
R :={(e(v,T),v) | (v,T) € R}

az a halmaz, ahol a (T, P) fliggvény folytonosan differencidlhaté és a

oT
% > O, (*)

opor oPoT | -
v Oe de Ov
egyenl6tlenségek teljesiilnek.
Vegytik észre, hogy az utols6 egyenlétlenség bal oldalén a (T, P) fiiggvény

derivaltjanak, a

9T 9T
Ode ov
op  op
Oe ov

maétrixnak a determindnsa all.
Természetesen minden mennyiség, igy a kémiai potencial, a fajlagos entro-
pia, entalpia és szabad energia is kifejezhetdk az (e, v) véltozdk fliggvényében:
= ple,v) = p(v, T(e,v)),
- s(e,v) :=s5(v,T(e,v)),
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- f(e,v) = f(v, T(e,v)).

A gyakorlat (tapasztalds) szempontjabdl v és T' a természetes valtozdk, vi-
szont az elméleti vizsgalatokra — f6ként folyamatok dinamikajaval kapcsolatban
— sokszor az e és v kanonikus véaltozok alkalmasabbak. A termodinamika egyik
technikai jellegli nehézsége az, hogy viszonylag egyszeri ¢ esetén sem tudjuk
expliciten megadni a T fliggvényt.

5.2. Egyszeru anyag kanonikus alakja

Az el6bbiek szerint egy rendes egyszer(i anyagot megadhatunk az (e,v) ka-
nonikus valtozdkkal is mint egy

(D7T’ P7 I"L’ R")

Otost, ahol
(i) D C (J)* x (m3)T, a kanonikus konstitiiciés tartomdny,
(i) T:D—(K)*, P:D— (Pa), p:D—(J)

folytonos fiiggvények, a kanonikus konstitticios fiiggvények,

(iii) R a D nem tires nyilt részhalmaza, a kanonikus reguldris tartomény,
amelyen a konstitucids fiiggvények folytonosan differencidlhaték és ott az el6z6
pontban szerepld (x) és (xx) belsd stabilitasi feltételek teljesiilnek.

Itt is célszeri a kanonikus konstitiicids tartoményban levd (e,v) pérokat
allapotoknak hivni (ldsd 1.5.).

A tovdbbiakban a kanonikus jelzdt a konstiticids tartomdnyra, konstiticios
figguényekre stb. vonatkozoan elhagyjuk, ha nem okoz félreértést.

5.3. Entropikussag a kanonikus valtozékban

A kanonikus valtozokban az entropikussdg feltétele egyszeriibbé valik. Te-
kintsiik ugyanis az

s(e,v) :=s(v, T(e,v)) ((e,v) € D)

entrépiafliggvényt és tegyiik fel, hogy az anyag entropikus. Ekkor a parcidlis
derivéltakra vonatkozo 5.1. pontbeli egyenl6ségekbdl azonnal kovetkezik, hogy

Os 1 Js P 1 P
9e = T T azaz Ds = (T’T)
a kanonikus reguléris tartomanyon. Itt Ds az s derivaltjat jeloli; ne okozzon
zavart, hogy sajndlatos médon a differencidlas és konstiticids tartomény jele
ugyanaz a beti.

Ha a fajlagos entrépia kétszer differencialhatd, akkor az entropikus tulajdon-
sag szlikséges feltétele — a vegyes masodrendii parcialis derivaltak egyenl6sége
folytan — az, hogy

T _pdT _ 40P

v Oe Oe
teljesiiljon. Ha a kanonikus reguldris tartomdny egyszeresen Osszefliggd (illet-
ve ilyenek diszjunkt unidja) és (T, P) folytonosan differencidlhaté, akkor ez a
feltétel elégséges is.
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Entropikus anyagra a fajlagos entrépia a kanonikus regularis tartomanyon
kétszer differencialhaté, és a masodik derivaltja
oT oT
9 1 Oe ov
s="mm
T oP oT oP
A zdréjelben 1évE matrix szimmetrikus (szimmetrikussdga épp az el6z8 pont-
ban szerepld sziikséges feltétel); determindnsa pedig
oT oP n oT oP
de v Ov Oe )~
A belsé stabilitasi feltételek szerint a a matrix bal sarkdban 4ll6 elem és a
matrix determindnsa pozitiv, ami egyenértékli azzal, hogy a matrix pozitiv defi-
nit. Minthogy a métrix el6tt negativ szorzd all, megallapithatjuk a kovetkezot.

Allit4s Entropikus anyag fajlagos entrdépidjanak mint az (e, v) vdltozdk figgué-
nyének mdsodik derivdltja a reguldris tartomdanyon negativ definit.

Felhivjuk a figyelmet a tévedés elkeriilése végett: a fajlagos entrépia masodik
derivaltjara vonatkoz6 iménti allitds csak az (e,v) véltozékban érvényes, azaz
(v,T) — s(v,T) mésodik derivaltjdra nem &ll fenn.

5.4. Idedlis és van der Waals-féle anyagok
kanonikus alakja

Allands fajh6jli idedlis gézra e(v, T') = ¢T'+eq, tehédt a hdmérséklet expliciten
is kifejezhetd a fajlagos belsé energia és a fajlagos térfogat fliggvényében:
€ — €

D = {(e,v) | e > eg, v > 0}, T(e,v) = P

Allands fajh6ji van der Waals-anyagra is expliciten megfordithato a fajlagos
belsé energia és a hémérséklet kapcsolata:

e—et 5

D:{(e,v)|e>eof%,v>b}, T(e,v) = .

5.5. Feladatok

1. Az 1.9. 3. feladat példaibol melyikben tudjuk expliciten is megadni a
homérsékletet a fajlagos bels6 energia és a fajlagos térfogat fiiggvényében?

2. Mutassuk meg, hogy entropikus anyagra a kanonikus regularis tartoma-
nyon

ou_ 0P 0T ou_ 0P 0T
de Oe Oe’ v v o’
amelyet
op ar 9T
de Oe ov
= (—S,’U) )
op oP oP

ov Oe ov
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illetve
Dp = (—s,v)D(T,P)

alakba is frhatunk.

3. Entropikus anyag esetén % = % > 0, ezért legalabbis lokalisan a fajlagos
bels6 energiat ki lehet fejezni a fajlagos entropia és a fajlagos térfogat fiiggvé-
nyében. Jeloljon é egy ilyen fliggvényt. Ekkor persze minden mas mennyiség is
megadhaté s és v fliggvényében; jeloljiik ezeket is a szokdsos szimbdlumok 61é
tett “kalappal”. Bizonyitsuk be, hogy

oé . 0é A
v _p L - _p
s v
4. Téargyaljuk az allapotgorbéket az e—v-sikon! Mutassuk meg specidlisan,
hogy az adiabatdkat a d_e = —P(e, v) differencidlegyenlet hatdrozza meg.
v

6. Fazisok

6.1. Bevezet6 gondolatok

Egy anyag fazisa az anyag valamely jellegzetes tulajdonsagokkal rendelke-
z6 megjelenési formaja. Kozismert fazisok a szilard, a folyékony és a légnemi
halmazallapot. Ezen tul azonban sokféle fazis létezhet: kiillonb6zo fazisok pél-
déul egy anyag szilard halmazéllapotaban a kiilonb6z6 kristalyos médosulatok
(allotrop véltozatok). A halmazéllapot-valtozdsok latvanyos, j6l megfoghatd
jelenségek, amelyekben a fajlagos térfogat ugrdsszeriien megné vagy lecsokken,
hé6 szabadul fel vagy nyel6dik el. Egyéb fazisatalakulasok dltaldban mar csak
bizonyos mésodlagos mennyiségek ugrasszerii vagy “irregularis” valtozdsaban
nyilvanulnak meg, példaul a fajhd “végtelen” nagy lesz.

Tudjuk, hogy a viz bizonyos hémérsékleteken és nyomésokon szilard, méso-
kon folyékony, ismét masokon légnemii. A kiilénféle kristalyos médosulatokat is
az jellemzi, mely homérsékleten és nyomason léteznek. A tapasztalat arra utal,
hogy egy anyag fazisait a hémérséklettel és a nyomédssal lehet meghatérozni. Jol
ismertek az alapvetd fazisdiagramok, amelyek a T—P-sikon mutatjak a halmaz-
allapotokat illetve az allotrop véaltozatokat elvalaszté igynevezett fazisgorbéket
(6.1. dbra).

Itt rogton feltiinik az a ritkdn emlitett de jol ismert tény, hogy a folyadék-
és gazfazist elvdlaszto vonal véget ér a kritikus pontban. E folott a kétféle fazis
“Osszemosddik”, nem lehet megkiilonboztetni Sket.

A halmazéllapotokat elvilaszté vonalak meghatdrozasdban az eddig hattér-
ben levé kémiai potencidl jut szerephez: a fazisgérbéket abbdl a feltételbol szok-
tak szarmaztatni, hogy a “szomszédos” halmazallapotoknak megfelel$ kémiai
potencidlok — mint T és P fliiggvényei — legyenek egyenl6k egymédssal; azaz ha
1 és uo jeloli két halmazallapot kémiai potencialjat, akkor a fazisgérbe a

{(T7P) | MI(T,P) :M2(TaP)}

halmaz. Ezt azonban kétségessé teszi az az el6bb emlitett tény, hogy a folyadék-
és gazfazis 6sszemosodik.

A mondottak figyelmeztetnek a fazisokkal kapcsolatos buktatdkra, de egyben
utmutatast is adnak arra, mi a teendonk:
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6.1. Abra

1. meg kell adnunk az egyszerli anyag fazisainak pontos fogalmat, amely
tiikrozi, hogy
(i) a fazisokat a hémérséklettel és a nyoméssal lehet jellemezni,
(ii) egy fdzison beliili dllapotvéltozasok simék,
2. le kell frnunk a fazisok kapcsolatait (a fazisgérbék megfeleldit).

6.2. A fazis definiciéja
A tovabbiakhoz célszerii bevezetni a
T:D— (K)T, (v, T)—T

jelolést.

Az elébbi 1.(ii) megéllapitdsunk szerint egy fazis a reguldris tartoményon
beliili allapotoknak valamely Osszessége. Tudjuk, hogy rogzitett T esetén a
v +— P(v, T) fliggvény lokdlisan injektiv (szigorian monoton csokken), ezért

(T,P):D — (K)" x (Pa), (v,T)~ (T,P(v,T))

is lokalisan injektiv. Egy olyan tartomanyon, ahol injektiv, az inverze megadja
v-t a (T, P) fiiggvényében; mésszéval az anyag dllapotat a homérséklettel és a
nyomsdssal jellemezhetjiik. Most mér kindlja magat az aldbbi meghatarozas.

Definicié A (D,e, P,, R) egyszerd anyag egy fazisa az R olyan Z ésszefiiggd
nyilt részhalmaza, amelyen (T, P) injektiv, és Z mazximdlis ezzel a tulajdonsdg-
gal, azaz ha N dsszefiiggd nyilt halmaz, amelyen a fenti fliiggvény injektiv és
Z C N, akkor Z = N.

Allitds Az R minden eleme benne van eqy fdzisban.

Bizonyitas Legyen (v,T) € R. Azoknak az Osszefliggé nyilt halmazoknak 6sz-
szessége, amelyek tartalmazzak (v, T')-t és amelyeken (7, P) injektiv, nem iires,
mert van a (v, T)-nek ilyen kérnyezete. Ez a halmazrendszer a tartalmazéssal
rendezett halmaz. Vegyiink benne egy lancot; nyilvanvald, hogy a lancbeli ele-
mek unidja is benne van a szoban forgd halmazrendszerben, és ez a lanc felso
korlatja. Zorn lemmadja szerint 1étezik a halmazrendszerben maximalis elem, és
ezt kellett bizonyitanunk.
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6.2. Abra

6.3. A van der Waals-anyag fazisai

A fézis meghatdrozdsa nem zarja ki, hogy egy édllapot esetleg tobb fézishoz
is tartozzon, ami megfelel annak a ténynek, hogy a folyadék- és gazfazis a kri-
tikus pont f6lott Gsszemosddik. Ezt a van der Waals-anyagok példaja kitlinGen
szemlélteti (6.2. dbra)

Rajzoljuk le az izotermakat a 4.5. dAbrdanak megfeleléen. Fektessiink vizszin-
tes egyenest a kiritikus hémérséklet alatti mindegyik izoterma lokalis maximu-
man keresztiil, és jeloljiik meg, hol metszi ez az egyenes ugyanazt az izotermat;
a pontok Osszessége kijelol egy L1 gorbét. Megcsindlva ugyanezt az izotermak
lokdlis minimumaval is kapjuk az Lo gérbét. Az L; gorbe és az Sy spinoda-
lis gorbe f0lotti tartoméany a gaz fazis; az S; spinoddlis gorbe és az Lo folotti
tartomény a folyadék fézis. A két fdzis kozos része az Ly és Lo gorbék folotti
rész. Az Sy és Ly kozotti tartoméany a tisztan folyadékfazis, az Ss és Lo kozotti
tartomany a tisztan gézfazis.

6.4. Fazisok a kanonikus valtozokban

Haszndlhatjuk a kanonikus valtozékat is a fazisok lefrdsdra. A (D, T,P, u, R)
kanonikus alaki anyag fazisa az R olyan Z Gsszefiigg6 nyilt részhalmaza, amelyen
(T, P) injektiv, és Z maximalis ezzel a tulajdonsdggal.

Ugyanis ha Z az anyag fdzisa a (v, T')-valtozokban adott értelmezéssel, akkor

Z:=A{(e(v,T),0) [ (v,T) € Z}

rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal, és ha Z az iménti tulajdonsagi halmaz,
akkor
Z :={(v,T(e,v)) | (e,v) € Z}

fazis a 6.2. definicié értelmében.

Mindez abbdl kévetkezik, hogy (e, v) — (v, T(e,v)) folytonosan differencil-
haté injekcié a Z-n és Z-t Z-re képezi, tovdbba ennek és ennek és a (7,P)|z
fiiggvénynek a komporziciéja (T,P)|z, ami maga utdn vonja, hogy ez utébbi
folytonosan differencidlhaté injekcié Z-n.
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6.5. A fazisok h6mérséklet—nyomas-jellemzése

Vegyiik a (D, e, P, p, R) anyag egy Z fazisat. A (7,P) figgvény Z-n folyto-
nosan differencidlhaté injekcio, a derivéltja seholsem nulla, ezért az inverze is
folytonosan differencidlhaté; tehat (7,P)[Z] is Osszefiiggd nyilt halmaz, és az
ezen értelmezett

(T, P)l2) " (K)* x (Pa) = (K)* x (m®)*

fliggvény folytonosan differencialhaté. FEnnek a fiiggvénynek a masodik kom-
ponense, amelyet vz-fel jeloliink, megadja a fazisban a fajlagos térfogatot a
hémérséklet és a nyomds fliggvényében. Ekkor ez (T, P) := e(vz(T,P),T) a
fajlagos bels6 energia mint a hémérséklet és a nyomas fliggvénye az adott fazis-
ban.

Konny latni, hogy — a fazist a kanonikus valtozékban leirva —
(ez,v2) = (T, P)[z)"".
Fontos szerep jut fazisokkal kapcsolatban a
(T, P) = jiz(T, P) = p(vz(T. P), T) = p(ez (T, P), vz (T, P))

fliggvénynek, amely a fazis kémiai potencialja a homérséklet és a nyomés
fliggvényében.
Entropikus anyagra a Gibbs—Duhem-reldciékbdl (1dsd 1.6.) azt kapjuk, hogy

Oz Opz
8—T__8Za 8—P_'UZ7 (*)

ahol sz (T, P) =s(vz(T, P),T)).
Megfelel6 v, T és P esetén

ez(T,P(v,T)) =e(v,T), vz(T,P(v,T)) = v,

illetve
e(vz(T, P),T) = ez (T, P), P(vz(T,P), T) =P

teljesiil, amelyekbdl

8’02 1 8’UZ N 9P

_ oT
op 2" or T or®
dez _ oy, dez _[0e DeGr ),
op 92 oT or vt |7
ov
orP 1 oP  GE
v vz ¥ or = oz ™
P i

ov 9vz oT

d
oT OP #

ge Yz de _ <an dey %—g) .
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6.6. A valtozdék cserélgetése

Az elézbek szerint egyetlen fdzisra korldtozodva — de csak ekkor — jogos a
termodinamika szokdsos targyalasaiban gyakori valtozdcserélgetés, azaz tetszés
szerint valaszthatjuk meg a fazis dllapotét lefré véltozdkat (amelyek lehetnek
(v,T) vagy (e,v) vagy (T, P) vagy (s,v) vagy (s, P) stb.), tovabba szabadon
hasznalhatjuk a derivaltakra vonatkozd Osszefliggéseket, hiszen folytonosan dif-
ferencidlhato fliggvényekrdl van szo.

6.7. Egy hasznos formalizmus

Ha (D, e, P, p, R) rendes egyszerii anyag, akkor

{e(v,T),v,T,P(v,T),1(v,T) | (v,T) € R} =
= {6,’0, T(ev v),P(e,v), /J'(eav) | (6,1}) € R}

két dimenzids részsokasag (J) x (m?) x (K) x (Pa) x (J)-ban (a nyflt halmazon
értelmezett (e, P, )| g illetve (T, P, p)|r folytonosan differencidlhaté fiiggvény
grafikonja), amelynek a lezértja tartalmazza a 1.1. definiciéban szereplé ¥ hal-
mazt.

Most hivatkozni fogunk a sokasagok elméletének néhany egyszeru és jol is-
mert fogalmara; ezekbdl olyan formuldkat vezetiink le, amelyek igen hasznosnak
bizonyulnak a kés6bbiekben, és batran hasznalhaték a sokasdgok elméletének
ismerete nélkiil is; ezért kérjilk az e téren esetleg jaratlan olvasét, maradjon
veltink.

A megszokott e stb. fiiggvényeknek (ldsd 1.2.) a fenti részsokasigra vett
leszikitése folytonosan differencidlhatd. Ezeket a lesziikitéseket ugyanazzal a
betiivel jelolve, a

Ts=e+ Pv—pu

Osszefiiggésbol a fliggvények differencidljara
sdT 4+ Tds = de + vdP + Pdv — du

adédik.
Az entropikusséag feltételét ezen a nyelven

Tds = de + Pdv
formaban, vagy ami ugyanaz, a Gibbs-Duhem-relaciokat
dp = —sdT + vdP

forméban fejezhetjiik ki.
Tovabba a h = e + Pv fajlagos entalpiara

dh(=de + vdP + Pdv) = Tds + vd P,
és az f = e — T's szabadenergiara
df(=de — sdT — Tds) = —Pdv — sdT.

Ezeket az Osszefliggéseket a sokasdgokra vald hivatkozas nélkiil felfoghatjuk
pusztan konnyen észben tarthaté formaélis szabalyoknak, amelyek Osszefoglaljak
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az eddig bevezetett fiiggvényekre vonatkozo ismereteinket oly médon, hogy d a
fliggvények derivaltjait jeloli az adott valtozdkra vonatkozodan.
Péld4ul, ha a (v, T') véltozékat haszndljuk, akkor

ov v or or
dv = <%78_T> = (lao)v dT' = (%aa—T) = (071)’

% @ stb
ov' oT )’ '

Ha az (e, v) véltozékat hasznéljuk, akkor

oT oT
de = (1,0), dv = (0,1)7 dT = (a,&) 5 sth.

Ha a (T, P) véaltozokat hasznéljuk (ami mindig lehetséges egy Z fdzisra kor-
latozédva), akkor

_ _ _ (Ouz Ouz
dT = (1,0), dP = (0,1), dpy = ( 5T 5P stb.
Példaul az entropikussag

Tds = de + Pdv

feltétele az (e,v) valtozokban kozvetleniil adja az 5.3. pontban ismertetett for-
muldkat, de szdrmaztathatjuk bel6le — adott Z fazis esetén — a (T, P) valtozdkra
a

dsz  Oey Ovy
Tor =ar "Par
r25z _9ez | povz

oP oP oP
Osszefliggéseket is.

6.8. Feladatok

1. Irjunk fel sszefiiggéseket T és P, valamint ey és vy parcilis derivaltjai
kozott.

2. Legyen Z egy anyag adott fazisa, és hy := ey + Pvy, azaz hy az
anyag fajlagos entalpidja a h6mérséklet és a nyomds fiiggvényében (hy (T, P) =
h(vz(T, P),T)). Bizonyitsuk be, hogy entropikus anyagra

6hz _ 8hZ _ Tavz
or ~ 7 ap 2T N ar
ahol ¢, az éllandé nyomdson vett fajhé a (T, P) fliggvényében.
3. Mutassuk meg, hogy entropikus test esetén %LTZ > 0.
4. Szarmaztassuk az 5.5. 2. és 3. feladat képleteit a 6.7. formalizmusaval.
5. Az idedlis gdzoknak egyetlen fazisa van. Adjuk meg a Ak fajhdjii (ahol
A > 0) idedlis gaz energidjat és fajlagos térfogatét a hémérséklet és a nyomds
figgvényében, és mutassuk meg, hogy a kémiai potencialra

A+1
w(T,P) =kT <()\ +1) —log ((%) %)) +eo

érvényes.
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7. Faziskapcsolatok

7.1. Bevezet6 gondolatok

Megvizsgaljuk, milyen kapcsolatban allhatnak egymassal egy anyag kiilon-
bo6z6 fazisai. Két fazis egymashoz vald viszonyat durvéan gy lehet osztalyozni,
hogy a két fazis

— egymasba nyulik,

— hataros egymassal,

— nem hataros egymaéssal.

Ennek a — késébb finomitott — osztalyozasnak megfeleléen torténeti okokbdl
nullad-, masod- és els6rendii faziskapcsolatokrdl beszéliink.

A kovetkezdk mindig tigy értenddk, hogy adott egy (D, e, P, p, R) egyszeril
anyag.

7.2. Nulladrendii faziskapcsolatok

Definicié Az egyszeri anyag Zy és Zs fdzisinak nulladrenddi kapcsolata a
Z1NZyN R halmaz. Azt mondjuk, hogy a két fazis nulladrendii kapcsolatban
all egymdssal, ha a nulladrendt kapcsolatuk nem dres.

A halmazok hatdrdnak szokdsos jelolésével (07 := Z \ Z,{gy Z = Z U DZ)
és figyelembe véve, hogy a fazisok R részei, egyszerii halmazelméleti atalakita-
sokkal a két fazis nulladrendli kapcsolatat

(Zl n Z2) U (Z1 N 822) U (8Z1 n Z2) U (821 NoZy N R)

alakba is irhatjuk. Ha a két fdzis egymadsba nyulik, azaz nem diszjunkt — mint
a folyadék- és gazfazis —, akkor a nulladrendii kapcsolatuk nem iires; viszont
diszjunkt fazisok is allhatnak egymassal nulladrendii kapcsolatban.

7.3. Masodrendii faziskapcsolatok

Definicié Az egyszeri anyag Zy és Zy fdzisinak mésodrendii kapcsolata a
Z1 N Zy N (D \ R) halmaz. Azt mondjuk, hogy a két fizis masodrendii kap-
csolatban dll egymdssal, ha a mdsodrendi kapcsolatuk nem dres.

Az el6z6 egyszeri halmazelméleti atalakitasokkal és figyelembe véve, hogy a
fazisok diszjunktak (D \ R)-tél, a két fazis masodrendl kapcsolatat

8Z,N8ZyN (D \ R)

alakba irhatjuk. A maésodrendii fiziskapcsolatokban tehat a fdzisoknak csak
hatarpontjai szerepelnek.

Vilagos, hogy a nulladrendii és a masodrendii faziskapcsolat kizérja egymast
olyan értelemben, hogy egy allapot nem lehet egyszerre nulladrend és méasod-
rendii kapcsolat eleme is. El6fordulhat viszont, hogy két fazis nulladrendii és
maésodrendli kapcsolatban is all egymassal. Példdul a folyadék- és gazfazis ma-
sodrendii kapcsolata van der Waals-anyagok esetén éppen a kritikus pont, amint
errdl a 6.3. pontban mondottak alapjan konnyl meggy6zddni.

A masodrendii faziskapcsolatokban az R hatdrdhoz tartozé pontok lehetnek.
Ez azt jelenti, hogy mésodrend{i faziskapcsolatok pontjaiban (e, P, jt)
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7.1. Abra

— nem folytonosan differencialhaté vagy

— nem teljesiti a belsd stabilitasi feltételek valamelyikét.

A maésodrendii faziskapcsolatok pontjait a kanonikus valtozékban teljesen
hasonléan jellemezhetjiik: ott (T, P, u)

— nem folytonosan differencialhaté vagy

— nem teljesiti a bels§ stabilitdsi feltételek valamelyikét, azaz (T,P) deri-
valtja nem pozitiv definit.

7.4. M-atmenetek

Tipikus eset, hogy méasodrendii faziskapcsolat pontjaiban a fajh6 “végtelen-

Ly 21s e . s . .
né” vélik, azaz gz egy ilyen (v, Tr,) pontban nincs értelmezve, és egy kérnye-

zetében barmilyen értéknél nagyobbat is felvehet.

Sematikusan ugy abrazolhatjuk egy egyszerti diagramon, hogy a vizszintes
tengellyel reprezentdljuk az allapotokat, a (v, T,,) ponttdl balra helyezkedik
el az egyik fazis, jobbra a masik, a fiiggbleges tengelyen pedig a fajho-értékek
szerepelnek (7.1. dbra).

Egy folyamatban, amely dtmegy a féziskapcsolaton (példaul az allapotvalto-
zds az dbran balrdl jobbra halad), a fajhének az dbra szerinti “végtelen naggya”
valé valtozasat tapasztaljuk. Ennek a gorbének az alakja miatt szokas az ilyen
fazisatmeneteket \-dtmeneteknek nevezni.

A tapasztalat mutat olyan A-atmeneteket is, amikor csak az egyik fazis ol-
dalardl né a fajhé minden hatdron tul, és olyan atmeneteket, amikor a fajhének
véges ugrdsa van (7.2. dbra)

Erdemes megvizsgalni a A-atmeneteket kanonikus valtozékban is. A két
oldalrdl végtelen atmenetek esetén (T, P) folytonosan differencidlhatd, de %—E
nulldva valik az d&tmeneti pontban: nem teljesiil a belsé stabilitds feltétele (ezért
(T, P) derivaltja ott negativ szemidefinit). Az egy oldalrdl végtelen A-dtmene-
tek esetén viszont méar (T, P) nem differencidlhaté folytonosan a faziskapcsolat
kérdéses pontjaban.
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7.2. Abra

7.5. A masodrendii faziskapcsolatok osztalyozasardl

A termodinamika irodalmédban csak a mindkét oldalrél végtelen és a mindkét
oldalrdl véges (de kiilonboz6) hatdrérték esetérél ejtenek szét; az elsét Tisza-féle
atmenetnek, a mésodikat Ehrenfest-féle atmenetnek szokas nevezni. Lehetséges
persze még az is, hogy (e, P) nem differencidlhaté folytonosan az egyik vagy
semelyik oldalrél: ekkor az egyik illetve semelyik oldalrdl sincs hatarértéke a
fajhének a faziskapcsolat pontjaban.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az imént modottakat csak attekintésnek,
szemléltetésnek szantuk. A pontos targyalashoz a féloldali derivéalt fogalmét
kell matematikailag tisztazni, ami korantsem egyszerii, hiszen az dbraval ellen-
tétben nem egy valtozds, hanem két valtozds fiiggvényrdl van szo.

7.6. Els6rendii faziskapcsolatok

Szokasosan az elsérendii faziskapcsolatot azzal hatarozzak meg, hogy a fazi-
sok kémiai potenciéljai (14sd 6.5.) egyenld értéket vesznek fel.

Erre vonatkozéan két probléma van. El6szor: a 6.1. pontban emlitett szoka-
sos fazisgorbéket a T—P-sikon adna meg a kémiai potencidlok egyenlésége, mar
pedig mi az elsérendli faziskapcsolatot is a v—T-sikban (vagy kanonikus vélto-
zékban, az e-v-sikban) szeretnénk értelmezni, tehat egy lépéssel “hatrabbrdl”
kell indulnunk. Mésodszor: a kémiai potencidlok “tul b&” halmazon lehetnek
egyenlék, példdul a folyadék- és a gazfazis egész koz0s részén; tehat a folyadék-
és a gazfazis elsérendii kapcsolatdt — ami a hétkoznapi halmazallapot-valtoza-
soknak felel meg — nem egyszertien a kémiai potencidlok egyenlésége hatarozza
meg.

A maésodik problémén tgy segitiink, hogy eleve kizarjuk a fazisok k6zos ré-
szét az els6rendii faziskapcsolatok meghatdrozdsabdl (ez egyenértékii lesz azzal,
hogy kizarjuk a nulladrendii és a mésodrendi faziskapcsolatokat, ami természe-
tes is).

1. Definicié Legyen Z1 és Zy eqy anyag két fazisa. Azt mondjuk, hogy (n,T) €
Z1\ Zy és (ve,T) € Zs \ Z; els6rendii kapcsolatban 4ll egymadssal, ha
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P(v1,T) = P(ve,T) és p(v1,T) = p(ve,T).

2. Definicié Legyen Cy azon Zy \ Zo-beli dllapotok Gsszessége, amelyek elsé-
rendii kapcsolatban dllnak valamely Zy \ Zy-beli dllapottal, és legyen Co hasonld
értelmi az 1 és 2 index felcserélésével. A Z1 és Zo fdzis els6rendii kapcsola-
ta a (Cy,Cy) pdr. A két fizis els6rendii kapcsolatban dll egymdssal, ha az
elsérendid kapcsolatukban szereplé halmazok nem tiresek.

Minthogy adott 1" esetén v +— P(v,T) injektiv a fazisokon, minden C;-beli
allapot pontosan egy Cs-beli allapottal all elsérendii kapcsolatban, és ugyan-
ez igaz az 1 és 2 index felcserélésével. Mas szoval, az “elsérendl kapcsolatban
lenni” bijekcié C; és Co kozott.

A 7.10. pontban a van der Waals-anyag konkrét példajan keresztiil j6l meg-
érthetjiik ezeket a definicidkat.

7.7. A Clausius—Clapeyron-egyenlet

Alljon a Z, és Z, fazis egymésal elsérendii kapcsolatban, legyen (C1,C5) az
elsorendli kapcsolatuk. Hasznaljuk a 6.5. pontban bevezetett jeloléseket a Z; és
Z5 index helyett egyszeriien 1-et és 2-t irva. Ekkor

(Ta ,P)[Cl} = (T’ 7))[02] =T,

és p1 (T, P) = ua(T,P) ha (T,P) € T. Ez utébbinak a forditottja is igaz a
kovetkezbképp.

1. Allitas
Q= (T,P)[Z1\ Z2] N (T, P)[Z2\ Z1] C (K)" x (Pa)
nyilt halmaz, és
I'={(T,P) e Q[ (T, P) = (T, P)}.

Bizonyitas (7, P) a fdzisokon injekt{v és az inverzével egyiitt folytonosan dif-
ferencidlhatd, ezért a fazisok nyilt részhalmazait nyilt halmazba képezi, tehdt
Q nyilt. Az els6érendii faziskapcsolat definiciéja alapjan pedig nyilvanvald, hogy
Ml(T’P) #NQ(T?P) ha (T7P) € Q\F

2. Allitas Oy és Co gorbe Z1\ Za-ben illetve Zo\ Zy1-ben, T' gérbe Q2-ban, amelyet
a Clausius—Clapeyron-féle differencidlegyenlet (ldsd aldbb) ir le.

Bizonyitas Ha (T, P) € I, akkor (T, vy (T, P)) € (1 és (T, va (T, P)) € Cs, te-
hat ezek az elemek nem lehetnek egyenlék, azaz vy (T, P) — vo(T, P) # 0. Ezért
a Gibbs—Duhem-reldcidk (lasd 6.5. (%)) és az implicitfiiggvény-tétel kovetkezté-
ben I'-nak — annak a halmaznak, ahol p1 — pe a nulla értéket veszi fel —, minden
(Ty, Py) eleme rendelkezik egy olyan A kornyezettel, hogy I'NA egy folytonosan
differencidlhaté (K)* »— (Pa) fliiggvény grafikonja, amely a

dP _ s1(T,P) — s(T,P)
dT v (T, P) — vy(T, P)

differencidlegyenletnek a P(Ty) = Py kezdeti feltételt kielégité megolddsa. Ez
maga utan vonja, hogy I' egy dimenzids részsokasag, azaz gorbe.
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Végiil nyilvanvald, hogy C; és Cy gbrbe, mert a I' gérbének az injektiv és az
inverzével egyiitt folytonosan differencidlhaté ((7,P)|z,) ~illetve (T,P)|z) !
fliggvény altali képe. O

A széban forgd differencidlegyenletet Clausius—Clapeyron-féle egyenletnek
szokds hivni.

7.8. Atalakulasi ho

A Clausius—Clapeyron-egyenletet a
qlg(T, P) = TSl(T, P) —TSQ(T, P) ((T, P) S F)
ugynevezett atalakuldsi h6vel

dP _ q12 (T, P)
AT~ T(vi(T, P) — vy(T, P))

alakba is szokds irni, amely azért elényos, mert kozvetleniil mérheté mennyisé-
gek szerepelnek benniik.

Most kérjiik az olvasot, lapozzon vissza, és tanulméanyozza at a 3.12. pontban
mondottakat.

7.9. Kritikus pontok

Definicié Legyen (C1, Cy) a Zy és a Zy fazis elsérendd kapcsolata. A
C1NCyN D halmaz elemeit a két fazis kritikus pontjainak nevezzik.

Allités Két fdzis kritikus pontjai a fdzisok mdsodrendid kapcsolatdnak elemei.

Bizonyitds Nyilvdnvals, hogy a kritikus pontok a Z; N Zy N D halmazban van-
nak, tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy nincsenek benne R-ben. Legyen
(ve, Te) kritikus pont, és tegyiik fel, hogy benne van R-ben. Ekkor van olyan
kornyezete, amelyen (7, P) injektiv és az inverze is folytonosan differenciglhaté.
Ezért — 1évén (v., T.) a Cy és a Cy lezértjanak eleme — (T, P.) := (T, P(ve, Tt))
a T lezartjdnak eleme. Ha U a (v, T,) kornyezete, akkor (7, P)[U] a (T, P.)-nek
kornyezete, tehat ' N (7, P)[U] # 0. Ez azt jelenti, hogy van (vy,T7) € C; N U
és (vg,Ta) € CoNU, amelyekre Ty = Ty és P(v1,T1) = P(ve, T») &ll fonn: arra
az ellentmonddsra jutottunk, hogy (7,P) a (v, T.) semmilyen kérnyezetében
nem injektiv; kovetkezésképpen (v., Te.) nincs benne a reguldris tartoményban.

7.10. A van der Waals-anyag els6rendii faziskapcsolatai

Idézziik fel el8szor is a tisztén folyadékfazist és a tisztdn gazfazist (lasd a 6.2.
abrat), amelyek az el6z6 pontokban szerepldé Z; \ Zs illetve Z5\ Z; halmazoknak
felelnek meg. Ezekben a tartoményokban helyezkedik el a C7 és a Cy gorbe,
amelyek egymdsnak megfelel6 pontjaiban ugyanaz a hémérséklet, a nyomés és a
kémiai potencidl értéke. Ragadjunk ki egy izotermat a 7.3. dbran a kritikus hé-
mérséklet alatt; ezt elmetszve egy vizszintes egyenessel olyan pontokat kapunk,
amelyekben ugyanaz a hémérséklet és a nyomds. Azt kell csak eldonteniink,
hol hiizzuk meg a vizszintes vonalat 1gy, hogy a metszéspontokban a kémiai
potencial értékei is megegyeznek.
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Tekintsiik gy, hogy a konstiticios fliggvények a 2.2. pontban bevezetett
formuldkkal érvényesek a konstiticiés tartomanyon kiviil is, azaz a v—T-siknak
azon a részén, ahol 88—75 > 0 (amely megfelel a spinodalis gorbék alatti résznek).
Ekkor ezen a tartomdnyon is, akdrcsak egy fazisban, v — P(v,T) injektiv, tehat
itt is kifejezhet a fajlagos térfogat a homérséklet és a nyomas folytonosan dif-
ferencialhaté fliggvényeként; jelolje vy ezt a fliggvényt. Ennek segitségével itt is
ki tudjuk fejezni a kémiai potencialt a hémérséklet és a nyomas fiiggvényeként;
az {gy kapott pg fiiggvényre is fenndllnak a Gibbs—Duhem-reldcick (14sd 6.5.
(%)). A konstiticiés tartomdnyon tilra formdlisan kiterjesztett p folytonossa-
ga miatt p1 és po folytonosan kiterjesztheté az S spinoddlis gorbére, és itt a
kiterjesztések megegyeznek; hasonlé mondhaté az Ss spinodalis gorbérol is.

Rogzitsiink egy T hémérsékletet a kritikus érték alatt; jelolje P (T) és
Prax(T) azt a nyomdsértéket, ahol a T hémérséklet(i izoterménak minimuma
illetve maximuma van. A mondottak szerint p1 (T, Prin(T)) = po(T, Prmin(T))
és p10(T', Prmax(T') = p2(T', Praa(T)).

Barmely P nyomésra

11(T, P) = po(T, P) = [p1(T, P) = pa (T, Ppin(T))] +
+ [MO(Tv Prin(T)) — po(T, Pmaz(T))] + [HZ(Ta Praz(T)) — pa(T, P)],

amibdl a kémiai potencial v szerinti parcidlis derivaltjara vonatkozé Gibbs—
Duhem-relacié alapjan

/1,2(T,P) _/~L1(T7 P) =

= / v (T, m)dm + / v (T, m)dm + / v (T, m)dm.
P Prnin(T) Praz(T)

Az a P nyomaés jeloli ki a T homérsékletli izoterman a C illetve Cy gor-
bének megfelelé vy (T, P) illetve vo(T, P) pontot, amelyre a fenti kifejezésben a
hérom integrél osszege nulla. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy olyan vizszintes
egyenest kell htiznunk, amelyre a 7.3. vonalkazott teriiletei egyenlok.

Ennek alapjén konnyen megrajzolhatjuk a Cy és Cy gorbéket (7.3. dbra),
amelyeket binodalis gorbéknek szokis nevezni. Jdl latszik, hogy a 7.9. defi-
niciéban megadott kritikus pont megegyezik a van der Waals-anyag korabban
értelmezett kritikus pontjaval.

Végezetiil felhivjuk a figyelmet arra, hogy az iménti konstrukciéban a terii-
letek egyenlOsége csak egy formalis szamolds eredménye, nincs fizikai tartalma.

7.11. Feladatok

Targyaljuk az elsérendi faziskapcsolatokat a kanonikus valtozokban az alabbi
vazlat alapjan.

1. Legyen Z; és Z, egy anyag két fazisa a kanonikus valtozokban.

(e1,v1) € Zy \ Zsa és (e2,v) € Zy \ Z1 elsérendii kapcsolatban 4ll egyméssal,
ha (T,P,p)(e1,v1) = (T, P, pn)(ea, va). B

2. A két fazis els6rendli kapcsolata a (Cq, Ca) pér, ahol C; azon Z; \ Zo-beli
allapotok Gsszessége, amelyek elsérendii kapcsolatban allnak valamely Zo \ Z1-
beli allapottal, és Cs hasonl6 értelmi az 1 és 2 index felcserélésével.
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7.3. Abra

3. Az “els6rendii kapcsolatban lenni” bijekcié Cq és Co kozott.
4. T = (T,P)[C4] = (T, P)[C3].

8. Testek

8.1. A test fogalma

Egy test nem mas, mint bizonyos mennyiségii anyag: egy vodor viz, egy da-
rab jég, egy edénybe vagy tomlébe zart gdz. A test részecskeszama véltozhat
a folyamatai soran: a viz parolog, a jég olvad, a gaz kiszivarog stb. Egy test
allapotat az anyaganak termodinamikai allapotan kiviil a részecskeszama is jel-
lemzi. A részecskeszam értékei valéjaban csak egész szdamok lehetnek, azaz a
részecskeszam diszkrét valtozo; célszertien azonban folytonos valtozonak tekint-
juk, azaz ugy vesszik, hogy a részecskeszam barmilyen nem-nemnegativ szam
lehet. Ez a kis “csaldas” megfelel annak a mindennapos gyakorlatnak, hogy egy
anyag tomegét is folytonosnak vessziikk. Mi tobb, megengedjiik a részecskeszdm
nulla értékét is, hogy targyalni tudjunk olyan folyamatokat, amelyben a test t6-
mege teljesen eltiinik: példaul a viz a védorbél elparolog. Ezért természetesnek
latszik a kovetkezO meghatarozas.

Definicié Egy ¥ egyszerii anyagbdl dll test a ¥ x Ry halmaz.

A meghatdrozast teljes altalanossdgban adtuk meg, de csak rendes egyszerii
anyagra fogjuk alkalmazni. A (D, e, P, , R) anyagbdl 4ll6 testet

(D xR, e,P,p, R) iiletve (D xR§,T,P,u,R)

modon jeloljik; az utébbi a kanonikus valtozokra vonatkozik.

A testet entropikusnak mondjuk, ha az anyaga entropikus.

A test allapotainak a D x Ra' elemeit neveznénk, de vigydznunk kell egy
kicsit: a nulla részecskeszdmnak (nincs anyag a testben) csak egy éllapot felel
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meg, ezért (vq,T1,0) és (v, Tn,0) ugyanaz az dllapot minden D-beli (vq,T}) és
(vg,Ts) esetén. Azt fogadjuk el tehdt, hogy a D x RT elemeit és a D x {0}
halmazt nevezziik a test allapotainak.

Ha egy test olyan folyamatait vizsgdljuk, amelyekben a test részecskeszama
allandé, a nulla részecskeszamu eset érdektelen, a nem nulla esetben pedig a
részecskeszdmtodl eltekinthetiink, és vehetjik a (v, T') part — illetve az (e, v) part
— a test allapotanak.

8.2. A teljes mennyiségek

A testekkel kapcsolatban dltaldban célszerti bevezetni a V' := Nv (teljes)
térfogatot, és ezt haszndalni véltozonak a fajlagos térfogat helyett, ami ponto-
san a kovetkezoket jelenti. Létrehozzuk az

(M) x ()T xR — (m*)§ x (K)* xRy,
(v, T, N) — (Nv,T,N) =: (V, T, N)

végtelen sokszor differencidlhaté leképezést. Ez egyrészt a D x {0} halmazt
(a nulla részecskeszamu &llapotot) a 0 x (K)T x 0 egy részhalmazéba képezi,
mésrészt bijekcidt létesit (m3)+ x (K)T x RT és (m?)* x (K)* x RT kozott, és
itt az inverze

(V,T,N)— (V/N,T,N)

szintén végtelen sokszor differencialhato.
A
{(V,T,N) | N £0,(V/N,T) € D}

halmazon bevezethetjiik a
P(V,T,N) :=P(V/N,T)

formulaval értelmezett fiiggvényt, és hasonldan ji-t is. A révidség és attekinthe-
t0ség kedvéért elfogadjuk azt a szokdsos kétértelmiséget, hogy P-t és p-t frunk
P illetve #t helyett, azaz két kiilonboz6 fiiggvényt ugyanaz a betil jeldl.

Ekkor a kovetkez6 Osszefiiggések érvényesek:

oP _10P oP v OP
oV N ov’ ON N ov’
Tovabba a fajlagos mennyiségek helyett altaldban a teljes mennyiségeket
hasznaljuk:

E(V,T,N) := Ne(V/N,T) a (teljes) energia,

S(V,T,N):= Ns(V/N,T) a (teljes) entrépia,

H(V,T,N) := Nh(V/N,T) a (teljes) entalpia,

) =

FV,T,N Nf(V/N,T) a (teljes) szabad energia.
Ekkor
o _oe0e o oe o
ov. ov’ 9T ~or’ 0N ov’

és hasonld oOszefiiggések allnak fenn S-re, H-ra, F-re is; ezeket az el6bbiek-
ben elfogadott kétértelmiiségnek megfeleléen tigy kell érteni, hogy a bal oldalon
(V,T,N), a jobb oldalon pedig (v,T) = (V/N,T) a véltozd.
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Kovetkezésképpen a teljes mennyiségek parcialis derivaltjai ugyanolyan 6sz-
szefliggéseknek tesznek eleget, mint a fajlagos mennyiségek, azaz entropikus
testre

oS o€ oS o€
Towv=av ™™ Tor=ar
oF _ 9F _ g
ov or 7’
tovabba még az is fennall, hogy
aS o€ oF

aN ~oN ¥ an W
8.3. A teljes kanonikus valtozok

Az e és v fajlagos kanonikus valtozdk helyett sokszor célszerti az E (teljes)
bels6 energidt és a V (teljes) térfogatot hasznélni.
Pontosan ez a kovetkezoket jelenti. Létrehozzuk a

() x (m3)* xRE = (T x (M) x RE,
(e,v,N) — (Ne,Nv,N) =: (E,V,N)

végtelen sokszor differencidlhaté leképezést, amely egyrészt a D x {0} halmazt
(a nulla részecskeszamu éllapotot) az (0,0, 0) elembe képezi, mésrészt bijekcist
létesit (J)T x (m3)T x Rt és (J)F x (m3)T x RT kozott, és itt az inverze

(E,V,N)— (E/N,V/N,N)

szintén végtelen sokszor differencidlhato.
A (J)* x (m3)T barmely H részhalmazira bevezetjiik a

HxRT :={(Ne,Nv,N) | (e,v) € H,N € R}

jelolést.

A DxR* halmazt a D+RT halmazzal azonositjuk, vagyis N # 0 esetén a test
(e, v, N) allapotai helyett a megfelels (E,V, N) ugyancsak allapotoknak nevezett
mennyiségeket hasznéljuk. Ezeken kiviil még (0,0,0) € (J)§ x (m®)§ + xR{ a
test allapota.

Az (E,V,N) mennyiségeket (teljes) kanonikus véltozéknak hivjuk. A tel-
jes kanonikus valtozok elonye, hogy a nulla részecskeszamu allapotot valéban
egyetlen elemmel reprezentaljék.

A most kévetkez6kben mindig N # 0.

Az (E,V, N) véaltozékat hasznilva bevezetjik a

T(E,V,N) := T(E/N,V/N)

fiiggvényt, és hasonléképpen P-t és fi-t is. Ezek az R*R* halmazon folytonosan
differencialhatok.

A rovidség és attekinthet6ség kedvéért elfogadjuk azt a szokdsos kétértelmii-
séget, hogy T-t frunk T helyett stb., azaz két kiilonbozé fliggvényt ugyanaz a
betii jelol. Ekkor konnyen kapjuk, hogy

or_1oT v _1or
OE N 0Oe’ oV N ov’
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amit az elébbiekben elfogadott kétértelmiiségnek megfeleléen tgy kell érteni,
hogy a bal oldalon (E,V, N), a jobb oldalon pedig (e,v) = (E/N,V/N) a val-
tozok.
Tovabba
oT 1 oT oT
NN (‘% - “%) : )
vagy ami ugyanaz,

oT oT oT
Ea—E + VW +N N 0,
és hasonl6 formulak érvényesek P-re is, p-re is.
Az
- S(E,V,N) := Ns(E/N,V/N),
-H(E,V,N) := Nh(E/N,V/N),
-F(E,V,N):= Nf(E/N,V/N)
formulakkal értelmezett fiiggvényekre konnyen szarmaztathatjuk (a kordbbi
kétértelmii jeloléssel) a
oS  0Os oS  0s
OE  0e’ oV ov
és a
0S Os Os
aN ~ % 9 “ou
Osszefiiggést, és hasonlékat H-ra is, F-re is.

8.4. Entropikussag a teljes kanonikus valtozéokban

Entropikus anyag esetén tehdt a teljes entropidra a kanonikus valtozékban

os 1 oS P oS  p
OE T o0V T ON T’
azaz p
1 1
DS={ =, =, ——
T T’ T)
all fenn.
Az entrépia mésodik derivaltja
T T oT
oF ov ON
1
2 aT P oT oP oT oP

T2
—ug—g + Tg—g —ug—g + Tg—ﬁ —ug—;‘f, + Tg)—]’\‘,
Mivel ez szimmetrikus, bizonyos parcidlis derivaltak kozott Osszefliggések all-
nak fenn. A 8.3. (x) egyenldségbél, valamint a P-re és p-re fennéllé hasonld
egyenlGséghbdl azonnal latszik, hogy a maéatrix utolsé oszlopa az els6 két oszlop
linearis kombindciéja, ezért a matrix determindnsa nulla. Tovabba igen egy-
szerll tény, hogy a fajlagos entréopia masodik derivaltjanak negativ definitségét
kifejez6 egyenlGtlenségek érvényben maradnak a teljes entropiara is:
oT 0 oT oP 0T oP
9E ~ " QEOV 9V OE

Ezutén egyszertien kapjuk a kovetkezd fontos eredményt.

< 0.
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Allit4s D2S(E,V, N) negativ szemidefinit minden (E,V,N) € R*R* esetén; a
magja egy dimenzids, amelyet (E,V, N) feszit ki.

A termodinamika szokasos targyalasdban gyakran megkovetelik, hogy a tel-
jes entropia masodik derivaltja legyen negativ definit, ami nem lehetséges.

Itt érdemes megjegyezni azt is, hogy két negativ szemidefinit forma Gsszege
is negativ szemidefinit; ha a magjuk metszete a nulla altér, akkor az Gsszegiik
negatfv definit. Kovetkezésképpen D2S(FEy, Vi, N1) + D2S(FEs, Vo, No) akkor és
csak akkor negativ definit, ha (E1, Vi, N) és (Ea, Va, N3) nem parhuzamos, vagy
ami ugyanaz, (E1/N1,Vi/Ny) # (Es /Ny, Vo /N3).

8.5. Egy hasznos formalizmus

A 6.7. pontban mondottaknak megfeleléen

{E(V,T,N),V,T,P(V,T,N),p(V,T,N) | (V,T,N) € Rx R"} =
={E,V,T(E,V,N),P(E,V,N),u(E,V,N) | (E,V,N) € R x R"}
harom dimenziés részsokasdg (J) x (m3) x (K) x (Pa) x (J) x R-ben.
A megszokott fiiggvényeket a fenti részsokasigon értelmezettnek tekinthet-
jik, amelyekre a szokésos szimbolikus jelolést alkalmazzuk. A

TS=FE+ PV —uN

Osszefiiggésbol a fliggvények differencidljara
SdT + TdS = dE + VAP + PAV — Ndu — pdN
adédik.
Az entropikusséag feltételét ezen a nyelven
TdS = dF + PdV — udN

formaban, vagy ami ugyanaz, a Gibbs—Duhem-reldcidkat

Ndp = —54T + V4P

formaban fejezhetjiik ki.
Tovédbba a H = E 4 PV teljes entalpidra

dH (= dE + VdP + PdV) = TdS + VAP + pdN,
és az F' = E — TS teljes szabadenergiara
dF(=dFE — SdT — TdS) = —PdV — S4aT + pdN.
Ezeket az Osszefiiggéseket a sokasdgokra valdé hivatkozas nélkiil felfoghatjuk
pusztan konnyen észben tarthaté formélis szabalyoknak, amelyek Gsszefoglaljak

az eddig bevezetett fliggvényekre vonatkozé ismereteinket oly modon, hogy d a
fliggvények derivaltjait jeloli az adott valtozokra vonatkozdan.

8.6. Feladatok

1. Szarmaztassunk Osszefiiggéseket entropikus test teljes szabadenergiajanak
parcialis derivaltjaira a kanonikus valtozékban.

2. Adjuk meg egy idedlis gdzbdl, illetve egy van der Waals-anyagbdl allé test
nyomdsat a (V,T,N) fiiggvényében, majd az (E,V,N) fiiggvényében allandd
fajhé mellett.
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9. Folyamatok dinamikaja

9.1. Bevezet6 gondolatok

Egy test allapotat a térfogata, a hémérséklete és a részecskeszdama, vagy a
belsé energidja, térfogata és a részecskeszdama hatarozza meg; az el6z6 fejezetben
mondottak szerint a nulla részecskeszamu esetet kivéve az allapotot leirhatjuk
akdr a (v, T, N) vagy (e,v,N) akdr a (V,T, N) vagy (F,V, N) mennyiséggel.

A most kovetkezé dltaldnos meggondolasokban a kanonikus véltozokat hasz-
naljuk, mert igy egyszeriibb az irdsmdd; természetesen a nem kanonikus val-
tozdkra is értelemszeriien minden atfogalmazhatd, és egyes specidlis esetekben
azok a célravezetok.

Egy test folyamata az allapotanak idébeli valtozasa, vagyis egy idGinterval-
lumon értelmezett ¢ — (e(t),v(t), N(t)) illetve ¢t — (E(¢), V(t), N(t)) fiiggvény.
A jelolésekre vonatkozdan visszautalunk a 3.1. pontban mondottakra.

Egy test bels6 energidja haromféleképpen valtozhat meg: héataddssal, mun-
kavégzéssel és anyagmennyiség (t0meg, részecskeszdm) eltdvozdséval illetve be-
fogadasaval. A fajlagos belsé energia a részecskeszam valtozasaval nem véltozik.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a régi, igynevezett héanyagelmélet alapjan olyan
széhasznédlat honosodott meg a hévezetéssel kapcsolatban, amely azt sugallja,
mintha volna valamely 6nallé “hémennyiség”. Szokas példaul egy testrél egy
maésikra ataramlott hérél beszélni; ez azt takarja, hogy hévezetés tutjan bels6
energia jutott az egyik testrdl a masikra. Sokat haszndlt fogalom a fagyasho
(olvaddshd), parolgdshd, égéshd stb. is, olyan “h6k” amelyeket egy test egy
masiknak atad halmazallapotvaltozds vagy anyagatalakulas folyaman; ezek va-
l6jaban anyagatadaskor bekovetkezd fajlagos belsOenergia-valtozast jelentenek.
Példaul nulla Celsius fokon és 1égkori nyoméson 1 gram viz belsé energidja na-
gyobb, mint 1 gram jégé; a kiillonbozet a fagyasho, ezt adja at a kornyezetének
a viz, mikézben molekulai “a4tvandorolnak” a jégbe.

Mi is kovetjiik a kialakult beszédet, amellyel rovidebben tudunk fogalmazni;
elkeriilhetjiik a félreértést, ha esziinkbe véssiik, hogy

“atadott h6” = “hdévezetéssel atadott bels6 energia

és atvandorlasi belsGenergia-valtozas”

9.2. A dinamikai egyenlet

Alapveté feltevésiink, hogy egy test folyamatainak dinamikéjat differencidl-
egyenlet forméjdban tudjuk megfogalmazni, vagyis a ¢t — (e(t),v(t), N(¢)) illet-
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ve t — (E(t),V(t), N(t)) folyamat valamely differencidlegyenletnek tesz eleget,
amelyet .
eZQ+w7 ’U:f, N:Ga

illetve ) . .
E=Q+W+1L, V =F, N=G

alakunak fogadunk el és dinamikai egyenletnek neveziink.

Az egyenletek jobb oldalon &1l vigynevezett dinamikai mennyiségek fizi-
kai értelmiiket tekintve

— q a fajlagos héatadas, w a fajlagos munkavégzés,

— f afajlagos rugddzas,

— (G az atvandorlas,

- @ a (teljes) héatadds, W a (teljes) munkavégzés, L az energiaszal-
litas,

— F a (teljes) rugdédzas,
amelyek matematikai szempontbél a D x RT illetve a D * RT halmazon értel-
merzett fliggvények (azaz példdul ¢ = q(e,v, N), Q@ = Q(E,V, N)), csak a kony-
nyebb kezelhetGség és jobb attekinthetoség kedvéért ezt nem irtuk ki. Felhivjuk
a figyelmet arra, hogy valéjaban iddegységre vonatkoztatott azaz teljesitmény
jellegii mennyiségekrol van szd: idGegységre es6 hoatadas, idéegységre es6 mun-
kavégzés, idOegységre esé térfogatvaltozas stb.

A dinamikai egyenlet(rendszer) elsé tagja a termodinamika elsé fététele.
Az els6 f6tétel, noha igen fontos, 6nmagaban nem elég a folyamatok meghaté-
rozasahoz, hiszen az csak egy egyenlet a harom ismeretlenre.

Megjegyezziik, hogy

1. az itteni els6 f6tétel szlikebb kord, mint amit a Bevezetés 5. pontjaban
idéztiink, mert csak homogén folyamatokra vonatkozik (amelyekben a mozgasi
energia elhanyagolhatd);

2. itt Q, W és L iddegységre vonatkoztatott mennyiségek, ellentétben a
Bevezetés 5. pontjaban hasonl6 betiikkel jelolt mennyiségekkel.

9.3. A munkavégzés és az energiaszallitas

A munkavégzés ugy szerepel az els6 f6tételben, hogy akkor pozitiv, ha test
bels6 energiajat noveli. A test kiterjedésekor munkat végez egy mésik testen a
bels6 energidjanak rovésara, tehat ekkor a munkavégzés negativ. Az idéegység
alatti teljes munkavégzés mindenképp tartalmazza a tdguldsi (6sszehiz6ddasi)
munkét, azaz a —PV = —PF mennyiséget, a fajlagos munkavégzés pedig a
relat{v tdguldsbdl ad6dé —Po = — P f mennyiséget (a test a feliiletének minden
kis darabjara a felszinnek és a nyomasnak a szorzataval egyenl6 erét gyakorol,
és a rajta végzett munka az erének és a feliiletdarabka elmozduldsanak a szor-
zata). Altaldban azonban a munkavégzés mas mennyiséget is magaban foglal:
példaul térfogatvéltozas esetén a bels6 sirlédas ellen végzett munkat és a test
molekuldinak megmozgatisira végzett munkat (erre még visszatériink). Tovab-
bé lehetséges munkavégzés térfogatvaltozas nélkiil is, példaul két test surlodasa
folytan.

Idealisnak nevezziik a munkavégzést, ha

w=—Pf illetve W = —PF.
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Mint mar emlitettiik, a kémiai potencial az egységnyi részecskeszam-val-
tozésra juté belsé energia-valtozast adja meg. Ez pontosan azt jelenti, hogy
idedlis energiaszallitas esetén

L =uG.

Az idedlistdl vald eltérés példaul abban jelentkezhet, hogy részecskeszam-vélto-
zéskor (gondoljunk arra, hogy egy tomlébél kidiffundal egy gdz) a molekuldk
mozgataséra is kell energiat forditani.

A nem-idealis munkavégzésnek és a nem-idedlis energiaszallitasnak az ide-
alistol valo eltérését a térfogatvaltozassal illetve az atvandorlassal ardnyosnak
vessziik, tehdt a munkavégzést illetve az dtvandorlast

w=—(P+m)f, W = —(P+m)F,

L=(p+8G

alakunak tekintjik, ahol m a mechanikai veszteségi tényezd, ¢ az anya-
gi veszteségi tényezs; ezek olyan mennyiségek, amelyek “kicsik az egyensuly
kozelében”; az idézGjelbe tett kijelentés pontos értelmét a 13.2.1. pontban meg-
adjuk.

9.4. A fajlagos és a teljes dinamikai mennyiségek
kapcsolata

AV = Nu osszefiiggésh6l V = Nv + Nv adédik, amibél azt kapjuk, hogy
F=Nf+ Go.

Az E = Ne osszefiiggés alapjan E = Ne+ Né, amibdl Q + W = N(g+w)+
Ge — L, tehat az elébbi Osszefliggések alapjan

Q=Nqg+G(Ts+ mv—E).

A rugédzasra vonatkozé formula igen szemléletes: a térfogat valtozdsa egy-
részt a fajlagos térfogat véltozasabdl (relativ kiterjedés, 6sszehiiz6dds), masrészt
az eltdvozott (érkezett) anyagmennyiség miatti valtozdsbol tevédik Gssze. Egy
kicsit vigyaznunk kell azonban ezzel a képpel, mert nem mindig egyszertien ar-
rél van sz6, hogy mondjuk a test tagul és kozben “levalik” réla egy bizonyos
anyagmennyiség, igy kétféleképpen valtozik a térfogata. Tekintsiik azt esetet,
amikor egy merev edénybol gaz diffundél kifelé: a test térfogata allandd, részecs-
keszama csokken, ezért a fajlagos térfogata né. Ha ragaszkoszkodunk az el6bbi
képhez, akkor azt mondhatjuk, hogy a test tagul, de kozben mindig levalik réla
pontosan annyi anyagmennyiség, hogy az ossztérfogat dllandd; mondhatjuk, de
valgjaban nem igy van.

Ugyancsak szemléletes a héitaddsra vonatkozo formula: a teljes hoatadas
osszetevidik a fajlagos hédtadasbdl (amelyet a molekuldk “16kdos6dése” miatti
szokdsos hdvezetésnek fogunk fel) és a részecskeszdm-valtozas miatti héatadds-
bél. Idedlis munkavégzés esetén az dtvandorlasi belséenergia-véltozds (T's)G.
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9.5. Testek rendszere

Ha t6bb test kolcsonhat egymadssal, akkor a kolcsonhaté testek rendszeré-
nek folyamata az egyes testek folyamatainak az egyiittese, és minden testre az
el6z6ben szerepld differencialegyenlet 4ll fenn.

Ha az egyik test tomege nagyon nagy a tobbiéhez képest, akkor a kolcson-
hatés sordn a nagy test allapota jé kozelitéssel fiiggetlen lesz a kis testek al-
lapotatol, tehat gy tekinthetjiik, hogy a nagy test és a kis testek kozott nem
kolesonhatds van, hanem a nagy test hat a kicsikre. J6l ismert mindennapi
példa, hogy a levegé nem melegszik fel szamottevoen, mialatt egy tanyér leves
kihiil, a paratartalma sem lesz lényegesen més a leves gbézolgésétél. Az ilyen
nagy tomegi testet kornyezetnek nevezziik.

A kornyezet allapotai fiiggetlenek attél, milyen testekkel és hogyan all kap-
csolatban. A kornyezetet egy (Do, To, Po, 4, Ro) anyaggal, allapotvéltozdsat
(folyamatat) idéintervallumon értelmezett adott ¢ — (ey(t),v4(t)) € Dy fiig-
vénnyel {rjuk le.

Tehét ha n > 1 szamu test hat koleson adott (0 indexszel jelolt) kérnyezet-
ben, akkor példaul a teljes mennyiségeket hasznalva, a folyamat ((El, Vi, Ni) |
i=1,... ,n)7 amelyre a dinamikai egyenlet

EiZQi-l—Wi-‘rLi, Vz:Fz Ni:Gi

(i=1,...,n).

Q; az i-ik testbe hovezetéssel jutd belsé energia, amely nyilvan 6sszetevodik
az egyes testek és a kornyezet altal atadott hékbdl és a test belsejében leve eset-
leges héforrasbdl szarmazo6 hébol (példdul elektromos dram halad at a testen
és az melegiti), azaz

n
Qi = Qi,s + Z Qika
k=0
ahol Q;r a k-ik test (k = 0 esetén a kornyezet) dltal az i-iknek dtadott hé és
Q;,s az i-ik testben levdé héforrdsbdl szarmazdé hé. Ugyanigy az dtvdndorlds
(részecskeszam-valtozds) is Osszetevédik az egyes testek altal dtadott valamint

a testben levé anyagforrdasbdl szarmaz6 anyagmennyiségbél (példaul egy me-
dencébe engedik vagy onnan leeresztik a vizet),

Gi=Gis+ Y G
k=0
tovabba

n n
Fy =) Fy, Wi=> Wi
k=0 k=0

A most ismertetett Q;, stb. mennyiségeket osszefeglalé néven dinamikai meny-
nyiségeknek hivjuk.
A tovéabbiak szempontjabdl célszerli bevezetni az

Aik = Qir + Wik + Lik, A= Aig
k=0

jelolést.
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9.6. A kolcsonhatasok fiiggetlensége

Elfogadjuk azt a feltételezést — mint a mechanikdban — hogy két test kol-
csonhatéasa fiiggetlen attdél, milyen més testekkel hat még koleson a két test. Ez
azt jelenti, hogy az el6zd pontban targyalt ¢k index(i dinamikai mennyiségek
(Qik stb.) csak az i-ik és k-ik test adataitdl fliggnek.

10. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

10.1. Jelolési megallapodas

A dinamikai mennyiségek tulajdonsdgainak a vizsgalatdhoz a kdlcsonhaté-
sok fliggetlensége miatt elég két testre korlatozédnunk, amit a tovabbiakban ugy
tesziink meg, hogy egy testet “kiszemeliink”, annak mennyiségeit a szokasosan
jeloljiik, egy vele kolesonhatasban allo test mennyiségeit pedig a o indexszel 1at-
juk el. Tehét (F,V,N) a kiszemelt test allapota, (E,, Ve, N¢) a mdsiké, T a
kiszemelt test homérséklete, Ty a masiké, stb.

10.2. A dinamikai mennyiségek pontos alakja

A mondottak szerint tehat megadhaték a (D * RE) x (De * RY) halmazon
értelmezett

Q(E,V,N,E,,V,,N,),
F(E,V,N,E,, Vs, N,),
(E,V,N,E.,Vo,No) — < G(E,V,N, E,, Vs, N,),
7(E,V,N, E,, Vs, N,),
&(E,V,N,E,,V,,N,)

fliggvények, amelyeket folytonosnak és az értelmezési tartomanyuk belsején foly-
tonosan differencialhaténak tételeziink fel. fgy természetesen kizarunk a targya-
lasunkbdl bizonyos kolcsonhatasokat; gondoljunk példaul a szelepekre, ahol az
atvandorlas nem folytonos fliiggvény: egy adott nyomaésérték alatt a tomegcse-
re nulla, felette viszont nem nulla. Azonban a szelepek miikodésére a testek
homogenitasanak a feltételezése is kétséges. Ugy latszik, a dinamikai mennyisé-
gek folytonossdga (differencidlhatdsdga) nem jelent erés megszoritast a homogén
testekre.
Vezessiik be a

W= —(P+mF, L= (u+&G,
A=Q+W+L

jeloléseket.
Természetesen adottak a (De ¥ RY) x (D * R}) halmazon a Q, stb. fiiggvé-
nyek, ezekre is a fentieknek megfelel6 feltételeket és jeloléseket fogadjuk el.

10.3. Alaptulajdonsagok

Az egyik testrél a masik testre atjutott részecskeszdm nyilvan ellentettje a
masikrdl az egyikre atjutott részecskeszamnak; hasonlét mondhatunk a testek-
nek az érintkezése miatti térfogat- és energiavaltozasarol. Ezért elfogadjuk a
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“hatéds-ellenhatds torvényét”, amelyet k6lcsonosségi tulajdonsagnak neve-
ziink:

A(E,V,N,E,,Va,Ns) = —As(Es, Vo, No, E,V,N),
F(E,V,N,E,,Vs,No) = —Fo(Es, Ve, No, E,V,N),

G(E,V,N,E,,V,,N,) = —G,(E,, Vs, No, E,V,N).

Jegyezziik meg, hogy a hoéatadasokra nem feltétleniil 4ll fenn ilyen kolcso-
nosség, amint azt a kovetkezd pontban kifejtjiik.

10.4. “A nem kompenzalt hé”

Tekintsiik egy hoszigetelt merev hengert, amelyet athatolhatlan de mozgatha-
t6 dugatty oszt két részre, amelyeket gdzok toltenek ki. A létrejové folyamatra

N =N, =0, E+E,=0, V+V,=0,
és idedlis munkavégzés esetén
E=Q— PV, Ee = Q. — PV,

41l fenn, ahol Q := Q(E,V, N, E,,Va, N,), P = P(E,V, N) stb. Ebbél

Q+Qo_(P—P.)V:0.

Ha P # P, ésV £ 0 (ami tapasztalataink szerint igen gyakran el6fordul,
hiszen nem egyenl6 nyomdsok térfogatvaltozast okoznak), akkor

Q+ Q. #0,

azaz ) # —Qe: az egyik testbdl a masikba hévezetés itjan jutott belsd energia
nem ellentettje a méasikbdl az egyikbe igy juttatott bels6é energianak. Speciali-
san, ha a két test kozott hdszigetelés van, akkor azt vennénk, hogy Q@ = 0 és
Qe = 0, ami lehetetlen. Mindez ellentmondani latszik a hovezetésrdl alkotott
fizikai képiinknek.

Megjegyezziik, hogy a @ + Q, mennyiséget nem kompenzalt hének szokas
nevezni.

10.5. Kozvetett hovezetés

Keressiik meg, mi vezetett az el6z6 pontban vézolt probléméahoz, és hogyan
lehet az “ellentmondast” feloldani.

A koOzonséges termodinamikaban a testeket mindig homogénnek tekintjiik:
olyan folyamatokat irhatunk le igy sikeresen, amelyekben az inhomogenitas elha-
nyagolhatd. A bevezetésben mondottak szerint azonban minden valédi folyamat
inhomogén. A homogenitds miatt a leirdsban csak a belsd energia jelenik meg,
az inhomogenitas elhanyagolasaval elhanyagoltuk a mozgasi energiat, ami pedig
kétségtelentil jelen van valédi folyamatokban, hiszen a gazok, folyadékok kava-
rognak, orvénylenek, mikozben kitagulnak vagy 6sszehizédnak, és még a szilard
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testek bels6 mozgédsa is kimutathaté jelenség; hasonloképp megjelenik mozga-
si energia a részecskeszdm-valtozdsok (diffuzié, halmazallapotvaltozés, kémiai
reakcid) esetén. Amikor tehdt a testek egylittes zartsigdt azzal vesszik figye-
lembe, hogy a bels6 energidk osszege dllands, E + E, =const azaz E + E, = 0,
akkor figyelmen kiviil hagyjuk a mozgési energiat, azaz “csalunk” egy kicsit, és
ez vezet “képtelenségekhez”.

Prébéljuk meg helyrehozni ezt a “csalast”.

Vegyiik szemiigyre a munkavégzést. Mikozben egy test térfogata valtozik,
— PV munkét végez; ennek a munkavégzésnek egy része azonban a sajat moleku-
ldinak mozgési energidjat noveli, amely majd bels6 surlédéas utjan visszaalakul
bels6 energiava. Ha a mozgasi energiat “visszacsaljuk” bels6 energiava, akkor
gy képzelhetjiik el, hogy a térfogati munkavégzés egy része nem valtoztatja meg
a bels6 energiat; ez viszont épp azt jelenti, hogy a munkavégzés nem idedlis.

Modosithatjuk azonban a hévezetésrol alkotott felfogdsunkat is. A hdéve-
zetés, mint a bevezetésben mondottuk, a belsé energia tovabbitdsa az anyag
belsejében a részecskék “l1okdosédése” folytan. Nézzilkk most a dugattyit: el-
mozduldsdval megloki a gaz molekuldit, aminek eredményeként a molekulak
makroszképikus sebességre és ezzel mozgdsi energidra tesznek szert, amely a
belso surlédas folytan egy idé utan elhal, bels6 energiava csendesedik. Ezt egy
7két 1épéses” hovezetésnek foghatjuk fel: az egyik test bels6 energidjanak egy
része elOszor a mésik gaz mozgasi energidjava és aztan belsd energiajava alakul.
Ha a mozgasi energiat — amely homogén folyamatokban csekély a bels6 energi-
dhoz képest — “visszacsaljuk” belsd energidva (hiszen ugyis azzd alakul), akkor
ugy képzelhetjiik el a hévezetést, hogy két részbol tevodik Ossze: az egyik a
kézvetlen hévezetés, amely a molekuldk (mikroszképikus) “l6kd6s6désének”
a kovetkezménye, a mésik a kbzvetett hévezetés, amely a testek (makrosz-
képikus) “egymést meglokésének” a kovetkezménye.

Hasonl6t mondhatunk a tomegcserérdl is. Az egyik — mondjuk nagyobb
homérsékletli — testbol a masikba atkeriilt molekuldk atlagsebessége nagyobb,
tobblet mozgési energidjuk a belsé surlédéas folytan atalakul belsé energidva.
Ismét akar azt modhatjuk, hogy az energiaszallitdas nem idealis, akar azt, hogy
a hoatadas kozvetlen és kozvetett részbdl tevodik Gssze tomegcesere esetén is.

Formailag tulajdonképpen mindegy, hogy melyik megoldéast valasztjuk: @+
W + L = Qusuvetlen T (Valami) + Wiqaslis + Lideslis, ¢ matematikai szem-
pontbdl mindegy, hogy a (valami)-t a kdzvetett hdvezetésnek vagy az idedlistél
eltér6 munkavégzésnek és energiaszallitasnak fogjuk-e fel.

10.6. Megallapodas a dinamikai mennyiségekrol

A mondottak szerint célszerii elfogadni, hogy idedlis munkavégzéssel és ener-
giaszallitassal szamolunk, ha csak lehet, azaz ha nem vezet ellentmondasra. Ez
mindenképp megtehetd, ha a testek kozott nincs hészigetelés; ekkor a hoatadas-
ba (Q-ba) beleértjiik a kozvetett és a kozvetlen hédtaddst is.

Tehat nem-idealis munkavégzés és energiaszallitds a kovetkezokben csak ak-
kor jelenik meg (de nem sziikségszeriien), ha hészigetelés van a testek kozott.

A 9.4. pontban megéllapitottuk, hogy részecske-ataddssal aranyosan hoata-
désra is sor keriil: az ardnyossdgi tényez6 Ts. Ezért a hdszigetelést a Q = (Ts)G
egyenléséggel fejezziik ki (ami tehdt Q = 0, ha nincs részecske-atadds), de emel-
lett idealis munkavégzést és energiaszallitdst csak akkor tételezhetiink fel, ha
nem vezet ellentmondasra.
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Osszefoglalva:
- Q # (Ts)G esetén mindenképpen w =0 és &€ =0,
- Q = (Ts)G esetén w = 0 és £ = 0 akkor, ha ez nem vezet ellentmondésra.

10.7. Kolcsonhatasok szigetelése

A két test kozott athatolhatatlan fal gatolhatja a részecske-atadast, merev
fal a térfogatvaltozast, hiszigetel6 fal a hoatadast. Elséként azt mondanank,
hogy a két test kozott pontosan akkor lehetetlen (szigetelve van)

— az atvandorlés, ha G = 0,

— a rugodzas, ha F =0,

— a hédtadds, ha Q = (Ts)G.

Ez azonban tulsidgosan erés annak leirdsara, hogy az adott tipusu koleson-
hatas a két test kozott “az adott kortilmények kozott” lehetetlen. Gondoljunk
ugyanis egy novénymagra. Ezt olyan burok vonja be, amely bizonyos hémérsék-
let alatt nem engedi at a vizet, {6lotte viszont igen (ekkor kezd el duzzadni majd
csirdzni a mag). Hasonlét mondhatunk a rugédzasra és a h64taddsra is. Példaul
a testet olyan fal veheti koriil, amely teljesen merev (tehdt a test nem rugddzik),
ha a homérséklete és a nyomasa nem ér el egy bizonyos értéket, ezen til azonban
a fal rugalmassd valik. A lehetetlen kolcsonhatast ezek szerint gy értelmezziik,
hogy a megfelel§ dinamikai mennyiség valamely tartomanyon eltiinik.

Teh&t: az dtvandorlds lehetetlen a test (E,V, N) dllapotdban, ha van olyan
(matematikai) kornyezete (F,V, N)-nek, amelyben minden (E’, V', N') elemre
és a masik test minden (F,, Vs, N,) dllapotéara

G(E',V' N’ Eq,Vs,No) =0
teljesiil. Ezt a tulajdonsdgot célszertien igy jeloljiik:

Gl/(g,v,n) = 0.

Ugyanilyen értelemben mondjuk és jeloljik azt is, hogy a rugddzas illetve a
hoatadas lehetetlen:

Fl|(z,v,n) =0, (Q—(Ts)G)||(z,v,n) = 0.

Egyéb magyarazat nélkiil is nyilvdnvalé ezutan, mit értiink a G|z v,n) > 0
jelolésen. Végiil értelemszertien G||(g v,n) # 0 jeldli azt, hogy az atvandorlds
lehetséges (E,V,N) esetén. Ez azt jelenti, hogy a (F,V,N) minden (mate-
matikai) kornyezetének van olyan (E’, V', N') eleme, és a mdsik testnek olyan
(Fo, Vs, N,) éllapota, hogy G(E', V' N' E,,Vy,Ne) # 0. Jegyezziik meg, ez
nem zarja ki azt, hogy (az adott (E,V, N) mellett) G(E,V,N, E,,V,,N,) =0
valamely — esetleg minden — (F,, Vs, No)-re.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért a kolcsonhatasok szigetelésére a
pont elején emlitett G = 0, F = 0, Q = (Ts)G egyenléségekeket irjuk, amit
értelemszertien barmikor ki lehet cserélni az el6bb megadott gyengébb kovetel-
ménnyel.

10.8. Az egyenstlyi tulajdonsagok

Testek rendszerének olyan folyamatait, amelyek id6ben nem valtoznak (azaz
allandé fliggvények), nyugalmi allapotnak hivjuk. Vildgos, hogy nyugalmi
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allapotban — a 9.5. jeloléseivel — Q; + W; + L; = 0, F; = 0 és G; = 0 minden
i esetén. Ha minden egyes dinamikai mennyiség értéke is nulla, nemcsak az
osszegiik, azaz Q;, = 0, Wi, =0, Ly, = 0, F;, = 0 és G, = 0 minden 7 és k
esetén, akkor a nyugalmi allapotot egyensiilynak nevezziik; a nem egyensulyi
nyugalmi allapotot stacionariusnak mondjuk.

Az el6széban ravilagitottunk, hogy a nulladik fététel, miszerint az egyen-
suly sziikséges és elégséges feltétele az intenzivek egyenlGsége, nem igaz. Ez
nem jelenti azt, hogy el kell vetniink, hiszen azt is lattuk, hogy a valédi folya-
matok sohasem homogének, mégsem vetettiik el a homogén folyamat fogalmat:
elfogadtuk, mint bizonyos esetekben célszerii kozelitést. A bevezetésben mon-
dottakon tul vegytiik észre, hogy egyes kolcsonhatasok korlatozasa — szigetelése
— esetén bizonyos intenzivek egyenlGsége nem sziikséges az egyensilyhoz. Gon-
doljunk példdul arra, hogy merev, athatolhatatlan, de hévezetd fallal koriilvett
két test (térfogatuk és részecskeszdmuk &llandd) lehet egyensilyban tgy, hogy
kiilonb6z6 a nyomdésuk; ellenben ha a fal képlékeny vagy mozdithaté de hészige-
tel6 és athatolhatatlan, akkor lehetnek egyensulyban tgy, hogy a homérsékletiik
kilénbozé.

A nulladik f6tételt altalanos igazsdg helyett megszorité feltételként fogad-
juk el: a tovabbiakban csak olyan jelenségekkel foglalkozunk, amelyekben az
“egyensuly sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a megengedett kolesonhata-
soknak megfelel6 intenziv mennyiségek egyenld értéket vegyenek fel.”

Az idézéjelbe tett kifejezés pontos értelmét a dinamikai mennyiségek egyen-
silyi tulajdonsagaival fejezziik ki, amelyeket a 15.1. fejezetben pontosan
meghatarozunk; koziilik most néhanyat kozelhozunk. Az aldbbiakban a T :=
T(E,V,N), P:=P(E,V,N), Ty := Te¢(Fe, Ve, Ns), stb.

1. Tegyiik fel, hogy az dtvandorlas lehetetlen, azaz G = 0.

la) Ha a rugédzds is lehetetlen, azaz F = 0 (és természetesen a hévezetés
nem, mert kiildnben trividlis esettel volna dolgunk), akkor nincs kozvetett ho-
vezetés, tehat feltehetjiik, hogy Q(E,V, N, E,, Vs, N,) = 0 akkor és csak akkor,
ha T =1T,.

1b) Ha a h8vezetés lehetetlen, azaz Q = 0 (és természetesen a rugddzis
nem), akkor tisztdn mechanikai kolcsonhatdssal van dolgunk, tehat feltehetjiik
hogy F(E,V, N, E,, Vs, N,) = 0 akkor és csak akkor, ha P = P,.

1c) Ha mind a rugddzas mind a hivezetés lehetséges, akkor elégséges feltétel-
ként elfogadjuk, hogy Q(E,V, N, E,,Ve,Nes) =0 és F(E,V,N,E,, V4, N,) =0
haT =T, és P = P,. Sziikséges feltételt pedig igy szarmaztatunk: a mechanika
azt sugallja, hogy kiillonb6z6 nyoméasok esetén nem lehet egyensiily, tehat elfo-
gadjuk, hogy ha F(E,V,N, E,,V,,N,) = 0, akkor P = P,. Most eléfordulhat
kozvetett hévezetés, azonban nyilvanvald, hogy ha a mozgds megsziinik, akkor
a kozvetett hévezetés is, azaz csak kozvetlen hovezetés lehet jelen, ami viszont
csak akkor tiinik el, ha a homérsékletek egyenldk; ezért elfogadjuk, hogy ha
Q(E,V,N,E,,V,,N,) =0és P = P,, akkor T' = T,.

2. Ha az atvandorlas lehetséges, azaz G # 0, akkor el6szor is elfogadjuk,
hogy az atvandorlas nulla értéke mellett a rugdédzasrdl és a hoatadasrél hason-
l6kat mondhatunk el, mint az elobb.

A tapasztalatok alapjdn az atvandorlast valamiképp a kémiai potencialok
kiilonbsége “korményozza”; a testek azonos hémérséklete mellett az atvandor-
lds nulla értéke a kémiai potencidlok értékének egyenléségét jelenti. Tudjuk,
hogy részecske-atadassal aranyosan hdatadésra is sor keriil, és az ardnyossagi
tényezd T's. Ezért, ha a két test hdmérséklete nem azonos, a kémiai potencidlok
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kiilonbségéhez egy “hélépcsd” jarul, akadalyozva vagy segitve, hogy részecske
jusson az egyik testrol a masikra. Konkrét rendszerek vizsgdlatabol azt sziir-
hetjiik le, hogy ez a “hélépcsd” (T — Ts)s, ahol s a fajlagos entrépia. Ennek
megfelelen alapveto feltevésiink az, hogy ha a két test kozott a tomegceserét fé-
lig dteresztd fal nem befolydsolja, akkor G(E,V, N, E,, Vs, No) = 0 maga utin
vonja, hogy u — pe = —(T — Ts)s.

Ha viszont félig atereszté fal van a testek kozott, vagyis az atvandorlas haté-
rozott eléjelil, példdul ha nem negativ, akkor G(E,V, N, E,,V,, N,) = 0 maga
utdn vonja, hogy p — e > —(T — T,)s.

10.9. Még egyszer a jelolésekrol

Az el6z6ekben a T, P és u fliggvények értékeit rendre T-vel, P-vel és u-vel
jeloltiik. Ugyanigy, célszertinek latszik Q-val, F-fel, G-vel, W-vel és L-lel jelolni
a Q,F, G, W és L fluggvény értékeit.

A kovetkezdkben a fliggvényeket sokszor az értékeikkel fogjuk szimbolizélni,
ha ez nem okozhat tévedést; egy helyzetben meriilhetne fel félreértés, erre min-
dig tgyeliink, hogy elkeriiljiik: Q = 0 és Q = 0 mast jelent: az els6 azt, hogy a
Q fliggvény nulla, azaz mindeniitt a nulla értéket veszi fel (“azonosan nulla”), a
masodik azt, hogy a Q fiiggvény széban forgd értéke nulla. Ha tehét azt irjuk,
hogy @ = 0, akkor szigoruan erre a mésodik esetre gondolunk.

11. Energiadisszipacio

11.1. Bevezeto gondolatok

Alapveto tapasztalati tény, hogy a természetben lejatsz6do folyamatok irre-
verzibilisek, azaz vissza nem fordithatok. Az is tény viszont, hogy ennek egyelore
nincs altaldnos, a fizika minden dgéban elfogadhatd, pontos megfogalmazasa. A
termodinamikaban az irreverzibilitast a masodik f6tétellel akarjak kifejezni, de
lattuk a bevezetésben, hogy szokasos alakjai tavolrdl sem szabatosak, és kétsé-
ges, kifejezik-e azt, amit kellene.

Kozismert tapasztalatainkat az irreverezibilitasra ugy foglalhatjuk 6ssze, hogy
a folyamatok “irdnya” bizonyos mértékig meg van szabva: “a hé mindig a mele-
gebb helyrol aramlik a hidegebb felé”, “az anyag mindig a magasabb nyomasi
helyrél aramlik az alacsonyabb nyomaésu felé”. Mindezek szoros kapcsolatban
vannak azzal, hogy a folyamatokban az energia kiilonféle fajtdai “elenyésznek”,
idegen szoval “disszipaldodnak”, ami azt jelenti, hogy minden energiadtalaku-
lasban pozitiv mennyiségti belsé energia is keletkezik, kovetkezésképpen belso
energia nem alakulhat a4t maradéktalanul valamely mas (mechanikai, elektromos
sth.) energiafajtaba.

11.2. A dinamikai mennyiségek disszipaciés tulajdonsaga

A folyamatokat a dinamikai egyenlet hatdrozza meg. Annak, hogy a folya-
matok “irdnya” bizonyos mértékig meg van szabva, a dinamikai mennyiségek
tulajdonsagaiban kell tiikrozodnie; a kontinuumok elméletében a Clausius-Du-
hem-egyenlétlenség fejezi ki az energiadisszipaciét (lasd Bevezetés 8.). Ennek
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analogonjat probaljuk megfogalmazni a kozonséges termodinamikaban. Mint-
hogy a gradiensnek itt a kiilonbség felel meg a legjobban, a hévezetésre vonatko-
26 részt a —Z (T — T,) mennyiséggel helyettesitjiik; a munkavégzésre vonatkozé
részt pedig ezzel parhuzamban a —3 (P — P,) mennyiséggel. Ezért a fajlagos
mennyiségekre dtvandorlds hidnydban (az dtvandorlds ugyanis nem jelenik meg
a kontinuum-elméletben) a

_4g
T

egyenlotlenséget fogadjuk el, aminek altaldnositasaként a disszipacids tulaj-
donsagot

(T—T.)—%(P—P.)zo

Q W
T (T -1T,) 2
formaban koveteljiik meg.

Az egyenl6tlenség nagyon szemléletesnek latszik. Vegytik ugyanis azt a speci-
alis esetet, amikor a benne szerepl6 harom tag mindegyike kiilon-kiilon is pozitiv
értéki.

Ez esetben,

—ha T > T,, akkor Q < 0: a nagyobb hémérsékletli testrél aramlik a hé a
kisebb hémérsékletii felé;

—ha P > P,, akkor W/P < 0, azaz P > 0 esetén W < 0: a nagyobb
nyomasu test kifelé végez munkat; ha a munkavégzés idedlis, akkor a nagyobb
nyomasu test kitagul;

—ha pu > pe, akkor Ly < 0 azaz p > 0 esetén L < 0: a nagyobb kémi-
al potenciala testrél energia szallitédik ki; ha az energiaszallitas idedlis, ez azt
jelenti, hogy ekkor a nagyobb kémiai potenciali test részecskeszama csokken.

Az el6z6 fejezetben mondottak szerint azonban a hémérsékletkiilonbségnek
és a nyomaskiilonbségnek a héaram illetve a térfogatvaltozas irdnydval valé “ter-
mészetes” kapcsolata nem ilyen egyszerii, kiilonosen nem, ha tomegcsere is le-
hetséges a testek kozott.

Jegyezzik meg, hogy a széban forgé harom tag Osszege pozitiv, és nem fel-
tétleniil igaz, hogy a tagok kiilon-kiilon is pozitivok volnanak.

<P—P.>—§<u—u.>zo

11.3. A disszipaciés tulajdonsag kanonikus alakja

AW = —PF és L = uG (ideélis munkavégzés és energiaszallitas) esetben a
disszipaciés egyenl6tlenséget To-vel végigosztva at tudjuk alakitani:

1 1 P P, M He
Al=— =V 4F(E_22 _H R
(7-7)+7(5-5)+c(-5+5) =0

ahol A := Q — PF + uG. Itt megint hdrom tag van, és ugyantugy nem feltétleniil
igaz, mint az el6bb, hogy a hiarom tag kiilon-kiilon is pozitiv volna.

12. Termodinamikai erok

12.1. Bevezeto gondolatok

A bels§ energidt, a térfogatot és a részecskeszdmot extenziv mennyiségnek,
a homérsékletet, a nyomast és a kémiai potencialt intenziv mennyiségnek szo-
kas nevezni. A dinamikai egyenlet az extenziv mennyiségek véaltozasat irja le,
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a dinamikai mennyiségeket az extenzivek fliggvényének tekintettiikk. A dinami-
kai mennyiségek egyensiilyi tulajdonsdgainak 10.8. pontbeli megfogalmazasdban
viszont az intenziv mennyiségek szerepelnek.

Azt mondtuk, hogy ha a tomegcserét kényszer akadélyozza (az atvandorlds
lehetetlen), akkor @ = 0, ha T — T, = 0 és P — P, = 0; ha az atvdndorlds
lehetséges, akkor ezeken tul még a pu — e = 0 egyenlOség is az elégséges feltéte-
lek kozé tartozik. Hasonlét mondhatunk a rugddzasrodl és az atvandorlasrol is:
ha a két test intenziv mennyiségeinek kiilénbsége nulla értéket vesz fel, akkor a
dinamikai mennyiségek értéke is nulla.

A két test megfelel6 intenziv mennyiségeinek kiilonbségeit — amelyek fontos
szerepet kaptak a disszipaciés egyenlGtlenségben is — termodinamikai er6k-
nek hivjuk. Pontosabban, —(T — T,), P — P, és —(1u — pe) az adott testre a
masik (e-tal jelolt) test dltal gyakorolt termodinamikai erd.

12.2. Kanonikus termodinamikai erék

A kanonikus véltozok haszndlata akkor teszi igazdn egyszeriivé a folyamatok
targyaldsat, ha a “hétkoznapi” T, P és u helyett az % és % és — % kanonikus
intenziv mennyiségekkel dolgozunk. Ezeket a mennyiségeket az tiinteti ki,

hogy entropikus anyagra a

s 1 9 P 9  u

OE T 9V T ON T

Osszefiiggések érvényesek. Ennek megfeleléen az extenziv és intenziv mennyisé-

geket parokba szoktak allitani: E és %, V és %, N és —% a szokdsos parositas.
Természetesen az intenziv mennyiségek és a kanonikus intenziv mennyiségek

kolesonosen egyértelmiilen meghatarozzak egymast.

Kiilonbozo testek kanonikus intenzivjeinek kiilonbségét kanonikus termo-
dinamikai erd8knek nevezziik. Pontosabban, 1/T — 1/T,, P/T — P,/Ts és
— (/T — pe/Ts) az adott testre a mésik (e-tal jelolt) test dltal gyakorolt kano-
nikus termodinamikai erd.

A termodinamikai erck és a kanonikus termodinamikai erék kolcsonosen egy-
értelmiien meghatarozzak egymast, a kovetkezo gyakran haszndlt formulak sze-
rint

(T -T,) =TT, (% - Ti> :

11 P P
P-Po=—Pl (= |+ T~ ) =
T 1T, T T

1 1 P P,
=—PT|(=—-= T|=—-=),
(7-%)+7(7-%)
és értelemszertien ugyanolyan Osszefliiggés igaz p — pe-ra, mint P — P,-ra.

Célszerli ezeket a formuldkat métrixos alakban Gsszefoglalni. A termodina-
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mikai er6k és a kanonikus termodinamikai erék kozotti osszefiiggés:

1 1
—(T —T.,) T 0 0 T T,
P P
P-P, |=T,(-P 1 0 e =
—(p — pe) po 01 _(ﬂ_&)
T Te
1 1
T. 0 0 T T,
P Po
=T|-P, 1 0 £-£
pe 0 1 _(ﬁ_#_-)
T Te
11
T L 1 1 0 O —(T-T,)
T | = (P T 0 P-P, |=
7(%7%) S\ 0 T) \—(n—pe)
) 1 0 0 —(T-T,)
=z | P T 0 P-P,
S \—pe 0 TI,) \—(n— pe)

Végil megemlitjiik, hogy korabbi megallapoddsunknak megfeleléen a kano-
nikus jelz6t a tovabbiakban csak akkor tessziik ki, ha mindenképpen sziikséges
a félreértés elkertilése végett.

12.3. Pszeudolinearis dinamikai mennyiségek

Azt mondjuk, hogy a dinamikai mennyiségek a termodinamikai er6k pszeu-
dolinearis fiiggvényei, vagy egyszeriien a dinamikai mennyiségek pszeudolinea-
risak, ha eléallithatok a termodinamikai erdk illetve a kanonikus termodinamikai
erk olyan linearis kombinaciéjaként, amelyekben az egyiitthaték maguk is az
allapotok fiiggvényei, azaz

Q=-2(T'=T,) + Bo(P — Pu) = I — pe) =
e (Y1 e (P Po\ ge (1 be
’\Q<T T.)JrﬁQ(T T.> ﬂQ(T T.)’
F=-Xp(T—Ts)+ Br(P —Po) —Ip(p— pte) =
e (L1 e (P Po\ _ge (B He
_AF<T T.>+BF<T T.) ﬁF(T T.>’
G:—)\G(T—T.)—FﬁG(P—P.)—ﬁG(M_M.):
e (L1 e (P Pa\ e (1 Pe
_AG(TT.)+BG<T T.) 19G<T T.)’
ahol a A\q, AG stb. egyiitthaték az (E,V, N, E, Vs, N,) folytonos fiiggvényei.

Pszeudolinearis dinamikai mennyiségekre szembeotld, hogy a termodinami-
kai er6k nulla értékénél a dinamikai mennyiségek is nulla értéket vesznek fel.
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Tapasztalataink szerint az anyagi kolesonhatas f6 hajtdereje a kémiai poten-
cidlok kiilonbsége, a termikus kolcsonhatasé a hémérsékletkiilonbség, a mecha-
nikus kolcsonhatdsé a nyoméskiilonbség. Azt, hogy a dinamikai mennyiségek a
{6 hajtéeron kiviil a tobbivel ardanyos tagokat is tartalmazhatnak, keresztha-
tasnak szokds nevezni. Ilyen kézzel foghaté kereszthatas a kozvetett hoatadéas
is. A kozvetlen hédtadds a homérsékletkiilonbség kovetkezménye; a kozvetett
héatadas pedig a nyoméaskiilonbséghdl szarmazik.

A fenti formuldkat is atirjuk matrixos alakba:

1 _ 1
Q Ao Bg Yo\ [—(T-T.) Ao PBo Vg P B
Fl=|Xr Br 9r P—P, | =X B 9% T T.
¢) \e fo vo) \~u-p)) e Be ve) \- (5 -)

Az egyiitthato-fliggvények alkotta métrixokokat (kanonikus) dinamikai
matrixoknak hivjuk. Ezekre

Y Ao Bo 9o\ [T 0 0
Ao By V% | =|Ar Br Up)||-P 1 0)T, =
Ne By 0% Ao Bo Yo 0 1

1
Ao Bo Yo T,

0 0
=|Ar OBr 9Ip -P, 1 0T,
A¢ Be Vg e 0 1
Ao Bg Vg )\CQ ﬂé 196Q 1 0 O 1
Ar Br Vr | =X 6% 9% P T 0 T =
e Ba Ya A& ﬂé 19% - 0 T *
S om w10 0\
=A% B% Y% P, T, O T
Ao B& Yg —ue 0 T, ®

4ll fonn.

12.4. A parkozi vezetési matrix

A dinamikai egyenletre valé tekintettel mar bevezettik az A :=Q + W + L
mennyiséget. Az el6zoek alapjan

A\ Ao+ () Bo+(8) do+ @)\ (~(T-T.)
Fl = AR Br Ip P-P, =
G Aa Ba Ja — (1 — tte)
o+ (N) By + () 9+ [ T
= A% B 9% T |,
Ao 8% 9% —(4-4)

ahol

A ==(P+mAr+ (p+Aa, (B) :=—(P+m)Br+ (1+&)0a,
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(0) = =(P+m)0F + (1 + Vg,

(A) = =(P+m)Ae + (0 +AG, (69 = =(P+m) 05 + (1 +£)05,
(0°) := =(P +m)0% + (n+ €)V5-

Definicié A fenti kifejezésekben szerepld mdatrizokat parkodzi vezetési mat-
rixnak illetve parkozi kanonikus vezetési matrixnak hivjuk.

A parkozi jelzé a két test kozotti kolesonhatdsra utal. Kés6bb, tobb test-
bdl 4ll6 rendszerre bevezetjlik a parkozi vezetési matrixokbdl alkotott vezetési
métrixot.

Vegytik észre, hogy a parkozi vezetési matrixok atirhatok

1 —(P+m) p+&\ (Ao Bo Yo
0 1 0 Ar Br Up
0 0 1 e Be Ya

L —(P+m) p+&\ (A By 5
0 1 0 X 85 0
0 0 1 X B v

alakba, amib0dl latszik, hogy a parkozi vezetési matrixok és a dinamikai matrixok
kolesonosen egyértelmilen meghatarozzak egymast.

12.5. Megjegyzés

A termodinamikai erék és a kanonikus termodinamikai erok kozotti egyszert
Osszefiiggések miatt tulajdonképpen mindegy, hogy melyeket tekintjiik. Azon-
ban érdemes figyelni arra, hogy bizonyos allitdasokat masképp kell megfogalmaz-
ni az egyikre vonatkozdan, mint a maésikra. Az egyensulyt szokds az erék nulla
voltaval jellemezni. Ha nincs semmi kényszer, akkor mindegy, hogy ezt melyik
tipusu erére értjik, hiszen példaul

T-T,=0, P—P,=0

akkor és csak akkor, ha

1 1_0 P T
T T, T P,

Viszont nem mindegy, ha a homérsékletkiilonbség nem “hajtéerd”, mint pél-
daul akkor, ha a testek hoszigetelve vannak egymastdl, ugyanis ekkor 7' = T,
nem kell az egyenstilyhoz, és P = P, nem egyenértékii azzal, hogy P/T = P, /T,.
Ekkor tehdt az egyenstlyt az egyik termodinamikai erének (a nyomdskiilénbség-
nek), amely két kanonikus termodinamikai erd bizonyos kombindcidja, a nulla
értéke jellemzi.

Erre késobb, a kényszerek targyaldsanal visszatériink.
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12.6. A parkozi vezetési matrixok nem egyértelmiisége

Eléfordulhat, hogy a A, (g stb. egyiitthatékkal szorozva —(T' — T,)-ot,
P — P,-ot stb. ugyanazt kapjuk, mint a “vesszétlen” mennyiségekkel. Ehhez
elég megmutatnunk azt, hogy

Ao B U5\ [—(T-T.)
Ae Bp Op || PP | =0 ()
X Bg Vg) \~(n—pa)

teljestilhet tgy is, hogy az egytitthatématrix — amely két dinamikai matrix kii-
16nbségét jelképezi — nem nulla. Példdul legyen Ay := P — F,, B, :=T —1T,, a
tobbi pedig nulla.

Ha valamelyik dinamikai mennyiség nulla, azt mindig azzal fejezziik ki, hogy
a megfelels egyiitthaték nulldk (bar mésként is lehetne a dinamikai métrixok
nemegyértelmiisége miatt). Ha az dtvdandorlds nulla — tehat az iménti megdal-
lapodasunknak megfeleléen A\¢ = 0, B¢ = 0, 9¢ = 0 —, akkor a hédtadas és
rugdédzéas nem fiigg a kémiai potencidloktodl, ezért ekkor mindig tgy vesszik,
hogy ¥g =0 és ¥ = 0 is teljesiil.

12.7. Mechanikailag er6s rugédzas

Tapasztalataink alapjan jé feltevésnek latszik, hogy barmilyen hémérsékle-
tek mellett is a nagyobb nyomaéas “gy6z” a kisebb nyomds felett, azaz a na-
gyobb nyomésu test kiterjed a kisebb nyomdsi rovasara. Azt mondjuk, hogy
nulla dtvdndorlds esetén a rugddzds mechanikailag erés, ha P(E,V,N) >
P.(F., Ve, N,) illetve P(E,V,N) < Pq4(E,, Vs, N,) maga utdn vonja, hogy
F(E,V,N,E,,V,,N,) > Oilletve F(E,V, N, E,,V,, N,) < 0. Ebbél az is adédik,
hogy P(E,V,N) = Pe(F,, Ve, No) esetén F(E,V,N, E,, Vs, N,) = 0. A 10.8.
1c) alatti egyensilyi tulajdonsdg szerint mechanikailag erds rugddzasra akkor és
csak akkor 4ll fonn F(E,V, N, Es, Vs, N,) =0, ha P(E,V,N) = P,(F,, Vs, N,).

A pszeudolinedris esetben ezt azzal fejezziik ki, hogy Ar nulla (holott ez csak
elégséges de nem sziikséges feltétele a mechanikailag erds rugddzasnak). Tehat
nulla atvandorlds és mechanikailag erds rugddzas esetén

Q) _ (Ao Bo\ [(—(T-T.)
)= \o gr)\ P-P |
12.8. A kanonikus vezetési matrix
szimmetriatulajdonsagai

A kontinuum-fizikdban is haszndlatosak az ittenihez hasonlé vezetési matri-
xok. Onsager elmélete szerint a vezetési matrixok — legalabbis “egyensilyban” —
szimmetrikusak. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ilyen allitas csak a kanonikus
vezetési matrixra lehet helyes, a vezetési matrix szimmetrikussaga értelmetlen.
Ugyanis a szimmetrikussidg azt kévetelné meg példdul, hogy Sg + (M) legyen
egyenld Ap-fel, de ez lehetetlen, mert az el6bbi mennyiség fizikai dimenzidja
J/sPa, az utébbié pedig m3/Ks.

Mint sok minden mast, a kanonikus parkozi vezetési matrix szimmetrikussa-
gat sem koveteljitk meg, hanem kiilonleges tulajdonsdgként értelmezziik; emlé-
keztetilink, hogy a kanonikus vezetési matrix valdjaban métrix-értékii fiiggvény.
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Definicié A 12.4. pontban megadott kanonikus vezetési mdtrix
(i) er6sen Onsager-féle, ha dllandé és szimmetrikus,
(i1) Onsager-féle, ha szimmetrikus (azaz minden értéke szimmetrikus),
(i11) gyengén Onsager-féle, ha azok az értékei szimmetrikusak, ahol a ka-
nonikus termodinamikai erdk értéke nulla.

12.9. A disszipaciés tulajdonsag a pszeudolinearis esetben

Vegyiik a dinamikai mennyiségeket a 12.3. pontbeli formaban. Idedlis mun-
kavégzés és energiaszallitas esetén a disszipdciés tulajdonsagot

-
(*(T*T-) P—P, *(N*H-)) Ar Br UF P—P, >0

A¢ Be Vg — (1 — pe)

illetve

« B A 1 _ 1

(& C C T T,

A Pa Ui B
(b -2 -(F-%) (X & o) 7-7 |20

o g 96) \- (4 -4)

forméba irhatjuk, ahol
Xy = MG = PAG + pG, B9 =5 — PBh + upe, 0% =05 — PO + udg,.

Ezek nagyon csabitanak, hogy azt higgytk, az itt szereplé méatrixok pozitiv
szemidefinitek; ez azonban nem feltétleniil igaz, hiszen a matrixok is, az Oket
kozrefogd vektorok is fiiggvények.

12.10. Feladatok

1. Tegytik fel, hogy a héatadast a kdvetkez6 formula adja meg:
(i) (aP?Ty — bP,T?)r,

(ii) (bPT2 — aP2T), ahol a és b valamely &llandék, r pedig olyan fiiggvény,
amely csak N-t6l és No-t0] fligg.

— Honnan hova képez, és milyen feltételeknek tesz eleget az r fiiggvény?

— Adjuk meg a A, A\ stb. egylitthatékat a 12.3. szerint.

2. Mutassuk meg 9.4. alapjan, hogy Jdg = (T's + mv — §)d¢q és Ip = vig
vehetd.

3. Nevezziink két (kanonikus) dinamikai maétrixot ekvivalensnek, ha a
(kanonikus) termodinamikai erékre alkalmazva egyenld értéket vesznek fel (azaz
ugyanazokat a dinamikai mennyiségeket adjak).

Mutassuk meg, hogy ezzel valéban ekvivalenciarelaciét hatdroztunk meg a
(kanonikus) dinamikai métrixokon, amely 6roklédik a (kanonikus) parkozi ve-
zetési matrixokra.

4. frjuk fel a 11.2. pontbeli diszipaciés tulajdonsdgot idealis munkavégzés
esetén a e-tal jelolt testre is, vegyiik figyelembe a 10.3. pontban szerepld kolcso-
nosségi tulajdonsdgokat, és szarmaztassuk a

Q@ Q.
Tt 20

Osszefiiggést.
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III. SPECIALIS RENDSZEREK
TOMEGCSERE NELKUL

Ebben a részben egyes konkrétan adott rendszereket targyalunk. A dinami-
kai mennyiségeket, a disszipdcids egyenlGtlenséget és a dinamikai egyenletet az
el6z6 részben mondottak alapjan minden egyes rendszerre megfogalmazzuk.

F0 problémaéank az egyensuly létezése és stabilitasa lesz. A folyamatok egyen-
suly felé torekvését matematikai nyelven az egyensuly aszimptotikus stabilitasa
fejezi ki izoldlt (vagy més széval, lokélisan egyértelmi) egyenstily esetén; egyéb
esetben pedig az egyenstlyok Osszességének szigoru aszimptotikus stabilitasa
(lasd a fliggeléket).

13. Egy test adott kornyezetben

13.1. Bevezeto megjegyzések

Adott kornyezetbél és egyetlen testbdl all6 olyan rendszer folyamatait vizsgdl-
juk, amelyekben nincs anyagforras, valamint a test és a kornyezet kozott sincs
tomegcsere (az atvandorlds nulla), tehdt a test tOmege, azaz részecskeszdma
allando.

A test tomegének allanddsaga miatt eltekinthetlink attdl, hogy a dinamikai
mennyiségekben expliciten feltiintessiik a test és a kornyezet részecskeszama-
tél valé fliggést. Tovabba a részecskeszam allandésdga miatt célszert a fajlagos
extenziv mennyiségeket hasznalni az allapotjellemzésre; ezért a dinamikai meny-
nyiségek is fajlagos alakban jelennek meg.

13.2. Altaldnos formulik
13.2.1. A leiras altalanos kerete

A kovetkezOkben minden rendszer leirasa igy alakul:

1. adott a (D, T, P, u,R) anyagt test és a (Do, To, Po, o, Ro) anyagu kor-
nyezet;

2. adott a D x Dg halmazon értelmezett q fajlagos héatadas, f fajlagos
rugddzas, m fajlagos veszteségi tényez6 (amelyek folytonosak és az értelmezési
tartomdnyuk belsején folytonosan differencidlhatdk) gy, hogy = = 0 ha q # 0
a 10.6. pontbeli megallapoddsunknak megfelelden, amelyekkel w := —(P + r)f
a fajlagos munkavégzés; ezek a dinamikai mennyiségek teljesitik

— az egyensiilyi tulajdonsagot:

0) '7'l'(67 v, €g, ’U()) =0 ha P(e, 'U) = P()(e(], ’U()),

91
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1)(a) ha f = 0, q # 0, akkor q(e,v,eg,v9) = 0 akkor és csak akkor, ha
T(e,v) = To(eo, vo),

1)(b) ha q = 0, f # 0, akkor f(e,v,eg,v9) = 0 akkor és csak akkor, ha
P(e,v) = Pgy(eg, vo),

1)(c) ha f # 0 és q # 0, akkor

e ha f(e, v, eq,v9) = 0, akkor P(e,v) = Pgy(eo, vo),

e ha g(e, v, ep,v9) = 0 és P(e,v) = Po(eg, vo), akkor T(e,v) = Ty(eg,vo),

e e ha T(e,v) = To(eq,vp), és P(e,v) = Py(eg, vg), akkor q(e, v, ep,v9) = 0 és

f(e,v,ep,v9) =0,

— a disszipacids tulajdonsagot:

w

— >
P(P Py) > 0,

q
~dr-T
T 0)
ahol egyenléség akkor és csak akkor 4ll, ha q(e, v, eg,vg) = és w(e, v, ep,vp) = 0;
ez idedlis munkavégzés (m = 0) esetén atirhatd

alakba;

3. adott a kdrnyezet ¢ — (eq(t),vq(t)) € Do folymata, amely idSintervallu-
mon értelmezett folytonos fliggvény;

4. adott a t — ¢,(t) fajlagos héforrds, amely idSintervallumon értelmezett
folytonos fiiggvény;

5) a test t — (e(t),v(t)) folyamatat az

e= qs + Q(ea v, eaava) + W(e7 U, €q, Ua)a

0 ="f(e,v,eq,v,)

dinamikai egyenlet irja le.

Megjegyzés Az egyenstlyi tulajdonsagndl az egyetlen e jel arra utal, ho-
gyan kovetkezik a dinamikai mennyiségek nulla értékébdl az intenziv mennyi-
ségek egyenlésége; a dupla e e jel pedig ezeknek a feltételeknek az egyiittes
megforditasara: hogyan kovetkezik az intenzivek egyenl6ségébdl a dinamikai
mennyiségek nulla értéke.

13.2.2. A kornyezet jellemzése a hémérséklettel és nyomassal

A test és a kornyezet kozott tomegesere nincs, igy a kdrnyezet anyaga lényeg-
telen. A gyakorlatban kornyezetet a hémérésékletével és a nyomésaval tudjuk
kézzelfoghatdan jellemezni, ezért a tovabbiakban az (eg, vg) valtozdk helyett a
(To, Py) véltozdkat irjuk (de a dinamikai mennyiségek jelolésére ugyanazt a be-
tiit haszndljuk, tehat példaul q(e, v, Ty, Py) fog szerepelni), és a kornyezet adott
folyamatat is t — (T, (¢), P,(t)) formdban tekintjiik.

Jegyezziik meg tehat: Ty és Py a kornyezet lehetséges hémérsékleteit és nyo-
masait jelenti, mig T, és P, a kornyezetnek az adott (a lehet&ségeken beliil
megvalésult) folyamatat.
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13.2.3. A dinamikai egyenlet mas alakja

Olykor célszerti lesz dttérni az (e, v)-valtozokrdl a (v, T')-véltozdkra. Ekkor

CI(Ua T7 TOa PO) = Q(e(v7 T)a v, TO7 PO))
f(l}, T’7 To, Po) = f(e(v, T), v, To, Po),
valamint a De(v. T)
e(v
T):= — -~
¢ (v, T) ST

Oe(v,T)
ov
jeloléssel a dinamikai egyenlet a

n('U,T,To,P()) = +P(’U,T)+7T(€('U,T),’U,T0,P0)

CU(UaT)T = (s + q(UaT7 Taa Pa) - Tl(’U,T, T(Lv Pa)f(U7T7 Ta7Pa)7
O =f§(v,T,Ta, Pa)

alakot Olti.

Megjegyezziik, korabban az f jel mar szerepelt, mint a fajlagos szabadenergia
a (v, T) véltozékban; sajnos tobb a mennyiség, mint a betil, ezért kényszeriiliink
idénként azonos szimbdlumot haszndlni kiilonb6z6 objektumokra. Ebbdl most
nem lesz zavar, mert egyszerre nem szerepel ez a két kiilonb6z6 dolog.

13.2.4. Egyensuly

Nyugalmi dllapotnak az allandé (idétél fiiggetlen) folyamatot nevezziik. Ha
a hoforras és a kornyezet nem allandd, akkor nincs nyugalmi allapot. A kovet-
kezékben (a feladatoktdl eltekintve) a héforrast mindig nulldnak, a kornyezetet
allandénak vessziik, azaz

qs =0, T, = const, P, = const.

Ekkor barmely nyugalmi dllapot (azaz konstans folyamat) egyensily, vagyis
ott minden dinamikai mennyiség a nulla értéket veszi fel. Az (e,, v,) dllapot
akkor és csak akkor egyenstly, ha

q(eo,UmTa,Pa) =0, f(eoavovTaaPa) =0,
illetve a megfelels (v, T,) akkor és csak akkor egyensily, ha

q(vo, To, Ta, Pa) = 0, f(vo, To, Ty, P,) = 0.

13.2.5. Entropikus test

Vizsgalatainkban fontos szerepet kap entropikus test esetén a szokdsos “szim-
bolikus” alakba irt

e+ P,v

L:=s—
s T,

(%)

fliggvény, amely egy additiv és egy multiplikativ dllandétdl eltekintve a test és
a kornyezet egylittes entrépidja a kornyezet adott folyamataban.
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Ugyanis a kornyezet fajlagos entrépidja a szokésos jelolésekkel

eo + Povo — po

S =
To

A test és a kornyezet egyiitt “zart” rendszert alkotnak, azaz Osszenergiajuk és
Ossztérfogatuk allandd, vagyis ha a test részecskeszama N, a kornyezeté Ny,
akkor

Ne + Npeg =: E5 = const, Nv + Nyvg =: Vs = const.

Igy a kornyezet entrépisja

e+ Pov n E, + PyVs — Nopo

N, =-—-N
0%0 1o To

A kornyezet adott dlland6 folyamataban a hémérséklete és nyomadsa allando,
ezért a kémiai potencidlja is dllandd, allandé tovadbba a részecskeszama is; te-
hét, ha a fenti formuldba a Ty = Ty, Py = Pa, pio = pha := f10(Ta, Pa) és No = N,
helyettesitést tessziik, megkapjuk, hogy a test és a kornyezet entrépidjanak 6sz-
szege, Ns + Nysg a kornyezet adott folyamatdban a (x) fliggvény szdmszorosa
(N-szerese, ahol N a test dllandé részecskeszama) plusz egy konstans.

A (%) “szimbolikus” fiiggvényt konkrétan az (e,v) véltozdkban is, a (v,T)
valtozokban is haszndljuk, az

P,
(e,0) > L(e,v) = s(e,v) — 022,
T,
illetve a e p
(v,T) — L(v,T) :=s(v,T) — ¢@,T) + Fav
formdban.

Ezek a fiiggvények folytonosan differencidlhaték az R illetve R regularis tar-
tomanyokon, és ott, ha a test entropikus,

o _ 1 1 oL _P P

e T T, ov T T,
oL (1 1\ P P 0L _(1 1Yd
v \T T,)ov T T, ar  \T T,) 0T’

13.3. Kényszer nélkiili folyamatok

Kitesziink a levegbbe egy Osszenyomott és forré vasdarabot. Tapasztalataink
szerint a a vasdarab kihiil és kitagul, azaz felveszi a kornyezetének hémérsékletét
és nyomasat. Ilyen folyamatokat irunk le most.

13.3.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Azt az esetet tekintjiik, amikor a test és a kornyezet mechanikai és termikus
kapcsolatban is dll egymassal, tehat g-ra f-re az altalanos kikotéseken tul semmi
megszoritds nincs (ezért w = 0), a rdjuk vonatkozd egyenstlyi tulajdonsdg {gy
hangzik:

e ha f(e,v, Ty, Py) = 0, akkor P(e,v) = P,
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e ha q(e,v, Ty, Py) =0 és P(e,v) = Py, akkor T(e,v) = Ty,
e e ha T(ev U):T07 és P(ev ’U):.Po, akkor q(eu v, To, ]DO):O és f(ev v, Tp, PO):Ov
a disszipacios tulajdonsag pedig
_ q(€7 v, T07 PO)

T(e, v) (T(e,v) — Tp) + f(e, v, To, Po)(P(e,v) — Py) > 0,

illetve — a szokdsos ¢ := q(e, v, Ty, Py) stb. rovidit jeloléssel —

11 P P
a-rn(3-7)+s(5-2) =0

ahol egyenldség akkor és csak akkor &ll, ha q(e, v, Ty, Py) = 0 és (e, v, Ty, Py) =
0.

Ezekbol kovetkezik, hogy a disszipacios tulajdonsagban akkor és csak akkor
all fonn egyenldség, ha T(e,v) =Ty és P(e,v) = Py.

13.3.2. Az egyensiily egyértelmiisége

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga kovetkeztében (e, v,) ak-
kor és csak akkor egyensuly, ha

T(emvo) =T, P(emvo) = Pa.

Vildgos, hogy csak akkor lehetséges egyensily, ha (T,, P,) benne van (T, P)
értékkészletében. Az egyensuly altaldban nem egyértelmii; gondoljunk példdul a
van der Waals-anyagokra: bizonyos hémérséklet- és nyomasértékekhez tartozhat
egy tisztan folyadékallapot és egy tisztan gazallapot.

Tudjuk, hogy (T, P) injektiv minden fzison, ezért igaz a kdvetkezo:

Allitds Minden fézisban az egyensily (ha létezik) egyértelmd.

13.3.3. Az egyensiily stabilitasa

Tegytik fel, hogy a dinamikai mennyiségek pszeudolinedrisak (most a fajlagos
mennyiségekre alkalmazva a 12.3. pontbeli jeleket):

qg=—X(T —Tp) + B4(P — Py)
f==2(T —=To) + Bs(P - Fy),

ahol (e, v, Ty, Po) — Aq(e, v, Tp, Py) stb. folytonos fiiggvények.
Térjiink &t az (e, v) valtozdkrdl a (v, T') véltozdkra; ekkor, bevezetve a

0e(v,T)
v
fliggvényt, a fenti formuldkbdl és a dinamikai egyenlet 13.2.3. pontbeli alakjabol

<CU(U,U.T)T') _ (—/\q—i-f()\v]: T)\y ﬁq—n(ﬂvf, T)ﬁf> (P(Z:;)IE Pa>

szarmaztathat6, ahol most Ay = Ay(e(v,T),v,T,, P,) stb.

(vo, To) pontosan akkor egyensily, ha T, = T, és P(vo, Ty) = Pha.

Esszert feltevés, hogy egyensiily kozelében a kozvetett hévezetés elenyészd,
vagyis a hévezetést a nyomaskiilonbség alig befolyédsolja, a rugddzast pedig a
hémérsékletkiilonbség nem érinti (ami igaz példdul mechanikailag erés rugé-
dzésra).

n(v,T):=P,T)+
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Allitas Ha

ﬁq(eovvoaTmPa) :07 )\f(eoavaaaPa) 207

Ag 1= Aq(eoavoaTaaPa) > 0, Ba = ﬂf(eoavoaTaaPa) >0,

és a test anyagdra teljesil a hétdguldsi tulajdonsag (ldsd 3.9.), akkor a (ve,T,) €
R egyensily aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas Tegyiik explicitté a fenti dinamikai egyenletet, azaz vigylik at c,-t
jobb oldalra. Az igy nyert egyenlet jobb oldala a (v,T)-nek az egyensilyban
differencialhaté fiiggvénye, mert a A, stb. folytonos és a (v,T) — T — Ty, illetve
a (v,T) — P(v,T) — P, differencidlhaté fliiggvények szorzata, és ez utdébbi-
ak nulldk az egyensilyban. A dinamikai egyenlet jobb oldaldanak derivaltja az
egyensilyban az adott feltételek mellett

_ XatvaBaba VaBaTa

5a€a _5a7"a7
ahol
Cq = (U0, Th),
de oP oP
a::Pa a 07Ta7 a = 7 07Ta7 a = T3 oaTa-
v, + 5, (Vo Ta) €a = 5 (v0, Ta) s 5y (Vo Ta)
A matrix sajatértékeit meghatarozé karakterisztikus polinom
)\a asaMa )\(l
T = x2 + <ﬂa7ra + Lﬁ.ﬁ) x +6a7ra_;
a C(l

a feltételeinkbol kovetkezGen minden egytitthatd pozitiv, igy a gyokok, azaz a
matrix sajatértékei negativok.

A stabilitdselmélet linearizaciés mdodszere szerint tehat az egyensily aszimp-
totikusan stabil.

13.3.4. Entropikus test egyensuilyanak stabilitasa

Az elébbi eredményiinkhoz sziikséges a hitdgulasi tulajdonsig; ez teljesiil,
ha a test anyaga entropikus. Entropikus testre azonban mar minden egyéb ko-
vetelmény nélkiil igaz az egyensily aszimptotikus stabilitdsa, amit azonnal be
is bizonyitunk.

Allitas Ha az anyag entropikus, akkor a reguldris tartomdnyban minden egyen-
suly aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds Most a kanonikus véltozékat haszndljuk. Legyen (eo,v,) € R
egyensuly. A 13.2.5. pontbeli L fiiggvény elsé derivaltja nulla az egyensily-
ban. Masodik derivéltja pedig megegyezik a fajlagos entrépia masodik derivalt-
jéval, amely negativ definit (lasd 5.3.); kovetkezésképpen L-nek szigord lokalis
maximuma van (e, v, )-ban.
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L-nek a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja

i(em) . (ﬁ - Tia) (ale, v, Ty, Py) — P(e,v)f(e,v, Ty, P)) +
P(e,v) P,
<T(6,v) - ?) f(e,v, To, Pa).

Ez a fiiggvény az egyenstly lokalis egyértelmiisége és a disszipacids tulajdon-
sag kovetkeztében csak az egyensilyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében
L]
mindeniitt pozitiv; mas széval L-nak szigord minimuma van (e,, v, )-ban.

Mindezeket egytittvéve L Ljapunov-fliiggvény az egyensuly aszimptotikus
stabilitdsara.

13.4. Izochér folyamatok

A térgyalt rendszernek felel meg példdul a levegébe kitett merev és hdvezetd
fali edénybe zart gdz. Akar melegebb, akdr hidegebb volt is kezdetben a gaz,
mint a levegs, végiil is a hémérséklete meg fog egyezni a levegbével.

13.4.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgdlunk, amelyben a test térfogata allandd, azaz a test és
a kornyezet csak termikus kapcsolatban all egymassal, tehéat a kényszert az fejezi
ki, hogy rugddzas nulla: f = 0; tovdbba 7 = 0, hiszen nincs kozvetett héitadés.
A héatadasra vonatkozé egyensulyi tulajdonsag igy hangzik (ldsd 13.2.1. ):

e q(e,v, Ty, Py) = 0 akkor és csak akkor, ha T(e,v) = T,
a disszipacios tulajdonsag pedig

—%(T ~Ty) >0 illetve q (% — Tio) > 0.

Az egyensilyi tulajdonsdg miatt itt akkor és csak akkor all egyenléség, ha

T(e, U) = TQ.

13.4.2. Az egyensuly egyértelmiisége
Haszndljuk a (v, T) véaltozékat. A

(v, T)T = q(v, T, Tq, Py), =0
dinamikai egyenletnek minden v, € (m?)* esetén
U(vo) :={(vo,T) € D|T € (K)"}

invarians halmaza, amely egydimenzids részsokasdg része; ez nem mads, mint
a vo-nak megfelel§ izochér gorbe a v—T-sikon (egy “fliggbleges” egyenesnek a
konstiticids tartomanyba esé része).

Adott v, esetén (v,,T,) akkor és csak akkor egyensily, ha

To = Taa

vagyis az egyensilyok halmaza a T,-nak megfelel6 izoterma (a megfeleld “viz-
szintes” egyenes része a konstitiicids tartomanyban).
Nyilvanvaldan igaz a kovetkezo:

Allitds Minden izochdr gorbén az egyensily (ha létezik) egyértelmd.
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13.4.3. Az egyensuly stabilitasa

Allitas Tetszbleges v, esetén a (vo,Ty) € U(vo) N R egyensily aszimptotikusan
stabil az U(v,) feltétel mellett.

Bizonyitas Az egyensiily kozelében az invaridns részsokasagot a hémérséklettel
paraméterezziik. A redukalt dinamikai egyenlet igen egyszerii:

cv(voa T)T = CI('Um T7 Ta7 Pa)'
AT — AT):=—(T—T,)? fiiggvény folytonosan differencialhaté és szigort
lokéalis maximuma van T,-ban.
A-nak a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

. (vo, T, Ty, Py)
T MNT) = —2(T — T,) 2~
— A(T) (T —T.) oo T

ez a fiiggvény az egyensily lokalis egyértelmiisége, a disszipdcids tulajdonsag és
a fajho pozitivitdsa miatt az egyensuilyon kiviil mindentitt pozitiv, azaz szigoru
lokéalis minimuma van 7T,-ban.

13.4.4. Entropikus test egyensilyanak stabilitdsa

Noha az elébbi eredménytink teljesen altaldnos érvényti, érdemes kiilon ki-
térntink az entropikus anyagu testre. Most a kanonikus valtozdkat hasznaljuk.

Ekkor
e+ P,v,

T,

is Ljapunov fiiggvény az aszimptotikus stabilitdsra: az e, egyenstly (amelyet

T(eo,v,) = Ty, hatdroz meg) egy kornyezetében folytonosan differencidlhatd, és
1 1

T(e,v,) T,

e— Ale) :=L(e,v,) = s(e,v,) —

AN(e) =

Ezért A els6 derivéltja e,-ban nulla, tovabba

1 0T (e, vo)
T(e,v,)?  Oe

A'(e) = — <0,
kovetkezésképpen A-nak szigord lokélis maximuma van ey-ban.
A-nak a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

° 1 1
Ae) = =——— — T, P,).
e— Ale) (T(e,vo) Ta) a(e, vo, Ta, Pa)
Ez a fiiggvény az egyenstly U(v,)-beli lokélis egyértelmiisége és a disszi-
pacids tulajdonsag kovetkeztében csak az egyensulyban vesz fel nulla értéket,

a kornyezetében mindeniitt pozitiv; més széval A-nak szigorii minimuma van
eo-ban.

13.5. Adiabatikus folyamatok

Hoszigetelt és képlékeny fali edényben — vagy egy dugattytval lezart hen-
gerben — levd gazt kitesziink a levegébe. Akér nagyobb volt kezdetben a giz
nyomasa, mint a leveg6é, akar kisebb, végiil is a nyomédsa meg fog egyezni a
levegé nyomdsaval. Ilyen folyamatokat frunk le most.
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13.5.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Tegyiik most fel, hogy hoszigetelés van a test és a kornyezet kozott, azaz
a test és a kornyezet csak mechanikai kapcsolatban all egymassal. Amint arra
10.6. pontban felhivtuk a figyelmet, ha a hészigetelést azzal akarjuk leirni, hogy
a héatadas nulla, akkor altaldban nem vehetiink idedlis munkavégzést; bar most
nem vezetne ellentmonddsra az idedlis munkavégzés feltételezése, mégis az dlta-
ldnos utat kovetjik, azaz q = 0 mellett megengedjiik, hogy 7 # 0. A dinamikai
mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga most {gy hangzik (ldsd 13.2.1. ):

o w(e,v,Ty, Py) =0, ha P(e,v) = Py,

o f(e,v, Ty, Py) = 0 akkor és csak akkor, ha P(e,v) = Py,

A disszipécios tulajdonsdg q = 0 miatt a kovetkezé alakira redukalédik:

—%(P - Fy) = 0.

Az egyenstlyi tulajdonsagok kovetkeztében itt akkor és csak akkor all egyen-

16ség, ha P(e,v) = F.

13.5.2. Az egyensuly egyértelmiisége
A (v, T)-valtozékban a 13.2.3. pontbeli jeloléssel a dinamikai egyenlet a

CU(v7T)T = 7“(1}5 T7 Taa P(l),l.}a U = f(vv Ta Ta7 Pa) (*)

alakot oOlti.

A dinamikai egyenlet specialis alakja miatt adiabatikus folyamatban a tér-
fogat és a homérséklet nem fiiggetlen egymé&stol.

(vo, To) akkor és csak akkor egyensily, ha

P(voaTo) = Pa;

mas szoval, az egyensiilyok 6sszessége a P,-hoz tartozé izobar gorbe.
Jelolje U(vo, Tt) a (vo,T,) ponton dthaladé dltaldnositott adiabatat a
v—T-sikon, vagyis a
dr (v, 7,7y, Py)
dv ¢y (v, 7)
differencidlegyenletnek a (vo,T,) ponton &thaladé megolddsgorbéjét (azaz a
megfelel§ 7 fliggvény grafikonjat). Azért mondunk &ltaldnositott adiabatét,
mert a 3. fejezetben adiabatdn mindig az idealis munkavégzésnek megfelelo
gorbét értettiink.
U(vo,To) a (x) dinamikai egyenlet invaridns halmaza, egy dimenzids részso-
kasag.
Ha (v, T,) a reguldris tartoményban van, akkor egy kornyezetében mind az
izobar gorbe mind az altaldnositott adiabata valéban gorbe; (vo,To)-beli érin-

toik
op op
oT’ Ov

7 az egyensulyban a nulla értéket veszi fel, ezért

n(vovTOaT(hPa) = Pa + ?(UovTO)'
(Y

illetve (¢y(vo, T0), —0(Vo, T, Tty Pa)).

('Uo o)
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Igen konnyti latni, hogy ha teljesiil a hétagulasi tulajdonsdg (14sd 3.9.), akkor
a két érinté nem parhuzamos egymassal, kovetkezésképpen:

Allités Ha a test anyagdra teljesil a hétaguldsi tulajdonsdg, akkor a reguldris
tartomdnyban barmely dltaldnositott adiabatin az egyensily (ha létezik) lokdli-
san egyértelmd (azaz van olyan kornyezete, amelyben az adiabatin nincs mds

egyensily).

13.5.3. Az egyensiily stabilitasa

Allités Ha a hétaguldsi tulajdonsdg teljesil, akkor minden (vo,T,) € R egyen-
stly aszimptotikusan stabil az U(v,, Ty) feltétel mellett.

Bizonyitas Az U(v,, T,) részsokasdgot az 6t definidlé fliggvény segitségével, va-
gyis a v — (v,7(v)) leképezéssel paraméterezziik. Ekkor a redukdlt dinamikai
egyenlet:

0 =f(v,7(v), Ta, Pa).

Az egyensilyban 7 a nulla értéket veszi fel, igy P(U’T)+"(e((ﬂjv’T)’U’T‘“Pa) >0

az egyensily kozelében, ezért ott a disszipacios tulajdonsagbdl azt kapjuk, hogy

f(U’T(U)vTa’ Pa)(P(UvT(U) - Pa)) > 07

ahol egyenl6ség pontosan akkor all, ha v = v,.
Vegytik észre, hogy

P OPP+ 5
=\ 5 — 5~ v O)TO
) <81} oT ¢, >(v ) <0

a belsé stabilitasi feltételek és a hotagulasi tulajdonsdg miatt. Ezért a v —
P(v,7(v)) figvény derivéltja (amely folytonos) negativ a v, egy kornyezetében.

v A(v) == —(P(v,7(v)) — By)°

fliggvény értelmezve van a v, egy kornyezetében, folytonosan differencidlhatoé és
szigorui lokdlis maximuma van ve-ban (az egyenstly U (vo, T,)-beli lokélis egy-
értelmiisége miatt). A-nak a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

v— A(v) = =2(P(v,7(v)) — Py) (%P(’U,T(U))) flo,7(v), Ta, Pn);

ez %P(v, 7(v)) < 0, az egyensuly lokélis egyértelmiisége és a disszipdciés tulaj-

L]
donsag miatt az egyensilyon kiviil mindeniitt pozitiv, azaz A-nak szigori lokalis
minimuma van v,-ban.

13.5.4. Entropikus test egyensilyanak stabilitasa

Vizsgédljuk most entropikus anyagu test olyan adiabatikus folyamatait, ame-
lyekben a veszteségi tényez6 nulla. Ekkor az adiabatikus folyamatok izentropi-
kusak, tovabba

(v, 7(v)) =— (P(U,T(v)) + (;Z(U,T(’U))) = 77’(’0)67(’[},7'(1))).
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Az el6z6 éllitasunk ebben a specidlis esetben is érvényes, de érdemes megje-
gyezni, hogy ekkor

e(v,7(v)) + Pyv

v A(v) = L(v, 7(v)) = 8(vo, To) — T,

is Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra. Ertelmezve van v, egy kor-
nyezetében, ott folytonosan differencialhaté, és

TN = (Ge0.70) + Srr@) G 4 R ) = Plor(o)) - P

Ezért A els6 derivéltja v,-ban nulla, tovabbé

70" = 22 0.70) = 22 0, T
P r(v) [P ?
= a—(’U,T(U)) - m (8_T(U7T(U))) <0,

kovetkezésképpen A-nak szigord lokalis maximuma van v,-ban.
A-nak a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

v I.X(v) = Wf(v, T7(v), Ty, P,).

Ez a figgvény az egyensily U (v,, T, )-beli lokélis egyértelmiisége és a disszi-
pécids tulajdonsag kovetkeztében csak v,-ban vesz fel nulla értéket, a kornyeze-

[ ]
tében mindeniitt pozitiv; més széval A-nak szigori minimuma van v,-ban.

13.6. Izoterm folyamatok
13.6.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a test hémérséklete dllan-
dé, értéke T, (a 13.10. pontban kitériink arra, ez miképpen valésithaté meg). Az
eddigi kényszereket — allandod térfogat, illetve hoszigetelés — a dinamikai meny-
nyiségekkel nyilvanvalé médon irhattuk le. Az allandé hémérséklet kényszere
is a dinamikai mennyiségekben jut kifejezésre: a héatadas és a rugddzas nem
fliggetlen egyméastol. Ezt szemléletessé is tehetjiik. Tapasztalatbdl tudjuk, hogy
egy test Osszenyomdskor altaldban felmelegszik (gondoljunk példdul arra, ami-
kor levegt pumpdlunk a kerékpartomlbe). Ha az Osszenyomds ellenére a test
nem melegszik fel (izoterm a folyamat), akkor h6t kell dtadnia a kérnyezetének,
mégpedig minél gyorsabb az 6sszenyomds, idéegység alatt annal tobbet.

Most is célszerii lesz a (v,T) véltozékat haszndlni. Ekkor a folyamatok
t— (v(t),T,) alakiak. Ennek megfeleléen a 13.2.3. pontbeli dinamikai egyen-
let

0 = q(U7TOa ) Ta7 Pa) - n<v7TO7Taa Pa)f(’U>TO7Ta7Pa)7
U= f(vaoaTav Pa)
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alaku lesz. Latjuk, hogy a héitadas és a rugdédzas nem fiiggetlen egymastol: a
hoatadas aranyos a rugodzassal; elég tehat az | rugddzast eléirnunk, abbdl

q(vav TO) PO) = n(vav TO; PO)f(vaTv TOv PO)

Minthogy a héitadas nem nulla, vehetiink idealis munkavégzést

Ha f(v, T, Ty, Py) = 0 — ekkor g(v, T, Tp, Py) = 0 is teljesiil, tehat a dinamikai
mennyiségekre vonatkozé egyenstilyi tulajdonsdg kovetkeztében (14sd 13.2.1.) —,
akkor P(v,T) = Py és T = Ty. Ezért, ha T, # T,, akkor f(v,T,,T,, P,) # 0,
ami azt jelenti, hogy nincs egyensily. Ezt is szemléletessé tehetjiik. Tegyiik fel,
hogy a test hémérséklete nagyobb, mint a kornyezeté. Ekkor a test hét ad le
a kornyezetnek; ahhoz, hogy ne hiiljon le (dllandé maradjon a hémérséklete),
folyamatosan 6ssze kell nyomnunk: nem lehet egyensily.

Viszont

o f(v,T,, Ty, P,) = 0 akkor és csak akkor, ha P(v,T,) = P,.

A disszipécids tulajdonsdgbdl (minthogy idedlis munkavégzést tekintiink) azt
szarmaztatjuk, hogy

f(v, Ta, Ta, Pa) (P(v, Ta) = Pa) > 0

minden (v,Ty) € D esetén.

Az egyensilyi tulajdonsdg miatt itt akkor és csak akkor all egyenléség, ha
Pv,Ty) = P,.
13.6.2. Az egyensiily egyértelmiisége

A dinamikai egyenletnek az U(T,) := {(v,T,) | v € (m3)"} halmaz, vagyis a
T, hémérsékletii izoterma invarians halmaza. Lattuk, ha T, # Ty, akkor nincs
egyensuly ezen az izotermdn, tovdbba (v., T,,) akkor és csak akkor egyensily, ha

P(vo, Ty) = P,.
Minthogy egy fazisban a v — P(v,T,) hozzdrendelés injektiv, igaz a kovetkezd:
Allitds Minden fdzisban a T, hémérsékletd izotermdn az egyensily (ha létezik)
egyértelm.
13.6.3. Az egyensiily stabilitasa

Allitas A reguldris tartomdnyban levd minden (v, T,) egyensily aszimptotiku-
san stabil az U(Ty,) feltétel mellett.

Bizonyitas A redukalt dinamikai egyenlet:
0= f(v, Ty, Ty, Pa)-

Av— P(v,T,) fiiggvény értelmezve van a v, egy kornyezetében, folytonosan
differencidlhaté és szigorian monoton csokken. Ezért a

v A) == —(P(v,T,) — Pa)2

fiiggvénynek szigori lokdlis maximuma van v,-ban (az egyensily lokdlis egyér-
telmiisége miatt). A-nak a redukélt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

: P (v, Ta)

vi— Aw) ==2(P(v,T,) — Pa) 5 f(v, To, Tuy Po);
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ez az egyensuly lokalis egyértelmiisége, a disszipacids tulajdonsag és % <0
miatt az egyensilyon kiviil mindeniitt pozitiv, azaz szigori lokalis minimuma

van vo-ban.

13.6.4. Entropikus test egyensulyanak stabilitdsa

Noha az el6z6 eredménytink altalanos érvényt, érdemes kiilon kitériink az
entropikus anyagu test esetére. Ekkor

e(v,Ty) + Pyv
vi= Aw) = L(v,T,) =s(v,T,) — ¢, To) + Fov
T,
is Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra. Ertelmezve van v, egy kor-
nyezetében, ott folytonosan differencialhaté, és

P(v,Ty) — Py

N(w) = =0

Ezért A els6 derivéltja v,-ban nulla, tovabba

_ OP(v,Ta)

TaA//
(v) 5

<0,
kdvetkezésképpen A-nak szigord lokdlis maximuma van v,-ban.
A-nak a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

v = /.\(v) — W

f(v7 Ta7 Taa Pa)~
Ez a fliggvény az egyensiily lokalis egyértelmiisége és a disszipacids tulajdon-
sag kovetkeztében csak v,-ban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindentitt

L[]
pozitiv; més széval A-nak szigori minimuma van v,-ban.

13.7. Izobar folyamatok
13.7.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a test nyoméasa allando,
értéke P, (a 13.10. pontban kitériink arra, ez miképpen valésithaté meg). Az
allandé nyomas kényszere, csak gy, mint az dllandé hémérsékleté, a dinamikai
mennyiségek kozotti Osszefiiggésben jelenik meg, amit szemléletessé is tehetiink:
ha hot adunk egy testnek, akkor dltaldban novekszik a nyomdsa; ha a héatadas
ellenére a test nyomdsa valtozatlan (izobar a folyamat), akkor ki kell tdgulnia,
mégpedig minél gyorsabb a hdéatadas anndl inkabb.

Haszndljuk ismét a (v, T') valtozékat. Mivel a hddtadds nem nulla, a veszte-
ségi tényezot nullanak vehetjik.

A folyamatokban v és T nem fiiggetleniil véaltozik, hiszen

P(v,T) =P, (*)
kell, hogy teljesiiljon, amibdl

oP . 0P,
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Ugyanakkor a dinamikai egyenlet 13.2.3. alakja szerint (a szokésos roviditd
jeloléssel)

CUT_q_<Po+&>fa ’U:f
v

all fonn. Ezekbdl az Osszefiiggésekbél latjuk, hogy a héatadas és a rugddzas
nem fliggetlen egymdstél: a rugédzas aranyos a hédtadassal; a test ¢, allandd
nyoméson vett fajhdjének (ldsd 3.7.) a segitségével

oP(v,T)

1
T Ty, Py =———— -9 a0, T, Ty, Py).
f(v, T, To, Fo) <@ T) apgi;T)q(v, , To, Po)

Ha q(v,T, Ty, Py) = 0 — ekkor f(v,T,To,Py) = 0 is teljesiil —, a dinami-
kai mennyiségek egyenstilyi tulajdonsdga szerint (lasd 13.2.1.) P(v,T) = Py és
T = Ty. Mivel most csak olyan folyamatokat tekintiink, amelyekre (%) fennéll,
ha P, # P,, akkor q(v,T,T,,P,) # 0, ami azt jelenti, hogy nincs egyensuly,
ami konnyen szemléletessé tehetd. Ha mondjuk a test nyomasa nagyobb, mint
a kornyezeté, akkor kitagul, valtozik a térfogata, nincs egyensilyban; a tdgu-
last megakaddalyozhatjuk, ha hot vonunk el a testtél, de ekkor megint nincs
egyensuly.

Viszont

(P(U»T) :)Po =P, (k)

mellett
e q(v,T,T,, P,) = 0 akkor és csak akkor, ha T' = T,.
A disszipécids tulajdonsiaghbdl azt szarmaztatjuk, hogy

1,1, P,
_q(v, T, )(T_Ta)20
T
minden olyan (v,T) € D esetén, amelyre (xx) teljesiil.
Az egyensulyi tulajdonsdg miatt itt akkor és csak akkor all egyenldség, ha
T=T,.

13.7.2. Az egyensiily egyértelmiisége

A hoéatadds és a rugddzas kozti 6sszefiiggés alapjan a 13.2.3. pontbeli dina-
mikai egyenletnek

U(Fo) :=={(,T) [ P(v,T) = P},

vagyis a P, nyomaéshoz tartozé izobar gorbe invaridns halmaza. Lattuk, ha
P, # P,, akkor nincs egyensily ezen az izobdr gérbén, tovabba (v, T,) akkor
és csak akkor egyenstly, ha T, = Ty, és P(v,,T,) = P,. Ugyanigy érvelhetiink,
mint az el6bb, hogy bebizonyitsuk:

Allitds Minden fazisban a P, nyomdsi izobdr gérbén az egyensily (ha létezik)
egyértelm.
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13.7.3. Az egyensuly stabilitasa

Allitds Ha az dllands nyomdson vett fajhd pozitiv, akkor a requldris tartomdny-
ban levd minden (vo, Ty,) egyensily aszimptotikusan stabil az U(P,) feltétel mel-
lett.

Bizonyitas Fejezziik ki a térfogatot a hémérséklet fiiggvényében (vo, Ty) koze-
1ében a P(v,T) = P, implicit kapcsolat alapjan; jeldlje v ezt a fliggvényt. Ekkor
a redukalt dinamikai egyenlet a rugddzas és a héatadds Osszefliggése alapjan
C;D(V(T)a T)T - q(V(T)a T, Ty, Pa)~
A
T— ANT):=—(T-1T,)>

fliggvénynek szigord lokalis maximuma van T,-ban, és a redukalt dinamikai
egyenlet szerinti derivaltjanak, a
q(V(T)’ T? T(l? Pa)

¢p(v(T),T)
fliggvénynek a disszipaciés tulajdonsag miatt szigord minimuma van 7,-ban.

Furcsanak tiinhet az allitasunk feltétele, hiszen “koéztudott”, hogy az allando
nyomason vett fajhé pozitiv. Ez azonban a mi dltaldnos kereteink kézott nem

feltétlentil igaz; teljesiil, ha az anyag rendelkezik a hotagulasi tulajdonsiggal,
ami kovetkezik példaul az entropikussagbol.

T AMT) = —2(T —Tb)

13.7.4. Entropikus test egyensiilyanak stabilitasa

Erdemes megjegyezni, hogy entropikus anyagu test esetén
e(v(T),T) + Pv(T)

T s A(T) = L((t),T) = s(v(T), T) - -

is Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra. Ertelmezve van T, egy kor-
nyezetében, ott folytonosan differencialhato, és

dv(T 9P
= @D

miatt )
1
) = (7 - 7 ) D)D)
Ezért A els6 derivéltja T,-ban nulla.
Az entropikus tulajdonsag kovetkeztében az allandé nyomaéson vett fajhd
pozitiv, igy
1
AN(T,) = —ECP(V(T),T) <0,
a
igy A-nak szigord lokdlis maximuma van T,-ban.
A-nak a redukélt dinamikai egyenlet szerinti derivéltja
* 1 1
T—ANT)=|=—- = ),T,T,, P,).
A= (7 - 7 ) a0 TR
Ez a fiiggvény a disszipécids tulajdonsdg kovetkeztében csak Ty-ban vesz fel

nulla értéket, mashol mindeniitt pozitiv; méas széval A-nak szigord minimuma
van T,-ban.
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13.8. Rugalmas burok

Most az eddigiektol elvileg lényegesen eltérd, de formailag hasonlé esetet tér-
gyalunk. Gondoljunk egy rugalmas tomlében levd gazra (gumilabddra), amelyet
adott kornyezetbe helyeztiink. A gézra a kiilsé légnyomas mellett a rugalmas
burok nyomasa is hat, amely fligg a gaz térfogatatol: minél nagyobb a térfogat,
annal nagyobb a nyomas.

A szokdsos adatokon (kornyezet és test) kiviil adottnak vesziink tehét egy
folytonosan differencidlhaté p : (m3)™ — (Pa) fiiggvényt (a burok belsé nyo-
mésdt a bezdrt térfogat fliggvényében), amely szigorian monoton nd, tehdt a
derivéltja mindentitt pozitiv. Formailag gy jarunk el, hogy a dinamikai egyen-
let marad a szokdsos alaki, és a dinamikai mennyiségekre ugyanazokat a felté-
teleket réjuk ki — egyenstlyi tulajdonsag, disszipacios tulajdonsag — mint eddig,
csak benniik a kérnyezet nyomésa helyett mindeniitt P, +p-t irunk (mert egyen-
stulyban a test nyomasa a kiils6 nyomasnak és a burok nyomasanak az osszegével
egyenld).

Az el6z6ektol vald elvi eltérést az jelenti, hogy itt nem igaz a “nulladik f6té-
tel” (14sd a Bevezetést), azaz egyensulyban a kélcsonhaté testek nyomdsai nem
egyenl6k egymassal. Persze nekiink a nulladik fétételt a dinamikai mennyiségek
egyensulyi tulajdonsdga helyettesiti, amelyet formailag az eddigiekhez hason-
l6an adtunk meg, csak éppen bizonyos helyeken nem egy nyomds, hanem két
nyomds Osszege jelenik meg. Ezért (e,,v,) € R akkor és csak akkor egyensuly,
ha

T(eo, Vo) = Ta, P(eo, v0) = Py + p(vo).

Allitds Ha a test entropikus, akkor a kényszermentes esetben a reguldris tarto-
mdnyban minden egyensuly aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas Jeldlje r a p egy primitiv fiiggvényét. Ekkor az

e+ Pou+r(v)

(6, ”U) = A(ea U) = 3(67 U) T,

fliggvény kétszer folytonosan differencidlhaté a regularis tartomanyon, derivalt-

Ja
oA 1 1 O\ P P,+p

d T T, w T T,
nulla az egyensulyban. Masodik derivaltja

0 0
D2A2D25+< p/>7

0o —B

Ta

egy negativ definit és egy negativ szemidefinit métrix dsszege, igy DA negativ
definit; kovetkezésképpen A-nak szigori lokalis maximuma van az egyensulyban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivaltja

/.\(6, v) =

- ( 1 1) <q(e,v,Ta,Pa +p()) —Ple,v)f(e,v, Ty, P, +P(U))) +

T(e,v) Ty
P(e,v) P,+p(v)
+ (T(e,v) B T,

) fe,v, Ty, Py + p(v)).
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Ez a fiiggvény az egyensuly lokalis egyértelmiisége és a disszipacios tulajdon-
sag kovetkeztében csak az egyensilyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében

mindentitt pozitiv; mds széval A-nak szigori lokélis minimuma van (e,, v, )-ban.
Mindezeket egytittvéve A Ljapunov-figgvény az egyensuly aszimptotikus
stabilitaséara.

13.9. Széls6érték-tulajdonsagok
13.9.1. A stabilitas feltételei

Az el6z6ekben mindig akkor tudtuk bizonyitani az aszimptotikus stabilitast,
ha az egyensily a regularis tartomanyban volt. A regulédris tartomanyon kiviil
lev6 egyensilyokra meg lehet példaul mutatni, hogy Ehrenfest-tipusi masod-
rendii faziskapcsolaton az egyensuly mindig aszimptotikusan stabil, Tisza-féle
masodrendil faziskapcsolaton az egyensuly lehet aszimptotikusan stabil, stabil
vagy instabil is. Minthogy azonban a faziskapcsolatok emlitett jellemzéseit nem
targyaltuk behatéan, a stabilitasi vizsgdlatokat sem részletezziik.

Vegyiik észre, hogy az aszimptotikus stabilitdast lényegében kétféle feltétel
biztositja: egyrészt a belsd stabilitdsi kritériumok (a konstitticids fiiggvények
tulajdonsdga), mésrészt a disszipacids egyenldtlenség (a dinamikai mennyiségek
tulajdonsdga).

13.9.2. Az entrépia szerepe

A legjobban az entropikus eset mutatja, hogy a bels6 stabilitasi kritériu-
mokbdl a Ljapunov-fiiggvény maximuma, a disszipaciés tulajdonsdgbdl pedig
a Ljapunov-fiiggvény dinamikai rendszer szerinti derivaltjanak minimuma ko-
vetkezik, és ez a kett6 egyiitt biztositja az aszimptotikus stabilitast. A bels6
stabilitdsi kritériumok magukban nem elegendék. Ezt azért érdemes hangsi-
lyozni, mert a szokésos termodinamikiaban dinamikai egyenlet nélkiil csupan a
belsé stabilitasi kritériumokbdl vélik “levezetni” a stabilitast.

Entropikus testre az eddig targyalt barmely esetben — a rugalmas burokét
kivéve —, ha a munkavégzés idedlis, akkor a test és a kornyezet Osszentropidja
vehet6 Ljapunov-fiiggvénynek az egyensily aszimptotikus stabilitasara.

Ez egyben azt is jelenti, hogy az 0sszentrépia szigorian maximaélis az egyen-
sulyban. A dinamikai rendszer szerinti derivéltja, az ugynevezett entrépia-
produkcid, éppen a disszipacios tulajdonsdgban szereplé mennyiség, amely vi-
szont szigoruan minimalis az egyensilyban, ami azt jelenti, hogy az 0sszentrépia
minden nem egyensilyi folyamatban szigorian monoton né.

Itt nagyon vildgosan latszik, hogy az 6sszentrépia egyensilyi maximélis volta
és nemegyensilyi novekedése egymdstdl fliggetlenek (1dsd az Elész6 3. pontjat).

Fontos latnunk azt is, hogy az entrépia egyensulyi maximalis volta és neme-
gyensilyi novekedése nem sziikségszerli akkor, ha egyensulyban a kolcsonhato
testek megfelel6 intenziv mennyiségei nem egyenl6k: a rugalmas burok esetében
az A Ljapunov-fliggvény nem a test és kornyezet Osszentréopidja. Gondolha-
tunk persze arra, hogy ha a burkot redlisabban vessziik figyelembe — azaz 6néllé
testként —, akkor a test, a burok és a kornyezet alkotta rendszerre mar ismét
az Osszentropia lesz a Ljapunov-fiiggvény. Ez azonban nem megy: ha burkot
nemcsak egy idealizalt nyomassal akarjuk megjeleniteni, akkor sziikségképpen
inhomogén testként kell kezelniink, amint erre az el6széban utaltunk.
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13.9.3. Figyelmeztetés

Szokésos termodinamika-konyvekben egyes rendszerekre kiilonféle fiiggvé-
nyek szélséértékével azonositjdk az egyensilyt. Ezek a kijelentések altalaban
formélis szamoldson alapulnak, és ha igazak is, épp azt az egyszerl tényt ho-
malyositjdk el, hogy mindig az Osszentrépianak van maximuma.

Példdul azt szokds mondani, hogy izotermikus folyamatok esetén az Ossz-
szabadenergidanak van minimuma egyensilyban. Ez persze igaz, hiszen az el6z6
jelolésekkel az Gssz-szabadenergia izoterm folyamatok esetén

N(B — TS) + No(eo — Toso) = 7Ta(NS + N()SO) + (Ne + Noeo),

amely egy additiv és egy multiplikativ allandétél eltekintve megegyezik az 0ssz-
entrépia negativjaval.

Azt is mondjék, hogy izobar folyamatok esetén az Gsszentalpidnak van mi-
nimuma egyensulyban. Ez igaz, de semmitmondd, hiszen az izobar sszentalpia

N(e+ P,v) + No(eg + Pyvo) = (Ne + Noeg) + Po(Nv + Novg)

allandé.

A szokasos megfogalmazasok alapjan gondolhatndnk arra is, hogy nem az
Ossz-szabadenergianak illetve nem az Gssz-entalpidnak, hanem csupén a test sza-
badenergiajanak illetve entalpidjanak van minimuma az egyensilyban a megfe-
lel6 feltételek esetén. Ez azonban lehetetlen, hiszen a kornyezet tetszélegesen
megvélaszthato, igy a kornyezettol fliggben barmely allapot lehet egyensulyi.

13.10. Megjegyezések az intenziv kényszerekrol
13.10.1. “Végtelen” lassu, “végtelen” gyors

A térfogat rogzitése és a hdszigetelés (izochér illetve adiabatikus folyama-
tok) olyan kényszer, amely a gyakorlatban konnyen megvaldsithaté (legaldbb is
igen jo kozelitéssel, hiszen tokéletesen merev test és tokéletes hdszigetelés nem
létezik). Ellenben a hémérséklet vagy a nyomas rogzitése valéjdban megvaldsit-
hatatlan. Szokdsos termodinamikai targyaldsokban azt mondjak, hogy allandd
homérsékletii “hétartallyal” — azaz kornyezettel — termikus kapcsolatban levo
test folyamatai izotermikusak (a test hdmérséklete megegyezik a hétartaly ho-
mérsékletével). Ez persze nincs igy, hiszen egy meleg test lehtil a hidegebb
kornyezetben. Javitsuk a mondottakat igy: allandé homérsékletti hétartéallyal
termikus kapcsolatban levé test folyamatai izotermikusak, ha a kezdeti hémér-
séklete megegyezik a hotartalyéval. Sajnos, ez sem igaz. Elemi tapasztalati tény,
hogy Gsszenyomdskor a testek felmelegszenek (példdul pumpélaskor a pumpa),
hidba vannak hétartdlyban (a levegében). Ovatosabb szerzsk azt mondjék, hogy
a hotartallyal kapcsolt test folyamatai izotermikusak, ha a test térfogata “vég-
telen” lassan valtozik, vagy ha a hdatadas a test és a tartdly kozott “végtelen”
gyors. Vizsgaljuk meg, tudunk-e értelmet adni ezeknek a kijelentéseknek.

Tekintsiik a 13.3. pontban térgyalt rendszert a (v, T) valtozdékkal leirva, le-
gyen a test anyaga idedlis gaz allandé c fajhovel, tovabba

q(vav T‘Oa -ZD()) = )\(T - T‘())v f(U7T7 T‘Oa -ID(]) = ﬁ(P(U7T) - -P())7



13. EGY TEST ADOTT KORNYEZETBEN 109

ahol X\ és (8 pozitiv dllanddk. Ekkor a dinamikai egyenlet

T =—-NT —T,) - BP(v,T)(P(v,T) — Pa),
V= ﬁ(P(U,T) - Pa)'

Vegyiik el6szor is észre, hogy, ha a hémérséklet allandéan megegyezik a kor-
nyezet hémérsékletével, T = T,, akkor T = 0, amibél P, T) — P, = 0; ez
pedig azt jelenti, hogy © = 0, azaz a térfogat is dllando: allandé homérsékleti
folyamat sziikségszeriien egyensily; més szoval, nem egyensulyi folyamat nem
lehet izotermikus. Ez 6sszhangban all a mondott tapasztalatainkkal.

Tegyiik most fel, hogy a térfogatvéltozas “végtelen” lassi, azaz § “végte-
len” kicsi. Ha 8 = 0, akkor a dinamikai egyenlet elsé tagjabdl, figyelembe véve
a T(tg) = T, kezdeti feltételt, valéban azt kapjuk, hogy T'(t) = T, minden ¢
pillanatban. Viszont a dinamikai egyenlet méasodik tagjabdl v = 0, azaz a tér-
fogat is allandd: “végtelen” lassu térfogatvaltozassal nem idézhetiink el6 nem
egyensiilyi izotermikus folyamatot.

Tegyiik most fel, hogy a héatadds “végtelen” gyors, azaz \ “végtelen” nagy.
Osszuk el a dinamikai egyenlet elsé tagjat A-val, majd tartsunk vele a végte-
lenhez; ekkor azt kapjuk, hogy T' = T,. Mindez a dinamikai egyenlet masodik
tagjat csak kozvetve érinti: benne T helyett T,-t kell irnunk, de tovabbra is
érvényben marad, jé egyenlet lesz a térfogatvaltozasra. Egy kicsit azonban oda
kell figyelniink: a A — oo hataratmenet eredménye nem olyan egyszerii. A pon-
tos megfogalmazédshoz a differencidlegyenletek elméletébdl ismert tényt idezziik:
a A\-val végigoszott els6 egyenlet jobb oldaldnak T szerinti derivéltja elég nagy
A-k esetén mar negativ, ezért ha t — (vx(t),Th(t)) jeloli a dinamikai egyenlet
va(to) = vo, Ta(to) = Ty kezdeti feltételt kielégité megolddsit, és t — v(t) a

U= 6(P(U5Ta) - Pa)7 U(tO) = Yo

4

kezdetiérték-probléma megoldasat, akkor

lim vy (t) = v(t), lim Ty(t) =T,
A—00 A—00
minden ¢ > ty esetén.

ﬁgy képzelhetjik tehat el, hogy akkor lesz a folyamat izotermikus, ha a test
és a hétartdly kozott “végtelen” gyors a héatadas. Pontosabban: minél gyorsabb
a héatadas, annal jobb kozelitéssel tekinthetjiik a folyamatokat izotermikusnak.

Hasonl6t mondhatunk izobar folyamatokra “végtelen gyors” térfogatvalto-
zéassal, azaz  — oo hataresettel.

A mondottak nagyon jol mutatjik, mennyire kell vigydznunk értelmesnek
latsz6 képekkel. A “végtelen” lassu térfogatvaltozast ugyanigy el tudjuk kép-
zelni, mint a “végtelen” gyors hoatadast, az elobbinek azonban nem adhatd
korrekt matematikai megfogalmazas, az utébbinak igen.

Valéjaban az a legjobb elképzelés, hogy kozel izotermikus a folyamat, ha a
hoatadas gyors a térfogatvaltozdashoz képest. Ennek értelmes hataresetét tud-
juk biztositani azzal, hogy a héatadas “végtelen” gyors, viszont nem értelmes a
“végtelen” lassu térfogatvaltozds hataresete.

13.10.2. Gyakorlatilag izoterm illetve izobar folyamatok

Nem tul gyors hoéatadas illetve rugddzas esetén is — bizonyos egyszerii felté-
telek mellett — tudunk realizalni kozel izotermikus illetve izobar folyamatokat
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azaltal, hogy a kornyezet nyomédsat illetve homérsékletét alkalmasan valtoztat-
juk. Gondoljunk ismét a pumpdlasra: ha a kiilsé6 nyomds (amelyet mi gyakoro-
lunk) mindig csak éppen nagyobb, mint a belsd, akkor a pumpa lassan nyomdédik
Ossze, és kozben “raér” leadni a keletkezett hot a kornyezetének.

Tekintstink olyan kényszer nélkili folyamatokat, amelyek egyetlen fazisban
futnak. Az ilyen folyamatokat a hémérséklettel és a nyomaéssal is egyértelmiien
jellemezhetjiik, a dinamikai egyenleteket felirhatjuk a hémérsékletre és nyomasra
is. Adott allando kornyezet esetén az egyensily éppen a kornyezet hémérséklete
és nyomasa lesz, és az egyensily aszimptotikusan stabil.

Izotermikusnak tekintiink egy olyan folyamatot, amelyben a hémérséklet in-
gadozasa nem halad meg egy gyakorlati szempontbdl “jelentéktelen” eK > 0
mennyiséget (itt K a hémérséklet-egység, azaz Kelvin-fok, e pedig valamely
pozitiv valés szdm).

Megmutatjuk példaul, hogy — bizonyos egyszerii feltételek mellett — Gssze
tudunk nyomni egy testet “gyakorlatilag” izotermikusan a kornyezet T, hémér-
séklete mellett egy eléirt P, nyomadasra. Kozelebbrdl, a kornyezet nyomasa-
nak alkalmas valtoztatasaval el6 tudunk &llitani egy to utani idékre értelmezett
t— (T(t), P(t)) folyamatot ugy, hogy

|T(t) — To| < eIX (t > 1), tlggo T(t)=T,, és tlirgo P(t)=Py. ()

Az els6 természetes feltétel ehhez az, hogy minden Ps € [P(tg), P esetén
(T,, Ps) benne legyen ugyanannak a fizisnak megfelel§ tartomanyban.

Ezutén vegyiik észre, hogy ha a kornyezet nyomdsa a Py € [P(tg), Px] &llan-
do és 7 tetszbleges pozitiv valds szam, akkor az aszimptotikus stabilitds miatt
létezik olyan B(Ps) > 0 és £(Ps) > 0 valds szdm, hogy ha

T(t) ~Tul < BP)K & |P(t) — P < £(P,)Pa,
teljesiil (itt Pa a nyomésegység, “Pascal”), akkor
|T(t) — To| < €K, és |P(t) — Ps| < mPa (1)
minden t > t, esetén, tovabba

lim T(t) =T, és lim P(t) = P. (2)

t—o00 t—o00

A masik feltételiink az, hogy

3= inf{B(P,) | P, € [P(to), Ps]} > 0,

¢ = inf{€(P,) | P, € [P(to), P]} > 0.

Tegyiik fel, hogy a test kezdeti hémérsékletére |T'(tg) — To| < BK teljesiil.
Vaélasszuk a kornyezet kezdeti nyomésanak a

PO := min {P(to) + gPG,POO}
értéket. Oldjuk meg a dinamikai egyenletet a kornyezet (T, Py) adataival a

[to, o[ intervallumon a (T, P(to)) kezdeti feltétellel. A 1étrejové folyamat tel-
jesiti a fenti (1) és (2) feltételt az s = 0 valasztassal. Ha tehdt Py = P, akkor
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(*) is teljestil. Ha Py < P, akkor vélasszunk egy olyan ¢; > ¢y id6pontot, hogy
|T(t1) — Tu| < BK és |P(t1) — Py| < %Pa (ilyen mindig van (2) miatt).
Legyen ezutan

P; := min {Pg + gPa, POO} .

Nyilvédnvald, hogy |P(t1) — Pi| < £Pa. Oldjuk meg a dinamikai egyenletet
a kornyezet (T,, P1) adataival a [t1, 00| intervallumon a (T'(t1), P(t1)) kezdeti
feltétellel. A létrejove folyamat teljesiti a fenti (1) és (2) feltételt az s = 1 vélasz-
tassal. Ha tehdt Py = P, akkor (x) is teljestil. Ha P; < Py, akkor vdlasszunk
egy olyan to > t1 értéket, hogy |T'(t2) — Ty| < BK és |P(t2) — P1| < %Pa.

Minthogy %Pa-nak valamely egész szamu tobbszorose mar nagyobb mint
P — Py, ismételve az eljarast, kapunk egy véges tg < t; < --- < t,, id6pont-
sorozatot és Py < P; < --- < P, = P, nyomdssorozatot gy, hogy a [t;, t;1+1]
id6tartamban a kdrnyezet nyomdasdnak P;-t vélasztva (i = 0,...,n;n+1:=00)
a létrejoveé folyamat az elvart tulajdonsaggal rendelkezik.

Hangstlyozzuk, igy a kozel izotermikus folyamatot allandé kornyezeti ho-
mérséklet és véltozo kornyezeti nyomas mellett valésitottuk meg.

Hasonl6t tudnuk mondani kozel izobar folyamatokra is.

13.11. Kényszer helyett vezérlés
13.11.1. A vezérlés fogalma

Allandé térfogati, allandé hémérsékletii stb. folyamatokat kényszerekkel va-
I6sitottunk meg, azaz a testet “végtelentil” merev burokba zartuk, a test és a
kornyezet kozott “végtelen gyors” hovezetést 1étesitettiink, ami azt eredményez-
te, hogy a test minden folyamataban a térfogat illetve a hdmérséklet allando stb.
Kényszer nélkiil, megfelels vezérléssel — a kornyezet folyamatdnak alkalmas meg-
valasztasaval — is létrehozhatunk egyes allandé térfogati, allandé homérsékletli
stb. folyamatokat; ekkor azonban minden egyes folyamathoz mas és més vezér-
lést kell véalasztanunk. Ehhez hasonlét lattunk maér az eléz6 pontban, amikor
gyakorlatilag izoterm folyamatot allitottunk el6: a kornyezet nyomaéséat alkal-
masan valtoztattuk attdl fliggéen, milyen a kérnyezet hémérséklete és milyen a
test kezdeti nyomasa.

13.11.2. Izochér folyamatok vezérlése

Azt akarjuk, hogy a kornyezetével kolcsonhatd, kényszermentes test olyan
folyamata valésuljon meg, amelyben a térfogat allandd, v(t) = v,. Ekkor tehat
olyan t — (T,(t), P,(t)) fiiggvényt keresiink, amelyekkel

¢ (vo, T)T = q(vo, T, T,, P,), §(Vo, T, T, Py) = 0

teljesiil valamely ¢t — T'(t) fiiggvényre, amelynek T'(t,) kezdeti értéke adott.
Ez érdekes matematikai probléma, dltalaban még nem tudjuk, megoldhaté-
e. A megoldés viszont altaldban nem egyértelm. Vegyiik azt a speciilis esetet,
amikor
f(o,T, Ty, P,) = B(P(v,T) — P,),

ahol g > 0 allandé. Ekkor
Pa(t) = P(vo, T(t)), (%)
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és a fenti els6 egyenlet

cv(vm T)T = UI(Um T, Ty, 7)(/1)07 T))

alakra hozhaté, amely kozonséges differencidlegyenlet tetszéleges T, folytonos
fiiggvény mellett, igy megoldhaté az adott kezdeti feltétellel. A megoldést be-
téve a (x) Osszefliggésbe, megkapjuk a kornyezet vezérlé nyoméasat.

13.11.3. Izoterm folyamatok vezérlése

Azt akarjuk, hogy a kornyezetével kolcsonhatd, kényszermentes test olyan
folyamata valésuljon meg, amelyben a hémérséklet &llands, T'(t) = T,,. Ekkor
tehét olyan ¢ — (T,(t), P,(t)) figgvényt kereslink, amelyekkel

q(v7TO7Ta7 Pa) - n<U7T07 Ta7 Pa)f(v7TO7Ta7 Pa)7 U = f(’U,TO, Ta7 Pa)

teljesiil valamely ¢ — v(t) fuggvényre, amelynek v(t,) kezdeti értéke adott.
Ismét vegytik azt a specidlis esetet, amikor

f(’l),T, Ta»Pa) = 5(P(07T) - Pa);
ahol 8 > 0 alland6. Ekkor

Pu(t) = Pu(t). To) % (+)

és a fenti els6 egyenlet
q(v, To7 Ta Tm P(Uv TO - U/ﬂ)) = n(va To, Taa P(Uv TO - ’U/ﬂ))?)

alakra hozhat6, amely (implicit) k6zonséges differencidlegyenlet tetszéleges Ty,
folytonos fiiggvény mellett, igy megoldhatd az adott kezdeti feltétellel. A meg-
olddst betéve a (x) Osszefiiggésbe, megkapjuk a kornyezet vezérlé nyomédsat.

13.12. Hoderogépek
13.12.1. A héer6gép modellje

A héerdgépek (és a hészivattytk, hiitégépek) olyan szerkezetek, amelyek ho-
dramldst haszndlnak fel mechanikai munka végzésére (illetve mechanikai munka-
végzéssel hoznak létre h6aramldst). Noha a valésdgos gépek édltaldaban bonyolult
szerkezetek, és fazisatalakuldsokat, kémiai reakcidkat, elektromos jelenségeket
stb. is felhasznalnak, az eddig targyalt egyszerii folyamatok segitségével is kap-
hatunk egy durva képet a miikodésiikrél, amely egyéb tanulsaggal is szolgal.

A gépet egy dlland6 N részecskeszamu testtel modellezziik, amelynek, alkal-
mas kornyezettel kapcsolatban allva, periodikus ¢ — (e(t), v(t)) folyamata jon
létre. Legyen szokdsosan t — (T'(t), P(t)) a hdmérséklet és nyomads a folyamat-
ban, és vezessiik be a

Q) = Nq(T(t), P(t)v Ta(t)7 Pu(t)), W(t) = NW(T(t)v P(t), Ta(t)a Pa(t))

jeloléseket. Rogzitsiink egy [t1, ta] intervallumot, amelyben a periddus, az Ggy-
nevezett korfolyamat megvaldsul, és legyen

=t e[t t] | Q) >0}, 77 :={t €[t ta] | Q(t) <0},
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ta

QF = / QW dt,= Q= — / owdt, Q.= | Qwadt

t1

ta
W, = W (t) dt.
ty

Minthogy ¢ — Q(t) folytonos fiiggvény, 7 nyilt halmaz; kévetkezésképpen
akkor és csak akkor nulla mértékl az idéegyenes Lebesgue-mértéke szerint, ha
iires. QF > 0 és pontosan akkor nulla, ha 7% iires.

QF a gép 4altal a korfolyamatban felvett hé, Q. a leadott hé, Q. a forgal-
mazott 6sszhd, W, pedig a gépen végzett munka, azaz —W, a gép altal végzett
munka. Nyilvdnvalé tovdbbd, hogy Q. = QF — Q.

A gép édllapota a periddus elején és végén ugyanaz, ezért a gép energidjanak
a megvaltozasa a korfolyamatban nulla, tehat az els6 fotételbdl azt kapjuk, hogy

0=Q.+W..

13.12.2. A hoéforgalmazas jellemzése

A gép teljes entrépidja a folyamatban t — S(t) := Ns(e(t),v(t)). Tegyiik fel,
hogy a munkavégzés idedlis és a gép entropikus. Ekkor

$— %
amibdl
L Q) Q) Q)
_/tl T(t)dt_/T(t)dtJr/T(t)dt,
QW) . [ -QW)
/mdt‘/ @
Ebbdl a

Tt =sup{T(t) |t 1T},  TH .=if{T({) |tert},

T~ :=sup{T(t) |t e}, T~V :=inf{T(t) |t €77}

jelolésekkel a

Qf _ Q¢ QF . Q¢
R e (%)

becsléseket kapjuk. Ezek azt mutatjdk, hogy QF és Q- vagy mindkettd nulla,
vagy egyik sem, ami azt jelenti, hogy nem nulla munkavégzés esetén (amikor
a héforgalmazds sem nulla) a héfelvétel mellett sziikségszertien héleaddsnak is
kell lennie: a gép csak hoéfelvétellel nem végezhet munkat.
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13.12.3. A termikus hatasfok

A hder6gép termikus hatésfoka a korfolyamatban a végzett munka és a felvett
hé6 hényadosa, feltéve, hogy az utébbi nem nulla:

Ne 1= 7Wc — Qj*Q;
el Qf
Az elébbi becslések alapjan idealis munkavégzés és entropikus test esetén
T—1
Ne < 1— ﬁ

13.12.4. A Carnot-féle korfolyamat

Ha a hémérséklet allandé 7F-on és 7~ -on is, azaz
TH =7+ = T+, T-t=17"T=17",
akkor a (*) becslésekben egyenldség &ll,

Q _ Q2
Tr = - (k)

Ha a gép munkat végez a korfolyamatban, azaz —W, > 0, akkor QF > Q7.
Ez az el6z6 egyenlSséggel csak gy fér éssze, hogy TT > T7: a test hémérsék-
lete magasabb, amikor h6t vesz fel, mint amikor h6t ad le. Ekkor a termikus
hatasfok:

e=1-

Ez az tgynevezett Carnot-féle korfolyamat, amely tehat négy 1épésbél tevo-
dik Ossze.

1. A testet TT dllandé hémérsékleten hagyjuk izotermikusan kitdgulni (hét
vesz fel és munkét végez);

2. A testet hészigeteljiik, és hagyjuk tovébb tdgulni (adiabatikusan), mig le
nem hiil a T~ hémérsékletre (munkét végez);

3. A testet T~ éllandé hémérsékleten izotermikusan Gsszenyomjuk (munka
végzédik rajta, és hot ad le);

4. A testet hészigeteljiik, és Osszenyomjuk (adiabatikusan), mig fel nem
melegszik a T hémérsékletre (munka végzédik rajta).

13.12.5. A hatasfok

Erdemes megjegyezni, hogy a szokdsos hatédsfok, amely a (hasznos) munka
és a befektetett energia hanyadosa, altalaban kisebb, mint a termikus hatéas-
fok, ugyanis a befektetett energia tobb, mint a gép &ltal felvett h6. Nagyon
j6l mutatja ezt a Carnot-féle korfolyamat: a testet kapcsolatba kell hozni egy
hotartallyal, aztan hoszigetelni, aztan lebontani a hészigetelést és kapcsolat-
ba hozni egy masik hotartallyal, aztan megint hoszigetelni, majd lebontani a
hészigetelést; mindezek olyan gyakorlati miiveletek, amelyek tetemes energiat
emésztenek fel.
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13.13. Termikus hatasfok maximalis teljesitmény mellett

Tegyiik fel, hogy a Carnot-korfolyamatban a T'F illetve a T~ hémérsékletii
izotermikus szakaszokban a gép T, > T illetve T, < T~ alland6 hémérsékletii
kornyezetekkel all kapcsolatban, és a héatadasok

QF=-A(T"-T), Q =-A (T, -T").
Ekkor tehat
Qr=Q'th,  Q=Q 71,
és a 13.12.4. (xx) Osszefliggésbil

T+ B Q—T+

= QTT—’

Jelolje v a periddusidonek és az izotermikus szakaszok idejének az aranydat. Ek-
kor a gép atlagos teljesitménye egy periédusban
Qf-Q _Qtrt-Qr _ QI (Tt 1)
to — 11 vt +77) YQ-TH+QTT—)

A masodik egyenl8ség szarmaztatdsdndl figyelembe vettiik a 7+ /77 fenti kife-
jezését.

[jgy akarjuk megvélasztani a gép hémérsékleteit az izotermikus szakaszokon,
hogy az atlagos teljesitmény maximaélis legyen. Ehhez az kell, hogy az atlagos
teljesitménynek a homérsékletek szerinti parcialis derivaltjai nullak legyenek:
QH(rt-T")

A e

QAT =0,

Q (1 ~T")
TQ T Q-

N AN Sp—
™ =15 =\ o Ta = T7),

amelyet behelyettesitve a fenti elsd egyenléségbe, masodfoki egyenletet kapunk
az 1 — T /TT mennyiségre, amelynek (sziikségszeriien 1-nél kisebb) megoldésa

1 T, 1-T-/T*
T 14N
és ebbdl valamint az el6z6 egyenloséghdl
L T, Tt/T-—1
T=  14+/A/AF

Ezek utan konnyen kapjuk, hogy

AT -T7) - Q~ A TH+QT)=0.

Ezekbdl

T~ Ty
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tehat a termikus hatasfok a maximalis teljesitmény mellett:

e VAT + VNI
RS

jeloléssel a maximalis teljesitményti hémérsékletek:

TH =¢VTo, T =&Ty .

A fenti meggondoldsok alapjan fejlédott ki az igynevezett “véges idejli ter-
modinamika”, amely termodinamikai folyamatok optimalizdlasaval foglalkozik,
és a neve arra utal, hogy “valésdgosabb” folyamatokat tekint azok helyett a
kordbban “végtelen lassunak” felfogott tehdt “végtelen ideig tartd” izotermikus
folyamatok helyett, amelyekben a test és a kornyezet homérséklete megegyezik.

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti moédszer csak erre a specialis alakd hé-
atadasra miikodik, tovabba hogy az izotermikus folyamatokat a kérnyezet nyo-
masaval vezérelhetjiik.

13.14. Megjegyzések a masodik fotételrol

A 13.9.2. pontban mondottak vildgosan mutatjak, hogy a méasodik fotétel
olyan formai, miszerint “zart rendszer egyensulydban az entrépia maximalis”
és “nem egyensulyi folyamatokban zart rendszer entrépidja n6”, nincsenek 6sz-
szefliggésben egymaéssal, egyikb6l sem kovetkezik a masik. Ezt majd 15.15-ben
tobb test esetén is latjuk.

A Clausius-féle megfogalmazast, miszerint a h6 spontdan mindig a melegebb
helyrdl dramlik a hidegebbre, a disszipacids egyenlétlenség fejezi ki.

A “mdsodfaji perpetuum mobile lehetetetlensége” | vagyis a mésodik f&tétel
Kelvin—Planck-féle megfogalmazasa, miszerint nincs olyen periodikusan miikodé
gép, amely csupan héfelvétellel munkat végezne, a 13.12.2. pontbeli eredmé-
nylink alapjén mindéssze az entropikussagon (és az idedlis munkavégzésen) mu-
lik, nem hasznalja a disszipacids egyenlétlenséget, ezért semmiféle kapcsolatban
sincs a masodik fotételnek a Clausius-féle értelmezésével.

Ez annyira meglep6, hogy érdemes alaposabban koériiljarnunk. Tegyiik fel
az egyszeriliség kedvéért, hogy a héerdgép allandé hémérsékleten vesz fel és ad
le hét (Carnot-féle korfolyamat); ekkor, mint mar emlitettiik, a test hémérsék-
lete magasabb, amikor hét vesz fel, mint amikor hét ad le. Ebb6l szoktdk azt
kovetkeztetni, hogy magasabb hémérsékletrdl daramlott hé az alacsonyabb felé,
és kozben munkét is végzett. Csakhogy ez nem igaz. A hé valahonnan aramlik
a testbe és valahovd aramlik a testbdl. Itt a képletekben csak a test h6mér-
séklete jelenik meg. Semmi sem utal arra, milyen a hémérséklete annak a
kozegnek, ahonnan a hé dramlik a gépbe (mi zarja ki, hogy alacsonyabb, mint
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a gépé?), és milyen a hémérséklete annak a kozegnek, ahovd a hé dramlik a
gépbdl (mi zdrja ki, hogy magasabb, mint a gépé?). Az a tapasztalati tény,
hogy — legaldbbis egyszerli esetekben — a gépnek hot atadd kozeg hémérséklete
nem lehet alacsonyabb mint a gépé, és a Carnot-féle korfolyamat mint klasszikus
példa, eredményezte azt a hallgatdlagos megallapodast, hogy a gép hofelvevo és
héleadé hémérséklete azaz T illetve T~ megegyezik a géppel kapcsolatban levd
kozeg homérsékletével; erre a hallgatélagos megallapodésra vezethetd vissza az
a helytelen &llitas, hogy a Kelvin—Planck-féle megfogalmazasbdl kovetkezik a
Clausius-féle.

Foglaljuk 0ssze, mit tudunk mondani a masodik fétételnek az Eloszo 3. pont-
jaban idézett a, b, c, és d alakjardl.

c. Az entrépia-maximum a belsé stabilitasi feltételek kovetkezménye.

d. Az entrépianovekedés a disszipdcids tulajdonsagbdl kovetkezik.

b. A Clausius-féle megfogalmazast a disszipacids tulajdonsag titkrozi.

a. A Kelvin—Planck-féle megfogalmazds mindossze az entropikusségbdl (és
az idedlis munkavégzésbdl) szdrmaztathato.

Tehét a. és b. nemhogy egyenértékiiek, de fiiggetlenek egymastél; ugyanigy,
c. és d. is fiiggetlen egymadstdl; b. és d. szoros kapcsolatban all egymadssal (nem
egyenértékiliek, mert a diszipacios egyenl6tlenségben a hoatadast tartalmazoé tag
onmagdban nem sziikségszertien pozitiv); a. fliggetlen az Gsszes tobbitol.

13.15. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a 13.3.-nak megfelel6 kanonikus vezetési matrix
egyensilyi értéke szimmetrikus, tehat a vezetési métrix gyengén Onsager-féle.

2. Targyaljuk a kényszermentes, az izochér, az adiabatikus, az izoterm és
az izobér folyamatokat az (e, v) véaltozdkkal.

3. Altalaban a folyamatokat lefré dinamikai egyenletek til bonyolultak ah-
hoz, hogy analitikus formaban el6 tudjuk allitani a megoldasaikat. Most néhany
olyan feladatot tiiziink ki, amelyekben a megoldés viszonylag egyszeriien meg-
kaphato.

(i) Tekintsiik olyan testet, amelynek fajhdje dllandd, ¢; tegyiik fel tovabbd,
hogy a test és a kornyezet kozotti hdéatadasra q(v, T, Ty, Po) = —A(T —Tp) érvé-
nyes, ahol A pozitiv allandé. A test izochér folyamataira megkapjuk a klasszikus
Newton-féle lehtilési (felmelegedési) egyenletet,

' =-\NT —T,),

amelynek megoldasai

Cc

A
T(t) =T, + exp ( (t— to)) (T(to) — T,)
alakuak.
(ii) Tekintsiik idedlis gdz olyan izotermikus folyamatait, amelyekben adott
0 pozitiv dllandéval (v, T, Ty, Po) = B(P(v,T) — Pp). Ekkor

@=6<kfa—Pa>,

amelynek megoldasaira az a := BP,, b:= kIZﬁa jeloléssel

bo(t) -1
m = —ab(t — t())

b(v(t) — v(to)) + log
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(iii) Tekintsiik allandé ¢ fajhdjli idedlis gdz olyan izobdr folyamatait, ame-
lyekben q(v, T, Ty, Py) = —A\(T — Tp), ahol A pozitiv dlland6. Ekkor

(c+ k)T =—-\NT —T,),

amelynek megolddsai ugyanolyanok, mint (i)-ben, ¢ (amely az allandé térfoga-
ton vett fajhd) helyett ¢ + k-val (amely az dllandé nyomdson vett fajho).

4. Oldjuk meg a 3.(i) feladatot arra az esetre, amikor a kornyezet hémér-
séklete valtozik az id6ben, T,(t) = B(t — to)", ahol B #0és r = 1,2.

5. Téargyaljuk az izochér, adiabatikus, izoterm és izobar folyamatokat rugal-
mas burokban levé géazra!

6. Irjuk le a kozel izobar folyamatok megvalSsitdsat a 13.10.2. mintéjdra.

7. Vizsgaljuk meg a nem nulla allandé héforras esetét.

Noha formailag minden nehézség nélkiil ekkor is targyalhatunk izoterm il-
letve izobar folyamatokat, az eddigieknél is kétségesebb, hogyan realizdlhatjuk
Oket.

Az adiabatikus folyamatokat kivéve (a test hészigetelve van, és benne héfor-
ras miikodik) létezhet nyugalmi dllapot, amely azonban staciondrius folyamat
és nem egyensuly. Ennek stabilitasardl altaldban keveset tudunk mondani. Ha
a 13.3. pontbeli kifejtésben A\, = const > 0, 3, = 0 és By > 0, akkor a lineari-
zaci6s médszerrel (és esetleg a hétaguldsi tulajdonsdg felhasznaldsival) minden
esetben bebizonyithatjuk az aszimptotikus stabilitast a reguléris tartomanyban
levé egyenstlyra. Kérjiik az olvasét, végezze el a szamitdsokat. Milyen feltételt
kell kiréni, ha A; nem allandé?

8. Adjuk meg az izochdr illetve az izobér folyamat vezérlését abban a speci-
alis esetben, amikor ¢ = —A(T — T,), ahol A\ (pozitiv) allandé.

9. Targyaljuk az izobar folyamatok vezérlését.

10. Egy test két kornyezettel is lehet kapcsolatban (példdul egy ablakiiveg
a kinti és a benti levegbvel). A kozonséges termodinamikai modell csak akkor
értelmes, ha a két kornyezet nyomasa egyenlé vagy a test merev és rogzitve
van (kiilonben a test “4tmenne” vagy “dtnyomulna’ az egyik kdrnyezetbdl a
masikba).

Hészigetelt test szempontjabdl kozombos, egy vagy két (természetesen azo-
nos nyomadsii) kornyezettel van-e kapcsolatban; ha a test nincs hdszigetelve,
akkor targyalhatjuk a kényszer nélkili esetet, az izochér, valamint az izobar
folyamatokat.

Legyen a kornyezetek kozos nyomasa P,, a hémérsékletiik pedig Ty, illet-
ve Ty, és tegyiik fel, hogy a test és a kornyezetek kozotti héatadas ardanyos a
homeérsékletkiilonbséggel, vagyis az Ossz-héatadas a

(T —T,) — (T — Tp),

ahol )\, és )y pozitiv allanddk.
A (v,T) valtozdkat haszndlva (ve, T,) akkor és csak akkor nyugalmi &llapot
azaz staciondarius folyamat, ha

AT + N'Th
)\a + )\b
Bizonyitsuk be — bizonyos (ismert) tovabbi feltételek mellett — a reguldris
tartomanyban levo stacionarius folyamat aszimptotikus stabilitasat a lineariza-

ci6 modszerével a fent emlitett mindhdrom esetben. Az izochér folyamatokat
irjuk is le konkrét formulaval.

P(vo,To) =P, és T, =
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14. Két test adott kornyezetben

14.1. Bevezeto megjegyzések

Adott kornyezetbdl és két testbél 4116 rendszer olyan folyamatait vizsgaljuk,
amelyekben nincs anyagforras, valamint a testek kozott, a testek és a kornyezet
kozott sincs tomegesere (az atvandorldsok nulldk), tehdt a testek tomege (ré-
szecskeszama) dllandS. A tdrgyalds menete és az eredmények viszonylag kony-
nyen altaldnosithatok tobb testre is.

Ellentétben az el6z6 fejezettel, noha a részecskeszamok &allanddk, a két test
kiilonbo6z6 részecskeszama miatt most mar a teljes energiat és a teljes térfogatot
célszerii hasznalni az allapotjellemzésre. Viszont a részecskeszamok allandésaga
miatt eltekinthetiink att6l, hogy a konstiticids fliiggvényekben és a dinamikai
mennyiségekben expliciten feltiintessiik a részecskeszamoktol vald fiiggést. A
teljes mennyiségek jelolésére a szokasos nagybetiiket haszndlva tehat példaul azt
irjuk, hogy P(V,T) vagy T(E,V). Tovabba az egyszerliség kedvéért, egy kicsi
de félre nem érthetd pontatlansiggal, a (reguldris) konstiticids tartomdnyokra
valé hivatkozdsokndl is a teljes mennyiségeket hasznaljuk; példaul (V,T) € D
illetve (E, V) € D azt helyettesiti, hogy (V/N,T) € D illeve (E/N,V/N) € D.

14.2. Altaldnos formuldk
14.2.1. A leiras altalanos kerete

A kovetkezékben minden rendszer leirdsa igy alakul (az egyensulyi tulajdon-
sdgnal a e és a e e jelek értelmével kapcsolatban a 13.2.1. pont megjegyzésére
utalunk.

1. adott a (D1, T1,P1, 1, Ry) és a (Dy, To, Po, o, Ro) anyagi, dllandé Ny
illetve Ny részecskeszdm test, valamint a (Do, To, Po, pg, Ro) anyagi kérnye-
zet;

2. adottak a

— D; x Dy halmazon értelmezett Qq2, F1o, 719,

— D5 x D halmazon értelmezett Qs1, Fo1, mo1,

— Dy x Dg halmazon értelmezett Qqg, F1g, 710,

— Dy x Dg halmazon értelmezett Qsg, Faog, oo
hoatadasok, rugddzasok és veszteségi tényezok, amelyek folytonosak és az értel-
mezési tartomanyuk belsején folytonosan differencialhatok, dgy, hogy w12 = 0
ha Q12 # 0 stb.

Ezek a dinamikai mennyiségek, a tovabbi

Wig = —(Py + m12)F12
stb. értelmezéssel valamint a
Q12 := Q12(E1, V1, Eo, Va), Ty :=T1(Ey, V1)

stb. jeloléssel teljesitik
— a kolesonosségi tulajdonsagot:

Q12+ Wiz = —(Qa21 + Wayr), Fig = —Fy

— az egyensulyi tulajdonsagot: 1 = 1,2 és k =0, 1,2 esetén
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O) 7T7;k:0, haPi:Pk,
)(a) ha Fip =0, Qq # 0, akkor Q;, = 0 akkor és csak akkor, ha T; = Ty,
)(b) ha Qi = 0, Fy, # 0, akkor Fy;, = 0 akkor és csak akkor, ha P; = Py,
)(c) ha Fi, # 0, Qix # 0, akkor

e ha I}, = 0, akkor P; = Py,

e ha Qi1 =0 és P; = P, akkor T; = T,
..haT’i:Tk éSPi:Pk,akkOI'Qik:OéSFik:O7

— a disszipacids tulajdonsigot

1
1
1

_QTlfm 1) - W?lf(a —P) >0,
_QT?(TQ 7 VVTZ:(P2 ~P) >0,
7%0@1 - Ty) - W?T(Pl - Fy) =0,
_QTZO(TQ T - W_zO(P2 — Py >0,

és mindeniitt kiilon-kiilén pontosan akkor all egyenloség, ha az ottani dinamikai
mennyiségek értékei mind nulldk (igy példdul az els6ben ha Q12=0 és W15=0);
ezek az egyenl8tlenségek idedlis munkavégzések (w13 = 0, w19 = 0, w9 = 0)
esetén atirhatok

11 P, P,
PR (= =)+ (2 —22) >0
(Q12 — P1Fy2) <T1 T2>+ 12 (Tl T2> >0,
1 1 P, P
_PF R I I (i A T R
(Q21 2 21) <T2 T1>+ 21 <T2 Tl) >0,
1 1 P B
_PF S S a0 s
(Q1o — P1Fyo) (T1 To>+ 10 <T1 To) >0,

11 P, P,
(on—P2F20)(E—?O)+F20(?2—?0)20

alakba (vegyiik észre, hogy itt a mésodik egyenl6tlenség megegyezik az els6vel
a kolesonosségi tulajdonsdg alapjdn);

3. adott a kdrnyezet idSintervallumon értelmezett t — (E,(t), V,(t)) € Do
folyamata (amely folytonos fliggvény);

4. adottak a t — Qi 4(t) és t — Q2,(t) héforrasok (amelyek folytonos
fiiggvények);

5. a testek t — (Eq1(t), Vi(t), Ea(t), Va(t)) — dlland6 Ny illetve No részecske-
szamu — folyamatat az

By = Q1,5 + Qra + Q2 + Wig + Wia,

Vi = Fig + Fla,
Es = Qa5 + Qaq + Qo + Wag + Way,
Vo = Faq + Fn

dinamikai egyenlet irja le, ahol Q1, := Q10(E1, V1, E4, V,) stb.
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14.2.2. A kornyezet jellemzése a hdmérséklettel és nyomassal

A testek és a kornyezet kozott témegesere nincs, igy a kornyezet anyaga
lényegtelen. A gyakorlatban a kornyezetet a homérésékletével és a nyoméasaval
tudjuk kézzelfoghatban jellemezni, ezért a tovabbiakban az (Ey, Vp) valtozdk he-
lyett a (To, Py) véltozdkat {rjuk (de a dinamikai mennyiségek jel6lésére ugyanazt
a bet{it hasznéljuk, tehdt példdul Qio(FE, V, Ty, Py) fog szerepelni), és a kornye-
zet adott folyamatét is ¢ — (T, (t), P, (t)) forméban tekintjiik.

Tehat itt is, mint egy testnél, Tj és Py a kornyezet lehetséges hémérsékleteit
és nyomédsait jelenti, mig T, és P, a kornyezetnek az adott (a lehetéségeken
beliil megvalésult) folyamatdt.

14.2.3. Egyensuly

A kovetkezSkben (a feladatoktdl eltekintve) a héforrdsokat mindig nulldnak,
a kornyezetet allandénak vessziik, azaz

Q1,5 =Q25=0, T, = const, P, = const.

Ez esetben (E1,, Vi, Eao, Vao) € D1 x Do akkor és csak akkor egyenstly, ha

Q12(E107 Vloa E207 %o) = 07 FlQ(E107 Vlo; E20a V2o) = 07
Q21 (E20, Vao, E10, Vio) = 0, Fo1(F20, Vao, E10, Vie) = 0,
QIO(E107‘/107TG7PG) 207 FIO(E107V107TLL5PG) 207

QQO(E2O7 ‘/207Ta>Pa) = 07 FQO(EQOa VQO) Taa Pa) = O

Ertelemszertien hasonlé egyenl6ségeket tudunk felirni arra, hogy — a hé-
mérsékletet hasznélva allapotjellemzésre a bels6 energia helyett — a megfeleld
VMo, Tho, Vao, Too) egyensily legyen.

14.2.4. Entropikus testek

Vizsgalatainkban fontos szerepet kap entropikus testek esetén a szokasos
“szimbolikus” alakba irt

Ey+Ey+ P,(Vi + Vs
L:=8 48— -2 T(l 2) (%)

fliggvény, amely egy additiv alland6tol eltekintve a testek és a kornyezet 6ssz-
entrépiaja a kornyezet adott folyamataban. Ugyanis a kornyezet entrépiaja a
szokasos jelolésekkel

_ Lo+ PoVo — poNo

T '
A test és a kornyezet egyiitt “zart” rendszert alkotnak, azaz Osszenergidjuk és
Ossztérfogatuk dllando, vagyis

So

FE1+ Ey + Ey =: E5 = const, Vi+ Vo +Vy =: Vy = const,
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igy
Ei+ Ey+ Py(Vi+ Vo)  Es+ PyVs — poNo
_ 4 .
TO TO

Ide behelyettesitve a kornyezet adott folyamatara a Ty = T, Py = Py, o = e
és Nyg = N, allandé értékeket, megkapjuk, hogy a testek és a kornyezet entrépi-
ajanak osszege, S1 + S2 + Sp a kornyezet allandé folyamatdban a () fiiggvény
plusz egy konstans.

A (%) “szimbolikus” fiiggvényt konkrétan az (Eq, Vi, Eq, V) valtozdkban is,
a (V1,Ty, Vo, Ty) valtozdkban is hasznaljuk, az

Sp =

(B, Vi, Bo, Vo) = L(Ey, Vi, B, Vo) =
B+ By + P, (Vi + V)
T, ’

= S1(E1, V1) + Sa(Ea, Vo) —
illetve a

(‘/llea VY27T2) — E(‘/15T17V27T2) =
EWV,Th) + E(Va, To) + Py (Vi + V)
T,

=81 (Vi, Th) + S(Va, Tn) —

forméban.
Ezek a fiiggvények folytonosan differencidlhaték az R illetve R regularis tar-
tomanyokon, és ott, ha a testek entropikusak,

oL _1 1  oL_P_ PR
oE; T, T, ov, T, T,
oL (1 1 85i+g_& oL (1 1) 9
ov, \T, T,)oV, T, T, or;, \T, T,)oT;
(i=1,2)

14.3. Kényszermentes rendszer
14.3.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Alljanak a testek egymadssal és a kornyezettel mechanikai és termikus kapcso-
latban is, tehat a héatadasokra és a rugdédzasokra az dltaldanos kikotéseken tul
semmi megszoritds nincs (ezért a veszteségi tényezék nulldk), a rdjuk vonatkozd
egyensulyi és disszipacios tulajdonsag a 14.2.1. pontjaban foglaltakkal egyezik
meg.

Ezekbdl kovetkezik, hogy a disszipacios tulajdonsdgbani =1,2ésk =1,2,0
esetén akkor és csak akkor all fonn egyenléség, ha T; = Ty, és P; = P.

14.3.2. Az egyensily egyértelmiisége

A dinamikai mennyiségek egyensulyi tulajdonsiga és 14.2.3. alapjan
(F105 Vio, Eao, Vao) akkor és csak akkor egyenstly, ha

T1(Eio, Vio) = T2(Eao, Vao) = Ta, P1(Eiq, Vio) = Pa(Eao, Vao) = P,.
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Vildgos, hogy csak akkor lehetséges egyensily, ha (T,, P,) benne van (T4, P1)
és (To, Py) értékkészletében. A hémérséklet-nyomds fliggvény injektiv a faziso-
kon, ezért igaz a kovetkezo:

Allitas Az 1-es test minden Z; fdzisa és a 2-es test minden Zo fdzisa esetén
7y X Zo-ben az egyensily (ha létezik) egyértelmd.

14.3.3. Az egyensiily stabilitasa

Allitds Ha a testek entropikusak, akkor Ry x Ro-ben minden egyensuly aszimp-
totikusan stabil.

Bizonyitas Legyen (F1o, Vio, E20, V20) € R1 X Ra egyenstily. A 14.2.4. pontbeli
L fiiggvény els6 derivaltja nulla az egyenstilyban. Mésodik derivaltja pedig

D281(E1,V1) 0 >

2 —
D L(E17V1;E27‘/2) - ( 0 DQSQ(EQaVYQ)

amely negativ definit. Kovetkezésképpen L-nek szigoru lokdalis maximuma van
(E10) V107 E2o7 V20)'ba.n.
L]

L-ot, L-nek a dinamikai egyenlet szerinti derivaltjat a szokasos egyszeriisit
jelolésekkel

1 1 P, P,

(Tl - ﬁ) (Qu + Q10 — P1(Fi2 + F10)) + <?i - T_a> (Fi2 + Fio) +
1 1 P. P,

<T2 - Ta> (Q21 4 Q20 — Pa(Fa1 + Fag)) + <Tz - Ta) (F21 + Fao)

forméban foglalhatjuk 6ssze. Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy

1 1 P P
L _PF 0 _lfa\p
(T1 Ta> (@10 1 Fio) + <T1 Ta) 10+

11 P, P,
(E - E) (Qa20 — P2Fa) + (E - T_a) Fo +

1 1 P P
- _PF 12\ F
<T1 T2>(Q12 ! 12)+(T1 Tz) 12

ahol felhaszndltuk, hogy a kolcsonoOsségi tulajdonsdg miatt Qo — PoFo; =
—(Q12 — P1F12) és Iy = —Fya.

A fenti kifejezés, értelemszertien az (E1, Vi, Ea, Vo) fliggvényeként, az egyen-
suly lokalis egyértelmiisége és a disszipacids tulajdonsig kovetkeztében csak az
egyensulyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindeniitt pozitiv; tehat
L]

L-nek szigort lokélis minimuma van (E1e, Vie, E2o, Vao)-ban.
Mindezeket egytittvéve L Ljapunov-fliggvény az egyensuly aszimptotikus
stabilitdsara.
14.4. Rogzitett egyiittes térfogat
14.4.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek a kornyezettel csak termikus
kapcsolatban allnak, egymassal mind mechanikai, mind termikus kapcsolatban.
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Példaként gondoljunk egy merev hengerre, amelyet dugatty oszt két részre, és
a részeket gazok toltik ki.
Ekkor tehat
Fi9 =Fy =0.

Minthogy a hoatadasok nem nulldk, a munkavégzést idealisnak vessziik.

A dinamikai mennyiségek egyensulyi tulajdonsdga a 14.2.1. szerinti jel6lé-
sekkel igy hangzik:

e ha Fi5 =0, akkor P; = P,

e ha Q15 =0 vagy Qo1 =0, és P = P, akkor T1 = T,

e e ha T1 = T2 és P1 = Pg, akkor ng = 0, le =04és F12 = 0,

e (019 = 0 akkor és csak akkor, ha T} = Ty, tovabba Q29 = 0 akkor és csak
akkor, ha T2 = TQ.

A disszipécids tulajdonsag: a 14.2.1. pontban leirt egyenlétlenségekben
W10 = WQ() =0 és Fl() = FQ() = 0 veendo.

14.4.2. Az egyensiily egyértelmiisége
A 14.2.1. szerinti jelolésekkel felirt

By = Q10+ Q12 — P Fua, By = Q20+ Q21 — P2Fa1,
Vi = Fia, Vo = Fy
dinamikai egyenletbOl az Fy; = —F}o kolessonosségi tulajdonsag miatt
Vi+Ve=0

kovetkezik: a testek egyiittes térfogata dllandé. Minden Vi € (m?)* esetén
U(Ve) :={(E1,V1, B3, Vo) | Vi + Vo = V4 }

a dinamikai egyenlet invarians halmaza.
(F10s Vio, Eao, Vs — V1,) akkor és csak akkor egyenstily, ha

TI(EIm Vlo) = TQ(E207 V; - Vvlo) = Taa Pl(EIm Vlo) = PZ(E207 Vvs - Vvlo)~

Allitds Minden Zy és Zo fizis esetén az egyensily U(Vs) N (Zy x Za)-ben (ha
létezik) egyértelmd.

Bizonyitas Az egyenslyi térfogatot a
P1(Vio, Tu) = Pa(Vs — Vio, Ta)
Osszefiiggés jellemzi. A
Vi P (Vi,Ty) (W, To) € Zy)
fliggvény szigorian monoton csokken, a
Vi Po(Ve = Vi, Ty) (Ve =W, T,) € Zs)

pedig szigorian monoton né, ezért egyenlo értéket legfeljebb egy helyen ve-
hetnek f6l, azaz Vi, egyértelmiien meg van hatdrozva. A hémérséklet a bel-
s6 energianak szigorian monoton novo fiiggvénye, ezért az adott Vi, mellett
T (F1o, Vio) = Ta és To(Ea, Vs — Vie) = Ty, egyértelmiien meghatérozza az
egyensulyi energiaértékeket.
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14.4.3. Az egyensuly stabilitasa

Allitds Ha a testek entropikusak, akkor tetszéleges Vs esetén az
(B0, Vios B2, Vs — Vio) € R1 X Ry

egyensily aszimptotikusan stabil az U(Vy) feltétel mellett.

Bizonyitis Ha U(V;)-t (E1, Vi, Ey)-vel paraméterezziik, akkor a redukalt dina-
mikai egyenlet

Ey = Qo + Qi — PrFya, By = Qo + Qa1 + PaFia,
Vi = Fia,
alaku lesz, amelyben értelemszertien V5 helyett mindentitt Vy — V3 irando, azaz
Q12 = Qu2(E1, Vi, B, Vs — V1), stb.
Az

(Ev, Vi, E3) — A(Ey, V1, Ey) == L(E1, Vi, B, Vs — V1) =

E FE
= S1(E1, V1) + Sa(E2, Vi — V1) — % + const
a

fliggvény folytonosan differencialhaté az egyensily egy kornyezetében, és

ON(EL, V1, Ey) 1 1 ON(E1, Vi, Es) 1 1

0E, CTi(EL, V) TS 0E, T To(BEo, Vi - Vi) T,

6A(E17‘/17E2) _ Pl(Ela‘/l) _ PQ(E27‘/S_‘/1)
oV Ti(E1, Vi) To(Ea, Ve —Vi)
Lathato, hogy A els6 derivaltja az egyensilyban és csak ott veszi fel a nulla

értéket.
Masodik derivéltjara egyszeri szamoldssal azt kapjuk, hogy

2
D2A(EL, Vi, By) = (n S1(E1, V1) 0) n (0 0 )

0 0 0 C*D2Sy(Es, Vi — V1)C

0 1
C':(l 0>’

és a csillag a transzponalast jelenti. Ez két negativ szemidefinit métrix osszege;
az elsének a magjat (0,0, 1), a médsodikét (1,0,0) fesziti ki; kdvetkezésképpen
a két matrix Osszege negativ definit. Ezért L-nek szigord maximuma van az
egyensulyban.

L]

ahol

A-ot, A-nak a redukdlt dinamikai egyenlet szerinti derivaltjat a szokasos
egyszerusito jelolésekkel

1 1 P P 1 1
(TlTa> (Quo+Q12—P1F12)+ <T1Tz> F12+<T2Ta> (Q20+ Q21+ P2 Fi)
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formaban foglalhatjuk 6ssze. Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy

1 1 1 1 1 1 P P
—— — — —PF ————= | F
<T1 Ta) Q10+ <T2 Ta) Q20 + <T1 T2> (Qr2—P1F12)+ <T1 T2> 12,
ahol felhaszndltuk, hogy a kolcsonoOsségi tulajdonsdg miatt Qo1 + PoFo =

—(Q12 — P1F12).

A fenti kifejezés, értelemszeriien az (Eq, V1, E2) fiiggvényeként, az egyen-
suly lokalis egyértelmiisége és a disszipacids tulajdonsig kovetkeztében csak az
egyensulyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindentitt pozitiv; mas

L[]
széval A-nak szigori minimuma van (Ei,, Vi, Fao)-ban. Ez azt jelenti, hogy
az U(V;) feltétel mellett az (E1o, Vio, E2o, Vs — Vio) egyensiily aszimptotikusan
stabil.

14.5. Rogzitett egyiittes térfogat és egyiittes hoszigetelés
14.5.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek a kornyezettel semmilyen kap-
csolatban nem &llnak, egymassal pedig mind mechanikai, mind termikus kap-
csolatban. Példaként gondoljunk a dugattyival kettéosztott merev hengerre,
amelynek most a falai hészigetelk.

Ekkor tehat a kornyezet teljesen érdektelen,

Fio =Fy =0, Q10 = Q2 = 0.

Minthogy a testek kozotti héatadasok nem nullak, a munkavégzést idealisnak
vessziik.

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsaga igy hangzik:

e ha Fi5 =0, akkor P; = P,

e ha Q12 = 0 vagy Q21 =0, és P, = P, akkor T = T,

eehaT) =T és P =Py, akkor Q12 =0, Qo1 =0 és Fi5 = 0.

A disszipécids tulajdonsdg: a 14.2.1. formuldiban az 6sszes 10 és 20 indexi

dinamikai mennyiség nulla.

14.5.2. Az egyensiily egyértelmiisége

A szokésos jelolésekkel felirt

Ey = Q12 — P Fys, Ey = Qo1 — PyFyy,
Vi = Fug, Vo = Fyy

dinamikai egyenletb8l a Q21 — PoFo; = —(Q12 — P1Fi2) és Foy = —F19 koleso-
nosségi tulajdonsag miatt

Ei+Ey=0 é Vi+Ve=0

kovetkezik: a testek Osszenergidja és ossztérfogata allandé. Minden E € (J)™T,
Vi € (m3)T esetén

U(Es, Vi) :=={(E1, Vi, E2, Vo) | Ey + Ey = Es, Vi + Vo =V}
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a dinamikai egyenlet invarians halmaza.
(E10, Vio, Es — E10, Vs — Vi) akkor és csak akkor egyensily U(FEs, Vi)-ban,
ha

T1(E1o, Vie) = To(Es—Eio, Vs—Vio) P (F1o, Vie) = Po(Es—FEio, Vs—Vio).
Az egyensuly egyértelmiiségérdl nem tudunk tobbet mondani, csak azt, amit
a kovetkezé allitas magaban foglal.
14.5.3. Az egyensiily stabilitasa
Allitds Ha a két test entropikus, akkor tetszdleges (Es, Vs) esetén az
(B0, Vie, Bs — E1o, Vs — Vo) € Ri X Ra

egyensily (ha létezik) aszimptotikusan stabil az U(Es, Vy) feltétel mellett (és ezért
az egyensuly lokdlisan egyértelmi U(Es, Vy)-ben).

Bizonyitis Ha U(Fs, Vs)-t (E1, V1)-gyel paraméterezziik, akkor a redukalt di-
namikai egyenlet

Ey = Q2 — P Fia,
Vi = Fi

alakt lesz, amelyben értelemszertien E5 és Vs helyett mindentitt Es — E; illetve
Vs — Vi frandé, azaz

Q12 = Qu2(E1, V1, Es — B, V; — Vi), stb.
Az
(E]_,V]_) = A(Ela‘/l) = L(Ela‘/l;Es - Elv‘/s - ‘/1) =
= Sl(El,Vl) + SQ(ES - E17‘/S - Vl) -+ const

fliggvény folytonosan differencidlhaté az egyensily egy kornyezetében, és els6
derivéltja

DSq(Ey, V1) —DSo(Es — E1, Vi — Vo) =

( 1 _ 1 P (Ey, V1) _ P.(Es — En, Vs —V1)>
T1(Er, Vi) Ti(Es— E1,Vo— Vi) T1(E1, Vi) Ti(Es— E1, Vo —Vh)

az egyensulyban és csak ott veszi fel a nulla értéket.
Masodik derivaltja pedig

D?S:(Er, Vi) + D*Sa(Es — E1, Vi — V1),

két negativ definit matrix Gsszegeként negativ definit; kovetkezésképpen A-nak
szigort maximuma van (F1,, Vi,)-ban. A mondottak maguk utdn vonjdk azt is,
hogy az egyenstly U(Es, V;)-ban lokdlisan egyértelmi.

A-ot, A-nak a redukélt dinamikai egyenlet szerinti derivéltjat a szokés sze-
rinti egyszertisit6 jelolésekkel
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1 1 P P
(ﬁ - E) (Q12 - P1F12) + (?1 - E) Fia

formdban foglalhatjuk Gssze. Ez, értelemszertien az (E7, V;) figgvényeként, az
egyensuly lokdlis egyértelmiisége és a disszipacios tulajdonsdg koévetkeztében
csak az egyensilyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindentitt pozitiv;

maés széval A-nak szigord minimuma van (FE1,, Vi,)-ban.
Ez azt jelenti, hogy az (E1o, Vio, Es — E10, Vs — Vi) egyenstily aszimptoti-
kusan stabil az U(FEs, Vi) feltétel mellett.

14.6. Rogzitett egyiittes térfogat és egyedi hoszigetelések
14.6.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek csak egymadssal és csak me-
chanikai kapcsolatban vannak. Példaként gondoljunk a dugattyuval kettéosztott
merev fald hengerre, és most a henger falai is, a dugatty is hoszigetelok.

Ekkor tehat

Fip =F2 =0, Q10 = Q2 = Q12 = Q21 =0.
A testek kozotti héatadasok nulldk, az idedlis munkavégzés ellentmondésra
vezetne. Ugyanis a kolcsonosségi tulajdonsag szerint Fio = —Fbp és

(P14 mi2)Fia = —(Po + m21) Fo1,

ami nem allhat fenn nulla veszteségi tényezck mellett.
A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsiga igy hangzik:
e F5 = 0 akkor és csak akkor, ha P, = P;.
A disszipécids tulajdonsag:

Wia
P12 p Py >0
P1(1 ) >

14.6.2. Az egyensily egyértelmiisége

A 14.2.1. szerinti egyszerisito jelolésekkel felirt

Ey = —(P + m2)Fiz, By = —Ps(+21) Fa1,
Vi = Fu, Vo = Fyy
dinamikai egyenletbdl a dinamikai mennyiségek kolcsonosségi tulajdonsdga mi-

att
E1+E2:O és ‘/1+V2:0

kovetkezik, tovabbd még az

Ey = —(P, 4 m2)Va (*)

Osszefiiggés is fenndll (a 2-es indexre hasonléan, de az mar kovetkezik a fentiek-
bél).
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A folyamatokban a testek Osszenergidja és Ossztérfogata allando, és még ()
is teljesiil. Ez utébbi maga utan vonja, hogy a belsé energia megadhaté a tér-
fogat fiiggvényében a

dE

d—‘/l:_PI(E17V1)_7T12(E17‘/13ES_Ela‘/s_vl> ()

kozonséges differencidlegyenlet megoldasaként. Jelolje C(Eg, V;) a differenciéle-
gyenletnek az E; € (J)* és Vi € (m®)" kezdeti feltételnek eleget tevé integral-
gorbéjét. Ekkor

U(Esv%7C(ES7%)) =
={(E1,Vi,E2,Va) | E1 + Ey = E, Vi + Vo =V, (B, V1) € C(Es, Vs)}

a dinamikai egyenlet invarians részhalmaza.
(E10s Vio, Eao, Vao) akkor és csak akkor egyensily U(Es, Vi, C(Es, Vi))-ben,
ha
P1(E1o, Vie) = Pa(Hao, Vao).

Az egyensuly egyértelmiiségérsl nem tudunk tobbet mondani, csak azt, amit
a kovetkez§ allitdas magaban foglal.

14.6.3. Az egyensiily stabilitasa

Allitas Ha mindkét testre teljesiil a hétdguldsi tulajdonsdg (ldsd 8.7.), akkor
minden (Es, Vy) esetén az

(Eloa Vloa EQO) ‘/20) S U(Esa ‘/S7 C(Esa ‘/S)) N (Rl X RQ)

egyensily (ha létezik) aszimptotikusan stabil az U(Es, Vs, C(Es, Vy)) feltétel mel-
lett (tehdt az egyensuly lokdlisan egyértelmi is U(Es, Vs, C(Es, Vy))-ben).

Bizonyitas A széban forgé invaridns részhalmazt V;-gyel paraméterezve, a re-
dukalt dinamikai egyenlet

Vi = Fi2(E1(V4), Vi, Bs — E;(V1), Vs — V1)
lesz, ahol E; a (x) differencidlegyenlet megolddsa, amelynek grafikonja C'(Eg, V).
Konnyt 14tni, hogy

2
Vi (P1<E1(V1>7v1) Py B (V1) Vi vn)

Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitdsra. Ugyanis nyilvanvald, hogy ez
a fliggvény folytonosan differencidlhaté az egyensily egy kornyezetében, és az
egyensulyban szigori minimuma van. A fiiggvény derivaltja a

o+ S22~ (Sp) + FAED ) (B + ma(L2D) )

mennyiség 2(P1([1]) — P2([2]))-szerese, ahol [1] := (E1(V1), V1), [2] = (Es —
E1(V1), Vs — V7). A parcidlis derivaltakra vonatkozé 5.1. pontbeli Gsszefiiggések

szerint 5
oP
b _Pp (9P ot (9 p)].,
oV OF oV g—:“; ov
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minthogy egyensilyban 7o a nulla értéket veszi fel, a belsé stabilitasi krité-
riumok és a hétaguldsi tulajdonsdg kovetkeztében a (x) kifejezés negativ az
egyensulyban; lévén folytonos, negativ az egyensuly egy kornyezetében is. En-
nek a derivaltnak és a redukalt dinamikai egyenlet jobb oldalanak a szorzata a
mondottak és a disszipaciés tulajdonsag miatt az egyensily egy kornyezetében
mindeniitt negativ, kivéve az egyensulyt. Mas széval, a széban forgé fiiggvény-
nek a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja az egyensulyban szigoriu
maximumal rendelkezik.

14.7. Rogzitett egyedi térfogatok
14.7.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek egyméssal és a kornyezet-
tel csak termikus kapcsolatban vannak. Példaként gondoljunk a dugattyival
kettéosztott merev hengerre, amelyben a dugatty helyzetét rogzitjiik.

Ekkor tehat

Fio =Fo =F12 =F21 =0.
Minthogy a rugédzasok nulldk, a kolcsonsségi tulajdonsag szerint most
Q1= —Qa1.

A dinamikai mennyiségek egyensiilyi tulajdonsiaga igy hangzik:
o (Q;1; = 0 akkor és csak akkor, ha T; = Ty, ahol i =1,2 és k =0,1, 2.
A disszipécids tuljdonsag:

1 1
—Qik(T; — T) >0, illetve Qi <Tz — Tk) >0,

i=1,2ésk=0,1,2.

14.7.2. Az egyensiily egyértelmiisége
A 14.2.1. szerinti jelolésekkel az

Er = Qo+ Qi2, Es = Qa0 + Qa1,
Vi =0, Vo=0

dinamikai egyenletnek minden Vy,, Va, € (m3)* esetén
U(Vio, Vao) := {(E1, V1, B2, V2) | Vi = V1o, Vo = Vao}

invarians halmaza.
(E10, Vio, E2o, Vao) akkor és csak akkor egyenstly U(Vi,, Vao)-ban, ha

Tl(Eloa Vlo) == TQ(EZOa Vv20) = Ta~

Mivel az E; — T,(E;, V1,) fliggvények (i = 1,2) injektivek, a kovetkezd tény
nyilvanvald.

Allitas Az egyensily U(Vie, Vao)-ban (ha létezik) egyértelmd.
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14.7.3. Az egyensuly stabilitasa

Allitas Ha a két test entropikus, akkor tetszoleges Vi, és Voo esetén az
(E107 Vvlm E207 ‘/20) S U(V107 Vv20) N (Rl X RQ)
egyensily aszimptotikusan stabil az U(Vi,, Vao) feltétel mellett.

Bizonyitis Ha U(Vi,, Vao)-t (E1, Es)-vel paraméterezziik, akkor a redukélt di-
namikai egyenlet

E1 = Q12 + Quo, E3 = Q2 + Qap

alaku lesz, amelyben értelemszertien Vi és V5 helyett mindeniitt V7, illetve Vo,
frandé, azaz

Q12 = Q12(E1, Vio, Ea, Vo),  stb.
Az

(E1, E2) = A(Ey, E2) := L(E1, Ea, Vi, Vao) =
Ei+ E
= S1(E1, Vio) + S2(E2, Vao) — 71T %+ const
fliggvény értelmezve van az egyensily egy kornyezetében, ott folytonosan diffe-
rencialhato, és
OAN(E1, E 1 1
(B, By) _ - = (i=1,2).
OFE; Ti(Ei, Vi) Ta
A els6 derivéltja az egyensulyban és csak ott veszi fel a nulla értéket.
Maésodik derivaltjara egyszerii szamolassal azt kapjuk, hogy

= 55 ) (B1, Vo) 0

D2A(EL, Eo) = | ( / B (%gg> (Es, Vao)

7

amely nyilvanvaléan negativ definit. Ezért A-nak szigordi maximuma van az
egyenstlyban.
°

A-ot, A-nak a redukdlt dinamikai egyenlet szerinti derivaltjat a szokasos
egyszerisito jelolésekkel

(Til - Tia> (Quo + Q12) + (T% - T%) (Q20 + Q21)

forméban foglalhatjuk Gssze. Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy

1 1 1 1 1 1
(?1 - E) Q10+ (E_ T—a) Q20 + (Fl - E) Q12,

ahol felhasznaltuk a kolcsonosségi tulajdonsagot.

A fenti kifejezés, értelemszerlien az (E7, Ey) flggvényeként, az egyensily
egyértelmiisége és a disszipaciés tulajdonsig kovetkeztében csak az egyensuly-
ban vesz fel nulla értéket, a kdrnyezetében mindeniitt pozitiv; més széval A-nak

szigort minimuma van (E1,, Fa,)-ban. Ez azt jelenti, hogy az (E10, Vio, F20, V20)
egyensuly aszimptotikusan stabil az U(Vi,, Vao) feltétel mellett.
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14.8. Rogzitett egyedi térfogatok és egyiittes hoszigetelés
14.8.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgdlunk, amelyben a testek csak egymédssal és csak ter-
mikus kapcsolatban allnak. Példaként gondoljunk a dugattytuval kettéosztott
merev hengerre, amelynek falai hészigetelok, és a dugattyi helyzete régzitve
van.

Ekkor tehat

F10 = F20 = F12 = F21 = 07 QlO - Q20 =0.

Minthogy a rugddzasok nullédk, a kolcsonsségi tulajdonsdg szerint most

Q12 = 7Q21~

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsaga igy hangzik:
e Q12 =0 (és igy Q21 = 0) akkor és csak akkor, ha T} = T.
A disszipécids tulajdonsag:

. 1 1
*ng(Tl — Tl) Z 0, illetve ng <T‘1 — T’2> 2 0.

14.8.2. Az egyensily egyértelmiisége

A szokasos jelolésekkel az

El = Q127 E2 = Q217
Vi =0, Vo =0

dinamikai egyenletbél E; + E; = kovetkezik, tehat minden E, € (J)* és
Vie, Vao € (m3)* esetén

U(ES7V107‘/20) = {(E17V17E27‘/2) | El + E2 = ES7 ‘/1 = ‘/107 ‘/2 = ‘/20}

dinamikai egyenletnek invaridns halmaza.
(E10, Vio, Es — E10, Vao) akkor és csak akkor egyensily U(Es, Vo, Vao)-ban,
ha
Tl(Eloa ‘/10) = TQ(ES — E107 ‘/720) = Ta~

Ugyantgy érvelhetiink, mint az el6bb, hogy belassuk:
Allitas Az egyensily U(Es, Vi, Vao)-ban (ha létezik) egyértelmi.
14.8.3. Az egyensily stabilitasa
Allitas Minden Es, Vio és Vo, esetén az

(E107 Vloa Es - Eloa ‘/20) S Rl X R2

egyensuly aszimptotikusan stabil az U(Es, Vio, Vao) feltétel mellett.
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Bizonyitds Ha U(Es, Vi,, Vao)-t E1-gyel paraméterezziik, akkor a redukélt di-
namikai egyenlet )
By = Qu2(E1, Vie, Es — By, Vao).

Megkérjiik az olvasét, mutassa meg, hogy
2
By = —(T1(E1,Vio) — To(Es — E1, Vao))

Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabilitasra.
Erdemes megjegyezni, hogy entropikus testekre

Ei — A(E1) := L(E1, Vio, Es— E1, Vao) = S1(E1, Vio) +S2(Es— Eq, Vao ) +const

is Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra.

14.9. Egyedi hoszigetelések
14.9.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek egymassal és a kornyezettel
csak mechanikai kapcsolatban dllnak. Példaként gondoljunk egy olyan (hosz-
szu) hengerre, amelynek mindkét végét dugattyi zérja le, és a belsé részt is egy
dugattyu osztja két részre. A henger falai és a dugattyuk hoszigetelSk.

Ekkor tehat

Q10 = Q20 = Q12 = Q21 = 0.

Noha a testek kozotti hoatadasok nulldk, az idealis munkavégzés nem vezet
ellentmondasra a kornyezettel valé mechanikai kapcsolat miatt, ezért a veszte-
ségi tényezoket nulldnak vesszilk. A dinamikai mennyiségek egyensulyi tulaj-
donsaga igy hangzik:

e I}, = 0 akkor és csak akkor, ha P; = Py, ahol i =1,2és k=0,1,2.

A disszipécios tulajdonsag:

Fir (P, — Py) >0,

aholt=1,2és k=0,1,2.

14.9.2. Az egyensily egyértelmiisége
A 14.2.1. szerinti jeloléssekkel az

Ey = —P(Fio + F12), By = —Py(Fao + Fa1),
Vi = Fio + Fua, Vo = Fag + Fa

a dinamikai egyenlet els6 két tagjabdl illetve masodik két tagjabdl az kovetkezik,
hogy : : . .
Ei+ P Vy =0, Ey + PV, = 0.

Ezért az ilyen folyamatokban mindkét test energidja megadhaté a térfoga-
tanak a fiiggvényében, a 14.6. pontban mondottakhoz hasonléan.
Tekintsiik ugyanis a

dE;
dav;

=-P;(E;, V) (*)
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kozonséges differencidlegyenletnek egy C; integralgorbéjét (i = 1,2). Ekkor
U(C1,C2) := Cy x Cy = {(E1, V1, Ea, Vo) | (E1, V1) € C1, (B2, Va) € Ca}

a dinamikai egyenlet invarians részhalmaza.
(F10y Vio, Eao, Vao) akkor és csak akkor egyensuly U(Ch, Cq)-ben, ha

PI(E107 ‘/10) = PQ(E207 ‘/20) =P,
Az egyensily egyértelemiiségérél nem tudunk tobbet mondani, csak azt,
amit a kovetkezé allitds magaban foglal.
14.9.3. Az egyensuly stabilitasa
Allitas Ha a testek entropikusak, akkor minden Cy és Cy esetén az

(Ero, Vio, Bao, Vao) € U(C1,C2) N (Ry X Ra)

egyensily (ha létezik) aszimptotikusan stabil az U(C1, Co) feltétel mellett (amibdl
kovetkezik, hogy az egyensily lokdlisan egyértelmi U(Cq, Cy)-ben).

Bizonyitas (V1, V»)-vel paraméterezve a széban forgd invaridns részhalmazt, a
redukalt dinamikai egyenlet

Vi = Fig + Fia, Vo = Fao + Fn

alaku lesz, amelyben értelemszertien Ey és Es helyett Eq (V1) illetve Eo(V3) {ran-
dé, ahol E; az a fiiggvény (a () differencidlegyenlet megolddsa), amelynek a
grafikonja C;, ¢ = 1,2), azaz

Fiz = F12(E1(V1), V1,E2(V2), Va), stb.

Megkérjiik az olvasét, mutassa meg, hogy

(VlvV2) = A(VDVQ) = L(El(vl)vvlvEQ(VQ)v%) =
E; (V1) +Ex(V2) + Po(Vi + Va)
T,

= const —
Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabilitasra.

14.10. Egyiittes hoszigetelés
14.10.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek a kornyezettel csak mechanikai
kapcsolatban allnak, egymassal pedig mind mechanikai, mind termikus kapcso-
latban. Példaként gondoljunk a dugattytval kettéosztott hengerre, amelynek
két végét is dugattyu zarja le, és a henger falai valamint a végeken levo dugaty-
tyuk hészigetelok.

Ekkor tehat

Q10 = Q2 = 0.
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Minthogy a testek kozotti héatadasok nem nulldk, a munkavégzést ided-
lisnak vessziik; a testek és a kornyezet kozotti idedlis munkavégzés sem vezet
ellentmondédsra.

A dinamikai mennyiségek egyensiilyi tulajdonsaga igy hangzik:

e ha Fi5 =0, akkor P, = P,

e ha Q1o =0 vagy Q21 =0, és P = P, akkor T1 = T,

COhaT1:T2 éSP1:P2,akkOrQ12:03 Q21:0éSF12:0,

e Fig = 0 akkor és csak akkor, ha P, = Py, valamint F5y = 0 akkor és csak

akkor, ha P, = P,.

14.10.2. Megoldatlan feladat

(E10, Vio, Eao, Vao) pontosan akkor egyenstly, ha
Tl(E107 Vlo) = TQ(E207 V20) PI(E107 ‘/10) = P2(E20, VQO) = Pa-

Itt harom egyenlet van a négy ismeretlenre; ez azt jelenti, hogy altalaban
az egyensily nem egyértelmli még lokélisan sem. Az eddigiekhez hasonléan jé
lenne invarians részhalmazt taldlni, amelyben az egyensily mér lokélisan egy-
értelmi. Sajnos azonban az

= Q12 — P (Fio + F12), E2:Q21—P2(F20+F21),
Vi = Fig + Fia, Vo = Fao + Fo

dinamikai egyenletbdél nem tudunk kozvetleniil megadni invaridns részhalmazt.
Az egyenstlyok stabilitdsdnak a kérdése ebben az esetben még megvélaszolatlan.

14.11. Allandé hémérséklet
14.11.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a testek homérséklete
allandé és egyenld. Példaként gondoljunk a dugattytval kettéosztott és a két
végén is dugattyuval lezart hengerre; a henger falai és a dugattyik “végtelen
gyorsan” vezetik a hot. Hasonléan, mint egy test esetén, belathatjuk, hogy csak
akkor lehet egyensily, ha a testek dlland6 hémérséklete megegyezik a kornyezet
homérsékletével.

A 13.6. pontban mondottakhoz hasonléan a rugédzasok és héataddasok nem
fiiggetlenck egymastol. Ugy vessziik, hogy minden i = 1,2 és k = 0,1, 2 esetén

Qi = N Fip,
ahol

0&;

Nik(Eia‘/hEkaVk) = Pt(E’La‘/t) av

(‘/la T (E’L7 ‘/7,)) + 7712(E17 ‘/17 Eka Vk)
Célszerti most a belsd energia helyett a homérsékletet hasznélni allapotjel-
lemzésre. Ekkor értelemszeri jelolésekkel a rugddzasokra vonatkozo egyensilyi
tulajdonsagbdl:
o Fi12(V1,T,,Va,T,) = 0 akkor és csak akkor, ha P;(V; ) ) és

= Pa(Va, T,
Fio(Vi, Ta, Ta, Py) = 0 akkor és csak akkor, ha P;(V;,T,) =P, (i=1,2

2).
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A disszipécids tulajdonsag:
]:12(‘/17 Taa ‘/2) Ta)(Pl (‘/17 Ta) - PQ(‘/Qa Ta)) Z 07

f'LO(‘/’LaTa7Ta7Pa)(PZ(‘/tL7Ta)*Pa) 20 (1:172)

14.11.2. Az egyensiily egyértelmiisége
U(Ta) = {(V1, T, Va, Tu) | V1, Va € (m*) "}

a dinamikai egyenlet invarians halmaza.
Moy Tay Vo, Ty,) akkor és csak akkor egyensily, ha

P1(V10aTa) = P2(‘/2o; Ta) = P,.

Egy fézisban a nyomaés a térfogatnak szigorian monoton csokkend fliggvénye,
ezért igaz a kovetkezo:

Allitas Minden Z; és Z fazis esetén U(Ty,) N (Z1 X Zs)-ben az egyensily (ha
létezik) egyértelmd.
14.11.3. Az egyensiily stabilitasa

Allitds Ha a testek entropikusak, akkor minden T, esetén a
(VlovTa; ‘/ZOaTa) € Rl X R2
egyensily aszimptotikusan stabil az U(T,) feltétel mellett.

Bizonyitas Paraméterezziik U(T,)-t (V1, V2)-vel; a redukélt dinamikai egyen-
let:

Vi = Fio(Vi, T, Ta, Pa) + Fro(Vi, Ta, Vo, To),

V2 = fgo(%’ T(“ Ta7 Pa) + ‘F21(‘/27 Ta7 V17 Ta)

Az olvaséra bizzuk, mutassa meg, hogy

(Vl7‘/2) = E(V17Ta7 ‘/27Ta) =
gl(Vl7Ta) + é’2(‘/137—‘(1) + Pa(‘/l + ‘/2)

:Sl(‘/]JTa)_‘_SQ(‘/?vTa)_ T

Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra.

14.12. Allandé hémérséklet és rogzitett egyiittes térfogat
14.12.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a testek egyiittes térfoga-
ta és hémérséklete dllandé (ez utébbi megegyezik a kornyezet hdmérsékletével).
Példaként gondoljunk a dugattyuval kettéosztott merev fali hengerre; a henger
falai és a dugattya “végtelen gyorsan” vezetik a hét.

Az el6z6 pontban mondottakon til most az is igaz, hogy
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14.12.2. Az egyensily egyértelmiisége

Most is a hémérsékletet hasznéljuk az allapotjellemzésre a bels6 energia he-
lyett. Ekkor

U(To,Vs) ={(Vi,T1, Vo, To) | Th =T =T,, Vi + Vo =V}

a dinamikai egyenlet invarians halmaza.
Vo, Ta, Vs — Vo, T,) akkor és csak akkor egyensily, ha

Pl(vloaTa) = ,PQ(V; - 1/'107T’a)~
Ugyantgy, mint 14.4. pontban, most is igaz:

Allitds Minden Zy és Zo fazis esetén az egyensily U(T,, Vi) N (Zy X Zs)-ben
(ha létezik) egyértelmi.

14.12.3. Az egyensuly stabilitasa
Allitas Minden T, és Vg esetén a
(Vioy Tay Vs — Vio, Tu) € R1 X R
egyensuly aszimptotikusan stabil az U(Ty, Vy) feltétel mellett.
Bizonyitds Paraméterezziik U(T,, V;)-t Vi-gyel; a redukdlt dinamikai egyenlet:
Vi = Fio(Vi, To, Vs — Vi, To).
Az olvaséra bizzuk, mutassa meg, hogy
Vi = (P1(Vi,To) — Pa(Va = Vi, Tw))?

Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitdsra.
Erdemes megemliteni, hogy entropikus testek esetén

Vl (g ‘C(‘/lvTa7‘/S - ‘/1?T(l) =
EV,Ta) + E(Vs — W1, Th)

=S (W, T,) + S (Ve — Vi, T,) — T

-+ const

is Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra.

14.13. Allandé nyomas
14.13.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a testek nyomasa dllan-
do. Példaként gondoljunk a dugattyuval kettéosztott és a végén is dugattyival
lezart hengerre; a dugattyuk “végtelen mozgékonyak”. Hasonldéan, mint egy
test esetén, belathatjuk, hogy csak akkor lehet egyensiily, ha a testek allandé
nyomasa megegyezik a kornyezet nyomasaval.
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A 13.7. pontban mondottakhoz hasonléan a veszteségi tényezdket nulldnak
vehetjiik, és ekkor a rugédzasokat a hdéatadasok mar egyértelmiien meghataroz-
zak; pontosabban,

Fio(Ey, Vi, By, Vo) + Fio(E1, V1, Ty, Py) =
=K1 (B, V1) (Qu2(E1, Vi, By, B2) 4+ Quo(E1, V1, T, o)),

ahol
6731 (Vl 7’:['1 )

1 oT,
K (& (Vi, TV, V;) = — L ,
1(&E(V1,Th), V) 1 (V1,T)) %\&,Tﬂ

és ugyanilyen Osszefiiggés igaz az 1-es index helyett a 2-esre is.

A héataddsokra vonatkozé egyensilyi tulajdonsag: P; = P, = P, esetén

e Q1 = 0 akkor és csak akkor, ha T; = T}, ahol i =1,2és k=0,1,2.

A disszipaciés tulaljdonsag ugyancsak i = 1,2, k =0,1,2és P, = P, = P,
esetén:

1 1
QT —Ty) >0, illet wl=—=—)>0
Qi ( k) > illetve Qi <Ti Tk)

14.13.2. Az egyensily egyértelmiisége

Most is a hémérsékletet hasznalva allapotjellemzésre a bels6 energia helyett
nyilvanvald, hogy

U(P,) :=={(Vi,Th, Vo, To) | P1(V1,T1) = Pa(Va, T>) = P,}

a dinamikai egyenlet invarians halmaza.
(Vio, Tho,y Vao, Tao) pontosan akkor egyenstly, ha Ty, = Tho = T, és
P1 (VlmTa) = ,PQ(‘/QWTG) = Fy.

Allitas Minden Zy és Zy fazis esetén az egyensily U(P,) N (Zy x Zs)-ben (ha
létezik) egyértelmd.
14.13.3. Az egyensuly stabilitasa

Allitds Ha testek entropikusak, akkor minden P, esetén a
(VlovTaa ‘/207Ta) € U(Pa) N (Rl X R2)
egyensily aszimptotikusan stabil az U(P,) feltétel mellett.

Bizonyitas Fejezziik ki a térfogatokat a hdmérséklet fliggvényében (Vi,,T,) és
(Vao, Ty kozelében a Py (Vy,Th) = P, illetve Po(Va, Ty) = P, implicit kapcsolat
alapjan; jelolje v; (i = 1,2) ezeket a fuggvényeket. Ezaltal U(P,) paraméte-
rezhetd (17, Ts)-vel, és a redukdlt dinamikai egyenlet a rugddzas és a héatadas
Osszefiiggése alapjan:

1 (1 (T1), T)T1 = Quo(vi(Th), T1, Tay Po) + Qua(v1 (Th), Th, vo(T2), Ts),
¢p2(va(Ta), T2) Ty = Qao(v2(T), Ta, Tuy Po) + Qa1 (v2(T), To, 1 (Th), Th).
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Az olvaséra bizzuk ezutén, hogy a 13.7. pontbeliekhez hasonlé formuldk
alapjan lassa be:

(T1, Ta) = L(v1(Th), T1,v2(To), Ts) =
=S1(n(T1), Th) + Sa(va(Te), Ta) —
& (Th), Th) + E(2(T2), Tz) + Pa(vi(Th) + v2(T3))
T,

Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabilitasra.

14.14. Allandé nyomds és egyiittes hoszigetelés
14.14.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a testek nyomadsa éllan-
dé (megegyezik a kornyezet nyomdsdval), és a testeket hiszigetelés vélasztja el
a kornyezettol. Gondoljunk az elébbi példéara, azzal a tovabbi megszoritdssal,
hogy a henger falai és a végeken levé dugattyuk hészigeteltek.

Ekkor az el6z6 pontban mondottakon tul az is igaz, hogy

Q10 = Q20 = 0.

14.14.2. Az egyensily egyértelmiisége

A rugddzédsokra vonatkoz6 Fio = —Fo; kolesonosségi tulajdonsdgbdl az ener-
giadtadasra vonatkozé kolcsonosségi tulajdonsagot atirhatjuk

Qi2 + Q21 = (P — P2)Fia

alakba. Most, lévén izobar folyamatokrdl szd, ez azt jelenti, hogy Q21+ Q12 = 0,
amit az el6z6 pontban is megéllapithattunk volna, de ott nem jelentett volna
semmi elényt. Itt azonban ebbol

Ei+PVi+Ey+ PV =0

adodik, tehat — ismét a homérsékletet hasznalva a bels6 energia helyett az alla-
potjellemzésre — minden Hg € (J) esetén

U(Pu, Hs) := {(V1,T1, Vo, T2) |P1(V1, T1) = P2(Va, T2) = P,
E(V1,Th) + E(Va, Tz) + Po(Vi + Vo) = Hg}

a dinamikai egyenlet invaridns halmaza (az a halmaz, amelyen a testek egyiittes
entalpidja a Hy rogzitett értéket veszi fel).
VMo, T1o, Vao, Too) € U(P,, Hs) akkor és csak akkor egyensily, ha

Tio = Too =: T, Pl(vloaTo) - PQ(‘/QO7TO) - Paa

51(‘/107T0) + 82(‘/2031—‘0) + Pa(‘/lo + ‘/20) = Hs-

Az egyensiily egyértelmiiségérél nem tudunk tébbet mondani, csak azt, ami a
kovetkezd allitds magaban foglal.
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14.14.3. Az egyensily stabilitasa

Allitas Ha testek entropikusak, akkor minden P, és Hg esetén az
(V107T107 V207T20) € U(PaaHs) N (Rl X RQ)

egyensily (ha létezik) aszimptotikusan stabil az U(Py, Hs) feltétel mellett (kd-
vetkezésképpen az egyensily lokdlisan egyértelmi U(P,, Hs)-ben).

Bizonyitas Adjuk meg a 17 és vy fliggvényt mint az el6z6 pontban.

ATy — E(va(Th), Ts) + Pyvo(Tz) fiiggvény folytonosan differencidlhaté, de-
rivéltja ¢, o(v2(Ts), T>) seholsem nulla, ezért az & (v1(Th), Th) +E2(v2(T2), To) +
P,(r1(Th) 4+ v2(Tz)) = Hy feltételbdl Ty kifejezhetd, legaldbbis lokdlisan a T
figgvényeként; jelolje T ezt a fliggvényt. Ezaltal U(P,, Hy) paraméterezhetd
Ti-gyel, és redukalt dinamikai egyenlet:

¢p1 (1 (T1), T1)T1 = Quz (v1(Th), T1, va(2(Th)), 72(T1)).

Az olvasdra bizzuk ezutdn, hogy lassa be:

T, — E(l/l(Tl),Tl,I/Q(TQ(Tl)),TQ(Tl)) =
=81 (n(T1), Th) + Sa(va(m2(Th)), 72(T1)) + const

Ljapunov-fliiggvény az aszimptotikus stabilitasra.

14.15. Szélséérték-tulajdonsagok
14.15.1. A stabilitas feltételei

Ugyantgy, mint 13.9.1. pontban, most is hangsilyozzuk, hogy az aszimp-
totikus stabilitast mindig a reguléris tartomanyokban lev6 egyensiilyokra bizo-
nyitottuk, kétféle feltétel alapjdn: az egyik a belsé stabilitasi kritériumok (a
konstitucids fiiggvények tulajdonsiga), a mésik a disszipdcids egyenlétlenség (a
dinamikai mennyiségek tulajdonsdga). Az egyik a Ljapunov-fiiggvény maximu-
mat, a masik a Ljapunov-fiiggvény dinamikai rendszer szerinti derivaltjanak a
minimumat biztositja.

14.15.2. Az entrépia szerepe

Egy test esetén a kényszermentes folyamatokat leszamitva igen altalanos fel-
tételek mellett nem-entropikus testekre is tudtuk bizonyitani az aszimptotikus
stabilitast. Két test esetén viszont kevés kivétellel csak entropikus testekre; a
kivételes esetekben réottuk ki a legtobb kényszert. Ugy latszik, minél tobb a
“szabadsagi fok”, anndl inkabb csak az entropikussag biztositja az aszimptoti-
kus stabilitast. Megjegyezziik azt is, hogy amikor a munkavégzés nem lehetett
idedlis (rogzitett egylttes térfogat és egyedi hdszigetelés esetén), akkor az ent-
ropikussdg nem segitett az aszimptotikus stabilitashoz.

A térgyalt esetek barmelyikében (az el6bb emlitett és a 14.10. pontbeli kivé-
telével, amelyet nem tudtunk kezelni), ha a testek entropikusak és a munkavég-
zés idedlis, a testek és a kornyezet Osszentrépidja veheto Ljapunov-fliggvénynek
az egyensuly aszimptotikus stabilitasara.
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Ez egyben azt is jelenti, hogy az 6sszentrdpia szigorian maximalis az egyen-
sulyban. A dinamikai rendszer szerinti derivéltja, az ugynevezett entrépia-
produkcid, éppen a disszipacios tulajdonsdgban szereplé mennyiség, amely vi-
szont szigoruan minimalis az egyensilyban, ami azt jelenti, hogy az Gsszentrépia
minden nem egyensulyi folymatban szigorian monoton né.

Megint nagyon vildgosan latszik, hogy az 0sszentrépia egyensiilyi maximalis
volta és nemegyensulyi novekedése egymdstol fliggetlenek.

14.15.3. Figyelmeztetés

Hangsulyozzuk, hogy mindig az 6sszentrépidanak van maximuma egyen-
salyban. Mint 13.9.3. pontban emlitettiik, szokédsos termodinamika-kony-
vekben egyes rendszerekre kiilonféle fiiggvények szélséértékével azonositjdk az
egyensulyt.

Erdemes most rendszerezni az erre vonatkozé ismereteinket. Mit lattuk, az
alapveto tény az, hogy

— a kornyezet és a testek Osszentropidjanak maximuma van az egyensulyban.

Tudjuk tovdabba, hogy

— a kornyezet és a testek Osszenergidja allando.

Koénnyen kapjuk, mint egy test esetén, hogy

— allandé homérséklet esetén a kornyezet és a testek Ossz-szabadenergidja-
nak minimuma van az egyensulyban,

— allandé nyomas esetén a kornyezet és a testek Osszentalpidja dllando.

Most azonban, ellentétben az egy test esetével, mar értelmes csupan a két
test egyiittes mennyiségeinek (entrdpia, energia, szabadenergia, entalpia) a szél-
soértékeit vizsgalni.

Eredményeink alapjin vildgos (a szokdsos szimbolikus jeloléseket alkalmaz-
va), hogy

— a testek rogzitett egyiittes térfogata (V;) és egyiittes energidja
(FEs) esetén a testek egyiittes entrépidjanak maximuma van az egyen-
sulyban, hiszen ekkor a a 14.2.4. pontban szerepld (x) kifejezés az

Es+ P,

S1+ Sy — T

alakot 6lti, amely egy additiv allandétdl eltekintve a testek egyiittes entrépidja;

— a testek rogzitett egyiittes térfogata (V;) és egyiittes entrépidja
(Ss) esetén a testek egyliittes energidjanak minimuma van az egyen-
sulyban, hiszen ekkor a 14.2.4. (x) kifejezés T,-szorosa

TaSs*EleZ*PaV;

amely egy additiv alland6tdl eltekintve a testek energidja 0sszegének a negativija;

— allandé6 hémérséklet (T,,) és rogzitett egylittes térfogat (V;) ese-
tén a két test egyiittes szabadenergidjanak minimuma van az egyen-
sulyban, hiszen ekkor a 14.2.4. pontbeli (x) kifejezés T,-szorosa

T,51 + 1,5 — E1 — By — PV,

amely egy additiv allandotol eltekintve a testek szabadenergidja Osszegének a
negativja;
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— allandé6 nyomas (P,) és rogzitett egylittes entrépia (S;) esetén a
két test egyiittes entalpidjanak minimuma van az egyensulyban, hiszen
ekkor a 14.2.4. pontbeli (x) kifejezés T,-szorosa

T,Ss — E1 — Ey — P, (V1 + V),

amely egy additiv dllandétdl eltekintve a testek entalpidja Osszegének a nega-
tivja.

Nagyon fontos, hogy dllandé homérséklet esetén az egyitittes térfogat rog-
zitése, allandé nyomds esetén az egylittes entrépia rogzitése el nem hagyhatd
feltétel; ezt azért fontos hangsilyozni, mert ezt sokszor nem mondjak ki.

A termodinamika-konyvekben a fenti négy széls6érték-tulajdonsdagot szokas
megemliteni. Ezek koziil a masodik és a negyedik legfeljebb elméleti jelent&sé-
g, hiszen az egyiittes entropia allandé értéken valé tartasa gyakorlatilag meg-
valésithatatlan. Ugyanakkor lattuk, hogy szdamos maés érdekes eset lehetséges,
amelyekrol nem szélnak.

Nem érdemes a sok eset koziil négyet kiragadni és azokra az egyensulyt a
testek kiilonféle egyiittes mennyiségeinek szélséérték-tulajdonsdgaval megfogal-
mazni; inkdbb azt ldssuk magunk elott, hogy az egyensilyt a kérnyezet és
a testek Osszentrépidjanak maximuma jellemzi (bizonyos j6l koriilhata-
rolhaté feltételek mellett; ezt majd a 16. fejezetben térgyaljuk).

14.16. Ismét a masodik f6tételrol

Most szemiigyre vesziink egy szokasos “bizonyitast”, amellyel megmutatjak,
hogy egyenértékli a méasodik fotétel Kelvin—Planck-féle megfogalmazasa,

“Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé teljes egé-
szében munkava alakult,”

és Clausius-féle megfogalmazasa,

“Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé jutott at
egy hidegebb testrol egy melegebbre”.

Ime a “bizonyitas”.

Vegytink egy T, hémérsékletii és egy T, hdmérsékleti hotartélyt (kornyeze-
tet), legyen T, < Tp,. Vegyiink tovédbbd két testet, amelyek egymdssal mechani-
kai, a hotartalyokkal termikus és mechanikai kapcsolatban dllhatnak. Ekkor

Ei = Qo + Qup + Wig + Wi + Wia,
Ey = Q2a + Qap + Waq + Wop + Way.

A megfogalmazasokban az “egyetlen eredménye” azt jelenti, hogy a folya-
mat végén a testek dllapota (tehdt belsd energidja és térfogata) ugyanaz, mint
a folyamat elején. Minthogy a folyamat id6tartamérdl nincs szd, tekinthetiink
akdrmilyen rovidet, ami azt jelenti, hogy E; = F, = 0 vehetd (szokdsosan a
folyamatbeli teljes megvaltozasokat veszik, ami a folyamat intervalluméara vett
integraloknak felel meg; ekkor a bal oldalak nulldk, a jobb oldalon pedig a
mennyiségek integraljai szerepelnek; ez 1ényegtelen kiilonbség, csak egyszeriibb
a dolgunk, ha nem kell 4j jeleket bevezetni az integralt mennyiségekre).

Tegyiik fel, hogy a Kelvin—Planck-féle megfogalmazas nem igaz. Ekkor van
olyan test (“gép”), legyen az l-es, amelyre Q1, = 0, Wi, = Wy, =0, és

0=0Qup+ Wi, é Qi >0.
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14.1. Abra

Legyen a 2-es test gy kapcsolva az l-eshez, hogy Wis = —Ws1, tovabba
legyen Wy, = Wo, =0, és

0=Q20 + Qo — Wiz, é (Q2,>0

(1asd a 14.1. dbrét). Osszeadva ezt a két egyenléséget azt kapjuk, hogy

0=0Q2 + (Qu+ Q) b Q2 >0.

Ha tehat a két testet egy rendszernek tekintjiik, akkor semmi més nem tor-
ténik, mint hogy a testek Qo4 hot felvesznek a T, hétartalybdl, és ugyanannyit
le is adnak a T3 hotartdlynak: ho daramlik a hidegebbrol a melegebbre, azaz nem
igaz a Clausius-féle megfogalmazas.

Tegyiik most fel, hogy a Clausius-féle megfogalmazas nem igaz. Ekkor van
olyan test, legyen az 1-es, amelyre Wi, = Wi, = Wis =0 és

0=Qia+Qu, ¢ Q1 <O0.

Legyen a 2-es test fliggetlen az 1-estdl, azaz W15 = Wa1 = 0, tovabba telje-
stiljon ré, hogy Wop = 0, és

0=CQa+ Qo+ W, 6é Qa=—-Qu >0, (2,<0, Wo <0

(1asd a 14.1. dbrét). Osszeadva ezt a két egyenléséget azt kapjuk, hogy
0= (Qla + QQa) + W2a-

Ismét a két testet egy rendszernek tekintve latjuk, nem torténik mas, mint-
hogy a T, hétartdlybdl hét vesznek fel, és azzal egyenértékii munkat végeznek,
azaz nem igaz a Kelvin—Planck-féle megfogalmazas. Ezzel a “bizonyitas” véget
is ért.

Azért tettiik idézGjelbe a bizonyitds szot, mert hiba van benne. Nem nyil-
vanvald, hogy hol. Azt azonban kénny@i észrevenni, seholsem hasznaltuk
ki, hogy T, < Tp. A mondottak tehat legfeljebb azt “bizonyitjik”, a Kelvin—
Planck-féle megfogalmazds egyenértékii azzal hogy
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“Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé jutott &t
egy testrdl egy masikra.”

Nos, akit nem hagy nyugton ez a bizonyitasi balszerencse, elkezdheti végig-
bongészni a formuldkat, és 6rommel fedezi fel, hogy T, > T} esetén a masodik
résznél “baj van”: ha @2, < 0 és Q9 > 0, akkor a gép gy végez munkat, hogy
kozben a hidegebb tartalybol vesz fel hét, és a melegebbnek ad le, ilyen pedig
nincs! Nincs? Honnan tudjuk, hogy nincs? Sehonnan. Vagyis ez tapasztalati
tény, de a szokdasos elméletben sehol sincs megfogalmazva. A szokdsos egyen-
értékiiségi “bizonyitdsokndl” ott hivatkoznak arra, hogy T, < T3, hogy ekkor
“természetesen” van olyan gép, amely a mondott médon mokodik, az ellenke-
z0 esetben pedig nincs. Tehat hallgatélagosan felhasznaljak azt, ami legaldbb
olyan erds, mint akarmelyik megfogalmazas:

“Van olyan gép, amely ugy végez munkat, hogy melegebb testrol vesz fel és
hidegebb testnek ad le hét, viszont nincs olyan gép, amely gy végez munkat,
hogy hidegebb testrdl vesz fel és melegebb testnek ad le hot.”

Végil érdemes megjegyezni, hogy a mondottak altal esetleg “bizonyitott”
fenti kijelentés, bar elészor meglep6nek latszik, igaz. Mégha a melegebb testrol
aramlik is h6 a hidegebbre, nem torténhet gy, hogy semmi mas valtozds ne
legyen; az egyik test Osszehuzddik, a masik kitagul, s6t az egyik lehiil, a masik
felmelegszik. Persze, mindezek a fontos tények eltiinnek, ha idealizalt hotarta-
lyokat tekintiink, amelyek térfogata is, hémérséklete is allandd, és akkor boven
aramolhat a hé a melegebbrdl a hidegebbre minden egyéb valtozas nélkiil, de
hét elég szegényes lenne egy olyan fotétel, amely csak ennyire idealizalt esetben
érvényes.

14.17. Feladatok

1. Mit mondhatunk a kényszermentes esetrél a linearizdlds médszerével (14sd
13.3.)?

2. Miért nem tudjuk az entropikussdg feltételezése nélkiil bebizonyitani,
hogy rogzitett egyiittes térfogat és egytittes hészigetelés esetén az egyensuly lo-
kélisan egyértelmii U(F;, Vy)-ban? Vizsgédljuk meg a tobbi esetet is, ahol nem
tértiink ki kiilon az egyensily (lokélis) egyértelmiiségére.

3. Miért nem j6 (E1, Ea) — —(T1(E1, Vi) — Ta)* — (T2(E2, Vao) — Ta)?
Ljapunov-fliggvénynek rogzitett egyedi térfogatok esetén? Miért nem jo egyedi
hészigetelések esetén (Vi, Vo) — (P1(E(V1), V1) — P,)? + (P2(E(Va), Va) — P,)?
Ljapunov-fliggvénynek?

4. Mutassuk meg, hogy ha a testek fajhdje allandd, akkor rogzitett egyedi
térfogatok esetén az el6zo fiiggvénynek alkalmas moédositasa j6 lesz Ljapunov-
fliggvénynek.

5. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan allandé homérsékleti egyensuly, amely-
ben a testek hémérséklete nem egyezik meg a kornyezet hémérsékletével, feltéve
persze, hogy a testek nincsenek hészigetelve a kornyezettol.

6. Targyaljuk azokat a rendszereket, amelyekben

— a testek kozott hoszigetelés van,

— a testek kozott hoszigetelés van és az egyitittes térfogatuk rogzitett,

— a testek kozott hoszigetelés van és az egyedi térfogatuk rogzitett,

— az egyik test térfogata rogzitett,

— az egyik test hoszigetelt,

— az egyik test és a kornyezet kozott hoszigetelés van.
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7. Vizsgaljuk meg azt a rendszert, amelyben a testek és a kornyezet kozott
hészigetelés van, és a testek hémérséklete alland6. Hogy lehet ilyen rendszert
megvalésitani?

8. Tekintstink két testet, amelyek mindegyikének a térfogata rogzitve van,
és hoszigetelés valasztja el Sket a kornyezetiiktol. Tegyiik fel, hogy mindkét test
bels6 energidja csak a hémérséklettdl fiigg és fajhéjik dllandd, azaz &;(V;, T;, N;)
= N;¢;T;. Tegyik fel tovdbbd, hogy Q12 = —A(T1 — T5), ahol A > 0 &llandé.
Ekkor a dinamikai egyenlet a hémérsékletre

NieyTy = - \NTh — Ty),

és
N101T1 + NQCQTQ = Es~
Ebbdl az egyensiilyra
E
T, =—_
N101 + NQCQ

adddik, és a dinamikai egyenlet megoldasa analitikus alakban eléallithato:

Nlcl-l-NQCQ
Ty(t) = AL BB ) ) (Tu(to) — T).
1(0) = oxp { AL 1)) (13(00) - 7

9. Adjuk meg analitikus formaban a dinamikai egyenlet megoldasat akkor,
ha mindkét test térfogata rogzitve van, a belsé energiara és a testek kozotti ho-
atadasra az el6z0 feladat Osszefiiggése érvényes, tovabba a testek és a kornyezet
kozotti héataddsra Q0 = —N\i(T; — Tp) 4ll fenn, ahol \; > 0 dllandd.

10. Tegyiik fel, hogy mindkét test térfogata rogzitve van, a testek és a kor-
nyezet kozott a hdatadas az el6z6 feladat szerinti, és legyen mindkét testben
egy-egy allandé héforrds, Q15 és Qas. Ha ANy 4+ Ao + A1 Ay # 0, akkor van
(nemegyenstilyi) staciondrius &llapot, amelyet

A+ A2)Q1s + AQ2s
AN+ Ao+ A e

(>\ + A1)6225 + A6218
A+ Ado + Ao

Tho =16+

T20 = To +

hataroz meg.
Adjuk meg a dinamikai egyenlet megolddsat analitikus alakban, feltéve, hogy
a belso energidk és a hémérsékletek kozott a 8. feladat szerinti Gsszefliggés van.
11. Legyen allandé héforrds a testekben. Milyenek a legegyszeriibb a dina-
mikai mennyiségek, amelyek biztositjak, hogy van nyugalmi allapot?
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IV. EGYSZERU TESTEK
RENDSZERE; ALTALANOS
TARGYALAS

15. Rendszerek leirasa

15.1. Testek rendszerének pontos meghatarozasa

A II. részben modottak alapjéan a III. részben specialis rendszereket targyal-
tunk. Ezek ismeretében mar remélhetbleg kézenfekvo lesz az egyszerli anyagok-
bol all6 testek rendszerének pontos matematikai megfogalmazasa. Egy nyilvan-
valé tényre hivjuk még fel a figyelmet: ha a testek kozott tomegesere lehetséges,
akkor — a jelen keretek kozott — a testeknek azonos anyaguaknak kell lennitik,
kiilénben a testek anyaga megsziinne egyszeriinek (azonos molekuldkbdl allénak)
lenni.

Az attekinthet6ség kedvéért a kovetkezo definiciéban alkalmazzuk az egyéb-
ként mell6zott <= és = logikai jeleket. Tovabbd, az egyensulyi tulajdon-
sagndl szerepld o, o o és o e e jelek értelmével kapcsolatban a 13.2.1. pont
megjegyzésére utalunk.

Definicié Adott kérnyezet, adott forrdsok és adott egyszeri testek alkotta ter-
modinamikai rendszer a kovetkezdkbdl dll:

1. n pozitiv egész szam, és (D;, T, Py, ,Ry) (1 =0,...,n) egyszerd anya-
gok; a 0-k anyagot kbérnyezetnek, a 0 # i-ik anyagnak megfeleld testet a rend-
szerben levd i-ik testnek hivjuk.

2. Minden i,k =0,1,...,n esetén a

Qir : (Di xRY) x (D xRY) — (J/s),
Fir: (Di xRY) x (Dg xRY) — (m?/s),
G : (Di*Ra—) x (Dg *R(T) — (1/s),
mir s (Di *RY) x (Di * RY) — (Pa),
i (Di*Ry) x (D *Ry) — (J)

dinamikai mennyiségek, amelyek folytonosak és az értelmezési tartomdnyuk
belsején folytonosan differencidlhaték. Ha az i-ik és k-ik test anyaga kiillonbiozd,
akkor G, = 0.

A

W, := —(P; + 7)) Fir, Lik = (p; + &) Gir,

147
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A = Qi + Wi + Ly

meghatdrozdssal €s a

Qir = Qix (B, Vi, Ni, By, Vi, Ni),  Fi, :=F i, (E;, Vi, Ny, Ex, Vi, Nig),

Gik = G'Lk(E'La ‘/iaN’L'a Ekv Vka Nk)a

Aik = Aik(Eia‘/iaNika)a anNk)v Wik: = Wik(Ei7‘/i;NiaEk7Vk7Nk)a

Liy, := Ly (E;, Vi, Ny, Ej, Vi, Ni;)

Tik := Wir(Ei, Vi, Niy B, Vie, Ni),  &ar = &35, (B, Vi, Ny, B, Vi, Ni)
valamint a
T; = Ti(E;, Vi, Ny), Pi:=Pi(E;, Vi, Ny), i := p;(E;, Vi, Ny)

egyszerisitd jeloléssel a dinamikai mennyiségek rendelkeznek
— a kolcsonosségi tulajdonsaggal:

Aig = —Api,  Fip = —Fri, Gix = =G,
- az egyensiilyi tulajdonsaggal
O)H:Pk = Wik:O,
i = . = & =0.
Tovdbba N; Ny # 0 esetén
1) ha Gy, =0,
(a) és Fir, =0, Qi # 0, akkor

e Qi =0 < T, =T,

(b) és Qi =0, Fir. #0, akkor

o Fir =0 < P, =P,

(c) ha Fip, #0, Qi # 0, akkor

e [ =0 = P, =P,

e Q=06 P, =P, = T,="Tx,

oo, =T, ésP,=DP, = Q;, =0 és Fy, =0;

2) ha Gy, # 0 és értékei akdrmilyen eldjeliiek lehetnek (a tovdbbiakban s;
jeloli az i-ik test fajlagos entropidjdat mint az extenziv mennysiégek fliggvényét,
s; pedig annak értékét az (E;, Vi, N;) dllapotban)

(a) és Fik = O, sz = (Tst)sz, akkor
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e Gy, =0 < p; —pp=—(T; —Tx)si;
(b) és Fi. =0, Qix # (Ty8;)Gik, akkor
e Gy =0 = i —pr=—(Ti — Ti)ss,
o pi— i =—(T; = Ty)s; és Qu, = 138Gy = T =T
(amibdl kovetkezik, hogy ha G;;=0 és Q;;=0, akkor u;=u, és T;=T}),
oo =pup ésTy =Ty = Gy =0 ¢és Qi =0;
(c) és Fi. #0, Qi = (Ty8;)Gik, akkor

o Giy =0 = p;i — = —(T; — Tk)si,
o pi—pp=—(Ti —Ty)si és Fiy =0 = P, =P

(amibdl kovetkezik, hogy ha Gi=0 és F;,=0, akkor p;—pr=— (T;—T)s;
€s Pi:Pk),

o oy, —pp=—(T; —Ty)s; és P,=P, — Gy =0 és Fy, =0;
(d) és sz 75 0, sz 7é (Tzsz)sz; akkor

o Giy =0 = p; — px = —(T; — T)s,
o j;—pig = —(T; —=Ti)s; és Fip =0 = P, =Dy,
o i — pp = —(T; = Ti)si, P; =P és Qu, = Ti5:Giy = T; =Ty,

(amibdl kovetkezik, hogy ha Gy, = 0, Fy, =0 és Qi = 0, akkor p; = ug,
Pi ZP;C éSTi ZTk),

oo i=p, P=P, éT, =Ty = Gy =0, Fir =0 és Qi =0;

3) ha Gy, £ 0 és Gy, > 0 (és az egyenlétienségek értelemszerd megforditd-
sdval, ha Gy, < 0), akkor az elézd (a), (b), (c¢) és (d) dsszefiiggések érvényesek
dgy, hogy p; — px = —(T; — Ty)s; helyett mindenditt p; — px > —(T; — T)si €s
Wi = px helyett mindenditt p; > py, szerepel;

- a disszipacios tulajdonsaggal:

Qik Wik Ly,
— T, —Ty) — P, — P,) — i — >0,
T; ( k) P ( k) 1 (N /Jk) 0
ahol egyenldség akkor és csak akkor dll, ha Q; = 0, Wi, = 0, Ljx, = 0; ez az
egyenldtlenség a Wi, = —P;Fi, Liy. = p, Gy esetben (idedlis munkavégzés és

energiaszallitds esetén) dtirhatd a kévetkezd alakba:

1 1 P Py ik
Ag (s = )+ Fi (= 2 ) =G (- B2 ) >0
k(Tz Tk>+ k(Tz Tk) k(Tz Tk->

3. Minden v =1,...,n esetén a forrasok, amelyek idéintervallumon értel-
mezett t — Q; s(t) € (J/s) ést— G, s(t) € (1/s) folytonos figguények.
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4. A kornyezet folyamata, amely t — (E,(t),V,(t), No(t)) € Do x RT
iddintervallumon adott folytonos fiigguény.
5. Az

Ei:Qi+Wi+Li "/QZFz', Ni:Gi

dinamikai egyenlet, ahol

n

Qi =Qis+Qia+ Y Qir, Fii=Fa+d Fi, Gi:=Gis+Giaty G

k=1 k=1 k=1

Wi = Wi + z": Wik, L; = Lio + i:Li/m
k=1 k=1

Qia = QiO(Eiv‘/ivNi7Ea7Va7Na)7 stb.

15.2. Megjegyzések

1. A kolesonosségi tulajdonsag kovetkeztében az azonos indexii dinamikai
mennyiségek nullak a veszteségi tényezdket kivéve, viszont azok lényegtelenek
is, hiszen ahol szerephez jutnanak (a dinamikai egyenletben), ott nulldval szor-
z6dnak.

2. A héataddsokra nem vonatkozik a kolesonosségi tulajdonsag; csak az igaz,
hogy Qi = —Qgi, ha Fiy, =0 és Gy, = 0.

3. A disszipacids tulajdonsdgban az egyenldségre vonatkozé kikotésiink nem
tartalmaz ellentmondast: nyilvan egyenloség teljesiil, ha T; = Ty, P; = Py és
W = pg, de ez a dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga miatt maga
utdn vonja, hogy a dinamikai mennyiségek a nulla értéket veszik fel.

4. Nem jatszanak szerepet a leirdsban a 0k indexii dinamikai mennyiségek
(amelyek a kornyezet folyamatdara vonatkozndnak, de az elére adva van); ezek
csak a formai egyszeriiség kedvéért jelentek meg (hogy ne kelljen kiilénbséget
tenniink az indexekben). Ha megadjuk a kO index(i dinamikai mennyiségeket,
akkor a Qox(Eo, Vo, No, Bk, Vi, Ni) := —Quo(Ex, Vi, Nk, Eo, Vo, No) stb. meg-
hatarozassal eleget tettiink a formai kovetelményeknek.

5. A kornyezet dllandénak (“végtelen nagynak”) képzelt tomege (azaz ré-
szecskeszdma) nem jatszik explicit szerepet a lefrasban, azonban a megfogalma-
zas egyszerlisége és egyontetlisége érdekében az is megjelent a formuldkban: a
kornyezet részecskeszama formalis valtozo, amelytol semmi sem fiigg. A kor-
nyezetet a fajlagos adataival jellemezziik, tehat a kornyezet adott folyamata
valéjdban egy t — (eq(t),vq(t)) fliggvény; ez meghatdrozza a kornyezet hémér-
sékletét és nyomadasat, amelyek a legfontsabbak a gyakorlatban. Ezért sokszor a
kornyezet folyamatanak egy ¢t — (T'(t), P(t)) fiiggvényt tekintiink.

15.3. Az egyensilyi és a disszipacios tulajdonsag
kovetkezményei

Hasznéljuk a 15.1. definicié 2. pontjaban bevezetett egyszertisit6 jeloléseket.
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Allit4s Legyen a munkavégzés és az energiaszdllitds idedlis.
1) Ha Gy, =0,

(a) és Fy. =0, Q. # 0, akkor Qi > 0 akkor és csak akkor, ha T; — T}, < 0,

(b) és Qi =0, Fi, # 0, akkor Fy, > 0 akkor és csak akkor, ha P;— Py, > 0,

(c) és Fy, #0, Qi # 0, akkor

e ha P,— P, >0 ésT; — Ty, =0, akkor (E;,V;, N;, Ey, Vi, Ni,) rendelkezik
egy olyan (matematikai) kornyezettel, hogy abban minden (E.,V/, N/, E;,V/, NJ)
esetén Fy (EL, V!, N/, E,, V., N]) >0,

e haT; — Ty <0 és P, — P, =0, akkor (E;,V;, N;, Ey, Vi, Ny,) rendelkezik
egy olyan (matematikai) kérnyezettel, hogy abban minden (E}, V], N/, E;, V]!, N})
esetén Qi (E;, V], N/, E}.,V/,N}) > 0.

2) Ha G # 0 és nem hatdrozott eldjeld,

(a) és Fip, = 0, Qix = (Tys;)Gyx akkor G, > 0 akkor és csak akkor, ha
pi — pe < —(T; = Ti)s4,

(b) és Fi, =0, Qi # (T48;)Gik, akkor ha p; — pi < 0 és T; = Ty, akkor
(Ei, Vi, N, Ex, Vi, Ni.) rendelkezik egy olyan (matematikai) kornyezettel, hogy az
abba esé minden (E}, V!, N/, E,,V/,N}.) esetén G, (E}, V!, N/, E,, V!, N.) > 0,

(c) és Fy, # 0, Qi = (Ty8;)Gik, akkor ha p; — pp < —(T; — Tk)s;
és P, = P, = 0, akkor (E;,V;, N;, Ex, Vi, Ny,) rendelkezik egy olyan (mate-
matikat) kdrnyezettel, hogy az abba esé minden (E., V] N/, E; V], N}) esetén
Gik(Ez{’ Vilsz'lvEllw VkI?Nl;) >0,

(d) és Fip 7& 0, Qix 7é (TZS7)GZk, akkor ha Wi — pr < 0 és Ty, — Ty =
0, P, — P, = 0, akkor (E;,V;, N;, By, Vi, Ni) rendelkezik egy olyan (mate-
matikat) kérnyezettel, hogy az abba esé minden (E., V] N/, E; V], N}) esetén
Gik<E7{’ Vil»Nz'lvEllw VkI?Nllc) >0,

és ugyanilyen kijelentéseket tehetink a forditott egyenldtlienségekkel.

Bizonyitis A disszipécids és egyensulyi tulajdonsdgokbdl 1)(a) és 1)(b) nyil-
védnvals. Megmutatjuk az 1)(c)-beli elsé Gsszefiiggést, a tobbit teljesen hason-
l6an bizonyithatjuk.

Legyen P; > Pj,. Ekkor az egyensulyi tulajdonsag szerint Fj; nem lehet
nulla. Ha T; — T} = 0, akkor — 1évén G;; = 0 — a disszipacids tulajdonsag miatt
F;;; > 0. Mivel F;;, folytonos fiiggvény, a széban forgd pont egy (matematikai)
kornyezetében is nagyobb, mint nulla.

15.4. Egyensuly

Definicié Az ismertetett rendszer nyugalmi allapotainak a konstans folya-
matokat nevezzik, amelyeket a folyamat dllando értékével, azaz egy
((Eio, Viey Nio) |i=1,... ,n) dllapottal adunk meg.

Egyensily az olyan nyugalmi dllapot, amelyben minden egyes dinamikai
mennyiség a nulla értéket veszi fel; stacionarius folyamat az olyan nyugalmi
dllapot, amelyben az egyes dinamikai mennyiségek értékei nem mind nulldk, de
a dinamikai egyenlet jobb oldaldn szerepld osszegek értéke nulla.

Nyilvanvanld, hogy egyenstly csak olyan rendszerben lehetséges, amelyben
minden forras nulla. Tekintsiitk most egy olyan rendszer nyugalmi allapotat,
amelyben minden forras nulla. Ha ez nem volna egyensiily, akkor hé vagy térfo-
gat vagy részecske dramolna a testek kozott, de gy, hogy egy testbe pontosan
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annyi aramlik be, mint ki. Gondoljunk példdul harom testre: az elsébdl a ma-
sodikba, a masodikbél a harmadikba, a harmadikbdl az els6be aramlana ugyan-
annyi h6 vagy térfogat vagy részecske. (A térfogatdramlds azt jelenti, hogy az
egyik test térfogata novekszik a mdsik test térfogatdnak rovésdra). Tapasztala-
taink azt sugalljak, hogy ez nem fordul el6, azaz ha nincsenek forrasok, akkor
staciondrius folyamat nem létezik. Ezt tamasztja ald a kovetkezo eredmény.

Allitds Ha a munkavégzések €s az energiaszdllitisok idedlisak, akkor forrdsok
hijan minden nyugalmi dllapot egyensily.

Bizonyitas Hasznéljuk a 15.1. definicié 2. pontjaban bevezetett egyszeriisité

jeloléseket. Azt kell megmutatnunk, hogy ha minden ¢ = 1,...,n esetén
n n n
Ai = ZAik =0, F; = Z Fi, =0, Gi = ZGik =0, (*)
k=0 k=0 k=0
akkor
Aik = O7 Fik = 0, Gik =0 (**)
mindeni=1,...,nés k =0,1,...,n esetén, (ami a 0k index{i formélis dinami-

kai mennyiségek bevezetésével egyenértékii azzal, hogy i a 0 értéket is felveszi).
A disszipécids tulajdonsagbdl

1 1 P By ik
A (mr == )+ P (2 — 25 ) =G (B B2
k(Ti Tk)+ k(Tz‘ Tk) k<Tz‘ Tk)

adddik, ahol egyenléség akkor és csak akkor all, ha (xx) teljesiil. Végezziik el a
kovetkezo egyszeri atalakitasokat:

(o) Lulm-7)-(a-7)-

n

2.

i,k=0

>0

i,k=0 i,k=0
" 1 1 " 1 1
“Eig) Elio5)-
i, k=0 T 0 i, k=0 Te  To
- 1 1 " 1 1
=2 Ap = —=1]1=2) 4,(= - —
i%::O ' (TZ TO> ; Z <T’ TO)

A maésodik egyenléségnél a kolcsonosségi tulajdonsagot haszndltuk fel. Telje-
sen hasonléan jarhatunk el a rugddzasokat és az atvandorldsokat tartalmazo
tagokkal; igy kapjuk, hogy

" 1 1 P P i Mo
Ail = — 7 Filmm -5 ) -Gi|7=—-7]| 20,
Z { <Tz‘ TO) - <Tz‘ T0> ¢ (Tz‘ TO)] 0

i=1

ahol egyenldség akkor és csak akkor &ll, ha (xx) teljesiil. Itt az Gsszegzés ere-
detileg nulldtdl indulna, de a nulladik tag nulla, mert 1/Ty — 1/Ty stb. szorzdk
szerepelnek benne.

Nyilvanvald, hogy (%) maga utdn vonja a fenti reldciéban az egyenl6séget,
amibél pedig (x*) kovetkezik.
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15.5. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy ha G, = 0, akkor “egymdshoz elég kozeli” (E;, Vi, N;)
és (Fk, Vi, Ni) esetén a disszipacids egyenl6tlenségben szerepld két tag kiilon-
kiilon is nemnegativ.

2. Szarmaztassunk a 15.3.-hoz hasonlé Gsszefliggéseket arra az esetre is,
amikor G, > 0.

3. Igazoljuk, hogy a 15.3. allitas és az eloz6 két feladat eredménye akkor is
igaz, ha a Gy = 0 stb. kijelentéseket kicseréljiik arra, hogy Gixl|(z,,v;,n,) = 0
stb. (lasd 10.7.)

4. Mit tudunk mondani 15.3. 1)(c) helyett mechanikailag erés rugédzasra?

16. Osszefoglalé formulsdk

16.1. Bevezeto megjegyzések

Az el6bb ismertetett rendszerek leirasat absztrakt keretbe foglalhatjuk Ossze,
amely jol mutatja a matematikai struktira lényegét.

Az egyszerlibb fogalmazds érdekében feltessziik, hogy nincsenek hoforrasok
és részecskeforrasok; az egyensilyra vonatkozoé kijelentéseken tul minden, amit
mondani fogunk, érvényben marad nem-nulla forrasok esetén is, ezeknek az ol-
vasé maga utana jarhat.

16.2. A dinamikai egyenlet

n testbél és adott (E,, V,, N, ) folyamattal jellemzett kornyezetb6l (a konkrét
rendszerek targyalasatol eltéréen itt célszeriibb ismét a kdrnyezetet ezzel a folya-
mattal jellemezni (T,, P,) helyett) 4116 rendszert vizsgdlunk, ahol n tetszéleges
pozitiv egész szam. A testek rendszerének allapotai az

X = ((J) x (m?) x R)n

vektortér
n

=1

halmazéban vannak, amelynek elemeit roviden igy jeloljiik:

il,...,n).

A célszerliség kedvéért megengedtiik azt is, hogy egy test részecskeszama
nulla legyen, hiszen el6fordulhat, hogy egy folyamat soran egy test “kitiriil”.

Egy test nulla részecskeszamu allapotaban a teljes energia és teljes térfogat
is nulla; ez a nem nulla részecskeszamu allapotok halmazanak kiilonleges hatar-
pontja, amely a tobbiektdl eltérd tulajdonsdgokkal rendelkezik. A tovédbbiakban
olyan folyamatokat tekintiink, amelyek az

€T = (I,L|Z:1,,n) = ((Eza‘/’LvNZ)

n

Xp = X(D; xRY)

i=1
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halmazban haladnak, azaz egyik test részecskeszama sem nulla. Egy ilyen folya-
mat “befuthat” az Xp hatdrdra egy olyan allapotba, amelyben bizonyos testek
részecskeszama nulla, “kifuthat” egy ilyenbdl, vagy ott “maradhat”.
Az egyszerli fogalmazas érdekében célszerti a T hémérséklet helyett kT-t
tekinteni, ahol & a Boltzmann-dllandd; kT energia dimenziéjui, azaz kT € (J).
Egydimenzids vektortér dudlisa a “reciproka”, azaz (J) dudlisa (1/J) stb.,
ezért az igaz, hogy a kanonikus intenziv mennyiségek értékeinek Osszességére

yi=(y; |i=1,...,n):=

1 P L ) 1 1 "
= = - =1,... x = ((= —
((kaT kTi> li=1, ”) © ((J) * (m3> XR)

teljesiil.
Ezért a testek kanonikus intenziv mennyiségeinek Descartes-szorzata

=Xy;i=X | —,—,——): X X
MEEAR A (kTi’ kT’ kTi> b=

folytonos fiiggvény, amely folytonosan differencialhaté az
N
XR = X (Rz * R+)

i=1

halmazon.
A szokéasos szimbolumokkal megjelenitett

n

Ei = Qia + Wia + Lia + Y _(Qix + Wix + Lix),
k=1

‘./;‘:Fmﬁ-zn:ﬂk Ni:Gia+iGik
k=1 k=1

dinamikai egyenletet az
Tg = (Ea7 VavNa)

és
Rit = (Qir + Wi + Lit, Fir, Gig)
(Di «R*) x (Dg * RT) — ((J/s5) x (m?/s) x (1/s))
(,k=0,1,...,n)
jeloléssel

;= Rio(wi,7a) + Y Rip(wsze)  (i=1,...,n)

k=1
i:l,...,n)

alakba frhatjuk, vagy még rovidebben, az

R(z,z0) == (Rio(l‘i,xo) + > Ri(wi, zx)
k=1
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(r € Xp,xo € Do *xRT)

jeloléssel
(x:1— Xp)? =Rz, z,)

alakba.

Ha R(z,z0) fiigg xo-t6l, akkor nyugalmi dllapot csak dgy lehet, hogy z,
allandé. Lattuk 15.4. pontban, hogy ez esetben idedlis munkavégzés és energia-
szallitds esetén x akkor és csak akkor egyensily, ha R(x,z,) = 0 (azaz minden
nyugalmi dllapot egyensily).

A testek és a kornyezet kozotti termodinamikai er6k Descartes-szorzata fon-
tos szerepet jatszik a tovabbiakban:

Definicié Az
F(z,20) := (yi(%;) —yo(zo) |i=1,...,n) (r € Xp, 29 € Do xRT)

formuldval meghatdrozott F : Xp x (Do * RT) — X* fiiggvényt névleges ter-
modinamikai erének hivjuk.

Itt emlékeztetiink arra, hogy csak nem-nulla részecskeszamu allapotokat vet-
tiink figyelembe, hiszen a nulla részecske szamu &allapotra az intenziv mennyi-
ségek és igy a termodinamikai erék sincsenek értelmezve.

16.3. Kényszerek
16.3.1. Bevezet6 gondolatok

A kényszerekkel kapcsolatos mondandénk megyvildgitasara a 13.5., 13.7., 14.5.
és 14.4. pontban targyalt rendszereket vessziik:

1. egy allandé részecskeszamu test a kornyezett8l hészigetelve (és idedlis
munkavégzéssel),

2. egy allando részecskeszamu test alland6 nyomadason adott kérnyezetben,

3. két allandé részecskeszamu test a kornyezettdl teljesen elszigetelve,

4. két allandé részecskeszamu test rogzitett egyiittes térfogattal.

A kényszer kifejezései ezekben az esetekben rendre a kovetkezok:

E4+P(E, V)V =0, N=0,

OP(E,V) . OP(E,V). -
o5 E V=0 N=0

E1+E2:Ov ‘/1+V2207 leoa N2:Ov
Vl—i—ngo, N1:O, NQZO.

Hasonléan fogalmazhaté meg a kényszer a 13. és 14. fejezetben targyalt tobbi
esetben is. Ha a testek kozott részecskedramlés is lehetséges (diffuzids folyama-
tok és fazisatalakuldsok), a kényszerek egy kicsit szélesebb kortiek lehetnek,
mint az el6z6 fejezetben. Nevezetesen, itt a kényszerek mind “egyenloség”-tipu-
stak, ott viszont eléfordulhatnak “egyenlotlenség”-tipusi kényszerek is: a félig
atereszt6 falak azt jelentik, hogy bizonyos atvandorldsok nem-pozitivok vagy
nem-negativok. A kovetkezOkben ez utébbiakat kizdrjuk a vizsgdlatainkbdl;
majd 19.7. pontban targyalunk egy ilyen problémaét.
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A fenti példdkban a jobb oldalon a nulldk mas és més térben vannak; alkal-
mas allandékkal valé szorzassal elérhetjiik, hogy mindig a valés szamok nullaja
szerepeljen, ezaltal egységesitjiik a formuldkat. A kényszer tehat azt jelenti, a
folyamatsebességek adott Osszefliggésnek tesznek eleget, kozelebbrol: a folya-
matsebességek egy fliggvényegyiitthatés linearis kombindcigja nulla. Mivel az
Osszefliggés minden folyamatra igaz, a fenti egyenléségek tigy is fennallnak, hogy
a folyamatsebességek helyett a megfelel¢ dinamikai mennyiséget irjuk be.

Ennek megfeleléen altaldnosan a kényszer els6 tulajdonsagat a kovetkezo-
képp fogalmazzuk meg.

Adott az Xp — X* folytonos leképezéseknek egy I' részhalmaza gy, hogy
minden z € Xp esetén {vy(z) | v € I'} linedrisan fliggetlen, és

Y(z)R(z,20) =0 (yeT,z € Xp, 9 € DgxRT), (%)

vagy a kés6bbiekben is gyakran hasznalt

K(x):= m Kervy(z)

yel’

jeloléssel
R(z,x9) € K(z)/s (r € Xp,zg € Do xRT)

(itt sziikségszerlien megjelenik az s idéegységgel (secundummal) valé osztds).

K (x)-et az z-hez tartoz6 kényszer-altérnek hivjuk.

Egyszer(i tény, hogy () egyenértékli azzal, hogy a kérnyezet minden z,
folyamata esetén minden x : I — Xp folyamatra és a I minden ~y elemére
(yox)i = 0 all fenn; tovdbba minden kényszer-altér 2n — |T'| dimenzids, ahol
IT| a T szdmossaga.

16.3.2. Az effektiv termodinamikai ero

A fent lefrtak 6nmagukban még nem elegendék, hiszen adott x és tetszéle-
ges xo mellett dltaldban sokféleképpen lehet olyan K (x) alteret kijelolni, amely
tartalmazza R(z, zg)-t.

A kényszer tovabbi alaptulajdonsdgat a termodinamikai erékkel illetve az
egyensullyal fogalmazzuk meg. Nézziik meg a kijelolt példainkon, hogyan.

1. Egy alland6 részecskeszamu test adiabatikus folyamatai esetén az (egy
dimenziés) kényszer-altereket (—P,1,0) alaki elemek feszitik ki. Alkalmazva

ezekre az
1 1 P Py v Ho
kT kIy’ kT kTy’ kT kT

névleges termodinamikai erét (mint (J) x (m3) x R dudlisdnak elemét); az

1 1 P Py 1
— —— | (=P ——— ) =—(P-P,
(kT kTO) (=P)+ (kT kT0> kTO( )
eredményt kapjuk, és ez a “valddi” termodinamikai er6. Utalunk ugyanis a
12.5. pontban mondottakra: hdszigetelés esetén nem % — %, hanem P — P,
(illetve ezzel ardnyos mennyiség) a hajtéerd, amelynek a nulla értéke jellemzi az
egyensulyt.
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2. Egy éallando részecskeszami test adott kornyezetbeli P, nyomasu izobar
folyamatai esetén a rugédzds ardnyos a héatadassal, F(E,V, N, Eg, Vo, Ng) =
a(E,V,N)Q(E,V,N, Ey, Vo, Ny), tehit a dinamikai egyenlet

E=(1-Pa)Q, V=aQ,  N=0.

Ez azt jelenti, hogy az olyan (E,V, N) pontban, amelyre P(E,V,N) = P, az
(egy dimenziés) kényszer-alteret az (1 — Pya(E,V,N),a(E,V, N),0) vektor fe-
sziti ki. Alkalmazzuk a kényszer-altér vektoraira az el6z6 bekezdésben szerepld
névleges termodinamikai erot:

1 1 P, Py 1 1 «

(ﬁ_k_To> (1— Pa) + (ﬁ_k_J}J)a_ﬁ_k_%+k—ﬂ)(Pb_PO)'
Eredményiil megkaptuk a “valédi” termodinamikai er6t: ennek a nulla értéke
jellemzi az egyensulyt, ha a kornyezet P, nyomaésa allando6 és P, = P,, és nem
vesz fel nulla értéket (nincs egyensiily), ha P, # P, (lasd a 16.10. 3. feladatot).

3. Két allandd részecskeszami, kolcsonhatd, a kornyezettdl elszigetelt test
esetén a (két dimenzids) kényszer-alteret az (1,0,0,—1,0,0) és (0,1,0,0,—1,0)
vektorok feszitik ki. Alkalmazva ezekre az

( 1 1 P Py o o 1 1 P Py p2 | po )

KTy kT KTy kT, kT, ' KTo kT, KTy KTy KT, kT, ' kT,

névleges termodinamikai erdt, az

1 1 Py P
KTy KT KTy KTy
eredményt kapjuk; ezek egyiittese a “valédi” termodinamikai ero.

4. Két allando részecskeszamu, kolesonhato, rogzitett egytittes térfogati test
esetén a (hdrom dimenzids) kényszer-alteret az (1,0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0,0) és
(0,1,0,0,—1,0) vektorok feszitik ki. Alkalmazva ezekre az el6z8 bekezdésben
szerepld névleges termodinamikai erét, az

P Py
KTy KTy

1 1 1 1
k T1 k TO ’ k T2 k TO ’

eredményt kapjuk. Itt nem jelenik meg a valédi termodinamikai erd Gsszes

tagja, mert (kiTl — ﬁ) hidnyzik; ez azonban a fenti fliggetlen tagokbdl mar

kifejezhetd.
Eredményeink alapjan altaldban azt varhatjuk, hogy a névleges termodina-
mikai erének a lesziikitése a kényszer-altérre, azaz

F(z,20)|k(2) € K(2)"

az adott kényszernek megfelelé6 “valédi” termodinamikai er6 tagjaibdl tevodik
Ossze oly médon, hogy a szdban forgd tagok fiiggetlenek, és a tobbi kifejezheto
ezek fliggvényeként.

Definicié Legyen I' a 16.8.1. szerint adva. Az
(x,20) = Fr(z,20) := F(z,20)|k(2) € K(2)" (r € Xp,ro € Do xRT)

figguényt a I'-hoz tartozo effektiv termodinamikai er6nek hivjuk.
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Itt meg kell jegyezniink, hogy ennek a hozzarendelésnek az érkezési halma-
za (4ltaldban) minden pontban mds és mds; ezért mint fliggvény valéjdban az

U {z} x K(x) vektornyaldb dgynevezett szeléseként értelmezhetd.
x€Xp
Azt koveteljiik meg a kényszereknek az el6bb felsorolt alaptulajdonsigain

til, hogy a nyugalmi dllapotot (egyensilyt vagy staciondrius dllapotot) az ef-
fektiv termodinamikai erd eltiinése jellemezze: R(xz,zq) = 0 akkor és csak akkor,
ha Fr(z,zo) = 0.

16.3.3. Pontos meghatarozas

Definicié Haszndljuk az n testbol dllo termodinamikai rendszerre vonatkozo
16.2. pontbeli dsszefoglald jeloléseket. A rendszerre kirdtt kényszernek hivjuk
az Xp — X* folytonos leképezéseknek eqy I' részhalmazdt, ha

(i) minden x € Xp esetén {y(x) | v € T'} linedrisan figgetlen,

(ii) R(z,x0) € K(x)/s minden x € Xp és xg € Do x RT esetén, ahol
K() = () Kery(),

yel’

(iii) R(x,x9) = 0 akkor és csak akkor, ha F(x,20)|k) =0 (v € Xp,xo €

DO * R+) .

Kényszermentes a rendszer, ha I' = ), azaz K(z) = X minden z € Xp
esetén. Ekkor az effektiv termodinamikai er6 megegyezik a névleges termodina-
mikai er6vel.

A kényszert differencialhaténak, folytonosan differencidlhaténak, kétszer dif-
ferencidlhatéonak stb. nevezziik, ha minden « € I differencidlhaté stb. fiiggvény
lesziikitése.

16.3.4. A kényszerek osztalyozasa

Holonomnak nevezziik a kényszert, ha minden v € T' esetén van olyan
¢y + X — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amelynek értelmezési tar-
tomanya magédban foglalja Xp-t, és v = Dy, |x,; ellenkezd esetben a kényszer
anholonom.

JO6l ismert tény: a folytonosan differencidlhaté kényszer holonom voltanak
sziikséges feltétele, hogy minden v masodik derivaltja —amely Xp — Bilin(X x
X, R) leképezés — mindeniitt legyen szimmetrikus.

Megjegyezziik, hogy az iires kényszer holonom.

16.3.5. Kényszer-részsokasagok

Legyen a kényszer holonom, és legyen ¢~ : X »— R mint az elébb. Ekkor
bérmely = : I — Xp folyamatra és a I" minden ~ elemére Dy, (2)& = 0 azaz
¢~ o x = const. Ha tehédt ¢, € Ranp, és c:= (¢ | v € T), akkor

Ue) == () er{er})

a dinamikai egyenlet invaridns halmaza. Mivel {Dy~(x) | v € I'} linedrisan fiig-
getlen minden = € U(c) esetén, U(c) az X-nek 2n — |I'| dimenzids részsokasiga.

Nyilvanvald, hogy kiilonb6zé c-khez tartozé U(c)-k diszjunktak, és uniéjuk
tartalmazza az egész X p-t.
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Tudjuk, hogy = € Xp esetén K(z) = () Ker(Dy,(x)) = T(U,), ahol az
yel’
ut6bbi jeldli, mint szokdsosan, az U, részsokasag x feletti érintéterét.

Altaldban (nem csak holonom kényszer esetén) az U C X részsokasigot
kényszer-részsokasagnak hivjuk, ha

T,(U) = K(x) (xreUNXp). (%)
Ha U kényszer-részsokasag, akkor
R(z,z0) € T,(U) = K(z) (x e UNXp).

Azt mondjuk, hogy a kényszer rétegezés, ha az X p minden pontjihoz van
a pontot tartalmazé kényszer-részsokasag.

A holonom kényszerek rétegezések, de anholonom kényszer is lehet rétegezés.

A kijelolt példaink koziil csak a 2-ben adott kényszer anholonom, de az is
rétegezés.
16.4. A pszeudolinearis eset

16.4.1. A névleges vezetési matrix

Jelolje Cyy, az i-ik és k-ik test (i,k = 0,1,...,n) kozotti kanonikus vezetési
matrixot (ldsd a 12.4. fejezetet); ekkor

Rik(zi, ox) = Cik(@i, z) (vi(zi) — ye(@r))-
Egyszertien adodik, hogy

> Cinlwi o) (yilws) — yr(zx) = > Bi(w, 20) (yr(zx) — yo(@o)),

k=0 k=1
ahol
_Cik(xhajk) ha ¢ # ka
Bik(x’xo) = Cio(ilii,ilio) + Z Cij(CCZ‘,JCj) ha = k
j=1
fgy a

B(z,20) := (Bi(z,x0) | i,k =1,...n) (v € Xp, 19 € Dg*xRT)  (x)
jeloléssel és a névleges termodinamikai erével
R(z,x0) = B(x, z9)F(x, z¢),
azaz a dinamikai egyenlet
(x:1— Xp)? & =B(x,2,)F(z,24)

alaku.

Itt a dinamikai egyenlet jobb oldalan a testek kozotti termodinamikai erdk
helyett expliciten csak a névleges termodinamikai erd, azaz a testek és a kor-
nyezet kozotti termodinamikai er6k Descartes-szorzata jelenik meg. Ezért ez
a forma fizikailag indokolatlannak tiinik, amit szembetiinéen mutat a kornye-
zettol teljesen elszigetelt testek esete: ekkor C;9 = 0 minden i-re, azaz egyik
vi(z;) —yo(x,) sem szerepel az eredeti dinamikai egyenletben. Késébb azonban
latjuk, mi az értelme és az elénye ennek a forméanak.
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Definicié A () formuldval bevezetett B : Xp x Do * RT — Lin(X*, X/s) fiigg-
vényt névleges vezetési matrixnak hivjuk.

16.4.2. Megjegyzés

Erdemes felfigyelni arra, hogy a koleséndsségi tulajdonsag szerint

Cir (@i, 7o) (yi(xi) — yu(or)) = — Cri(xr, ) (yu(or) — yi(z:)) =
=Chi(xr, 2:)(yi(z:) — yr(zr)),

amibol nem kovetkezik, hogy
Cir(wi, 2x) = Cri(, 24)- (%)

Minthogy azonban a vezetési métrix énmagdban sohasem fordul el6, mindig
csak a termodinamikai erével szorozva, nem sziikitjiik az altalanossagot, ha a
tovabbiakban feltessziik, hogy () teljesil.

Ebb6l a megallapodasunkbol kovetkezd egyszerii tény, hogy ha a testek ko-
zOtti vezetési matrixok (a parkozi vezetési matrixok) adott helyen felvett értékei
— azaz Cyi(x;, xx) — mind szimmetrikusak, akkor névleges vezetési méatrixnak a
megfelels helyen felvett értéke — azaz B(x, xg) — is szimmetrikus.

16.4.3. Az effektiv vezetési matrix

Figyeljiink fel két dologra.

Elbszor: y(z)B(x, zo)F (2, z9) = 0 esetén v(x)B(xz, xo) # 0 lehet még akkor
is, ha F(xz, x0) # 0, tehét nem feltétlenill teljesiil, hogy RanB(x, z¢) C K(x).

Maésodszor: dltalaban nem igaz, hogy a névleges termodinamikai er6 helyett
az effektiv termodinamikai erét is szerepeltethetjiik R pszeudolinedris el6allita-
saban.

Definicié A névleges vezetési mdtrix illeszkedik a kényszerhez, ha minden
x € Xp, o € Do *RY esetén létezik Br(z,z0) € Lin(K (z)*, K(z)/s) tgy, hogy

B(x,20)F(x,20) = Br(x,2z)Fr(z, zo).
Ekkor az (z,x¢) — Br(z,x0) fliggvényt a I'-hoz tartozo effektiv vezetési mat-
rixnak hivjuk.

Itt is ugyanazt a megjegyzést kell tenniink ennek a fiiggvénynek a pontos
értelmezésérol, mint 16.3.2. pontban.

Kényszermentes rendszerre az effektiv vezetési matrix megegyezik a névleges
vezetési matrixszal.

16.4.4. Az effektiv vezetési matrix és a névleges vezetési matrix
kapcsolata

Az
i(z) : K(z) > X

kanonikus bedgyazéds (amely linedris injekcid)

i(z)" : X" — K(x)*
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transzponaltjaval (amely linearis sziirjekcid)
i(2)Br(z, 20)i(z)* = B(x, z0) (x € Xp,xg € Do *RT)

formédban irhatjuk le a kétféle vezetési matrix kozotti Osszefiiggést.

A tovébbiakban a pszeudolinedris esetben mindig feltessziik, hogy 1étezik az
effektiv vezetési marix (azaz a névleges vezetési matrix illeszkedik a kényszer-
hez). Elméleti szempontbdl az effektiv vezetési matrix a lényeges, de gyakorlati
szempontbol a névleges is igen fontos, mert sokkal egyszeriibb matematikai ob-
jektum, ezért konnyebb a tulajdonsagait vizsgdlni, amelyek viszont tiikrozik az
effektiv matrix tulajdonsdgait a kovetkezSképp (lasd a Fiiggelék 5. pontjét):

e KerB(z,x0) D K(x)° tovdbbd KerBr(z,x) = {0} pontosan akkor, ha
KerB(z,zo) = K(z)°.

e Br(x,z() pontosan akkor szimmetrikus, ha B(x, z() szimmetrikus,

e Br(z,z() pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha B(z, z¢) pozitiv szemi-
definit.

Tovabba azt tudjuk, hogy

e a névleges vezetési matrix akkor és csak akkor illeszkedik a kényszerhez,
ha miden z-re RanB(z, z¢) C K(z) és KerB(x,z) C K(z)°, ami egyenértékii
azzal, hogy v(z)B(z,z¢) = 0 és B(x, z)y(x) = 0 minden v € I" esetén,

e ha RanB(z,z0) C K(z) és B(xz, ) szimmetrikus minden z-re, akkor a
névleges vezetési matrix illeszkedik a kényszerhez.

16.5. A disszipaciés tulajdonsag

A tovabbiakban feltessziik, hogy a munkavégzések és energiaszéllitasok ide-
alisak.

Ekkor 6sszefoglalé jelolésiinkkel a dinamikai mennyiségek disszipacios tulaj-
donsagat (lasd 15.1.)

(vi(zi) — yr(@i))Rig (@i, xx) > 0 (i,k=0,1,...,n),

alakba frhatjuk, és itt egyenldség akkor és csak akkor dll, ha Ryx(x;, xzx) = 0
minden ¢ és k esetén.
Ebbdl az addédik, hogy

F(x,z0)R(z,20) >0 (v € Xp, 9 € Do xRT), (%)

és egyenléség pontosan akkor all, ha R(z,z¢) = 0.
Minthogy R(z,z¢) benne van K (z)-ban, a fenti egyenl8tlenséghdl kovetke-
zik, hogy

Fr(z,zo)R(z,z9) >0 (v € Xp,z0 € Do xRT),

és a kényszernek a 16.3.3. pontbeli definicié (iii) tulajdonsdga alapjan a fenti
Osszefiiggésben akkor és csak akkor 4ll egyenldség, ha Fr(x,z¢) = 0.
Pszeudolinearis esetben ezek az egyenlotlenségek

F(x,z0)B(x, z0)F(x,29) > 0 (r € Xp,z0 € Do xRT),
illetve, ha a névleges vezetési matrix illeszkedik a kényszerhez,

Fr(z,z0)Br(z,zo)Fr(z,20) >0 (v € Xp,xz0 € Do xRT) (k)
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alakdak lesznek, és egyenléség pontosan akkor all, ha Fr(z,xq) = 0.

A (%) formula csdbit, hogy azt higgyiik, Br(x, z¢) pozitiv definit, de legaldb-
bis pozitiv szemidefinit; ez azonban csak akkor lenne igaz, ha nemcsak Fr(z, zo)-
ra, hanem helyette K (z)* minden v(z) elemére teljesiilne ilyen egyenlétlenség.

16.6. Az egyensuly stabilitasa

Tegyiik fel a kovetkezOkben, hogy a kornyezet dllandé és a testek entropiku-
sak. Ekkor

L:Xp— (J/K), (B, Vi,Ny,...,En, Ve, Ny) >
- Ez"‘Pa‘/z _/f«aNi
'_)Z<SZ(EMV;7NZ)_ T, >

i=1

—13.2.5. és 14.2.4. mintajara — additiv konstans erejéig a testek és a kornyezet

Osszentropidja, amelyet az
(L P e
Yo = \T, T, " T,

N

L(z) = Z(Si(xi) — (Yalz:))

=1

jeloléssel

alakba is ifrhatunk. Ez olyan fiiggvény, amely kétszer folytonosan differencial-
haté X g-en, és ennek a halmaznak minden z elemére

F(x,z,) = DL(z) (%)
teljesiil, tovabba D?L(z) negativ szemidefinit, és magjat az
(1‘1,070,...70), (0,33270,...70), (0,0,0,...,Jin)

vektorok feszitik ki (lasd 8.4.).

Legyen U kényszer-részsokasdg X pr-ben. Emlékeztetiink: az x, allapot U-
ban pontosan ekkor egyenstly, ha Fr(z,,z,) = 0, azaz 16.3.3. (x) alapjdn ha
DL(zo)|r,, @) = 0.

Felhivjuk az olvsé figyelmét: a specidlis rendszerek targyalasanal megszo-
kott, az egyensulyra utalé , indexet ne keverje Ossze a kornyezetre utalé ¢ in-
dexszel!

Allitas Hasznaljuk az eléz4 jeloléseket, és emlékezziink a megszoritdsainkra:

e nincsenek hd- sem anyagforrdsok,

e o munkavégzések és energiaszallitdsok idedlisak,

e o kornyezet dllando,

e g testek entropikusak.

Legyen U kényszer-részsokasag X g-ben, és x, € U egyensuly. Ha

(i) Ker (D°L(z,)) N Ty, (U) = {0},

(i1) létezik U-nak olyan kétszer differencidlhatd p paraméterezése x, kérnye-
zetében, amelyre DL(x,)D?p(p~1(x,)) negativ szemidefinit,

akkor x, aszimptotikusan stabil az U feltétel mellett.
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Bizonyitas Ha p az U kétszer differencidlhaté paraméterezése az x, kdrnyeze-
tében, akkor az A := L o p fliiggvény kétszer differencidlhatd, és

DA(§) = DL(p(&))Dp(§), (*)
D*A(§) = D*L(p(€)) o (Dp(&) x Dp(€)) + DL(p(£))D*p(€)

minden ¢ € Domp esetén.

Legyen &, := p~!(z,). Mivel Dp(&,) értékkészlete Ty (U), fgy (*) alapjan
DA(p™*(w0)) = 0.

Az (i) feltétel szerint D*L(z,) o (Dp(&) x Dp(&,)) negativ definit, ezért (+x)
alapjan az (ii) feltétel miatt D2A(&,) negativ definit.

Kovetkezésképpen A-nak szigoru lokélis maximuma van &,-ban, ami egyen-
értékil azzal, hogy L-nek szigoru lokalis maximuma van z,-ban az U feltétel
mellett.

Mindezek azt jelentik (14sd Fliggelék 4.3.1.), hogy z, aszimptotikusan stabil
az U feltétel mellett.

Megjegyzések (i) Eredményiink az els§ pillantdsra nehezen megfoghaténak
tlinik, hiszen altaldban nincs mdédszertink annak eldontésére, van-e a kivant tu-
lajdonsdgu paraméterezés. Azonban az alabbi két igen fontos specidlis esetben
tudjuk, hogy van:

—ha U affin altér része, akkor a paraméterezés lehet affin leképezés, amelynek
a derivaltja konstans, tehdt masodik derivaltja azonosan nulla;

— ha a névleges termodinamikai er§ nulla x,-ban, azaz DL(x,) = 0, tehdt
barmely paraméterezés jo.

(ii) Ne feledjiik, hogy az allitdsban szerepld T, (U) egyenld a K(x,) kény-
szer-altérrel.

16.7. Alkalmazas specidlis rendszerekre

Nézziik 4t az altalanos eredményeink szempontjabdl a 13. és 14. fejezetben
tdrgyalt rendszereket!

Az olvaséra bizzuk, hogy minden esetben pontosan irja le a kényszer-al-
tereket, és mutassa meg, az egyensilyt valéban az jellemzi, hogy a névleges
termodinamikai er$ leszlikitése a kényszer-altérre nulla értéket vesz fel.

Azt rogton megallapithatjuk, hogy a tisztédn extenziv kényszerek (amelyek-
ben csak valamely térfogat-, illetve belsSenergia-értékek vannak rogzitve) és
persze az iires kényszerek holonomok, és a kényszer-részsokasigok affin hiper-
sikok, tehat alkalmazhaté rajuk a 16.6. allitds. Ilyennel taldlkoztunk a 13.3.,
13.4.,14.3., 14.4., 14.5., 14.7., és a 14.8. pontokban.

A tisztdn intenziv kényszerek (amelyekben csak a nyomds illetve a hémér-
séklet értéke van rogzitve) holonomok, és a névleges termodinamikai erd nulla
az egyensulyban, tehat alkalmazhaté rajuk a 16.6. allitas. Ilyennel taldlkoztunk
a 13.6., 13.7., 14.11. és a 14.13. pontokban.

14.12. pontban extenziv és intenziv kényszer keveredik; a kényszer holonom,
és egy lgyes fogassal alkalmazhat6 ra a 16.6. allitas. Ugyanis ekkor a kornye-
zet nyomasa nem jelenik meg a dinamikai egyenletben. Az egyensilyban a két
test nyomasa ugyanazt a P, értéket veszi fel. Formalisan vehetjiik ugy, hogy a
kornyezet nyomasa éppen ez az érték, azaz P, := P,. Ekkor a névleges termo-
dinamikai er6 nulla az egyensulyban.
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A hészigeteléssel kapcsolatos kényszerek jobbara anholonomok; kivétel az,
amikor a hészigetelés rogzitett Ossztérfogattal jar egyiitt (ami megvaldsulhat
Ugy is, hogy minden egyes térfogat rogzitett): ekkor ugyanis a hdszigetelést
az Osszenergia megmaraddsa, azaz egyszeril extenziv kényszer {rja le (14.5. és
14.8.). Ugyancsak kivétel az, amikor a hészigetelés dllandé nyomdssal térsul
(ldsd 14.14.). Ekkor is holonom a kényszer, és az el6z6h6z hasonlé fogdssal alkal-
mazhatjuk a 16.6. allitast. Most ugyanis a kornyezet hémérséklete nem szerepel
a dinamikai egyenletben, az egyensulyban a két test homérséklete ugyanazt a T,
értéket veszi fel. Formdlisan vehetjiik ugy, hogy T, := T,, és ekkor a névleges
termodinamikai eré nulla az egyenstulyban.

A 13.5., 14.6. és 14.9. pontbeli hészigeteléses kényszerek anholonomok, de
vannak kényszer-részsokasagok. 13.5.-re a méar jol ismert T, := T, fogdssal al-
kalmazhatjuk a 16.6. allitast. 14.6. pontban a munkavégzés nem lehet idedlis,
tehét ez a rendszer eleve kiviil esik e fejezet hatdsugardn (méds médszerrel mégis
sikeriilt bizonyitani az aszimptotikus stabilitdst). A 14.9. pontbeli rendszerre a
konkrétan megadott paraméterezés olyan, hogy masodik derivaltjanak a névle-
ges termodinamikai er6vel vett szorzata negativ szemidefinit, tehat alkalmazhato
a 16.6. allitas.

A 14.10. pontbeli hészigetelés a legkellemetlenebb, mert itt nem nyilvanva-
16, mik a kényszer-alterek. Ha feltessziik, hogy kozvetlenek a héatadasok, azaz
Q12 = —Q21 (ez itt nem vezet ellentmonddsra), akkor a kényszer-altereket a
Ei+PVi+FEy+PVy=0 egyenléség adja meg, és konnyen lathatjuk, hogy az
egyensulyt az effektiv termodinamikai er6 nulla volta jellemzi, tehat a kényszert
jol leirtuk. Viszont a kényszer anholonom, és nem tudtunk kényszer-részsoka-
sagokat talalni. Nemcsak a 16.6. allitast nem alkalmazhatjuk, de masképp sem
tudtuk kezelni ezt a rendszert.

16.8. Az egyensilyok szigoru aszimptotikus stabilitasa

Diffizidés folyamatokban és fazisiatalakuldsokban az egyensuly a kényszer-
részsokasagokban tobbnyire nem egyértelmii még lokalisan sem. Ez egyébként
fizikailag tokélesen értheto. Tekinstink egy dugattytval lezart hengert, amely-
bél-amelybe levegs diffundalhat. Adott légkdri viszonyok kozott egyensily 1é-
tezhet gy is, hogy a henger tele van, gy is, hogy félig stb. Hasonloképpen,
adott hémérsékleten és nyomason akér tiz gram viz és tiz gram jég, akar 6t gram
viz és tizenot gram jég stb. lehet halmazallapotvaltozéasi egyensulyban. Ekkor
tehat egy egyensily aszimptotikus stabilitasarol sz sem lehet, de az egyensu-
lyok halmazanak szigoru aszimptotikus stabilitasarol igen; ekkor ez fejezi ki az
egyensulyra valé torekvést: ha egy egyensiilyt megzavarunk, akkor egy esetleg
masik, de az eredetihez kozeli egyenstily all be.

Allitas Haszndljuk az elézd jeloléseket, és emlékezziink a megszoritisainkra:

e nincsenek sem hé- sem anyagforrasok,

o o munkavégzések €s az energiaszdllitdsok idedlisak,

e a kornyezet dllando,

e q testek entropikusak.

Legyen U kényszer-részsokasdg X r-ben, és legyen Eq az egyensulyok halma-
za U-ban. Ha

(i) a dinamikai mennyiségek pszeudolinedrisak és a névleges vezetési mdtriz
illeszkedik a kényszerhez,
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(ii) Br(zo, x4) szimmetrikus és pozitiv definit minden x, € Eq esetén,

(iii) Eq részsokasdg,

(iv) minden z, € Eq esetén Ker (D2L(z,)) N Ty, (U) = Ty, (Eq),

(v) minden x, € Eq esetén létezik U-nak olyan kétszer differencidlhatd p
paraméterezése x, kirnyezetében, amelyre DL(x,)D?p(p~1(x,)) negativ szemide-
finit,

akkor Eq szigorian aszimptotikusan stabil az U feltétel mellett.

Bizonyitas A dinamikai egyenlet most
(x: I —-U)? & = Br(z,z,)(DL)r(x)

alaku, és
Eq= {x eU ‘ (DL)r(x) = 0} .

Rogzitsiik az Eq tetszoleges x, elemét, és legyen p az U kétszer differencidl-
haté paraméterezése az x, kornyezetében. A A := L o p fliggvényre fennallnak
a 16.6. pontbeli (x) és (xx) Osszefligések.

A paraméterezés szerint redukalt dinamikai egyenlet

€ =Dp(&)"'Br(p(€), 7a) L) (p(¢)),
amely Dp(€)*DL(p(§)) = DL(p(§))Dp(§) = DA() felhaszndldsdval dtirhaté

€= U(£)DA(E)

alakba, ahol
W(€) :=Dp(&) ' Br(p(€), za) (Dp(£)*) "

A redukalt dinamikai egyenlet egyenstlyainak halmaza
¢ := {¢ € Domp | DA() = 0}
Legyen &, := p~1(x,). Megmutatjuk, hogy az adott feltételek mellett
Tt (¢) = KerD*A(&).

A C tartalmazas a ¢ fenti alakjabdl és a részsokasdgokra vonatkozé jél ismert
Osszefliggések miatt igaz. A D tartalmazést pedig igy lathatjuk be: ha v a
D2A(&,) magjanak az eleme, akkor a (v) tulajdonsag kovetkeztében a (#x) egyen-
16ség jobb oldala mindkét tagjdnak a magjédban is benne van, tehdt Dp(&,)v —
amely eleve a T, y(U) eleme — benne van D*L(x,) magjdban, igy az (iv) tulaj-
donsag miatt Dp(&,)v € T, (Eq), ami egyenértékil azzal, hogy v € T¢ (¢).

A p szerint redukdlt dinamikai egyenlet jobb oldaldnak derivaltja £,-ban

U (£)D*A(&o)-

Az (ii) feltétel szerint U(¢,) szimmetrikus és pozitiv definit, a (v) feltétel
szerint pedig az eleve szimmetrikus D?A(£,) negat{v szemidefinit. Ezért (l4sd
Fiiggelék 5.3.) W(&,)D?A(&,)

— magja megegyezik DA (,) magjdval, amely a ¢ érintStere &,-ban,

— nulla sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik,

— minden nem nulla sajatértéke negativ.
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Kovetkezésképpen a redukalt dinamikai egyenlet egyensilyainak halmaza
szigortan aszimptotikusan stabil (1asd Fliggelék 4.3.2.), amibdl kévetkezik, hogy
a dinamikai egyenlet U-beli egyensilyainak halmaza szigorian aszimptotikusan
stabil az U feltétel mellett.

Erdemes megjegyezni, az allitds (ii) feltétele egyenértékii azzal, hogy

(ii)’ B(®o, 24) szimmetrikus, pozitiv szemidefinit és KerB(z,, z,) = Ty, (U)°,
amit a gyakorlatban jél tudunk alkalmazni.

Tovéabba itt is érvényes és sokszor j6 szolgédlatot tesz a 16.6. utdni megjegy-
76és.

16.9. Az entropia széls6érték-tulajdonsaga és produkcidja

A 16.6. allitas feltételei mellett a testek és a kdrnyezet Osszentropidjanak
szigori lokdlis maximuma van az egyensulyban.

A 16.8. allitas feltételei mellett a testek és a kérnyezet Gsszentrépidjanak szi-
goru lokalis maximuma van az egyensiilyok halmazan, ami pontosan azt jelenti,
hogy az Gsszentrépia értéke ugyanaz minden egyensulyban (az Gsszentrdpia al-
landé az egyensiilyok halmazén), és barmely nem egyenstlyban az értéke ennél
kisebb.

At — z(t) folyamatban az Gsszentrépia idéegységre esé véltozdsa

(Loz)=DL(xz)t = DL(z)R(z,z,) = L(x);

ezért nevezziik az I.J fliggvényt entrépia-produkcionak.
A 16.6. (%) és a 16.5. (x) Osszefiiggései és a fenti (x*) alapjan az entrépia-pro-
dukcié nem-negativ: az Gsszentrépia nem csokkenhet semmilyen folyamatban.
Az 6sszentrépia egyensilyi maximalitdsa és nemnegativ produkcidja két fiig-
getlen tulajdonsdg, amelyek egyiittesen biztositjak a folyamatok egyensilyhoz
tartasat.

16.10. Feladatok

1. Legyen a kényszer olyan, hogy minden kényszer-altér ugyanaz, vagyis
létezik K C X 1gy, hogy K(z) = K minden z-re. Mutassuk meg, hogy ekkor a
kényszer-részsokasdgok affin alterek K folott.

2. A kényszer definiciéjat médosithatjuk gy, hogy adott egy V véges di-
menzi6s vektortér, egy ® : Xp — Lin(X, V) folytonos leképezés gy, hogy ®(x)
sziirjekcié minden x esetén. Fogalmazzuk at ilyen alakra a kényszer holonom
voltat, és mutassuk meg, hogy a 16.4.4. pontban szerepld v(z)B(z,xo) = 0
és B(x,z0)y(z) = 0 (v € T) feltétel az fejezi ki, hogy ®(z)B(x,z9) = 0 és
B(z,x0)®(x)* = 0.

3. Magyarazzuk meg, hozzuk kozel, miért nem veheti fel a nulla értéket egy
test P, # P, nyomésu izobar folyamataiban az

1 1 a(Py— P,)

ToT T T

effektiv termodinamika erd. (Ijtmutatés: tekintsiik a disszipaciés tulajdonsé-
got.)
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4. Alkalmazhaté-e a 16.6. dllitas a 14.17. 6. feladatban felsorolt rendszerek-
re?

5. Targyaljuk a most megismert sémaval két allandé részecskeszamu test
olyan folyamatait, amelyekben esetleg egyéb kényszerek (allandé Ossztérfogat
stb.) mellett még az is teljesiil, hogy a két test nyomdsa mindig megegyezik.

6. Ketténél tobb testbdl 4116 rendszerekre a hdszigeteléssel kapcsolatos kény-
szerek nehezen kezelheték. Prébaljuk meg targyalni azt a négy allandé részecs-
keszamu testbol all6 rendszert, amelyben a testek egyiittesen hoszigetelve van-
nak a kornyezettol, és két-két test hészigetelve van egymastol. Vegytink idealis
munkavégzéseket és kozvetlen héataddsokat.

7. Altaldnositsuk a most megismert sémat arra az esetre, amikor ho- és
anyagforrasok is vannak!

17. Megjegyzések néhany szokasos fogalomra

17.1. Az Onsager-elmélet

17.1.1. Az effektiv termodinamikai erd és vezetési matrix affin kény-
szer esetén

A Br(z,xo) effektiv vezetési matrixnak (ha létezik, azaz a névleges vezetési
matrix illeszkedik a kényszerhez) a K (x)* értelmezési tartoménya (és a K(x)
értékkészlete) fligg x-t6l; ezért altaldban az effektiv vezetési matrix nem lehet
z-t0l fuggetlen, azt az esetet kivéve, amikor minden K (x) ugyanaz.

Affinnak neveziink egy kényszert, ha van egy olyan K C X linedris altér,
hogy K(x) = K minden x-re. Ekkor minden kényszer-részsokasdg affin altér K
felett (azaz K egy eltoltja).

Azt mondhatjuk tehét, hogy az effektiv vezetési matrix csak affin kény-
szer esetén lehet allandé.

Az affin kényszerek mas szempontbdl is érdekesek.

Tekintstink affin kényszert, és legyen a kornyezet x, folyamata dlland6. Ha
x, egyensily, akkor az yq := yo(Za), ¥ := (Ya, - - -, Ya) jeloléssel

0= Ir(zo,7a) = (y(z0) — ¥g) |,

ezért barmely széba jovo x-re

Fr(z,20) = (y(2) = y(20)) %,

vagyis affin kényszer esetén az effektiv termodinamikai erd az intenziv
mennyiségeknek és azok egyensiilyi értékének a kiillonbségébdl all eld.
Nem affin kényszerre ez nem igaz, hiszen ekkor = # x, esetén lehetséges, hogy
(Y(o) = ¥a) Ik (x) # O
Emlékeztetlink, hogy a dinamikai egyenlet leszlikitése egy U kényszer-rész-
sokasagra
(x: 1 —-U)? & = Br(z,z.)Fr(z, z,),

a diszipacids tulajdonsag pedig

Fr(z,zq)Br(z,zq,)Fr(z,zs) >0 (x €U).
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17.1.2. A szokasos Onsager-formalizmus attekintése

Emlitettiikk az El6sz6 5. pontjaban, hogy a termodinamika szokasos tar-
gyalasaban is felbukkannak val6sagos, id6ben valtozd folyamatok az “egyensily
kozelében” , amelyeket az Onsager-féle elmélet targyal.

Az Onsager-formalizmus alapja az “er6k és dramok” Osszefliggése. A ter-
modinamikai rendszer folyamatait vezérlé Fy (k=1, ... ,n) erdk a kdlesonha-
tast jellemz6 intenziv mennyiségeknek az egyensilybeli értékiiktol vald eltérése.
Minden F}, er6hoz van egy Ji “konjugdlt” dram gy, hogy az entrépia-produkcid

g = ZFka Z O
k=1

Az erdk és az aramok kozott linedris Osszefliggést tételeznek fel, azaz hogy
van olyan (B | i,k = 1,...,n) matrix, amellyel

J; = Z B Fy.
=1

17.1.3. Az Onsager-formalizmus pontos értelme

Az Onsager-féle er6k, mint mondtuk, a “kélcsonhatést jellemzd intenziv
mennyiségeknek az egyensulybeli értékiiktdl vald eltérése”. Ez affin kényszer
esetében nem mdas, mint az effektiv termodinamikai erd. Szoritkozzunk affin
kényszerekre.

Vegyiik egy U kényszer-részsokaség affin koordindtézasat (és ezzel egyiitt ter-
mészetesen K és K* linedris koordindtézdsat); jelolje Fy és By (i,k=1,...,n)
az effektiv termodinamikai eré illetve az effektiv vezetési matrix komponenseit
a koordinatazasban, legyen tovabba

Jii=Y ByF, (i=1...,n).
k=1

Ekkor a dinamikai egyenlet

alaku lesz, a disszipacios tulajdonsag pedig
3" FL(€)k(€) = 0.
k=1

Emlékezziink, hogy entropikus testek esetén a fenti egyenl6tlenség bal olda-
lan allé mennyiség az entrépia-produkcié. Megkaptuk tehat a szokasos Onsa-
ger-formalizmust. Pontosabban, az eredeti elméletben még azt is felteszik, hogy
a B matrix allandé (azaz B;i(§) ugyanaz minden £-re) és szimmetrikus (azaz
B, = By;). Ez annak felel meg, hogy Br éllandé és szimetrikus.
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17.1.4. Az Onsager-formalizmus korlatai

A szokdsos interpretdcié szerint az Onsager-elmélet a folyamatok kozelitd
lefrasara szolgdl az egyensily kozelében. Most pontos valaszt adhatunk arra a
kérdésre, mit és hogyan kozelit az Onsager-elmélet.

Tegyiik fel, hogy a kényszer affin és 1étezik az effektiv vezetési matrix. Ek-
kor egy x, egyensuly esetén az x, egy kornyezetében levé x-ekre a Br(z,z,)
effektiv vezetési métrixot kozelithetjiik Br(z,, 24)-val, igy a dinamikai egyenlet
kozelitése egy U kényszer-részsokasdgon

(x: I —-U)? & = Br (2o, Za)Fr(z, x4).

Ennek affin koordinatazasaval kapjuk a szokasos Onsager-egyenleteket.

Ha azonban a kényszer nem affin, akkor az effektiv termodinamikai eré nem
az intenziveknek az egyensilyi értéktdl vald eltérése, tovabbd Br(z,x,) nem
helyettesithet Br(x,, z4)-lal, hiszen e két objektumnak més és mds az induldsi
és érkezési halmaza. Ekkor tehdt a szokasos Onsager-formalizmus nem miiko-
dik. Példaul izoterm vagy izobar folyamatok nem illesztheték be a szokasos
Onsager-formalizmus keretébe.

A fentiek alapjan azt mondhatjuk, hogy az Onsager-féle elmélet altaldno-
sitdsa (és pontos megfogalmazdsa) nem mds, mint olyan rendszerek térgyald-
sa, amelyben a dinamikai mennyiségek a termodinamikai erék pszeudolinearis
fiiggvényei, és létezik az effektiv vezetési mdtrix (a névleges vezetési méatrix
illeszkedik a kényszerhez).

17.2. A Prigogine-elv
17.2.1. Specialis stacionarius allapotok

Tekintstink egy (Ty, P,) dllandé kornyezetbe helyezett dllandé V,, térfogati
testet, amelyben héforrast miikodtetiink a test pillanatnyi allapotétdl fliggéen
gy, hogy a test homérséklete T,-t6] kiillonbozo T, dllando legyen. Az azonos
anyagu test és kornyezet kozott tomegcesere (diffizid) lehetséges.

Haszndljuk a (V,T, N) véaltozokat a leirdshoz; jeldlje ezen véltozdkban Q
a test és a kornyezet kozotti héatadast, G az atvandorlast, és O, a héforrast
(amely itt tehdt nem adott id6fiiggvény, hanem a test dllapotdnak a fliggvénye).

A test térfogata és hémérséklete nem valtozik, ezért E = g—f[N , tehat a
dinamikai egyenletbol egyrészt

R
masrészt

N - g(‘/oaTovN)

adddik. Az els6 Osszefliggés hatarozza meg, milyen héforrast kell alkalmazni Q
és G ismeretében, a masodik pedig leirja a részecskeszam valtozasat. A stacio-
narius allapotot jelenté N, részecskeszam mellett

G(Vo, Ty, No) = 0, Qs(Vo, T, No) + Q(Vo, Ty, No) = 0.
Ha példaul a test és a kornyezet kozotti hoatadasra illetve atvandorlasra a

Q(V7 T, N) = N(_AQ(TO - Ta) - 19@(}1(‘/7 T, N) - ,Ufa))v
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G(V,T,N) = N(=9a(u(V,T,N) — pa))

pszeudolinedris Osszefiiggések allnak fenn, ahol Ag, ¥¢ és ¥ pozitiv 4llanddk,
akkor a stacionarius allapot részecskeszamat

1(To, P(Vo/No)) = pi(Ta, Pa) (*)
hatarozza meg, és a staciondarius allapotban a héforrasra
Qs(vov Toa No) = N, ()\Q(To - Ta))

adddik. Minthogy p lokélisan a T-nek szigorian monoton csokkend fiiggvénye,
P-nek pedig szigorian monoton noévé fliiggvénye, ha T, elég kbzel van T,-hoz és
T, < T,, akkor P(V,/N,,T,) < P, kell a (x) teljestiléséhez.

Ez a példa azt szemlélteti, gyakorlati jelent&ségli olyan rendszerek vizsgé-
lata is, amelyekben ho- vagy anyagforrasok miikodnek a célbdl, hogy bizonyos
intenziv mennyiségek értéke dllandé maradjon.

17.2.2. Minimalis entrépia-produkcié

Vegyiink affin kényszert és legyen az effektiv vezetési matrix allandé. Tegyiik
fel, hogy a kényszer-altér K = K7 x K5 alaku; ennek megfeleloen egy kényszer-
részsokasdg (affin altér) U = Uy x Uy alaki; tovdbbd ekkor K* = K7 x K3, és
igy Fr = (F1, F»). A dinamikai egyenletben legyen J : U — K /s olyan forras,
hogy F értéke minden folyamatban maradjon ugyanaz az Fi, allandé:

&1 = B11F1o + BioFo (w1, 22) + J(21,22),
&g = Bo1F1o + BoaFo(w1, 22).
Ahhoz, hogy ez rendben legyen, a D1 Fy(x1,x2) : K1 — K7 linedris leképe-
zésnek injektivnek kell lennie minden (21, z9) € U esetén. Ugyanis ekkor az F}

allandéséagét kifejezd Dy Fy (21, x2)d1 +Do F1 (21, x2) 2o = 0 Oszefliggés segitségével
a forrds meghatarozhaté:

J(z1,22) = (BllFlo + BiaFy(x1,x2) —

— D1 Fy (21, ®2) Do Fy (w1, w2) (Ba1 Fio + BaoFa (1, 962)))

D1 Fy(x1,x2) injektivitdsa egyben azt is jelenti, hogy — legaldbbis lokdlisan —
x1 kifejezhetd az xo fliggvényében; legyen (; ez a fiiggvény, azaz F ((1(x2), 22) =
Fy,. Ezzel a dinamikai egyenletet redukalhatjuk a masodik tagjéra.

Ha x5, stacionérius allapot, akkor

B1 Fio + Baa F(C1(220), 20) =0,
Bi1Fio + B12F2(Ci(20), 20) = — J(Ci(220), Z20)-

Entropikus testekre az entrépia-produkcio az

Ty = FioB11F1o + FioBi2Fa(Ci(22), x2) + Fo((1(22), 22)Ba1 Fio +
+ Fa(Ci(22), 22) Boa Fo(C1(72), 22) =: 0(x2)
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mennyiség (amely a disszipacids egyenl6tlenségben szerepel).
Egyszer(i szdmolds adja, hogy ha By = Ba; (a vezetési matrix szimmetri-
kus), akkor

Do (2) = 2F5(C(x2), ©2) (Ba1 Fio + Baa Fa(C1(22), 22)),
D0 (2) = 2Fy (C(22), x2) (B2 Fio + BoaFa((1(x2), 42)) +
+ 2F5(Ci(2), 2) Baa F3 (i (22), w2),

ahol F} és FY az xo — F((1(x9), x2) fliggvény elsd illetve masodik derivéltja.
Tehét az xo, stacionarius alllapotban

Do(720) =0,  D*0(20) = 2F3(C1(w20), T20) Baa Fy(C1(20), 20).-

A disszipéacids egyenl6tlenség miatt a B és igy Bao is pozitiv definit, ezért, ha
F}(¢1(220), 20) + Ko — K3 injektiv, akkor Do (x9,) pozitiv definit. Ez azt je-
lenti, hogy o-nak vagyis az entrépia-produkciénak minimuma van a stacionérius
allapotban. Ezt a tényt szokas Prigogine-elvnek hivni.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a Prigogine-elv csak meglehetOsen szilik keretek
kozott érvényes: a kényszer-alterek mindentitt ugyanazok (a kényszer-részsoka-
sdgok affin alterek), a vezetési matrix allandd, és a termodinamikai erék bizonyos
derivaltjai adott feltételeknek tesznek eleget.

17.3. Kolcsonhatasok termodinamikai vonatkozasai
17.3.1. Az energiaegyenlet

Eddig a h8hatdson kiviil csak a mechanikai kolcsonhatést (térfogatvaltozas)
és anyagi kolcsonhatdst (részecskeszdm-valtozds) vettiink figyelembe. Azonban
minden egyéb kolcsonhatasnak is van termodinamikai vonatkozasa: béarmely
kolesonhatds sordn fellép a testek belsGenergia-valtozdsa (példaul az elektromos
drammal 4tjdrt test, a megvildgitott test felmelegszik).

A kolcsonhatédsok termodinamikai jelenségeinek leirdséara elfogadhaténak lat-
szik az “szabdly”, hogy

1. minden kolcsonhatast jellemez egy extenziv és egy intenziv mennyiség
(példéul az elektromossig extenziv mennyisége a toltés illetve a dipdlus, inten-
z{v mennyisége a potencidl illetve a mezderésség), és az intenziv mennyiség az
extenzivek fliggvényeként adhaté meg;

2. minden kolcsonhatds ad egy tagot (dinamikai mennyiséget) a belsé ener-
gia valtozdsdt leird egyenletben (az “elsé f6tételben”).

Az energiaegyenletben a kolcsonhatédsra jellemz6 dinamikai mennyiséget ide-
alisnak hivjuk, ha formalisan

: 0y :

sign ( P X) YX
alaki, ahol X és Y a kolcsonhatashoz tartozé extenziv illetve intenziv meny-
nyiség. Ugyanigy, mint a munkavégzésnél, az idedlistél vald eltérést kozvetett
hévezetésnek foghatjuk fel (példdul az dramlé toltések mozgdsi energidt is szdl-
litanak, amely a részecskékkel valé {itkozések sordn bels§ energidavd alakul).
Mindig idedlis energiajarulékot vehetiink, ha a test nincs hoszigetelve; hészige-
telést viszont — egyes eseteket kivéve — nem irhatunk le gy, hogy a hoatadas
nulla (dllandéd részecskeszam mellett), az energiajarulék pedig idedlis.
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17.3.2. Az energiadisszipacio

Minden kélcsénhatés ad egy jarulékot a disszipacids egyenlétlenségben, ame-
lyet idedlis esetben formélisan

XFQ, )
alakinak fogadunk el, ahol F(),Y,) a kolcsonhatds termodinamikai ereje a
testek kozott.
17.3.3. Ko0lcsonhatasok és az entrépia

A szokésos targyaldsokban nem tekintenek differencidlegyenleteket, az elsé
fotételt egy testre “differencidlokkal” irjék fel a 8.5. formalizmus alapjan, mindig
feltételezve, hogy a test entropikus,

dE =T4S — PAV + pdN + Y s(i)Y;dX;,
=1

ahol tehat X; és Y; az i-edik kolcsonhatédst jellemzé extenziv illetve intenziv
mennyiség, és ez utébbit a (V,T, N, X1,..., X,,) fiiggvényének tekintve

(i) = s 0Yi
s(i) = sign { 55 |-

Kifejtve a differencidlok valddi jelentését, az entrépidra vonatkozé “szabaly”
formalisan igy irhaté:

os o
X, 0X;
Ha (E,V,N, X1,...,X)-et vessziik fiiggetlen valtozénak, akkor értelemsze-
rl jeloléssel:

s LY,
= _8(7’) o
0X; T
Mint latni fogjuk az elektromagnességgel kapcsolatban, az entropidra vonat-
kozo ilyen oOsszefliggések erésen kérdésesek.

17.4. Entrépia és belso stabilitas

Noha az entrépiara tett elobbi feltételezés altalaban kérdéses, Gsszetett anya-
gokra mindenképpen jo, és mar csak ezért is érdemes megvizsgalni az entrépia
masodik derivéaltjanak definitségét, amely eddig, mint lattuk, szoros kapcsolat-
ban allt a stabilitdssal. Az eddig vizsgalt testek (teljes) entrépidjanak méasodik
derivaltja negativ szemidefinit, rogzitett részecskeszam mellett viszont negativ
definit (mert ez a fajlagos entrépia mésodik derivaltjanak szamszorosa).

Elektromagneses testekkel kapcsolatban latni fogjuk, hogy a fajlagos meny-
nyiségek, gy a fajlagos entrépia sem értelmezhetok. Ezért most rogzitett ré-
szecskeszam melletti teljes mennyiségekrol beszéliink; eredménytink érvényben
marad fajlagos mennyiségekre, ha azok értelmesek.

Az eléz6 fejezetben szerepld extenziv és intenziv mennyiségeket pontosan a
kovetkezdképpen formalizalhatjuk.
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Legyen Iy := (m?), Xo := V, és legyenek I;-k mértékegyenesek, amelynek
elemeit X;-vel jeloljik (i =1,...,m); vezessiikk be az X := (Xo, ..., X;,) jelet.
Legyen adott

m

(K)+X .>:<Oli>_>(‘])7 (T,X)HE(T,X),
(K)* % X I (J/E), (1.X) = S(T.X)

a bels6 energia illetve az entrépia mint a hémérséklet és az adott extenzivek
mennyiségek fiiggvénye (rogzitett részecskeszdm mellett).

Ekkor (E,X) a kanonikus véiltozdk, ezekben (E,X) — T(E,X) a hémér-
sékletfiiggvény, és S(F, X) = S(T(F, X), X) az entrdpia.

Legyen

m

i (K)T x XOIi — () Iy (i=1,...,m)
=
olyan mennyiség, amelyre

08 9
X, 90X,

K;

teljesiil (ez az elébbi s(i)); megfelel§je); ekkor a kanonikus véltozékban

o] 1 oS K; .
@:_Ta a—)(i:_Ta (1—07--~7m)7 (*)

ahol K;(E, X) := K;(T(E, X), X) és természetesen K;(T, X) = K;(E(T, X), X)
A parcidlis derivaltakra vonatkozé szokdsos formuldk alapjén

8IC1-.:8KZ- (8K1> o€ .
0X,  0Xy OF ) 80X,

_ 9K, (_a_Ta_S_T 0’8 )%.

00Xy, OF 0X; 0E0X,; ) 0X;

0K; 0T K; 1 90T o€
“ox, (aET * TaXi) ax; °
0K; K, 0T 1 0T oT
0X, T 0X; Tg% X, 0X;
_ To%S 1 9T 9T
T 0Xx0X; TIE0X),0X;

Ezt dtrendezve kapjuk, hogy

S _ 1 (1 oror oK
0X,0X;, T ’

— | == 4+ °
T 9Xp 0X; | OXi

amibdl azonnal adédik, hogy ha

(g§;|i,k:0,...,m) ()
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pozitiv definit, akkor

negativ definit.

Allités Ha az S teljes entrépidra mint a kanonikus vdltozdk figgvényére a (x)
egyenldségek teljesilnek és a (xx) mdtriz pozitiv definit, akkor

9T OT
1 OE X,
D’S = -5
T OT 1 0T oT , moKi,
09X, 2T DX; 0X; oxXs Y/ .
i,k=0,...,m

negativ definit.

Bizonyitads Az adott feltétel mellett a zardjelben levé matrix “jobb alsé blokk-
ja” pozitiv definit; csak azt kell megmutatnunk, hogy a matrix determinansa

pozitiv. Minden k£ = 0,...,m esetén a métrix elsé soranak ﬁ%—szeresét
levonva a k-adik sorbdl a

oT oT

oF X,

0 TLie

0Xy i,k=0,...,m

matrixot kapjuk, amelynek a determinansa nyilvanvaléan pozitiv. [

Megismételjiik: az allitds a teljes entrépiara allandé részecskeszam mellett
vonatkozik (a részecskeszdm nem szerepel a véltozdk kozott), ami abban nyil-
védnul meg, hogy a (x*) métrixot pozitiv definitnek tételeztiik fel. Ha a teljes
entropiat valtozo részecskeszam mellett tekintjiik, akkor a mésodik derivaltja
negativ szemidefinit.

Ha értelmezheté a fajlagos entrépia, akkor rd mint a fajlagos kanonikus vél-
tozdk fliiggvényére érvényben marad az allitds minden korlatozas nélkil.

17.5. Feladatok

1. Haszndljuk 17.2.1. jeloléseit, és legyen N7 az a részecskeszam, amelyre
P(Vo/N1,T,) = P, teljesiil. Hogy viszonylik egymdshoz Ny és N,?

2. Adjuk meg explicit alakban a 17.2.2. pontban szereplé Fj((i(x2), x2)-t
az Fy és az F, parcialis derivaltjaival.

3. Vizsgaljuk meg egyszerii rendszerek esetén, teljesiil-e a Prigogine-elv szar-
maztatasakor a termodinamikai erék derivaltjaira kir6tt feltétel.



V. SPECIALIS RENDSZEREK
TOMEGCSEREVEL

18. Difftizios folyamatok és fazisatalakulasok

Ebben a részben adott kornyezetbdl és vele azonos anyagu testekbdl allé spe-
cialis rendszereket vizsgdlunk, amelyekben a testek kozott, valamint a testek és
a kornyezet kozott mechanikai, termikus és anyagi kolesonhatéds lehetséges; ez
utébbi diffizid, ha a testek fazisa megegyezik, és fazisatalakulas, ha a fazisok
kiilénbozdk.

A 15.1. pontban rogzitettek alapjan folytatjuk targyaldsunkat. Minthogy a
diffuzidra és a fazisatalakuldsra koncentraljuk a figyelmiinket, olyan rendszere-
ket vizsgalunk, amelyekben barmely két test illetve barmely test és a kornyezet
kozott lehetséges a részecskedtadas, ezért minden test anyaga ugyanaz.

A diffuzidra tipikus példa az, amikor egy felfujt gumilabddbdl leveg6-mole-
kulak furakodnak 4t a gumikopenyen, és igy egyenlitédik ki a kiils6 és a bels6
nyomds. Diffuziénak foghatjuk fel azt a jelenséget is, amikor a rosszul zaro-
do6 ablak résein a szoba levegéje ki-, a kiils6 levegd pedig beszivarog. Mindkét
esetben az a fontos, hogy a tomegcsere folyamataban a testeket homogéneknek
tekinthessiik; nem ilyen a helyzet példaul, ha nem résen szivarog, hanem nyitott
ablakon keresztiil aramlik a levego.

A 13. és 14. fejezet vizsgalatai jol mutatjak, hogy minél nagyobb a rend-
szerek szabadsédgi foka (minél t6bb fiiggetlen véltozo irja le a rendszert), annal
erdsebb feltétel mellett biztosithaté csak az egyensilyhoz tartds (aszimptotikus
stabilitds). Altaldban az entropikussig (reguldris tartomanyban levé egyensily
és idedlis munkavégzés esetén) mar minden esetben elegendd feltétel, amint ezt
a 16. fejezetben lattuk.

Diffizids folyamatok és fazisatalakuldsok esetén (a mostani tuddsunk alap-
jan) csak entropikus testekre és pszeudolinearis dinamikai mennyiségekre tudunk
megfelel6 eredményeket biztositani a 16.6. és a 16.8. allitds szerint.

A diffuziés folyamatokat és a fazisatalakulasokat korlatozo kényszerek egy ki-
csit szélesebb kortiek lehetnek, mint eddig, amikor is a kényszerek mind “egyen-
16ség” -tipusuak, vagyis a dinamikai mennyiségekre egyenlségek forméjaban rét-
tunk ki feltételeket. Itt el6fordulhatnak “egyenlGtlenség”-tipusu kényszerek is:
a félig atereszto falak azt jelentik, hogy bizonyos atvandorlasok nem-pozitivok
vagy nem-negativok. Egy ilyen problémat is targyalunk 19.7. pontban.
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19. Egy test adott kornyezetben

19.1. Altaldnos formulik
19.1.1. A leiras kerete

Adott kérnyezetbdl és vele azonos anyagu egyetlen testbél allé rendszer olyan
folyamatait vizsgaljuk, amelyekben a folymatok egy megadott fazisban futnak,
a test és a kornyezet kozott tomegesere (diffiizid) 1ép fel; a munkavégzést és az
energiaszallitast idedlisnak vessziik.

A 15.1. pontban mondottak erre az egyszerii esetre a kovetkezéképpen ala-
kulnak.

1. Adott a (D, T, P, u,R) anyagu test és ugyanolyan anyagu kornyezet.

2. Adott a (D *RJ) x (D x RJ) halmazon értelmezett Q héatadds, F rugé-
dzés, G # 0 atvéandorlds (amelyek folytonosak és folytonosan differencidlhaték
az értelmezési tartomdnyuk belesején); ezek a dinamikai mennyiségek a

Q := Q(E,V,N, Ey, Vo, No),
F:=F(E,V,N, Ey, Vy, Ny),
G =G(E,V,N, Ey, Vo, No),

valamint

T:=T(E,V,N), Tp := T(Eo, Vo, No),

P:=P(E,V,N),  Py:=P(Ey, Vo, No),

pi= p(E,V,N), po = p(Eo, Vo, No),
s:=s(E,V,N)

jeloléssel teljesitik

— az egyensulyi tulajdonsdgot N # 0 esetén:
ha G értékei akarmilyen elGjeliiek lehetnek

(a) ha F =0 és Q = (Ts)G, akkor

e G =0 akkor és csak akkor, ha u — pg = —(T — Tp)s,

(b) ha F =0 és Q # (Ts)G, akkor

e (G =0 maga utdn vonja, hogy p — po = —(T — Tp)s,

o u—pg=—(T—"Tp)s és Q@ = (Ts)G maga utédn vonja, hogy T = Ty,

o o' =T és u = pp maga utan vonja, hogy G =0 és Q = 0,

(c) ha F # 0 és Q = (Ts)G, akkor

e G =0 maga utdn vonja, hogy p — po = —(T — Tp)s,

o u—pg=—(T—"Tp)s és F =0 maga utdn vonja, hogy P = Py,

e o P=PFyéspu—pyg=—(T—"Tp)s maga utdn vonja, hogy FF =0és G =0,
(d) ha F # 0 és Q # (Ts)G, akkor

e G =0 maga utan vonja, hogy pu — uo = —(T' — Tp)s,
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o u—po=—(T—1Tp)s és F =0 maga utdn vonja, hogy P = P,
o u—po=—(T—1Tp)s, P= Py és Q = 0 maga utédn vonja, hogy T = Tp,

eee ' =Ty P=PF)és u = pp maga utdn vonja, hogy @ =0, F = 0 és
G =0,

— a disszipacids tulajdonsagot:

—%(T—To) + F(P — Fy) — G(p— o) > 0,

amely atirhaté

1 1 P P
@-rrew) (7o) or (7-7) o (5 5) =0

alakba.

3. Adott a széban forgé anyagnak egy Z fazisa és a kornyezetnek a t —
(Ey(t),Va(t), No(t)) € Z x RT folyamata (amely idSintervallumon értelmezett
folytonos fliggvény).

4. Adott a t — Qs(t) hoéforrds és a t — G4(t) anyagforrds (amelyek idSin-
tervallumon értelmezett folytonos fiiggvények).

5. A test t — (E(t),V(t),N(t)) € Z+R{ folyamatdt az

E=Qs+Q—PF+pu(G+G),
V =F,
N=G,+G

dinamikai egyenlet irja le, ahol Q := Q(E,V, N, E,, V., N,).

19.1.2. Specidlis esetek

A konkrét feladatokban a koérnyezetet a hémérsékletével és a nyomédsaval
célszeri jellemezni, ezért 13.2.2. pontbeli megallapodést alkalmazzuk értelem-
szerlien.

A tovéabbiakban a kornyezet folyamatat allandénak vessziik, azaz

T, = const P, = const;

ekkor természetesen p, szintén konstans.
A feladatoktdl eltekintve a forrasokat nulldnak tekintjiik, azaz

QS = Oa GS = O
Sokszor egyszertisithetjiik a formuldkat az e := N SV=g fajlagos meny-
nyiségek haszndlataval.

Olykor most is célszeri lesz a belsé energia helyett a hémérsékletet venni
allapotjellemzésre. Ekkor a dinamikai egyenlet az

. 0
Ne,T=Q:;+Q — <P+ a—i) F + u(Gs + G),
V=F,
N=G;+G
alakot 06lti, ahol természetesen @ := Q(E(V,T,N),V,N,T,, P,) stb.
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19.1.3. Pszeudolinearis dinamikai mennyiségek

Legtobbszor a pszeudolinearis esetre korlatozédunk, azaz a dinamikai meny-
nyiségeket a kanonikus termodinamikai erével és a vezetési matrixszal az ismert
forméban fejezziik ki, tehat a dinamikai egyenlet jobb oldalat

1
Aa Ba Ua T T
Ar Br OF LD
e Ba Ya —f 4

alakba irjuk, ahol
A=A — PAp + pAa,  Ba = Po — PBr + pbc,

V4 =9 — POp + g,

és a métrix tagjai az (E,V,N,T,, P,) fliggvényei, tovabbd természetesen gy
értendd, hogy T = T(E,V,N), P=P(E,V,N).

Most persze, 1évén csak egy test a rendszerben, a fenti mennyiségek a név-
leges vezetési matrix illetve a névleges termodinamikai erd.

19.1.4. Egyensuly

A nulla részecskeszamu allapot a rendszer egyenstlya, hiszen ott minden di-
namikai mennyiség a nulla értéket veszi fel. A tovabbiakban olyan folyamatokra
korlatozodunk, amelyekben a test tomege nem mulla.

Nyilvanval6 tovabbd, hogy itt minden stacionarius allapot egyensily.

Mivel a test folyamata ugyanabban a fazisban fut, mint amiben a kornyezet
allapota van, ha a kornyezet és a test homérséklete is nyomasa is egyenlo, akkor
a kémiai potencidljaik is egyenls értéket vesznek fel.

A tovabbiakban e, és v, jeloli azokat a fajlagos mennyiségeket, amelyeknél
a test és a kornyezet hémérséklete illetve nyomasa megegyezik, és ezeket a

T(emvo) =Ty, P(eoavo) =P,

egyenlGségek egyértelmiien meghatarozzik.

19.1.5. Entropikus test

A test és a kornyezet Gsszentropidja, amely — entropikus test esetén — fontos
szerepet jatszik az egyensuly meghatarozasaban és stabilitasi tulajdonsigaiban,
egy additiv dllandétdl eltekintve megegyezik az
E+ PV — u,N

(E,V,N) — L(E,V,N) = S(E,V,N) — 7

fiiggvénnyel. A névleges termodinamikai eré az L derivaltja,
1 1 P P p 4 Ha
T T,,T T, T T,)’
ahol T := T(E,V, N) stb.

Tovébba D?L(E,V,N) = D?S(E,V,N) negativ szemidefinit, a magja az
(E,V,N) altal kifeszitett linedris altér.
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19.2. Kényszer nélkiili folyamatok
19.2.1. Az egyenstlyok halmaza

Alljon a test és a kornyezet egymassal mechanikai, termikus és anyagi kap-
csolatban is. Az egyensilyt az hatdrozza meg, hogy a test és a kornyezet ho-
mérséklete illetve nyomdasa megegyezik. A test részecskeszamara semmi kikotés
nincs, ezért 19.1.4. jelolésével:

Allitas A nem nulla részecskeszdmi egyensulyok dsszesége
{N(eo,v0,1) | N € RT}.

Az egyensily nem egyértelmii még lokdlisan sem; az egyensilyok Gsszessége
egy félegyenes. Ez egyébként fizikailag teljesen érthetd, ha a példaként felhozott
toml6ben levo levegére gondolunk: 1évén a tomlo teljesen képlékeny, a kiilsé 1ég-
tér hémérsékletével és nyomasaval rendelkez6 akarmennyi levegé is van benn,
egyensuly &all fenn.

19.2.2. Az egyensiilyok stabilitasa

Allitds Ha a test entropikus és a 19.1.3. pontbeli névleges vezetési mdtrix
egyensulyi helyen felvett értéke szimmetrikus és pozitiv definit, akkor az egyen-
stulyok osszessége szigoruan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds Az egyenstlyok Osszessége részsokasdg, barmely pontjanak érinto-
tere az (eo, Vo, 1) altal kifeszitett altér, és ez megegyezik D?L(N (eo, vo, 1)) mag-
javal. Nincs kényszer, ezért a 16.8. allitas feltételei mind teljesiilnek. [

Gondoljunk arra, hogy a testet egy teljesen képlékeny témlében levé meleg
és nagy nyomasu levegd képezi, amelybol a toml6 faldn keresztiil anyag diffun-
dal ki a hideg és kis nyomdsu légtérbe (kornyezetbe), mikozben a test tagul is,
hill is. Ezzel jol szemléltethetjiik a szigori aszimptotikus stabilitast: ha példaul
egy kicsit megnyomjuk az egyensilyban levé tomlot vagy egy kis hot kozliink
vele, akkor kilép az egyensiilybdl, és a 1étrejove folyamat egy 4j (az eredeti ho-
mérsékletii és nyomadst, de esetleg egy kicsit més részecskeszami) egyensiilyhoz
kozelit.

19.3. Rogzitett térfogat
19.3.1. Az egyensiily egyértelmiisége

Rogzitsiik a test térfogatat: a test és a kornyezet csak termikus és anyagi
kapcsolatban all egymassal; gondoljunk egy merev de atjarhaté fali edényben
levé gdzra. A (nem nulla) térfogat rogzitése azt is jelenti, hogy a test részecske-
szama sem lehet nulla. A rugédzés nulla: F = 0; ez holonom kényszert hataroz
meg;:

vV =0.
A kényszer-alterek annulldtora a (0, 1,0) tobbszoroseib6l all, a kényszer-altere-
ket az (1,0,0) és (0,0,1) elemek feszitik ki (a kényszer-altér minden pontban
ugyanaz,).

Az effektiv termodinamikai erd
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Minden V, € (m?) esetén
UVy)={(E,Vo0,N)€Z|E€ (J),N eR"}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokaséiga.

Egyenstlyban a test és a kornyezet homérséklete valamint kémiai potenci-
alja megegyezik; a nyomasok lehetnek kilénb6zok. Azonban a Gibbs—Duhem-
reldcidk alapjdn p(7,, ) lokélisan injektiv, ezért P,-nak egy kornyezetében tdle
kiilonbo6z6 egyensilyi nyomésérték nem lehet.

Allitas Ha V, a rogzitett térfogat, akkor az

meghatdrozdssal
Noy(eo, Vo, 1) (%)

U(Vy)-ban lokdlisan egyértelmi egyensily.

19.3.2. Az egyensiily stabilitasa

Allités Ha a test entropikus, akkor tetszéleges V,, esetén a (x) egyensily aszimp-
totikusan stabil az U(V,) feltétel mellett (még akkor is, ha a dinamikai mennyi-
ségek nem dllnak eld az erdk pszeudolinedris figgvényeként).

Bizonyitas Mivel az (1,0,0) és (0,0, 1) vektorok kifeszitette altérnek (bdarmely
kényszer-altérnek) és D?L(N,(eo, o, 1)) magjdnak a metszete a nulla, alkalmaz-
hatjuk a 16.6. allitast.

19.4. Alland6 h8mérséklet
19.4.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgaljuk most azokat a diffizids folyamatokat, amelyekben a test hémérsék-
lete allandd, megegyezik a kornyezet hémérsékletével. Az dllandé hémérséklet
biztositdsa nem magatol értet6do feladat; az olvaso ujra végiggondolhatja, amit
13.10. pontban mondtunk.

A hémérséklet allanddésdga holonom kényszert jelent:
or ., oT. IOT .

Az
or 0T oT
oN =~ “oe  "ow
Osszefiiggés alapjan ez atirhatd

oT . 0T oT oT\ -
e e Y <€%+”%)N:°

alakba.
A dinamikai mennyiségeket nem adhatjuk meg egymédstol fiiggetleniil: a ho-
atadast a rugddzéas és az atvandorlas egyértelmiien meghatirozza; kérjiik az
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olvasét, gy6z6djon meg arrdl a 13.6. pontban mondottakhoz hasonléan, hogy —
a szokasos “elnagyolt” jelolésekkel —

Oe Oe
=(P+— | F — — | G. *
Q ( _%Bv> <+(e /L+vav> (%)
19.4.2. Az effektiv termodinamikai er$ és vezetési matrix
A kényszer-altereket (—Z%, 2T 0) és (e2X + 02T, 0, 2T feszitik ki.
Minthogy T' = T,, egyszeriien adédik, hogy az effektiv termodinamikai erd

1

P-P, — W)
Ta( o+ fha)

A 19.1.3. pontbeli névleges vezetési matrix akkor és csak akkor illeszkedik
a kényszerhez (14sd 16.4.4. ), ha

, [ Aa Ba Va
(58 9L —efT w8 | Ar Br 9r | =0,
Ar Br Ve
9
Aa Ba Va e
Ar Br UF e =0.
aT _ . 9T
Ae Bo Ya) \—efT I

19.4.3. Az egyensilyok halmaza
Minden T, € (K) esetén
U(T,) ={(E,V,N)€eZ|T(E,V,N)=T,}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokaséiga.

Az egyensilyt a nyomédsok egyenlésége jellemzi (a hémérsékletek eleve egyen-
16k); a részecskeszam egyensulyi értékére semmilyen megszoritas sincs, tehdt a
19.1.3. jelolésével:

Allitas U (T,)-ban a nem nulla részecskeszdmi egyensilyok halmaza
Eq(T,) == {N(eo,v0, 1) | N € R*}.

Az egyensiilyok Gsszessége félegyenes, tehdt részsokasig.

19.4.4. Az egyensiilyok stabilitasa

Allitds Ha a test entropikus, a 19.1.3. pontbeli névleges vezetési mdtrix illesz-
kedik a kényszerhez és az egyensulyi helyen felvett értéke szimmetrikus, pozitiv
szemidefinit, és legfeljebb
oT oT oT
(8—E(N60,N’UO,N), W(Neo;Nvo;N)v 8—N(N€O,N'UO,N))
szdmszorosdt képezi a nulldba, akkor Eq(T,) szigorian aszimptotikusan stabil az
U(T,) feltétel mellett.
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Bizonyitis Mint tudjuk, az (E,V, N) pontbeli kényszer-altér annulldtora ép-
pen a DT(E, V, N) kifeszitette linedris altér. Ha tehdt a névleges vezetési matrix
szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, akkor biztositva van a 16.8. allitds (ii) fel-
tétele az (ii)’ formédban.

Az egyensilyok halmaza részsokasdg (affin altér része), és barmely pontja-
ban az érintétere (az alulfekvé linedris altér) egyenlé D?L-nek a széban forgé
pontbeli magjaval. Egyensulyban a névleges termodinamikai erék nulldk; ko-
vetkezésképpen a 16.8. allitds minden feltétele teljestil.

19.5. Allandé nyomas
19.5.1. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai

Vizsgédljuk most azokat a diffiziés folyamatokat, amelyekben a test nyomésa
allandé, megegyezik a kornyezet nyomésaval; itt is utalunk arra, amit 13.10.
pontban mondtunk.

A nyomas allandésdga holonom kényszert jelent:

oP . oOP_. 0P .

a—EE—&-WV—&-a—NN:O.

Ezt az el6z6 pontban mondottakhoz hasonléan atirhatjuk

T E4+ V- (e 40— N=0

oP . OP. oP oT\ .
Oe ov Oe ov

alakba.

A dinamikai mennyiségek nem fiiggetlenek egymastdl: a rugddzast a hoata-
dés és az atvandorlas egyértelmiien meghatarozza; kérjiik az olvasot, gy6zodjon
meg arrdl a 13.6. pontban mondottakhoz hasonléan, hogy — a szokasos “elna-
gyolt” jelolésekkel —

1 or or Oe
F=— %Q—i— cvv—i—%(u—i—va—)G .
o\ —5- -2 v

19.5.2. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

A kényszer-altereket (f%, %—1:, O) és (0, 76%—5 — v%—f, f%—f) feszitik ki.
Minthogy P = P,, egyszeriien addik, hogy az effektiv termodinamikai er6nek

vehetd
I 1 p | pa
(T T, T + Ta>

(e két komponens linedris kombindciéja jelenik meg a névleges termodinamikai
erének a kényszer-altereket kifeszité vektorokra valé alkalmazdsakor).

Teljesen hasonlot mondhatunk a vezetési matrix kényszerhez illeszkedésé-
rél, mint az el6bb az izotermikus esetben. Kérjiik az olvasét, fogalmazza meg
pontosan a sziikséges és elégséges feltételt.
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19.5.3. Az egyensilyok halmaza
Minden P, € (Pa) esetén
UP,):={(E,V,N)eZ|P(E,V,N)=PF,}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokaséiga.

Az egyenstilyt a hdmérsékletek egyenlésége jellemzi (a nyomdsok eleve egyen-
16k); a részecskeszam egyensilyi értékére semmilyen megszoritds sincs, tehdt a
19.1.3. jelolésével:

Allitas U (P.)-ban a nem nulla részecskeszdmii egyensilyok halmaza
Eq(P,) := {N(eo,v0,1) | N € R}

Az egyensilyok Osszessége félegyenes, tehat részsokasag.

19.5.4. Az egyensiilyok stabilitasa

A kovetkez6t ugyanigy bizonyithatjuk, mint az elobb az dllandé hémérsék-
letre vonatkozo allitast.

Allitds Ha a test entropikus, a 19.1.3. pontbeli névleges vezetési mdtriz il-
leszkedik a kényszerhez, és egyensulyi helyen felvett értéke szimmetrikus, pozitiv
szemidefinit, és legfeljebb

P P P
<Z_E(N607NU07N)? g_V(NeO7NUO7N)7 S_N(NeOanOaN)>

tobbszorosét képezi a nulldba, akkor Eq(P,) szigorian aszimptotikusan stabil az
U(P,) feltétel mellett.

19.6. Hoszigetelés
19.6.1. Az effektiv termodinamikai er6

Vegyiik kortil a testet hdszigetel$ de dthatolhaté burokkal. Ekkor Q = (T's)G
és igy a test belsé energidjara

E = (Ts)N — PV + uN

alakd egyenletiink van. (1, P,—T's(T, P) — u(T, P)) tobbszorosei adjik a kény-
szer-alterek annulldtorat, (—P,1,0) és (T's(T,P) + u(T, P),0,1) feszitik ki a
kényszer-altereket.

A termodinamikai er6 most igen érdekes, mert szokatlan. Az

névleges termodinamikai erének a kényszer-altereket kifeszité vektorokra vald
alkalmazasa a

(P — P, (T, P) — pa +s(T, P)(T — Ta)>
T, '’ T,

mennyiségeket eredményezi. Itt tehat nem a kémiai potencidlok kiilonbsége
jelenik meg az effektiv termodinamikai erében.
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19.6.2. Kényszer-részsokasagok

A bels§ energia egyenletébdl a fajlagos mennyiségekre — £ = Ne, V = Nv —
a jol ismert T's = e — Pv + u Gsszefliggés alapjan azt kapjuk, hogy

é = —Pvo. (*)

Tehat tomegcsere esetén is a hiszigetelt test folyamatai a fajlagos mennyisé-
gek adiabatdin futnak; ilyen folyamatokban a fajlagos belsé energia megadhatd
a fajlagos térfogat fiiggvényében, amit a C adiabatdanak megfeleléen jeloljink
igy: v—ec(v). Ez a

de
— = —P(e,v
d/U ( Y )
differenciélegyenlepnek egy megolddsa (amelyet a kezdeti értékek egyértelmiien
meghatédroznak). Igy kényszer-részokasdgot tudunk megadni minden C' adiaba-
tahoz
UC):={(E,V,N)€Z| E=Nec(V/N)}

alakban.

19.6.3. Az egyensilyok halmaza

Az egyenstlyt az effektiv termodinamikai er6 eltiinése jellemzi: egyensulyban
tehat P = P, és

(T, Py) — piq + (T, P)(T = T,) = 0. (%)

TItt egy lehetéség T = Ty, de dltaldban nem ez az egyetlen. A fenti bal oldalnak
mint 7T fliggvényének a derivaltja a Gibbs-Duhem-relacidk alapjan

s(T, P,)

aT (T = Ta),

ami entropikus test esetén nem nulla, ha T' # T, (14sd 7.11.).
Ezért a (%) egyenlet megoldédsai T-re lokdlisan egyértelmiiek. Ha tehdt T =
T, eleget tesz a () egyenléségnek, akkor a

T(emvo) =1, P(em Uo) =P, (**)

Osszefiiggésekkel az e,, v, fajlagos egyensilyi mennyiségek is lokalisan egyértel-
miiek.

Allitds Ha a test entropikus, akkor a (%) egyenlet T = T, megolddsdval és a (*x)
osszefiliggéssel meghatdrozott mennyiségek dltal az (eq, vo)-on dtmend C adiaba-
tanak megfelels U(C)-ben a nem nulla részecskeszdmi egyensulyok halmaza

{N(eo,v0,1) | N € RT 1.

19.6.4. Az egyensiilyok stabilitasa

Kérjiik az olvasét, fogalmazza meg és bizonyitsa be a megfelel6 allitdst az
eddig is hasznalt séma szerint a 16.8. allitas alapjan.
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19.7. Félig atereszto fal, rogzitett térfogat
19.7.1. Az egyenstlyok halmaza

Legyen a test és a kornyezet k6zott olyan merev, hovezeto és félig atereszto
fal, amely csak a kornyezetbdl a testbe engedi meg a részecskék atlépését. Ez
azt jelenti, hogy F = 0 és G > 0. Ez az egyenl6tlenség-tipusu kényszer nem
targyalhat6 az eddigi séma szerint. Hasznaljuk a térfogatot, a hémérsékletet és
a részecskeszamot az allapotjellemzésre. 15.1. alapjan egyensilyban a homér-
séklet megegyezik a kornyezet homérsékletével, a fajlagos térfogatra pedig

w(Ta, P(v,Ta)) > (T, P)

ad megszoritést.
Minden V, € (m?) esetén

U(Vy):={(V,, T,N)eZ|T e (K)",NeR"}

a dinamikai egyenletnek invarians részsokasaga.

A v — PvT,) figgvény szigorian monoton csokken, a P +— u(T,, P)
fiiggvény szigortian monoton né, igy v — u(T,, P(v,T,)) szigorian monoton
csOkken. Ezért, ha v, jeloli a kérnyezet fajlagos térfogatat, akkor az

A:={vem® | (v,T.) € Z,v < v,}

jeloléssel az egyensilyi fajlagos térfogatok halmaza A U {v,}.
Az U(V,) invaridns halmazban a v fajlagos térfogattal a részecskeszam V, /v
forméban fejezhetd ki. Ezért az
vE A}

Eq(V,) = {(VT %)

jelolésel az egyensilyok halmaza U (V,)-ban Eq(V,) U {(VO, T,, X—:) }

19.7.2. Az egyensuilyok stabilitasa
Pszeudolinearis mennyiségeket tekintve természetes az a feltevés, hogy
Q(T, P, To, Pa) = =A@ (T, P, Ta, Pa)(T = Tu) + 9Q(T, P, Ta, Pa)(pta — (T, P)) ™,
G(T,P. Ty, P,) = 0c(T, P, T, Pu)(pta — u(T, P))*,
ahol ()% jeldli a fiiggvény pozitiv részét.

Allités Ha a dinamikai mennyiségekre a fenti 0sszefiiggések érvényesek, akkor
Eq(Vy) szigordan aszimptotikusan stabil az U(V,) feltétel mellett.

Bizonyitas Adott V,, mellett térjiink &t a részecskeszamrol a fajlagos térfogat-
ra mint figgetlen valtozéra a v = % képlettel. Ekkor a redukalt dinamikai
egyenlet

T — _%(T —T,) + %(ua — (v, T))*,
029 (v
b= -2 D) e Tt

Vo
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lesz, ahol ¢, az anyag fajhdje, és megengedtiik magunknak azt, hogy ugyanazok-
kal a bettikkel az el6zéektdl kiilonbozé fliggvényeket jeloljiink, azaz Ag(v,T) =
2o (T, P(v,T), Ty, Py) stb. A redukélt dinamikai egyenlet valtozéiban Eq(V,)-
nak az A halmaz felel meg.

Legyen (v,,T,) € A. A kémiai potencidl folytonossidga miatt van olyan
1 > 0, hogy minden (v,T) € D,

[v = vo| < NG, T —T,| < nT,

esetén u(v,T) > pq, azaz (ug — p(v, 7)) = 0.
Ha tehat ¢t — (v(t),T(¢)) olyan folyamat, hogy |[v(0) — vo| < nu, és |T(0) —
T,| < 0Ty, akkor a fenti redukélt dinamikai egyenlet szerint

v(t) = v(0), tehét [v(t) — vo| < Mg,

és
. )\Q(’U,T)
T=-"35"(T-T,),
(v, T) ( )

amibdl konnyen kapjuk, hogy
T (t) = Tal <|T(0) — Ta| < nTa,

tovabbé
lim T'(t) = T,.
t—o00

Legyen most € > 0 tetsz6leges, és J. := min{e,n}. A mondottak szerint, ha
[v(0) — Vo] < devo és |T(0) — To| < 8T,

akkor
[v(t) — vo| < €vo és |T(t) — Ta| < €Ty,

tehat (v, T,) stabil egyensily, tovabba

Jim (u(?), T(2)) = (v(0),Ta) € A,
tehdt A a redukalt dinamikai egyenlet egyensulyainak szigoriuan aszimptotiku-
san stabil halmaza.

19.8. Feladatok

1. Targyaljuk a kényszermentes esetet a (V, T, N) véltozdékkall

2. Adjuk meg konkrétan, mi a feltétele annak, hogy az izoterm illetve az
izobar folyamatok esetén az effektiv vezetési matrix egyensilyi értéke szimmet-
rikus és pozitiv definit (azaz a névleges vezetési métrix szimmetrikus, és a magja
DT illetve DP szdmszorosai).

3. Tegyiik fel, hogy a testben allandé anyagforrds miikodik. Mit tudunk
mondani a staciondrius allapotrol? Vizsgaljuk meg kiilon a rogzitett térfogat
esetét!

4. Mutassuk meg, hogy allandé fajhdji idedlis gdz esetén a 19.5. pontban
targyalt rendszernek van T,-t6l kiillonboz6 homérsékletli egyensiilya is.

5. Targyaljuk a rugalmas, hvezeto és félig atereszt6 fallal koriilvett testet.
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20. Két test adott kornyezetben

20.1. Altalanos formulik
20.1.1. A leiras kerete

Azonos anyagu két testbdl és kornyezetbol all6 specidlis rendszerek olyan fo-
lyamatait vizsgaljuk, amelyekben a folyamatok adott fazisban futnak, a testek
kozott valamint a testek és a kornyezet kozott tomegesere (difftizid) 1éphet fel.

A 15.1. pontban megadott keretet alkalmazzuk, az anyag- illetve hoforréso-
kat nullanak, a munkavégzést és energiaszallitast idedlisnak vessziik.

Allands kornyezetet tekintiink, azt a T, és P, nyomésaval jellemezziik; a p,
kémiai potencidl is dllando.

Csak nagy vonalakban vézoljuk a leirds keretét, a részleteket az olvaséra
bizzuk, mert reméljiik, az eddigiekben elég gyakorlatra tett szert.

Tehat

1. Adott az ugyanazon (D, T, P, i, R) anyagu két test és a kornyezet,

2. adottak a (D x Rf) x (D * Rf) halmazon értelmezett Qix, Fir és G
dinamikai mennyiségek (i = 1,2; k = 0,1,2), amelyek teljesitik a kolcsonosségi,
az egyensulyi és a disszipécids tulajdonsagot,

3. adott a széban forgd anyag egy Z fazisa és a kornyezet (T,, P,) € (T, P)[Z]
allandé folyamata,

4. a forrasok nullak,

5. a testek olyan folyamatait tekintjiik, amelyek Z * R*-ben futnak, ezeket
az

El = Qo+ Q12 — Pi(Fia + Fi2) + p1(Gia + G12),

Vi = Fig + Fla,
Nl - Gla + G127

Ey = Qaq + Q21 — Po(Faq + Fo1) + pi2(Gaq + Go1),
Vo = Foq + Fay,
N2 = G2q + G2

dinamikai egyenlet irja le.

20.1.2. A névleges vezetési matrix

A tovébbiakban tobbnyire arra az esetre szoritkozunk, amikor a dinamikai
mennyiségek a termodinamikai er6 pszeudolinearis fiiggvényei, ezért részletez-
zik a vezetési matrixra vonatkozé ismereteinket. A két test, valamint a testek
és a kornyezet kozotti kapesolatot a (szokdsos jelolésiinkkel megadott)

A A A
)‘ik ik ﬁik

— F F F

Cik = )‘ik ik ﬂik

G G G
)‘ik ik ﬂzk
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parkozi vezetési métrixokkal {rjuk le (az eddigiektdl eltéréen a dinamikai meny-
nyiségekre utald indexeket célszertien feliilre tettiik), ahol ¢ = 1,2 és k = 0,1, 2.
A 16.4.2. megjegyzése szerint ugy vessziik, hogy

Ci2(E1, V1, N1, Bg, Va, Na) = Ca1(Ea, Vo, Ny, By, Vi, Ny).

Ezekbol 16.4.1. szerint a névleges vezetési matrix

B (Bu B12> - (010 + Ch2 —Ch2 )

—~
*
~—

By1 B —Co Cop + Coy

Ha tehat
ry = (B, Vi, Ny), Ty := (B2, Va, Na),

(1T P
Y'_ TaTa T ’

(1 Py g
Yo =\ 7777 — 7 |
T, T 1o
akkor a dinamikai egyenlet (a vezetési matrixban a kornyezet intenziv mennyi-
ségeit feltlintetve)

@1\ _ (Bui(z1,22,9a)  Bua(a1,22) y(1) = Ya
To Boi(z1,22)  Boa(x1,22,va) ) \¥(22) — Ya
alaku lesz.

20.1.3. Entropikus testek

Most is olyan folyamatokra korlatozédunk, amelyekben egyik részecskeszam
sem veszi fel a nulla értéket.

A testek és a kornyezet Osszentrépidja, amely — entropikus testek esetén —
fontos szerepet jatszik az egyensily meghatarozasaban és stabilitdsi tulajdon-
sagaiban, egy additiv allandotol eltekintve a

(E1, Vi, N1, Eg, Vo, No) v+ L(Ey, Vi, Ny, Ea, Va, Na) =
Ei+ Ey+ P, (Vi + Va) — pa(N1 + N2)
Ty

S(E17 ‘/17 Nl) + S(E27 ‘/27N2) -
fliggvény. A névleges termodinamikai eré L derivaltja,

(L_L P P pe L1 By B &)
Tl Ta ’ Tl Ta ’ Tl Ta ’ T2 Ta ’ T2 Ta ’ T2 Ta ’
ahol T1 = T(Eh‘/l,Nl)y T2 = T(EQ, ‘/Q,NQ), stb.

Tovabba D2L(E17 ‘/1, Nl, EQ, ‘/2, NQ) = D2S(E17 ‘/1, N1)+DZS(E2, VQ, Ng) ne-
gat{v szemidefinit, a magja az (Eq, V1, N1,0,0,0) és (0,0,0, Eq, Vo, No) éltal ki-
feszitett linedris altér.
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20.1.4. Egyensuly

Mivel a testek folyamata a kornyezetével megegyezo fazisban fut, ha a kor-
nyezet és valamely test homérsékletének illetve nyomasanak az értéke egyenld,
akkor a kémiai potencidljaik is egyenld értékiiek; ugyanez igaz a két test vonat-
kozasaban is.

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsagai szerint a testek egyensu-
lyi fajlagos mennyiségeire tobbnyire kozvetleniil arra jutunk, hogy

T(elou vlo) = T(e207 U2o)a P(eloy Ulo) = P(6207 UQO)
teljesiil. Mivel (T, P) injekt{v egy fazison, ebbdl az kovetkezik, hogy
€lo = €20 = €o, V1o = V20 =: Vo-

eo-t és vo-t a kiilonféle rendszerekben kiilonféle feltételek hatarozzdk meg.

20.2. Kényszermentes rendszer
20.2.1. Az egyensilyok halmaza

Allj anak a testek egymassal és a kornyezettel mechanikai, termikus és anyagi
kapcsolatban is, tehat a héatadasokra, a rugédzasokra és az atvandorlasokra az
altalanos kikotéseken til semmi megszoritas nincs. 20.1.4. alapjan az egyensulyi
fajlagos mennyiségeket

T(eo, Vo) = Ta, P(eo,v,) = P, (%)

egyértelmiien meghatarozza; mivel a részecskeszamokra semmi kikotés nincs,
igaz:

Allitas A nem nulla részecskeszdmi egyensulyok 0sszesége
{(Nleoa Nl”o, N17 N2607 N2UO) NQ) | Nl) N2 6 R+}7

Az egyensilyok Osszessége tehdt egy negyedsik.

20.2.2. Az egyensilyok stabilitasa

Allitas Ha a testek entropikusak, valamint a 20.1.2. pontbeli (x) névleges ve-
zetési matriz egyensulyi értéke szimmetrikus €s pozitiv definit, akkor az egyen-
sulyok halmaza szigorian aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas Az egyensilyok halmaza részsokasdg (affin altér része), és barmely
pontjdban az érintétere (az alulfekvé vektortér) megegyezik D?L-nek a széban
forgd pontbeli magjival. Nincs kényszer, ezért a 16.6. megjegyzésben emlitett
barmelyik tulajdonsig fennall, tehat a 16.8. allitas feltételei teljesiilnek.

20.3. Rogzitett egyiittes térfogat
20.3.1. Az effektiv termodinamikai er6é és vezetési matrix

Vegyiik kortil a két testet egy merev burokkal, amely azonban atjarhaté és
hévezetd, azaz anyag és hé haladhat rajta keresztiil. Tehdt most a testek a
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kornyezettel csak termikus és anyagi kapcsolatban allnak, azaz Fig = Fog = 0.
Ebbél ' )
Vi+V,=0,

ami nyilvanvaléan holonom kényszert jelent: a kényszer-alterek annulldtorat a
(0,1,0,0,1,0) tobbszorosei adjik, a kényszer-alterek (aq, f, g1, a2, —f, g2) alakd
elemekbdl allnak.

Az effektiv termodinamikai er6

(11 1 _1h B m uuﬂa)
Tl Ta ’ T2 Ta , Tl T2 ’ Tl Ta ’ T2 Ta .

A 20.1.2. pontbeli (%) névleges vezetési matrix akkor és csak akkor illesz-
kedik a kényszerhez, ha mind balrél, mind jobbrdl szorozva (0,1,0,0,1,0)-val
nullat ad. Mivel C1o = Cy1, ez egyenértékii azzal, hogy a C1g és Cyp matrixok
ko6zépso sora és kozépso oszlopa nulla; az, hogy a kézépsé sor nulla, természetes,
hiszen F1y = Fyy = 0; kézenfekvonek latszik az is, hogy a k6zéps6 oszlop nul-
la, vagyis a testek és a kornyezet kozotti dinamikai mennyiségek nem fiiggnek
expliciten a nyomadssal kapcsolatos termodinamikai er6tél.

20.3.2. Az egyensitilyok halmaza
Minden Vi € (m?)* esetén
U(Vs) :== {(E1, Vi, N1, Eo, Vo, No) | Vi + Vo = Vi}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasaga, amely affin altér része.

Az egyensulyi fajlagos mennyiségeket most a 20.2.1. (x) egyenldségekbdl
szarmaztathatjuk.

Az Gssztérfogat rogzitése azt a feltételt szolgéltatja, hogy egyenstlyban

N1 +N2 = ‘/s/vo = NO.
Allitas U(Vy)-ben a nem nulla részecskeszdmi egyensilyok halmaza
Eq(Vs) := (Nyeo, N1vo, N1, (No — N1)eo, (No — N1)vo, No—N7) | 0 < Ny < N, }.

Eq(V;) egyenesszakasz, tehdt részsokasig.

20.3.3. Az egyensulyok stabilitasa

Allitas Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési mdtriz
illeszkedik a kényszerhez, és eqyensulyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebd (0,1,0,0,1,0) szamszorosdt képezi a nulldba, akkor Eq(Vy) szigori-
an aszimptotikusan stabil az U(V) feltétel mellett.

Bizonyitas Az egyenstlyok halmaza az (e,, vo, 1, —€0, —Vo, —1) tObszordseibél
all6 vektortér feletti affin altér része. D?°L barmely egyenstlybeli magjat
(€0,0,1,0,0,0) és (0,0,0,e,vo,1) fesziti ki. Azok az elemek ebbdl a magbdl,
amelyek egyben az U(V;) alulfekvd vektorterének (vagyis a kényszer-altérnek)
is elemei a(e,, vo,1,0,0,0) + 5(0,0,0, e,,vo, 1) alakiak gy, hogy Sv, = —aw,,
azaz 8 = —a, tehat végiil is (eo, Vo, 1, —€0, —Vo, —1) tObbszordsei: D2L egyen-
sulybeli magjanak és U(Vs) érintSterének a metszete tehat Eq(V;) érintStere.
Eszerint és a 16.6. megjegyzés szerint a 16.8. allitds minden feltétele teljestil.
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20.4. Rogzitett egyiittes részecskeszam
20.4.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Vegytik koriil a két testet olyan burokkal, amely megakaddlyozza a tomeg-
cserét a testek és a kornyezet kozott, azaz Gig = Gog = 0. Ebbdl

N1+N2:0,

ami nyilvan holonom kényszert jelent: a kényszer-alterek (a1, f1,9,as, fo, —g)
alaki elemekbdl &llnak. A kényszer-alterek annulldtorét a (0,0,1,0,0,1) tobb-
szorosei adjak.

Az effektiv termodinamikai erd

(1 1 1 1 P1 Pa P2 Pa M1 &)

n T, T,)Ty T, Ty, T, T, Ty
A 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési matrix akkor és csak akkor illesz-
kedik a kényszerhez, ha mind balrdl, mind jobbrdl szorozva (0,0,1,0,0,1)-gyel
nullat ad. Mivel C1o = Csq, ez egyenértékil azzal, hogy a Cig és Cyp matrixok
utolsé sora és utolsd oszlopa nulla; ezek viszont természetes kovetelmények, hi-
szen Gig = Gog = 0, ezért nulla az utols6 sor, tovabba a testek és a kornyezet
kozotti dinamikai mennyiségek nem fiiggnek a kémiai potencidloktdl.

20.4.2. Az egyensilyok halmaza

Minden Ny € RT esetén
U(NS) = {(El,vl,Nl,E27V2,N2) ‘ N1 +N2 = NS}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasiga, amely affin altér része.
Az egyenstlyi fajlagos mennyiségeket most is a 20.2.1. (x) egyenléségek
hatarozzak meg.

Allitas U(Ns)-ben a nem nulla részecskeszami egyensilyok halmaza
Eq(Ns) := {(Nieo, N1vo, N1, (Ns—Ni)eo, (Ns—N1)vo, Ng—Np) | 0 < Ny < Ng}.

Eq(N;) egyenesszakasz, tehdt részsokasig.

20.4.3. Az egyensilyok stabilitasa

Allitas Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési mdtriz
illeszkedik a kényszerhez, €s eqyensulyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebd (0,0,1,0,0,1) tobbszordsét képezi a nulldba, akkor Eq(Ng) szigorian
aszimptotikusan stabil az U(Ny) feltétel mellett.

Bizonyitas Az egyenstlyok halmaza az (e, vo, 1, —€0, —Vo, —1) tObszordseibél
allé vektortér feletti affin altér része. Barmely egyensilyban (e,,v,,1,0,0,0) és
(0,0,0, €0, vo, 1) fesziti ki D?L magjat. Azok az elemek ebbdl a maghdl, amelyek
egyben az U(Ny) alulfekvd vektorterének (vagyis a kényszer-altérnek) is elemei
a(eo, o, 1,0,0,0) + 5(0,0,0, ey, v,, 1) alaktak dgy, hogy 8 = —«, tehdt végiil
is (€0, Vo, 1, —€o, =V, —1) tobbszdrosei: D?L egyensilybeli magjanak és U (Ng)
érintSterének a metszete tehat Fq(N) érintétere. Eszerint és a 16.6. megjegyzés
szerint a 16.8. 4llitds minden feltétele teljesiil.
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20.5. Rogzitett egyiittes térfogat és részecskeszam
20.5.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Vegyiik koriil a két testet olyan merev burokkal, amely megakadalyozza a
tomegcserét a testek és a kornyezet kozott. Tehat most a testek a kornyezettel
csak termikus kapcsolatban allnak, azaz Fi19 = Fog = 0, G19 = Gog = 0. Ebbdl

Vi+Va=0, Ni+Ny=0,

ami nyilvanvaléan holonom kényszernek felel meg: a kényszer-alterek annullé-
tordt a (0,1,0,0,1,0) és (0,0,1,0,0,1) linedris kombinaciéi adjik, a kényszer-
alterek (a1, f, g, a2, — f, —g) alaki elemekbdl &llnak.

Az effektiv termodinamikai eré

n T, T, v T T T»

A 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési mdtrix akkor és csak akkor il-
leszkedik a kényszerhez, ha balrdl is, jobbrél is szorozva (0,1,0,0,1,0)-val és
(0,0,1,0,0,1)-gyel nulldt ad. Mivel C1a = Ca, ez egyenértékil azzal, hogy a
Cho és Cop matrixoknak csak a bal fels6 sarokban all6 eleme nem nulla, ami igen
természetes; kérjiik az olvasét, gondoljon utana, miért.

20.5.2. Az egyensitlyok halmaza

Minden Vi € (m3)T és Ny € R esetén
U(Vs, Ns) == {(E1,V1, N1, B2, V2, No) | Vi + Vo = Vi, N1 + N2 = Ng}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokaséiga.
Minthogy most a térfogatok és részecskeszamok Osszértéke is rogzitve van,
az egyensiilyi fajlagos térfogatra (ldsd 20.1.4. ) fenndll a

Osszefiiggés. Ez és

egyértelmiien megadja eo-t is.
Allitas U(Vs, Ns)-ben a nem nulla részecskeszdmi egyensilyok halmaza
Eq(‘/S7 NS) =
= {(Nleo;vaolea (Ns_Nl)eoa (NS_NI)UO7NS_N1) | 0< Nl < Ns}

Eq(V;, Ng) egyenesszakasz, tehdt részsokasdg.

20.5.3. Az egyensiilyok stabilitasa

Latjuk, hogy a kornyezet nyomasa lényegtelen, nem jelenik meg a rendszer
leirasaban; ezért vehetjiik formalisan gy, hogy a kornyezet nyomasa éppen az
egyensulyi P, := P(e,, v,) nyomaés.
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Tovabba értelemszeriien megismételhetjiik az el6z6 két rendszer esetén alkal-
mazott gondolatmenetet, amelynek eredményeképpen megallapithatjuk, hogy
entropikus testek esetén D?L egyenstlybeli magjanak és U(V;, Ny) érintSterének
a metszete az Fq(Vg, Ns) érinttere. Eszerint és a 16.6. megjegyzés szerint a
16.8. allitas minden feltétele teljesiil, igy igaz a kovetkezo:

Allit4s Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési mdtriz
illeszkedik a kényszerhez, és eqyensilyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebb a (0,1,0,0,1,0) és (0,0,1,0,0,1) vektorok linedris kombindcidit ké-
pezi a nulldba, akkor Eq(Vy, Ns) szigordan aszimptotikusan stabil az U(Vy, Ng)
feltétel mellett.

20.6. Rogzitett egyiittes térfogat, részecskeszam és
bels6 energia

20.6.1. Az effektiv termodinamikai erd és vezetési matrix

Vegyiik koriil a két testet olyan merev burokkal, amely megakadéalyoz minden
kapcsolatot a testek és a kornyezet kozott, azaz F1g = Fog = 0, G1g = Ggy = 0,
Q10 = Qap = 0. Ebbésl

E1+E2:07 V1+V2:0, N1+N2:07

ami nyilvanvaléan holonom kényszernek felel meg: a kényszer-alterek annullato-
rét az (1,0,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0) és (0,0,1,0,0,1) linedris kombinaciéi adjak,
a kényszer-alterek (a, f, g, —a, — f, —g) alaki elemekbdl &llnak.

Az effektiv termodinamikai er6

(1 1 A B m @)

TR A T T

A 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési matrix akkor és csak akkor illeszkedik
a kényszerhez, ha balrdl is, jobbrdl is szorozva (1, 0,0, 1,0, 0)-val, (0,1,0,0, 1, 0)-
val és (0,0, 1,0,0,1)-gyel nulldt ad. Mivel C1o = Cb1, ez egyenértékii azzal, hogy
Cip = Cy = 0, ami természetes is.

20.6.2. Az egyensulyok halmaza
Minden Es € (J)T, Vi € (m?®)* és Ny € RT esetén
U(ES7 ‘/S7 NS) = {(E17 Vl; va E27 ‘/27 NZ) |
By + Ey = Es, Vi + Vo = Vg, N1 + Na = Ng}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasaga.
Nyilvanvald, hogy az egyensulyi fajlagos értékeket (ldsd 20.1.4.)

B, v,

hatarozza meg.
Allitas U(Es, Vi, Ng)-ben a nem nulla részecskeszdmii egyensilyok halmaza
EQ(Esa Vsa N%) =
= {(Nleo; N1vo, Ny, (Ns_Nl)em (Ns_Nl)'Um Ns_Nl) | 0<N1<NS}'
E(E,, Vi, Ny) egyenesszakasz, tehdt részsokasdg.
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20.6.3. Az egyenstlyok stabilitasa

Most mind a kornyezeti hémérséklet, mind a kornyezeti nyoméas lényegte-
len; formdlisan vehetjiik gy, hogy megegyeznek az egyensilyi T, := T(e,, vo)
hémérsékllettel illetve P, := P(eo, vo) nyomédssal.

Tovabba értelemszeriien megismételhetjiik az el6z6 gondolatmeneteinket,
amelynek eredményeképpen megallapithatjuk, hogy entropikus testek esetén
D2L egyenstilybeli magjanak és U(Ey, Vy, Ny) érint6terének a metszete éppen az
Eq(FEs, Vs, Ns) érintStere. Eszerint és a 16.6. megjegyzés szerint a 16.8. allitds
minden feltétele teljesil, igy igaz a kovetkezo:

Allitds Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési matric
illeszkedik a kényszerhez, és eqyensulyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebb az (1,0,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0) és (0,0,1,0,0,1) vektorok linedris
kombindcidit képezi a nulldba, akkor Eq(Es, Vs, Ns) szigorian aszimptotikusan
stabil az U(FEs, Vs, Ng) feltétel mellett.

20.7. Rogzitett egyedi térfogatok, egyiittes részecskeszam
és
bels6 energia

20.7.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Vegyiik kortl mindegyik testet olyan merev burokkal, amely megakadalyoz
minden kapcsolatot a testek és a koérnyezet kozott. Gondoljunk egy dthatolha-
tatlan, szigetel6 fali, merev edényre, amelyet atjarhatd és hovezetd, rogzitett
merev fallal kettévagunk, és a két részt ugyanazzal a gézzal toltjiikk meg. Ekkor
tehat Q10 = Q20 = 0, F10 = FQO = F12 = O, G10 = G20 = 0, amibol

E1+E2:Oa ‘/1:0a VQZO, N1+N2:0

Kérjiik az olvasét, adja meg a kényszer-altereket, azok annullatorat, az ef-
fektiv termodinamikai erdt, és azokat a feltételeket, amelyek biztositjdk, hogy a
20.1.2. pontbeli (*) vezetési métrix illeszkedik a kényszerhez.

20.7.2. Az egyensiily egyértelmiisége
Minden E; € (J)*, Vie, Vao € (m?)* és Ny € Rt esetén

U(ES7‘/107‘/207NS) = {(Elv‘/laNlaEQa‘/Q)NQ) |
By + Ey = B, Vi = Vi, Vo = Voo, N1 + No = Ni}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokaséiga.
Ekkor tgy, mint az el6z6 pontban, az egyensulyi értékeket

B Vit Ve
Ny’ © Ng

€o =

hatarozza meg; most azonban, ellentétben az el6z6vel, mindkét részecskeszam
egyensulyi értéke is egyértelmii:
Vlo Vv20
Nlo = ) N20 =

Vo Vo
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A széban forgd egyensily tehat

(NloemN10U07N107N20605NQO'UOaNQO)- (*)

20.7.3. Az egyensuly stabilitasa

Az olvaséra bizzuk, ellenérizze az eddigiekhez hasonlé mdédon, hogy alkal-
mazhaté a 16.6. allitas, tehat igaz a kovetkezo:

Allitds Ha a testek entropikusak, akkor az U(Es, Vio, Vao, Ns) feltétel mellett a
(*) egyensily aszimptotikusan stabil (akkor is, ha a dinamikai mennyiségek nem
pszeudolinedris figguényei az erdknek).

20.7.4. Gay—Lussac kisérlete

A most tdrgyalt rendszerrel végzett kisérletet Gay—Lussac. Egy merev fali, ho-
szigetelt edényt ketté osztott egy szintén merev fallal, amelyen elzarhaté kis csap
volt. A csap zarva tartdsa mellett az egyik részbdl kiszivatta a leveg6t, majd
megnyitotta a csapot. A levegd a teli részbdl atszivargott az iiresbe is. Gay—
Lussac a levegd hémérsékletét a folyamat elején és végén ugyanannak taldlta.
Ebbél azt allapitotta meg, hogy a levego bels6 energidja nem fiigg a térfogatatol.

Konnyen &tlathatjuk érvelését, ha forditva okoskodunk: hogyan fiigg a ho-
mérséklet a térfogattdl. Legyen Vi a teli edény térfogata, Vo az tiresé. A levegd
belsé energidja nem valtozott az atszivargas alatt, hiszen a két edény egyiittesen
teljes mértékben el volt szigetelve a kornyezetétol. Tehdt a gaz homérséklete fo-
lyamat kezdetén T(FE, Vi, N), a végén T(E, Vi + Vo, N). Ha ez a kettd egyenld,
akkor a hémérséklet nem fiigg a térfogattdl (az adott energieérték mellett). Ma
mar tudjuk, hogy ez az eredmény csak jé kozelités elég nagy fajlagos térfogat
mellett, de ez minden gazra igaz; ezért is fogadjuk el, hogy az idedlis gaz bels6
energidja nem fiigg a térfogattdl.

Gay—Lussac kisérletét szoktak felhozni tipikus példaként “nem kvazi-szta-
tikus” folyamatra. Ugyanis a termodinamika szokasos formalizmusédval az els6
fotételt

dF = 6Q + W

alakban irjak, ahol 6@ az “elemi h6dtadas”, dW az “elemi munkavégzés”. Ugyan-
akkor az entropikussaghdl azt szarmaztatjak, hogy

dE = TdS — PdV (%)

(hallgatélagosan feltéve, hogy a részecskeszdm édllandd). A kvéazisztatikus folya-
matot éppen azzal jellemzik, hogy dQ) = T'dS és dW = —PdV.

Gay—Lussac kisérletében a gz energidja dllandd, hét nem vesz fel, munkat
nem végez (a két edény egylitt hészigetelt és merev fali), tehét dE =0, 6Q =0
és O0W, azonban dV # 0, hiszen a géz tdgul, és igy dS # 0 szintén, tehat a fo-
lyamat “nem kvazisztatikus”. Emlékeztet6iil: a kvazisztatikus folyamat olyan,
amely “minden pillanatban egyensuly”. Ilyen persze nincs, ez a fogalom tulaj-
donképpen megfoghatatlan. Ha azonban az egyensiily helyett homogén eloszlast
mondunk, mint azt az Elész6 6. pontjdban javasoltuk, azonnal latjuk, mirdl is
van sz6: ha a két edényben levo gazt egy testnek tekintjiik, akkor az atszivargas
folyaméan a test nem homogén. Erdemes megjegyezni egyébként azt is, hogy a
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(x) Osszefliggés csak homogén testre értelmes, amikor a test minden részében
ugyanaz az egyetlen T homérséklet és egyetlen P nyomas uralkodik.

A két edényben levd gazt két testnek véve a folyamatot mar tekinthetjiik
“kvazisztatikusnak” vagyis olyannak, amelyben mindkét test minden pillanat-
ban homogén.

20.8. Allandé h8mérséklet, rogzitett egyiittes térfogat és
részecskeszam

20.8.1. Az effektiv termodinamikai erd és vezetési matrix

Vegyiik koriil a két testet olyan merev burokkal, amely megakadélyozza a
tomegcserét a testek és a kornyezet kozott, viszont tegyiik fel, hogy a héatadas
a testek és a kornyezet kozott olyan gyors, hogy a testek hémérséklete (gyakor-
latilag) dlland6 (megegyezik a kornyezet hémérsékletével).

A mondott megszoritasokat a

Vi+Va=0, Ni+Ny=0,

oT . oT . oT .

aE Ty it gy =0
OT . OT - oT .

Byt Vot — Ny =
TR TACRE AR

holonom kényszer irja le (ahol természetesen a parcialis derivaltakat a fels6 sor-
ban az (E1, V1, N1) helyen, az alsé sorban az (Es, V2, N3) helyen kell venni).

Kérjiik az olvasot, adja meg a kényszer-altereket, azok annullitorat, az ef-
fektiv termodinamikai er6t, és azokat a feltételeket, amelyek biztositjak, hogy a
20.1.2. pontbeli (*) vezetési métrix illeszkedik a kényszerhez.

20.8.2. Az egyensitlyok halmaza
Minden Vi € (m3)*, Ny € Rt és T}, € (K)T esetén

U(%;M;Ta) = {(E15V17N13E27‘/23N2) ‘
Vl +‘/2 == ‘/s7 Nl +N2 - N57 T(Elv‘/laNl) - T(E27‘/27N2) = Ta}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasiga.
Az egyensiilyi fajlagos mennyiségeket a

Vs
Vo = F7 T(emvo) =T,

egyenlségek hatdrozzak meg.
Ugyantgy, mint 20.5.2. pontban, most is igaz:

Allitas U(Vs, Ns, T,)-ban a nem nulla részecskeszdmii egyensilyok halmaza

EQ(‘/;7N5) =
= {(N1eo, N1vo, N1, (Ng — Ni)eg, (Ng — N1)vo, Ns — N1) | 0 < Ny < N},
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20.8.3. Az egyenstlyok stabilitasa

Minthogy a koérnyezet nyomasa itt lényegtelen, vehetjiik ugy, hogy megegye-
zik az egyenstlyi P, := P(eo, v,) értékkel. Ez most kiilonésen hasznos lesz, mert
a kényszer-részsokasag nem affin altér része, viszont igy a névleges termodina-
mikai er6k nulldk az egyensilyban. Ezért az eddigiekre hivatkozva, bizonyitds
nélkiill megfogalmazzuk a stabilitasra vonatkozoé ismeretiinket.

Allités Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési matriz

illeszkedik a kényszerhez, é€s eqyensulyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebb a

(0,1,0,0,1,0), (0,0,1,0,0,1),
T T AT

- /l
(aE’ v’ aN’O’O’O> (egyensiily),

oT 9T OT ,
(07 07 Oa_E» Wa 8_N> (egyensuly)

vektorok linedris kombindcidit képezi a nulldba, akkor Eq(Vs, Ns) szigorian
aszimptotikusan stabil az U(Vy, Ng, T,) feltétel mellett.

20.9. Allandé nyomas, rogzitett 0ssz-részecskeszam
20.9.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Vegyiik koriil a testeket a kornyezet felé athatolhatatlan, de hvezet6 és “vég-
teleniil rugalmas” burokkal, igy, hogy a testek nyomédsa alland6 (megegyezik a
kornyezet nyomdsaval). A kényszer holonom, amelyet

Nl-"-NQ:O,

OP . 0P - oP .
@El—FWVl—FﬁNl =0,

Z—ZEQ—Fg—‘]iVQ—Fg—]l;NQZO
ir le (ahol természetesen a parciélis derivéltakat a fels6 sorban az (Fy, Vi, Np)
helyen, az alsé sorban az (Es, Vs, Na) helyen kell venni).
Kérjiik az olvasdt, adja meg a kényszer-altereket, azok annulldtordt, az ef-
fektiv termodinamikai er6t, és azokat a feltételeket, amelyek biztositjak, hogy a
20.1.2. pontbeli () vezetési matrix illeszkedik a kényszerhez.

20.9.2. Az egyensulyok halmaza
Minden Ny € R és P, € (Pa) esetén
U(Ns, Py) := {(E1, Vi, N1, Ea, Va, Na) |
Nl +N2 = NS7 P(E17V17N1) = P(E27‘/27N2) = Pa}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasaga.

Az egyensulyi fajlagos mennyiségeket a 20.2.1. (x) egyenldségek hatdrozzak
meg.
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Allitas U (Ns, P,)-ban a nem nulla részecskeszdmi egyensilyok halmaza

Eq(]\fS,Pa) =
= {(Nleo,vao,Nl, (Nb — Nl)eo, (Nb — Nl)’UO,NS — Nl) ‘ 0< N1 < Nb}

20.9.3. Az egyensulyok stabilitasa

Az eddigiekhez teljesen hasonléan ldthatjuk be:

Allitas Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési mdtriz
illeszkedik a kényszerhez, és eqyensilyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebb a

(0,0,1,0,0,1),

(GP opP oP

9E 9V N’ 0, 0»0> (egyensiily),

oP 9P OP )
(0, 07 Oa_Ea W, 6_N> (egyensuly)

vektorok linedris kombindcidit képezi a nulldba, akkor Eq(Ns, P,) szigorian
aszimptotikusan stabil az U(Ng, P,) feltétel mellett.

20.10. Rogzitett ossz-részecskeszam és
egyiittes hoszigetelés

Vegytiik korul a testeket a kornyezet felé dthatolhatatlan és hoszigetelé bu-
rokkal, azaz G0 = 0, Q;0 = 0 (i = 1,2). Itt nem nyilvdnvald, mik a kényszer-
alterek.

Ha feltessziik, hogy kozvetlenek a hédtaddsok, azaz Q12 = —Q2; (ez itt nem
vezet ellentmonddsra), akkor a kényszer-altereket az

N1+N2:0,

Ey+ PVi — iy Ny + Ey 4+ PoVa — paNy = 0

Osszefliggések hatarozzdk meg, és konnyen lathatjuk, hogy az egyensuilyt az ef-
fektiv termodinamikai eré nulla volta jellemzi, tehat a kényszert jol leirtuk.
Viszont a kényszer anholonom, és nem tudunk kényszer-részsokasagokat talalni.
Nemcsak a 16.6. illetve a 16.8. allitast nem alkalmazhatjuk, de egyelére masképp
sem tudjuk kezelni ezt a rendszert.

20.11. Rogzitett ossz-részecskeszam,
egylittes hoszigetelés és allandé nyomas

20.11.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Vegytik koriil a testeket olyan burokkal, amely a kornyezet felé athatolha-
tatlan és hoszigetelo, és tegyiik fel, hogy a testek nyomaésa a folyamatok sordn
allandé (megegyezik a kornyezet nyomdasédval). Ekkor, mint az elébb, G;o = 0,
Qip=0 (Z = 172)~
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A rugddzésokra illetve az atvandorldsokra vonatkozbé Fio = —Fy illetve
G12 = —(G91 kolesonosségi tulajdonsdgbdl az energiadtadasra vonatkozé koleso-
nosségi tulajdonsdgot atirhatjuk

Q12 + Q21 = (P1 — Po)Fr2 — (1 — p2)Gro (%)

alakba. Most, 1évén izobar folyamatokrdl szo, ez azt jelenti, hogy Q21 + Q12 +
(1 — p2)G12 = 0. Emiatt

Ei1+PVi+Ey+ P, Vo =0,

ami maga utan vonja, hogy a kényszer holonom, amelyet a fenti egyenléségen
til

Ny + N, =0,
OP . OP .. 0P .
e Tay it oM =0
OP . oP . oP .
a2t gyt gy =0

ir le (ahol természetesen a parciélis derivéltakat a fels6 sorban az (FEy, Vi, Np)
helyen, az alsé sorban az (Es, Va, Na) helyen kell venni).

Kérjiik az olvasét, adja meg a kényszer-altereket, azok annullatorat, az ef-
fektiv termodinamikai er6t, és azokat a feltételeket, amelyek biztositjak, hogy a
20.1.2. pontbeli () vezetési matrix illeszkedik a kényszerhez.

20.11.2. Az egyensiilyok halmaza
Minden Ny € RT, Hy € (J) és P, € (K)T esetén

U(Ns, H, P,) := {(E1, Vi, N1, E2, V2, N2) | Ny + Na = N,
El +PaV1 + E2 + PaVvZ = H87 P(ElvvlaNl) = P(E2a‘/27N2) = Pa}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokaséiga.
Az egyensulyi fajlagos mennyiségeket a 20.2.1. (x) egyenldségek hatdrozzak
meg.

Allitas U(Ns, Hs, P,)-ban a nem nulla részecskeszdmi egyensilyok halmaza
Eq(Ns, Hs, P,) :=
= {(Nleole’UO’va (M - N1>607 (M - Nl)”kos - Nl) | 0< N < M}

20.11.3. Az egyensiilyok stabilitasa
Az eddigiekhez teljesen hasonléan lathatjuk be:

Allit4s Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési matriz
illeszkedik a kényszerhez, és eqyensulyi értéke szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,
és legfeljebb a

(0,0,1,0,0,1), (1,P,,0,1,P,,0),
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oP 0P 0P .
(8_E’ W AN 0, 0,0) (egyensily),

OP OP OP ,
(07 07 Oa_Ea W? 5_N> (egyensukg)

vektorok linedris kombindcidit képezi a nulldba, akkor Eq(Ns, Hs, P,) szigorian
aszimptotikusan stabil az U(Ng, Hg, P,) feltétel mellett.

20.12. Rogzitett 6ssz-részecskeszam, egyiittes
hoszigetelés és mechanikai szétvalasztas

Vegytik koriil a testeket olyan burokkal, amely a kornyezet felé athatolhatat-
lan és hészigetelo, és tegyiik fel, hogy a testek egymason nem végeznek munkat
a folyamatok sordn. Gondoljunk példdul egy merev de athatolhat6 és hiveze-
t6 fallal kettéosztott hengerre, amelynek mindkét végét mozgathaté dugattyu
zarja le; a henger és a dugattyuk athatolhatatlanok és hoszigetelSk.

Ugy, mint az el8bbi rendszernél, G;o = 0, Qio = 0 (i =1,2), és ezen til még
Fio =Fo; = 0. A 20.11.1. (x) Osszefiggésb6l most azt kovetkeztetjiik, hogy

Ey+ PiVi 4 By + PaVa = 0;

ezenkivil még ) '
N1 + N2 =0.
Kérjik az olvasét, fejezze be ennek a rendszernek a targyaldsat az eddig
kovetett séma szerint.

20.13. Gazok lehiitése
20.13.1. Két test két kérnyezetben

Vegytink egy merev és hészigetel6 de athatolhaté fallal kettéosztott hengert,
amelynek mindkét végét mozgathaté dugatty zéarja le; a henger és a dugattyuk
athatolhatatlanok és hészigetelok. Legyen az elvélaszté fal mindkét oldalan
ugyanaz a gaz, és médositsuk az eddigi kereteinket gy, hogy a két dugattyira
két kiilonbozé allandé nyomads hat, és a folyamatok a két gazra nézve kiillon-kii-
16n izobarok, vagyis az egyik gdz nyomadsa dllandéan P,, a masiké P,. Legyen
P, > P,

Ez a rendszer az eddigi séma egy kis mddositdasaval targyalhatd, hiszen két
kornyezet van.

Most tehdt Fio = Fo1 = 0 és Qi = (Ts)Gyg, tovabba formalisan Q,9 = 0,
G0 =0 (¢ = 1,2), ahol a nulla barmelyik kérnyezetre utal. Ezekbél, mint 20.12.
pontban, azt kovetkeztetjiik, hogy

Ey 4+ P,Vi + By + PVy = 0. (%)

20.13.2. A diffizié iranya

A 15.3. 4llitas szerint N1 Na # 0 és P(Ey, Vi, N1) = P, és P(Eq, Vo, Ny) = P,
esetén Gio(F1, Vi, N1, Ea, Vo, Na) < 0 akkor és csak akkor, ha

/J(Tl,Pa) — N(TQ,Pb) > —(Tl — TQ)S(Tl,Pa). (**)
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A Gibbs—Duhem-reldcidk szerint (T, ) lokdlisan szigorian monoton né; ha
tehat sem a nyomasok sem a homérsékletek “nem nagyon kiilénboéznek egymas-
t61”, akkor a (x) bal oldala pozitiv, 1évén P, > P,. Azonos hémérsékletekre a
jobb oldal nulla, a bal oldal pozitiv, ezért egyméshoz “elég kozeli hémérsékletek
esetén teljestil a (xx) egyenlStlenség, és ez azt jelenti, hogy a gdz a nagyobb
nyomdsu részbél szivarog it a kisebb nyomdsiiba (amit tapasztalataink alapjan
el is vérunk).

Az idézbjelbe tett kifejezéseket pontosan igy fogalmazhatjuk meg: legyen P,
és Py olyan, hogy valamely T-re {(T, P) | P, > P > Py} benne van p értelmezési
tartomanyaban; ekkor T rendelkezik egy olyan kornyezettel, hogy az abba es6
Ty és Ty esetén fenndll a (xx) egyenlStlenség.

Tehat barmely olyan folyamatban, amelyben a két test hémérséklete legfel-
jebb az adott mértékben kiilonbozik egyméstol, a nagyobb nyomési (az 1-essel
jelolt) testbél tédvozik részecske a kisebb nyomésu (a 2-es) testbe. Természetesen
a hémérsékletek eltérése gyakorlati szempontbdl nagy is lehet, vagyis a két test
homérséklete akar szdz fokkal is kiilonbozhet.

Az adott feltételek mellett nem nulla részecskeszamu egyensily nem létezik.
Az az egyenstlyi allapot, amelyben a 2-es test részecskeszama nulla, instabil, és
az, amelyben az 1-es test részecskeszama nulla, stabil.

20.13.3. Az osszentalpia allandésaga

A (%) egyenl6ség azt mondja, hogy a két test egyiittes entalpidja a folyamat-
ban allandé; az éllapotjellemzésre a homérsékletet és a nyomast hasznalva, a h
fajlagos entalpidval

Ni(t)h(T1(t), Pa) + (Ns — Ni(t)h(To(t), Py) =
= Ni(tp)h(T1(tk), Pa) + (Ns — Ni(tg) h(Ta(tk), Py)

a folyamat idétartamaban levé minden t-re; ¢ a folyamat kezdépillata, Ny az
Ossz-részecskeszam. Feltételeink szerint a folyamat gy végzddik, hogy az egyes
test tomege elfogy, azaz van olyan t, pillanat, hogy Ni(t,) = 0 (esetleg ¢, vég-
telen is lehet, és akkor a tovadbbiakat végtelenbeli hatarérértékként kell érteni).
Ekkor

Nsh(Ty(ty), Po) = Ni(te)h(T1(tr), Pa) + (Ns — Ni(te) h(T2(tk), Py).-
Ha Ni(t;) = Ns, akkor
N:;h(Ty(ty), Py) = Nsh(Ti(tr), Pa).

Egy kicsit koriilményesen érkeztiink el ehhez az utolsé képlethez, hiszen ugy
tlinik, rogton tekinthettiink volna olyan folyamatot, amely gy kezdddik, hogy
az l-es test részecskeszdma N, azaz a 2-es test részecskeszama nulla. Csak-
hogy az ilyen folyamat egyenstly, tehat a folyamat sordn semmi sem véltozik.
Azonban, mint emlitettiik, ez az egyensily instabil: ha a 2-es test kezdeti ré-
szecskeszama nem nulla — legyen bar akarmilyen kicsi —, akkor mar elindul az
atszivargas. A fenti formuldk értelmesek minden Na(ty) = Ny — Ni(tx) > 0
esetén, és vehetjitk azt hatdrértéket, hogy Na(ty) tart a nulldhoz; ebben a ha-
taresetben kapjuk a fenti képletet.
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20.13.4. A Joule-Thomson-egyiitthato

Egyszertisito jelolésekkel, amelyeket nem kell magyarazni, az el6z6 képletet
h(T,, Py) = h(Ty, P,)

forméba irjuk at.

Ez azt jelenti, hogy (T, Py) és (Tk, P,) rajta van egy izentalpikus gérbén a
T—P-sikon. Mivel a 7.11. 2. feladata szerint entropikus testre (a fazisra utalé
indexet elhagyva)

Oh oh ov(T, P)
—:CZ;(’_Z—'7.P)7 B—P:’U(T,P)—Ta—T,
az implicitfiiggvény-tétel szerint az izentalpikus gérbén a homérsékletet ki le-
het fejezni a nyomas fiiggvényében (azaz a gorbe egy P +— 7(P) fiiggvénynek a
grafikonja). A fiiggvény a

dr

— =4(T,P

ap —J(1.P)
differencialegyenletnek a (T}, P,) kezdeti érték altal meghatdrozott megoldasa,
ahol

On(ILP) 1 ov(T, P)

. . ___ OP — _
(T, P) = -5 = TP (T o7 (T, P))
oT

a gaz Joule-Thomson-egyiitthatdja.
Ezzel tehat

Py,
T, =T+ [ (P PP

Mivel P, > B, latjuk, hogy ha az izentalpikus gorbének a P, és P, kozé es6
szakaszan a Joule-Thomson-egyiitthaté

— negativ, akkor T, > T}, (a géz atpréseléskor felmelegszik),

— pozitiv, akkor T, < T} (a géz dtpréseléskor lehtil).

Az anyag inverzids gorbéje azon pontok Osszsessége a T'—P-sikon, ahol a
Joule-Thomson-egyiitthaté nulla:

{(T,P) | j(T,P) = 0}.
20.13.5. Idedlis gaz és van der Waals-gdz Joule-Thomson-egyiitt-
hatdja
Idedlis gdzra v(T, P) = ]%T, igy

ov
T——v=0,
oT
tehét az idedlis gdz Joule-Thomson-egyiitthatéja nulla: idealis gaz hémérséklete
atpréseléskor nem valtozik.
van der Waals-gazra a

(p + ﬁ) (v(T, P) —b) = kT (+)
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egyenléségbdl differencidldssal azt kapjuk, hogy

2a 0v a\ Ov
~yar 0+ (P ) gp =k
amibél
T@'v v — kT
or p— & 4 2007

tehét itt a Joule-"Thomson-egyiitthaté nem azonosan nulla.

A van der Waals-gdz inverzids gorbéjét a v— P-sikon tudjuk kénnyen megta-
lalni (vagyis az inverziés gorbének a (T, P) — (v(T, P), P) éltali képét). Tegyilik
be a fenti egyenl6ség jobb oldaldba kT helyett a (%) egyenléség bal oldalét; igy
kapjuk, hogy az inverziés gérbe

2a  3a

Ahhoz tehat, hogy atpréseléskor a géz lehiiljon, a gaz kezdeti P nyomaésa és

v fajlagos térfogata kozott P < i—g - i—g Osszefiiggésnek kell lennie.

Lathato, hogy az inverzids gorbe a

2a 27
Tinv = % = Z c
dgynevezett inverziés homérséklethez tartozo izoterma alatt halad, és ko-
zelit hozzd, ahogy v né (T, a kritikus hémérséklet). Ezért az is igaz, hogy az
atpréselés kozbeni lehiiléshez az sziikséges — de nem elegend6 —, hogy a giz
hoémérséklete az inverios hémérsékletnél kisebb legyen.

20.13.6. Megjegyzés

A 20.13.4. pontbeli integralformula helyett a szokasos termodinamika-kony-
vekben
AT = j(T,P)AP

jelenik meg (ahol AT :=T, — Ty, AP := P, — P,), ami természetesen j6 koze-
litése az egzakt formuldanak kis nyomaskiilonbségek esetén.

Arra kell még iigyelniink, hogy a szokasos tdrgyaldsokban tébbnyire elsikkad,
hogy itt nem egy (homogén) test izentalpikus valtozasardl van szo.

20.14. Feladatok

1. Mutassuk, hogy a 20.12. pontbeli rendszer anholonom.

2. Targyaljuk a kovetkez6 diffuzids kéttest-rendszereket:

— a testek hémérséklete dllandé6 (izoterm folyamatok),

— a testek nyomdsa allandé (izobdr folyamatok),

— mindkét test hészigetelve van, az egyik test térfogata allandd,

— mindkét test hészigetelve van, az egyik test térfogata allandd, a testek és
a kornyezet kozott nincs tomegcsere.

3. Térgyaljunk olyan diffizids folyamatokat, amelyekben esetleg egyéb kény-
szerek (dlland6 Gssz-részecskeszam, allandé Ossztérfogat stb.) mellett még az is
teljesiil, hogy a két test nyomdasa mindig megegyezik.
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4. Mutassuk meg, hogy ha a testek Ossz-részecskeszama, Osszenergidja és
mindkét test térfogata allandd, tovabbd a testek k6zott nincs hovezetés, akkor
nem vehetiink idedlis energiaszallitdst. Tudunk-e mondani valamit egy ilyen
rendszer egyensulyair6l?

5. Keressiink stacionarius allapotokat, ha dllandé anyagforras mikdédik az
egyik testben, és

— semmi kényszer sincs,

— nincs tomegcsere a kornyezet és a forrasos test kozott,

— anyagforras van a mésik testben is, és mindkét test hészigetelve van.

(Az anyagforras lehet pozitiv is negativ is: az els6 esetben “valédi” forras, a
maésodikban pedig “nyeld”.)

21. Nullad- és masodrendu fazisatalakulasok

Nulladrendii és masodrent fazisatalakulasokban a testek részecskeszama nem
dinamikai valtozo, a test egésze egyszerre 1ép at az egyik fazisb6l a masikba.
Ezért az ilyen fazisatalakuldsok leirdsa a III. részben mondottakhoz kapcsolo-
dik. Hogy lassuk, hogyan, targyaljuk a legegyszeriibb rendszert: egy testet
adott kornyezetben. Ekkor a 13.2.1. pontban lefrtakat kell alkalmaznunk, és
olyan folyamatok érdekelnek minket, amelyek két, nulladrendii vagy méasodren-
dii faziskapcsolattal rendelkezé fazist “kotnek 6ssze”. Méasodrendi faziskapcso-
lat esetére fogalmazzuk meg pontosan, mit jelent az idézGjelbe tett kifejezés;
az olvaséra bizzuk, rendezze el ennek alapjin a (még egyszeriibb) nulladrendii
fazisatalakuldsokat.

Alljon a szoéban forgd anyag 7, és Z, fdzisa mésodrendii faziskapcsolatban,
azaz C:=Z1NZa N (D\R) # 0. At — (e(t),v(t)) folyamatban mdsodrendit
fazisatalkulas torténik, ha van olyan tq, tc, to, hogy

(e(t),v(tr)) € Zy, (e(te),v(tc)) € C,  (e(ta), v(ts)) € Zo.

Vizsgédlatainkban leginkabb egyenstlyok stabilitasa irdnt érdeklédiink. A 13.
fejezetben kizardlag valamely fazisban levé egyensilyokat tekintettiink. Olyan
egyensulyokra, amelyek a faziskapcsolaton vannak, mas igaz. Minthogy nem
targyaltuk pontosan a masodrendi faziskapcsolatok Ehrenfest- illetve Tisza-fé-
le osztalyozdsat, itt sem fogalmazhatunk meg pontos allitasokat. Megemlitjiik
csak, hogy a faziskapcsolaton levé egyensuly az Ehrenfest-féle esetben aszimpto-
tikusan stabil, a Tisza-féle esetben barmi el6fordulhat: aszimptotikus stabilités,
stabilitds, instabilitas.

22. Elsorendo fazisatalakulasok

22.1. Altalanos formulik
22.1.1. A leiras kerete

Els6rendi fézisdtalakuldsokban (halmazéllapotvaltozasokban) a testek ré-
szecskeszama dinamikai mennyiség, amely valtozik az idében. Ezért az ilyen
folyamatok a diffuzidékkal mutatnak rokonsagot.
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Azonos anyagu két testbdl és (1ényegtelen anyagi) kornyezetbdl 4116 specidlis
rendszerek olyan folyamatait vizsgaljuk, amelyekben az egyes testek folyama-
tai egymassal elsorendii kapcsolatban allé fazisokban futnak, a testek kozott
részecskedtadds lehetséges (fdzisdtalakulds torténhet), viszont a testek és a kor-
nyezet kozott nem lehetséges. A forrdsokat nulldnak, a munkavégzést és az
energiaszallitdst idedlisnak vessziik.

A leiras keretét a 20.1.1. pontban mondottak kévetkezé mddositasa adja:

1. Adott az ugyanazon (D, T, P, u,R) anyagu két test,

2. adottak a (D * R{) x (D * R{) halmazon értelmezett Q;r, Fix és G
dinamikai mennyiségek (i = 1,2; k =0, 1,2), amelyek teljesitik a kolcsonosségi,
az egyensulyi és a disszipacios tulajdonsagot, tovabba

G2 #0, Gio =0, Goo =0,

3. adott a széban forgd anyag egymassal elsérendii kapcsolatban &llé Z; és
Z5 fazisa, valamint a kornyezet (Ty,, P,) € (T, P)[Z1 U Zo] éllandé folyamata,

4. a forrasok nullak,

5. a testek olyan folyamatait tekintjiik, amelyekben elsé test dllapotai Z+R™-
be, a masodiké Zy * RT-be esnek; ezeket az

E1 = Q4+ Q12 — Pi(Fio + Fi2) + 111Gz,
V1 = Fiq + Fi2,
N = Gia,

Ey = Qaa + Q21 — Po(Fau + Fo1) + p1aGon,
Vo = Faq + Fiy,
Ny = Goy

dinamikai egyenlet irja le.

Jegyezziik meg, hogy — mivel a testek a kornyezettel nem allnak anyagi kap-
csolatban — a két test Ossz-részecskeszama allandd, amit persze a dinamikai
egyenlet is tiikroz:

Ny + Ny = 0.

~ Egy folyamatban fdzisdtalakulds torténik, ha van olyan ¢ pillanat, hogy
Ni(t) # 0.

22.1.2. Korlatozé feltevések

A tovébbiakban

(i) a dinamikai mennyiségeket a termodinamikai er6k pszeudolinedris fliggvé-
nyeinek vesszik, ezért a névleges vezetési matrix a 20.1.2. pontban ismertetett
alaku;

(ii) a testeket entropikusaknak tételezziik fel, ezért a 20.1.3. pontban mon-
dottak érvényesek.
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22.1.3. Egyensly

Mi elsO6sorban az egyenstlyok és azok stabilitdasa irant érdeklédiink. Mivel
eleve fazisokra sziikitettiik le a vizsgalatainkat, azaz a figyelembe vett allapotok
a regularis tartomanyokban vannak, alkalmazhatjuk a 16. fejezet eredményeit.

Valds kortilmények kozott a halmazallapot-valtoztaté testek kozvetleniil érint-
keznek, igy hoszigetelés nem valésithaté meg kozottiik, és az is aligha érheto el,
hogy az egyik test ne valtoztassa térfogatat a masik rovasdra; ezért a vizsgdlt
rendszerekben a testek k6zotti dinamikai mennyiségekre semmilyen megszoritast
nem teszlink (a testek és a kornyezet kozotti dinamikai mennyiségekre viszont
esetleg igen). fgy a 15.1. pontban ismertetett egyensulyi tulajdonsagok alapjan
Qi12, Fi2 és Gio akkor és csak akkor veszi fel a nulla értéket (és ez nyilvan
igaz a 21 index{i mennyiségekre is), ha Th1 = Ty =: T, Pp = Py =: P, és
Ml(Toy Po) = M2(T07 Po)-

Jelolje (Cq,Cs) a két fazis elsérendil kapcsolatét, és idézziik fel a 7.6. pont-
ban mondottakat:

(T,P)[Cy] = (T,P)[Cy] =
=:0'={(T,P) € (T,P)(Z1 \ Z2) N (T, P)(Zo \ Z1) | (T, P) = po(T, P)}.

A nulladrend{i fazsikapcsolattdl eltekintve (azaz csak olyan folyamatokat te-
kintve, amelyek a nulladrendi faziskapcsolatot elkeriilik), egyenstlyban a tes-
teknek mind a homérséklete, mind a nyomaésa megegyezik, és a k6zos hémérsék-
let-nyomas rajta van a I' fazisgérbén.

Az egyensilyi fajlagos értékekre

T(eloa Ulo) = T(@QO, 1}20) =: T,
P(elovvlo) = T(ego,vgo) =: P,

Hl(Toa Po) = /LZ(Toa Po)

all fenn.

22.2. Fazisatalakulas adott kornyezetben
22.2.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Olyan rendszert vizsgdlunk, amelyben a testek (az alland6 hémérsékletii és
nyomdst) kornyezettel mind mechanikai, mind termikus kapcsolatban allnak.
Ez felel meg példaul annak a mindennapos jelenségnek, hogy adott allando6 1ég-
kori viszonyok mellett a viz megfagy (a jég elolvad), illetve a viz parolog vagy
forr (a g6z lecsapddik), ha a vizet olyan edénybe zarjuk, amely tagulhat és
hoatereszto is.

Az Ossz-részecskeszam allandosaga, azaz

Ni+No=0
nyilvanvaléan holonom kényszernek felel meg: a kényszer-alterek annulldtorat a

(0,0,1,0,0,1) tobbszorosei adjék, a kényszer-alterek (a1, f1, g, aq, fo, —g) alakd
elemekbdl allnak.
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Az effektiv termodinamikai erd

(1 1 1 1 A P, P P m Mz)

n T, T,y T, T T, T T
és a nem nulla részecskeszamu egyensilyt valéban ennek a nulla értéke jellemzi.
A 20.1.2. pontbeli () névleges vezetési métrix akkor és csak akkor illeszke-
dik a kényszerhez, ha balrdl is, jobbrdl is szorozva (0,0, 1,0, 0, 1)-gyel nulldt ad.
Minthogy Cio = Cs1, ez egyenértékil azzal, hogy a Cig és Cog métrixok utolséd
sora és utolsé oszlopa nulla, ami természetes kovetelmény.

22.2.2. Az egyensilyok halmaza

Minden Ny € Rt esetén
U(NS) = {(E13V17N17E27V27N2) ‘ Nl +N2 = NS}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasaga.

Minthogy az 0ssz-részecskeszam allanddsaga mellett nincs mas megszoritas,
a 22.1.3. pontban mondottakon kiviil az egyensulyhoz még az is sziikséges és
elegendd, hogy T, = T,, P, = P,, ami azt jelenti, hogy a kornyezeti hémér-
séklet-nyomds parnak rajta kell lennie a I' fazisgorbén. Ha ez teljesiil, akkor az
(€10, V10) € C1 68 (€20, V2) € Co egyensilyi fajlagos értékeket a

T(elmvlo) =Ty, P(elo; Ulo) =P,

T(€207U20) =T, P(6207/020) =P,
egyenlGségek egyértelmiien meghatarozzaik.

Allitas U(Ns)-ben a nem nulla részecskeszdmi egyensilyok halmaza

EQ(NS) =
{(N1€16, N1v16, N1, (Ng — N1 )eao, (Ng — N1)vao, Ny — N1) | 0 < N1 < Ng}.

Eq(Ns) egyenesszakasz, tehdt részsokasig.

22.2.3. Az egyensiilyok stabilitasa

Allitas Ha a testek entropikusak, a 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési mdtriz
illeszkedik a kényszerhez, egyensulyi értéke szimmetrikus €s pozitiv szemidefinit,
és legfeljebd (0,0,1,0,0,1) tobbszordsét képezi a nulldba, akkor Eq(Ng) szigorian
aszimptotikusan stabil az U(Ny) feltétel mellett.

Bizonyitas Az egyensilyok halmaza az (ejo,v10, 1, —€20, —V20, —1) kifeszitette
altér feletti affin altér része. DL barmely egyenstlybeli magjat (e10, V10, 1,0, 0,0)
és (0,0,0, e0, V20, 1) fesziti ki. Azok az elemek ebbdl a maghdl, amelyek egy-
ben az U(N;) alulfekvd vektorterének (vagyis a kényszer-altérnek) is elemei
a(e1o, V10, 1,0,0,0) + 8(0,0,0, €2, V20, 1) alakiiak gy, hogy 8 = —«, tehdt vé-
giilis (€10, V10, 1, —€20, —V20, —1) tobbszordsei: DL egyenstilybeli magjanak és
U(Ns) érintéterének a metszete tehdt Eq(Ns) érintétere. Eszerint és a 16.6.
megjegyzés szerint a 16.8. allitds minden feltétele teljestil.
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22.2.4. Megjegyzés

Vegyiik észre, hogy ezt a rendszert formailag ugyanigy targyalhattuk, mint a
20.3. pontbelit; az az egyetlen kiilonbség, hogy itt a két test egyensilyi fajlagos
mennyiségei nem egyenlok.

22.3. Fazisatalakulas a kornyezettol elszigetelve
22.3.1. Az effektiv termodinamikai er6 és vezetési matrix

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek teljesen el vannak szigetelve
a kornyezettdl. Ez felel meg példaul annak, hogy merev, hészigeteld és atjarha-
tatlan fali edénybe zart viz parolog vagy forr (illetve géz csapédik le).

Ekkor tehat az altaldnosan megkovetelt G1g = Ggg = 0 mellett még az is
teljesiil, hogy F1o = Fog = 0 és Q19 = Q29 = 0, amibdl

E1+E2=0, Vl—‘rVg:O, N1+N2=O.

Ez nyilvanval6an holonom kényszert ad: a kényszer-alterek annullatorat pe-
dig az (1,0,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0) és (0,0,1,0,0,1) linedris kombindciéi ad-
jék, a kényszer-alterek (a, f, g, —a, —f, —g) alaku elemekbdl &llnak.

Az effektiv termodinamikai er6

(1 1 P P u1+@>7

T T, T, T T

és a nem nulla részecskeszamu egyensilyt valéban ennek a nulla értéke jellemzi.

A 20.1.2. pontbeli (x) névleges vezetési métrix akkor és csak akkor illeszkedik
a kényszerhez, ha balrdl is, jobbrdl is szorozva (1, 0,0, 1,0, 0)-val, (0,1,0,0, 1,0)-
val és (0,0, 1,0,0, 1)-gyel nullat ad. Mivel C1o2 = Ca1, ez egyenértékii azzal, hogy
Cio = Uy = 0, ami természetes is.

22.3.2. Az egyensily egyértelmiisége

Minden E; € (J)T, Vi € (m®)* és N, € RT esetén

U(ES7‘/S7NS) = {(Elv‘/lavaE27‘/27N2) |
By + By = Es, Vi + Vo = Vg, Ny + Na = Ny}

a dinamikai egyenlet kényszer-részsokasdga.
Az (e10,v10) € C1 és (€20,v2,) € Co egyensilyi fajlagos értékekre és a ré-
szecskeszamokra a 22.1.3. végén levé hdrom egyenlOségen tul

Nigeio + Nogeao = Es,  NigUio + Nogvag = Vs,  Nig + Nog = Ny

kell, hogy teljestiljon.

Reméljiik, de egyéltaldn nem nyilvdnvald, hogy ez a hat egyenléség (lokd-
lisan) egyértelmiien meghatérozza a kényszer-részsokasdgban a hat egyensulyi
mennyiséget. A kovetkezo eredmény igenlGen valaszol erre a kérdésre is.
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22.3.3. Az egyensily stabilitasa

Allitds Ha a testek entropikusak, akkor az elébbi pontban meghatdrozott
(N1o€10s N1oV10; Nio, Noo€2o; NaoV2o, Noo)

egyensuly aszimptotikusan stabil az U(Es, Vi, Ng) feltétel mellett (akkor is, ha a
dinamikai mennyiségek nem pszeudolinedris figgvényei az erdknek).

Bizonyitas DL magjat az egyenstlyban (e1,, V10, 1,0,0,0) és (0,0, 0, €20, V2o, 1)
fesziti ki. Azok az elemek ebbdl a magbdl, amelyek egyben az U (Es, Vi, Ng) alul-
fekv6 vektorterének (vagyis a kényszer-altérnek) is elemei (e, v10, 1,0,0,0) +
B(0,0,0, e20,v20, 1) alakdak gy, hogy Bez, = —aeio, fr2o = —avie, f = —a,
ami csak ugy lehet, hogy v = 8 = 0 hiszen e, = ea, és v1, = V2, nem lehetséges,
mert (€10, V10) 68 (€20, V20, ) diszjunkt halmazoknak elemei.

Arra jutottunk tehat, hogy D?L egyenstilybeli magjanak és U(Es, Vi, N)
érintGterének a metszete a nulla. Ezért alkalmazhatjuk a 16.6. allitast.

22.3.4. Megjegyzés

Erdekes7 hogy ennek a rendszernek a targyaldsa formailag ugyanigy indult,
mint a 20.3. pontbelié, de aztdn masképp végzodott: itt a kényszer-részsokasa-
gokban az egyenstly lokalisan egyértelmi.

22.4. Tiilhiités, talhevités

Jo6l ismert tény, hogy nagyon tiszta vizet dvatosan le lehet hiiteni fagypont
ald anélkiil, hogy megfagyna, illetve fel lehet melegiteni a forrpont f61é, anélkiil,
hogy felforrna. Ha azonban valami zavar — példaul razkodéds — éri a tulhiitott
vagy tulhevitett vizet, azonnal “dramai erével” megindul a fagyas illetve a for-
ras.

Ezeket a jelenségeket gy tudjuk targyalni az ismertetett kereteken beliil,
hogy, az eddigiektdl eltérGen, nem hagyjuk figyelmen kiviil a nulla részecskesza-
mu folyamatokat és egyensilyokat.

22.4.1. Nulla részecskeszami egyensilyok

Tekintsiik az adott kérnyezetben végbemend fazisatalakulasokat a 22.2. sze-
rint. Ekkor

(030707Nse20aNS’U20)NS) (*)
egyensuly, ahol az ey, és vo, fajlagos mennyiségeket
T(e2oa U2o) = Tcu P(€207 U20) = Pa

egyértelmiien meghatdrozza, és itt (7,, P,) akdrmilyen eleme lehet (T, P)[Zs]-
nek, nem kell rajta lennie a I' fazisgdrbén.

Ha tehat az egyik test részecskeszama nulla és a masik test homérséklete és
nyoméasa megegyezik a kiils6 hémérséklettel illetve nyoméssal, akkor a rendszer
egyensulyban van, mégha a koérnyezeti h6mérséklet és nyomas nincs is rajta a
fazisgorbén.
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22.4.2. Nulla részecskeszami folyamatok

Az el6bbieknél tobbet is mondhatunk. Induljon egy folyamat ugy, hogy az
egyik test részecskeszdma nulla (és persze teljes energidja, teljes térfogata is
nulla). Ekkor a folyamat — dinamikai egyenlet (egyértelmil) megolddsa — olyan,
hogy benne végig nulla az els6 test energidja, térfogata, részecskeszama.

Mas szoval azt is mondhatjuk, hogy a probléma visszavezetédik arra, amikor
egy allandd részecskeszami test van dllandé kornyezetben. (14sd 13.3.). Tudjuk,
hogy példaul az entropikus esetben ekkor az egy test egyensulya aszimptotiku-
san stabil, ami maga utdn vonja, hogy a folyamat tart a (%) egyensilyhoz. Ez
magaban foglalja a tilhiités illetve a tulhevités jelenségét is. Ha egy adott fazisu
test nem érintkezik egy maésik fazisui testtel, akkor lehlithetd vagy felmelegithet6
a kornyezet hémérsékletére anélkiil, hogy fazisatalakulds torténne.

Jél értsiik meg mir6l van sz6. Az olyan folyamat, amely az els6 test to-
megének nulla értékével indul, a (x) egyensilyhoz tart (Ggy, hogy kozben az
els6 test részecskeszdma mindig nulla). Ez azonban nem jelenti azt, hogy az
az egyensily aszimptotikusan stabil volna. Ugyanis el6fordulhat, hogy messze
“elszalad” ettdl az egyensilytdl az olyan folyamat, amely gy indul, hogy az
elsé test tomege akarmilyen kicsi is de nem nulla. Pontosan ez all fenn tilhiités
és tulhevités esetén: az emlitett zavar — példaul razkodéas — azt eredményezi,
hogy megjelenik egy “mag”, egy kicsinyke részecskeszamu rész az els6 fazisbol,
és ez mar elég ahhoz, hogy az egyenstiily felboruljon.

22.4.3. A stabilitas kérdése

Egyelére még nem tudunk pontos vélaszt adni arra, mi mondhaté a (x)
egyensuly stabilitdsardl, ugyanis itt olyan egyensulyrdl van szé, amely a dina-
mikai egyenlet (differencidlegyenlet) értelmezési tartomdnyanak a hatdrdn fek-
szik, és ilyenekre még nincs jol kidolgozott matematikai elmélet. Mindazonaltal
tehetiink néhany észrevételt, amely sejteti az eredményt, és Gsszhangban van
elvarasainkkal.

LngCIl Q= (T’ P)[Zl \Z_Q] N (T’ P)[ZQ \Z—l} és

Ay = {(TaP) €| ,ul(T7P) < MZ(TvP)}7
AQ = {(T’P) € | ;Ufl(TaP) > /L2(TaP)}

A 15.1. pontban mondottak szerint N1 No # 0 esetén

— ha (T, P) € Ay, akkor G19 > 0,

— ha (T, P) € Ay, akkor G12 < 0.

Tegyiik fel, hogy (T,, P,) € A;. Ha a (x) egyensilyt “megzavarjuk” az elsd
testnek “akdrmilyen kicsi” de nem nulla témegével, akkor G1o pozitiv lesz, ami
azt jelenti, hogy az elso test tomege néni fog: a folyamat elhagyja az egyensulyt.
Ez felel meg a tulhiitott illetve tilhevitett allapotnak.

Tegyiik fel, hogy (T,, P,) € Ay. Ha a (x) egyensilyt “megzavarjuk” az elsd
testnek “elég kicsi” de nem nulla tomegével, akkor G12 negativ lesz, ami azt je-
lenti, hogy az els6 test tomege csokkenni fog, végiil elfogy: a folyamat visszatér
az egyensulyhoz. Ez felel meg a “normaélis hétkdznapi” allapotnak.

22.4.4. Megjegyzés

Felhivjuk a figyelmet a termodinamika szokasos irodalméaban eléfordulé bi-
zonyos szOhasznalatra.
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A van der Waals-anyagok jol tiikrozik a valédi anyagok gaz- és folyadékfa-
zisdnak jellegét. Emlékezziink vissza a 6.3. pontban mondottakra, valamint a
6.2. és a 7.3. dbrakra.

Az 57 és Ss spinoddlis gorbék a konstiticids tartomany hatarat jelentik; a
kozottiik levé rész nincs benne a konstitiicids tartoményban. A szokdsos iroda-
lomban, ahol nem is definidljak a konstiticios tartomany fogalmét, azt mondjak,
hogy ez a rész instabil allapotok Osszessége, ugyanis ha a nyomasra vonatkozd
konstituciés fliiggvény formuldjat tekintjik, ez annak a résznek felel meg, ahol
a OP/0v < 0 belsd stabilitdsi kritérium nem teljesiil.

Az Sy spinodélis gorbe és a C; binodalis gorbe kozotti rész a tulhevitett
folyadék allapotait tartalmazza, itt Hfolyadék > Hgaz} 4% So spinodalis gorbe
és Cy binodalis gorbe kozotti rész a tulhiitott gz dllapotait tartalmazza, itt
Hfolyadék < Hgéz: A szokdsos irodalomban ezekre metastabil allapot néven
hivatkoznak, anélkiil, hogy a metastabilitdas fogalmat definidlndk; e névvel azt
akarjak kifejezni, hogy a testek ezeknek megfelel6 dllapotai instabilak, noha itt
a belso stabilitdsi kritériumok teljesiilnek.
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VI. OSSZETETT ANYAGOK
(ELEGYEK, KEVEREKEK,
OLDATOK)

23. Konstiticios fiiggvények

23.1. A koncentracidk

Most olyan anyagokkal foglalkozunk, amelyek elektromosan semleges, kiilon-
féle molekuldkbol allnak. Ezek egyszer(i anyagok keverékeinek foghatdk fel; gon-
doljunk példédul vizes oldatokra, kiilénféle folyadékok vagy gazok elegyére (mint
a levegd). Az ilyen anyagot az hatérozza meg, milyen egyszerii anyagokbdl &ll.
Az Osszetett anyag allapotdnak az eddigiektdl eltéré kiilonleges jellemzdje az,
hogy milyen ardnyban keverednek az Gsszetevoi. Az ardnyokat a koncentracidk-
kal fejezziik ki: ha az 1,2, ..., m elnevezésli 0sszetevOkbdl allé N részecskeszamu
keverékben az a-ik komponens részecskeszama N, akkor ennek koncentréiciéja

cY = NTQ A koncentraciok nem fliggetlenek egymastél: az Osszegiik egy, mert

SO Ne = N.
a=1

Azt mondhatjuk tehat, hogy a lehetséges koncentraciok Gsszessége
m
Cp={c=(c,....cd™") eR"|0<c* <1, a=1,...,m, Zc" =1}
a=1

A kovetkezékben minduntalan hasznéljuk a Fiiggelék 6. pontjanak jeloléseit
és Osszefliggéseit; kérjiik az olvasot, tanulmanyozza at azokat, amelyekhez most
még egyet hozzatesziink. Ha X valamely halmaz, egy X x C),-ben értelmezett
f fiiggvényre % jeloli a C,, véltozd szerinti szokdsos parcidlis derivéltat (azaz
X rogzitett = elemei mellett az f(z,-) fliggvény derivaltjat). Hangsilyozzuk, ez
a parcidlis derivalt nem all el6 a ¢ komponensei szerinti parcialis derivaltakbdl,
azoknak ugyanis nincs értelme.

23.2. Az Osszetett anyagok pontos meghatarozasa

Egy Gsszetett anyag alapveto termodinamikai jellemz6i az e fajlagos belso
energia, a v fajlagos térfogat, a T hémérséklet, a P nyomds, a ¢ = (c!,...,c™)
koncentracidk és az Osszetevék p!, ..., ™ kémiai potencidljai. E mennyiségek

az anyagra jellemz6 modon Gsszefliggnek egymassal.

Definicié Legyen m > 2 pozitiv egész szam.

213
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A (Da,ta, Pay ity Ra) (@ =1,....,m) egyszerti anyagok elegye (keveréke,
oldata) a (D,e, P, p',...., u™, R) objektum, ahol

(i) D az (m®)* x (K)* x C,, nem iires részhalmaza, a konstittciés tar-
tomany,

(i) e: D — (J)T, P:D — (Pa), p*:D— (J) (a=1,...,m)
folytonos fiigguények, a konstiticids fiiggvények, a T — ¢(v,T,c) figgvény
szigorian monoton nd minden lehetséges v és ¢ esetén, a v — P(v,T,c) figg-
vény lokdlisan szigorian monoton csékken minden lehetséges T' és c esetén,

(i) R a D nem tres nyilt részhalmaza, o reguldris tartomdny, amelyen
a konstiticids fiigguények folytonosan differencidlhatok és ott eleget tesznek a

Oe oP
— >0, — <0,
oT ov

Olpt,...,um

o’ pozitiv definit

Jdc
bels6 stabilitasi feltételnek, siri D-ben,
(iv) minden o = 1,...,m esetén teljesil a tisztasdgi hatarfeltétel:

{(v,7) € (m*)* = (K)* | létezik Ciigl)a(evpy}la)(v,T, ¢)} = Da,

lim (P,34%)(0,7.) = (6. Pas i) (0 ).
A bels6 stabilitasi feltételnek az eddigiekhez képest 1j tagjaban a rogzitett
v és T melletti
. 0™, T, ) : Cy — (J)D,

fliggvénynek a derivaltjardl van szo.

A definicié (iv) pontja azt az észszer(i kovetelményt fogalmazza meg, hogy ha
egy elegyben egy kivételével minden 0sszetevo koncentracidja a nullara csokken,
akkor tiszta anyagot kapunk; gondoljunk példaul arra, hogy ha egyre kevesebb
a s egy vizes oldatban, akkor hatarértékben tiszta viz marad. Mivel a hatér-
érték csak torlodasi pontban értelmes, a tisztasagi hatarfeltétel azt is magaban
foglalja, hogy

{(v,T,(1)%) | (v,T) €D} D  (a=1,...,m).

Az elegy, a keverék és az Osszetett anyag kifejezést teljesen azonos értelemben
hasznaljuk; bizonyos specialis elegyeket oldatoknak neveziink.

Az elegyet alkoté egyszerti anyagokat az elegy komponenseinek vagy 6sz-
szetevOinek szokas nevezni.

Figyeljiikk meg: az elegyet alkotd egyszerli anyagokra énmagukban az « alsé
indexszel, mig az anyagokkal mint elegybeli 6sszetevékkel kapcsolatos mennyi-
ségekre az « felsé indexszel utalunk.

Olykor hasznéljuk az Osszetevok fajlagos térfogatat, a

v
vY = —
COL
mennyiséget, amelyhez Ugy jutunk el, hogy ha V egy Osszetett anyagui test
térfogata, N a részecskeszama, akkor v = és ha N“ az a-ik Osszetevd ré-

4 a_ V _ VN
szecskeszama, akkor v = 15 = T e -

v
N>
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23.3. Jelolési megallapodas

Emlékeztetlink arra, hogy a koncentraciok fliggvényeinek differencidlasat ugy
tudjuk konnyen kezelni, ha valasztunk (m — 1) fiiggetlen koncentréciét — legyen
ez szokdsosan az els6 (m — 1) — és ezekkel paraméterezziik C,,-et.

Az egyszerliség kedvéért az ily médon paraméterezett fiiggvényeket ugyan-
ugy jeloljiik, mint az eredetieket; tehat példaul definicié szerint

m—1
e(v,T,¢):=¢e v,T,cl,...,cm_l,l—E |,
a=1

am a kovetkezékben ¢(v, T, ¢) helyett e(v, T, ¢)-t frunk, és észben tartjuk, hogy
ekkor ¢™-et a c!,...,c™ ! fiiggvényének tekintjiik, és

oc™

23.4. Kanonikus valtozdék

Ugyantgy, mint egyszer( anyagoknal, a homérséklet a bels6 energia szigori-
an monoton novo fiiggvénye, tehat a hémérséklet helyett a fajlagos belsé energia
is hasznalhaté fiiggetlen valtozdként. Itt is az egyszerii anyagokndl megszokott
jeloléseket hasznaljuk:

D :={(e(v,T,¢),c) | (v,T,c) € D}, R:={(e(v,T,¢),v,¢) | (v,T,c) € R}
bevezetésével, tovabba a D-n értelmezett T, P és u® fiiggvényekkel, amelyek

a homérséklet, a nyomds és a kémiai potencidlok a fajlagos belsé energia, a
fajlagos térfogat és a koncentracidk fiiggvényében, azaz

e(v,T(e,v,¢),¢c) =e,  P(v,T(e,v,¢),¢) = Ple,v,¢),

1 (v, T(e,v,0),¢) = pu(e, v, 0),

vagy
T(e(v,T,¢),v,¢) =T, P(v,T,c) =P(e(v,T,c),v,c),

,’l’a(e(v7T’ 6)71}70) = .}'la(lu)T7 C)’

az Oszetett anyagra (D, T,P,u!,... u™ R) formdban is fogunk hivatkozni.
Arra kell csak iigyelniink, hogy a 23.2. definicié (iv) pontja, értelemszerii
atfogalmazéssal, nem feltétleniil teljesiil a kanonikus valtozdkra.

Definicié Az elegyet kanonikusan jonak nevezzik, ha

ligl) T(e,v,c) = Tule,v) (%)

minden (e,v) € Ry esetén.

Az elegy kanonikusan jé, ha a fajhdje nem novekszik minden hatéron tul,
mikdzben Gsszetétele kozelit valamely tiszta anyaghoz (14sd a 23.8. 4. feladatot).
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23.5. Entropikussag
Definicié A 23.2. definicicban bevezetett elegy fajlagos entréopidjanak az

e+Pv— Y c*p®

§:= Tazl :D — (J/K)

mennyiséget hivjuk. Az elegy entropikus, ha

Os  Oe Os  Oe Os Oe 1 m
T—=—+7P, Ta—T—a—T, &—&_[}1’"'7}‘ ]

ov  Ov

Az entropikussig feltétele az (e, v,c) kanonikus valtozékban (s(e,v,c) =
s(v, T(e,v,c,),c):

Js 1 Js P os  [pt,... pm]
de T’ ov T de T '
Ha C),-et az elemeinek elsé¢ komponenseivel koordinatazzuk, akkor a 23.3.
megallapodas és a Fiiggelék 6.2. pontja szerint az entropikussag feltételének a
koncentracidékra vonatkozo részét

Os Oe m
WZW—(P/}—P ) B=1,...,m—1),
illetve
s I
w:_i’l‘ (ﬁ:]_,. 7m—1)

alalkba frhatjuk.

Ha az Osszetett anyag entropikus, akkor a belsé stabilitasi feltételek maguk
utdn vonjak a 17.4. pont allitdsa alapjin, hogy a fajlagos entrépidnak mint a ka-
nonikus véltozdk fiiggvényének a masodik derivaltja negativ definit a reguldris
tartomanyon.

A belsd stabilitési feltételekbdl az is kovetkezik, hogy R-en — legalabbis lo-
kalisan — a nyomds a térfogat szigorian monoton cstkkend fliggvénye, tehdt
az implicitfliggvény-tétel szerint a reguldris tartomanyon — legaldbbis lokali-
san — a koncentracidok mellett a homérséket és a nyomads is haszndlhatd fiig-
getlen valtozoként. Itt is az egyszeri anyagoknal megszokott jeloléseket hasz-
naljuk: v, s és pu® jeloli a fajlagos térfogatot, a fajlagos entrépiat és a kémiai
potencidlokat mint a hémérséklet, a nyomads és a koncentracidék fiiggvényét a
reguldris tartomény valamely nyilt részhalmazara vonatkozdan, azaz példaul
s(T,P(v,T,c),c) = s(v,T,c). Egyszerli anyagokndl egy egész fazison haszndl-
hattuk a h&émérsékletet és nyomdst, itt viszont ez nem feltétleniil teljesiil (lasd
a 27. fejezetet a fézisokrdl). Ezekkel a véltozékkal a Gibbs-Duhem-reldciék
Osszetett entropikus anyagra:

N O N Lo
D HE = “oF = v

a=1 a=1



23. KONSTITUCIOS FUGGVENYEK 217

23.6. Egy hasznos formalizmus

Most is célszerti a 6.7. pontbeliekhez hasonld szimbolikus jeloléseket hasznél-
ni. Azaz a

m
g::Zco‘,uo‘:efTerPv
a=1

a Gibbs—féle fiiggvénnyel (amelyet olykor fajlagos szabadentalpidnak is hiv-
nak)
e+ Pv—g
T )
f=e—Ts=g— Pu,

h:=e+Pv=Ts+g

a fajlagos entrépia, a fajlagos szabadenergia és a fajlagos entalpia szimbdlma,
amelyek aktuélisan (e, v, c), (v,T,¢) vagy (T, P, ¢) fuggvényének értendék.
Az entropikussag feltételét szimbolikusan

Tds = de + Pdv — Z/ﬁdc(’

a=1

alakba irjuk, és ebbdl a 6.7.-hez hasonléan kénnyen felidézhetjiik a kiilonféle
fliggvények parcidlis derivéltjaira vonatkozé Osszefliggéseket. Arra kell csak vi-
gyaznunk, hogy a konentracidk szerint nem léteznek parcialis derivaltak, mert a
koncentraciok nem fiiggetlenek egymastdl. Ezt a tényt a szimbolikus irdsmdd-

ban .
Z dc® =0
a=1

fejezi ki, és ezzel egylitt az entropikussag feltétele mar jol mutatja, mik lesznek
a fliggetlennek valasztott koncentricidk szerinti parcialis derivaltak.

A Gibbs-Duhem-reldciék szimbolikus forméja a d(Pv) = Pdv + vdP stb.
“differencialasi szabalybdl” és az entropikussag feltételébdl azonnal adodik:

m
Z c*dp® = —sdT + vdP.
a=1

Masként ugyanez:

dg = vdP — sdT + Z pede”.

a=1

23.7. Allapotvaltozas-jellemzd8k

Egy Osszetett anyagi test olyan folyamataival, amelyekben az Gsszetevék
részecskeszdma nem véltozik (vagy ami ugyanaz, a koncentrdcidk és a teljes
részecskeszdm nem véltoznak), ugyanolyan dllapotvéltozas-jellemzdk értelmez-
hetok, és azok ugyanigy targyalhatok, mint az allandé részecskeszamu egyszerti
testek folyamataival; ezekkel a 3. fejezetben taldlkoztunk: fajhd, kompresszibi-
litas stb.
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23.8. Feladatok

1. Legyen az a-ik anyag egy részecskéjének a tomege m,. Ekkor a ¢ kon-
centracioju elegy egy részecskéjének az “atlagos” tomege

m
m(c) = Z c“myg,.
a=1

2. A gyakorlatban sokszor haszniljdk a tomegaranyokat koncentracidként.
Mutassuk meg az el6z6 feladat jelololésével, hogy a c¢ részecskekoncentréacié ese-
tén a tomegkoncentracio

ama

m(c)

3. Lehet-e entropikus anyagok keveréke nem entropikus? Lehet-e nem ent-
ropikus anyagok keveréke entropikus?

4. Vegyiink egy elegyet kanonikus formaban. Tegyiik fel, hogy minden
(e,v) € Ry esetén e rendelkezik egy olyan K koérnyezettel és (1)® € C,, rendel-
kezik egy olyan G kornyezettel, hogy

sup eK,U,c)| < oo,

ex€K,ceG

T
e

akkor teljestil a 23.4. (x) Osszefiiggése (ldsd a Fiiggelék 7. pontjat).

24. Idealis elegyek

24.1. Az idealis elegyek fogalma

Gondoljuk el, hogy olyan azonos hémérsékletii anyagokat keveriink Ossze,
amelyek molekulai k6zott — tehat az egymasnak “idegen” azaz a kiillonb6z6 anya-
gu molekulédk kozott — semmiféle kolesonhatas nem 1ép fel. Ekkor a keverék belso
energidja az egyes Osszetevék bels6 energidinak Osszege; ez utébbibdl, a fajlagos
belsé energidra — durva jeldléssel — azt kapjuk, hogy Ne = N'le; +---+ N™e,p,
azaz e = cle; + --- 4+ c™e,,. Tovadbba a keverék nyomdsa az egyes Osszete-
vok nyomadsainak az Osszege lesz, és els6 probalkozasként vegyiik ugy, hogy az
OsszetevOk kémiai potencidlja a keverékben alig kiilonbozik a tiszta (egy kompo-
nensil) anyagok kémiai potencidljatdl: a kiilonbség egy a hémérséklettel ardnyos
additiv tag, amelyben az ardanyossagi tényezé a koncentraciétol fiigghet.

Az ilyen ugynevezett ideadlis elegyeket a kovetkezOképpen prébaljuk leirni.

Vegyiik a (Da, ¢q, Pa, 1, Ra) egyszer anyagokat, és emlékezziink, hogy az
a-adik komponens fajlagos térfogata az elegyben —.

Tegytik fel, hogy a

Dy = {(U,T,c) e (m?) x (K) x Cn, ‘ (c%T) €D, a:L...,m}

halmaz nem iires, és adjuk meg rajta az

e(v,T,¢) := ico‘ea (%,T) , (1)

a=1
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P, T,c) = i@a (C%T) 2)

(03 v (a7 (67
(0. T,0) =g, (. T) + T (e7) (3)
mennyiségeket, ahol p® : [0,1] — (J/K) valamely folytonosan differencidlhaté
fiigvények, amelyekre (1) = 0 teljesiil (« =1,...,m).

A fent definialt mennyiségek folytonosan differencidlhaték az

Ry = {(v,T,c) € (m?) x (K) x Cy, ‘ (Ci T) ERa,a:L...,m}

Oé’

halmazon.
Megjegyezziik, hogy az

fa: (M) X (K)T % Cp = ()" x (K)*, (0,T,0) = (5.T)

fliggvények végtelenszer differencialhatdk, és
mo_ mo_
Do= () fa(Da);  Ro= () fa(Ra).
a=1 a=1

Ry az f,-k folytonossiga miatt nyilt.

Sajnos nem biztos, hogy Dg és Rg j6 egy keverék konstitiiciés tartomanyédnak
illetve reguldris tartomanyédnak, mert az (1)-(3) fiiggvények nem sziikségképpen
teljesitik Dy-on a tisztasagi hatarfeltételeket és Rg-on a belso stabilitési feltéte-
leket.

Definicié Tegyiik fel, hogy nem tires a Do-nak az a D1 részhalmaza, amelyen az
(1)-(3) figguények teljesitik a tisztasdgi hatdrfeltételeket, valamint nem dres az
Ry-nak az a legbévebb R nyilt részhalmaza, amelyen teljesitik a belsd stabilitasi
feltételeket. Ekkor a D := Dy N R konstiticids tartomdnnyal, az (1)-(3) fiiggué-
nyeknek a D-re vald leszikitésével és az R requldris tartomdnnyal definidljuk o
(Dq, q, Pa, 1,y Ra) egyszeri anyagok idedlis elegyét.

Az idedlis elegy fajlagos entrépidja az (1)-(3) Osszefliggések alapjin

5(v,T,c) = i @ (5a (CET) - w(ca)) . (4)

A kovetkezOkben megvizsgaljuk, milyen feltételeket tudunk mondani a tisz-
tasagi hatarfeltételek és a belso stabilitasi feltételek teljestilésére.
24.2. A tisztasagi hatarfeltételek
24.2.1. Matematikai feltételek

Allitas Haszndljuk az elébbi jeloléseket, és vezessiik be barmely T € (K)T és
a=1,...,m esetére a

Hro:={ve (m)3 | (v,T) € Do}
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jelolést.

Ha Dyg-on teljestilnek a tisztasagi hatdrfeltételek, akkor minden Hr o, ha nem
tires, felulrdl nem korldtos.

Ha minden o és minden lehetséges T esetén Hr o tartalmaz felilrél nem
korldatos intervallumot, €s

- v eq(v,T) korldtos a végtelenben,

- lim Py(v,T) =0

V—00

akkor Dg-n fenndllnak a tisztasdgi hatdrfeltételek.

Bizonyitas Ha a tisztasigi feltételek teljesiilnek Dg-on, akkor minden o =
1,...,m és (v,T) € D, esetén (v,T,(1)*) a Dy torlédési pontja. Tekintsiik
az o = m esetet. Ekkor minden e > 0 esetén van olyan c!,...,c¢™ ! < €, hogy
(c%,T) € Dy, ..., (CML_“T) € D,,—1. Természetesen hasonlét mondhatunk
a = 1 stb. esetére. Ez éppen azt jelenti, hogy az allitdsban szereplé halmazok
feliilrél nem korldtosak.

Ha ezek a halmazok tartalmaznak feliilr6l nem korldtos intervallumokat, ak-
kor minden « esetén (v,T,(1)®) € Dy pontosan akkor, ha (v,T) € D,; az
allitasunk feltételei valamint (1) = 0 miatt nyilvanvaléan igazak a 23.2. (iv)
pontjaban megkovetelt hatarértékek. [

Az idedlis gaz és a van der Waals-anyagok konstiticids fiiggvényeire teljesiil-
nek az allitasunk feltételei.

24.2.2. Fizikai tartalom

Vegyiink két fémet (mondjuk rezet és Slmot). Ezek fajlagos térfogata szoba-
hémérsékleten viszonylag kis (tehét feliilrdl korldtos) intervallumban véltozhat
(a nyomés csokkenésevel alig terjednek ki). Ezért 6tvozetiik (a bronz) nem lehet
idedlis elegy.

Szemléletessé is tehetjlik, miért. Gondoljuk el a két fém labdanyi 6tvozetét
szobahdmérsékleten (T') és atmoszferikus nyoméson (P). A fémek részecskéi
egymaéssal elkeveredve egyenletesen toltik ki a labddt. A fémek Pj illetve P
nyomésa az otvozetben kisebb P-nél, az dssznyomdsuknél. A fémek v = v/ct
illetve v? = v/c? fajlagos térfogatdt az Stvozetben gy kapjuk meg, hogy gon-
dolatban kihagyjuk a labdabdl a masik fém részecskéit; gy meglehetésen ritka,
azaz nagy fajlagos térfogati (képzeletbeli) tiszta anyagokat kapunk, amilyenek
a valésagban nem léteznek; pontosan ez azt jelenti, hogy v' és v? koziil legaldbb
az egyik nagyobb, mint a megfelel6 tiszta fém fajlagos térfogata T° hémérsékle-
ten és Py illetve P, nyomdson; azaz (v/ct, T) vagy (v/c?,T) (jobbdra mindkettd)
nincs benne a megfelel$ konstiticids tartomanyban.

24.3. A regularis tartomany

Allitas A belsé stabilitdsi feltételek teljesiilnek az Ro-nak azon (v,T,c) elemei-
bél dll6 részhalmazdn, amelyekre — 5z oty (Z,7) 4+ T (¢*) (c*) > 0 minden

ov \c?

a=1,...,m esetén.

Bizonyitas Azt rogton megallapithatjuk, hogy a 23.2. definiciéban szerepld els6
két belso stabilitasi egyenlStlenség fennall Ry-on, hiszen ott e és P folytonosan
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differencidlhaté, és (egy kis pongyolasiggal a jeldlésben)

e _ N~ o0k
or ~— 2~<° ar

a=1

>0,

<0.

oP "1 0P,
ey

ov 16_0‘ ov

A harmadik egyenlStlenséghez koordinatazzuk C),-et az elemeinek elsé m—1
komponensével. Ekkor azt kell megmutatnunk a 23.3. megéllapodas és a Fiig-
gelék 6. pontja szerint, hogy az adott feltételek mellett a

O(p*(v,T,c) — w™(v,T,c))
ocP

matrix pozitiv definit. A kémiai potencidlok 24.1. (3) alakjdbdl egyszertien add-
dik, hogy a fenti kifejezés

daf <_@ 65;a (v/c*,T) + T(@Q)/(CQ)> - (02)2 85;’” (v/c™ T)+T (™) (™),

(0, 6=1,....,m—1)

ahol § a Kronecker-szimb6lum. Ha bevezetjiik az

R v a}la (0 a\/( o —
a T )2 o (v/c*,T) +T(e*) (c*) (a=1,...,m)

jelet, akkor az el6bbiek szerint a

al +a™ a™ . a™
a™ a2+am™ ... a™
a™ a™ oooam g gm

matrixnak kell pozitiv definitnek lennie, ami teljesiil, ha ¢® > 0 minden a =
1,...,m esetén, és ezt akartuk bizonyitani. [J
Jegyezziik meg, hogy entropikus sszetevik esetén az 1.6. (x) Gibbs—Duhem-

reldcié alapjan 8(%1 < 0, ezért ekkor cséabit azt feltételezni, hogy ()" > 0, mert
igy biztosan teljesiil az allitdsunk feltétele az egész Rp-on. Ez azonban tul erds
kovetelmény volna, amint azt 24.5. pontban latni fogjuk.

24.4. Entropikus anyagok idealis elegye

Allitéds Ha a 24.1. pontban szereplé anyagok entropikusak, akkor az idedlis ele-
gytk akkor és csak akkor entropikus, ha van olyan n € (J/K), hogy

©® = —nlog (a=1,...,m). (%)

Bizonyitds A 24.1. pontbeli (4) fajlagos entrépidnak a parcidlis derivéltjaira —
a valtozdk kiirdsat mellozve —

0s 85a_ Oeq Oe
Tav_TZ _QZ<W+P) 55+ P

Os 85(, B i 000 Oe
Tﬁ TZ ==

oT ~ oT’
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teljestil, tovabba a 23.3. pontbeli megallapodasunknak megfelelGen

s v Osg 8 , v 08, ,
865 =53 Cﬂ 87]5 ¥s c (@ﬁ) Sm + — cm aU”L + Pm +C (Som) ’
és a hasonlé
Oe v Oeg v Ot

— = —em+ —
dch A ovg " ™ Oy,

Osszefiiggés, valamint az egyes anyagok entropikussaga alapjan az kovetkeztet-

hetjik, hogy

0s Oe ,6’(

908 = 98~ Ws ~Hm) —c °y

%)+ (pm)

Léathatjuk, a keverék pontosan akkor entropikus, ha ¢?(¢?)/(c?) = ¢™ (™) (™)
minden 8 = 1,...,m — 1 esetén, ami azt jelenti, hogy van olyan 7 allandd,
amellyel ¢®(p%)'(¢*) = —n minden o = 1,...,m esetén, és ez egyenértékii az
allitdsunk (%) egyenléségével (a negativ eljelet a kés6bbi formuldk szépsége
miatt vélasztottuk).

24.5. 1Idealis gazok idedlis elegye
A Mk, ..., Ak fajhdjii idedlis gazok idedlis elegyére D=R=(m3)T" x (K)* xC,,

és
kT kT
P(U,T,C)ZD; U :T,
(v,T,c) ch KT = Me)kT,
ahol

m
= E c*Aas
a=1

és ha az elegy entropikus, akkor

«@ T Aa (03
1 (v, T,¢c) =kT (Aa+1 log<(T0> cavo>> —nTlogc® =
T\
=kT ()\a+1 log<< ) U>>+(k—n)Tlogco‘:
Ty Vo

=p,(v,T) + (k —n)Tlogc”,

és

— (k—n)logc?).

m T )\oc
s(v,T,c) Z (k‘log ((TO> Ca“y()) +nlogca> =
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Az ilyen idedlis gézelegyek azokban a folyamatokban, amelyekben a ¢ kon-
centracick allanddk, ugy viselkednek, mint a A(c)k fajhéji idedlis géz.
A komponensek elegybeli — Ggynevezett parcidlis — nyomaésa

Pa (C%,T) =c"Pv,T),

azaz a parcidlis nyoméasok aranyosak a koncentracioval és a nyomassal. Ezt az
aranyossagot szokas Dalton torvényének nevezni.

Az idedlis gazok idedlis elegye példa arra, hogy til erds volna megkovetel-
ni (14sd a 24.3. végén mondottakat) a () > 0 azaz n < 0 egyenltlenséget,
hiszen a 24.3. allitas feltétele akkor is teljesiil, ha n < k.

24.6. Azonos anyagok idealis elegye
24.6.1. ésszefﬁggések a konstituciés fiiggvényekre

Tekintsiik azonos anyagok idedlis keverékét (oxigént oxigénnel, vizet vizzel
keveriink, stb); természetes elvardsunk, hogy az elegynek meg kell egyeznie az
eredeti anyaggal, amit gy tudunk megfogalmazni, hogy az elegy konstiticios
fliggvényei fiiggetlenek a koncentracidktol, és visszaadjak az eredeti konstiticios
fiiggvényeket, azaz, ha az eredeti anyag (D, e, P, p, R), akkor minden ¢ € C,,,
(v,T) € D esetén, ha (:%,T) € D (a=1,...,m), akkor

e(v,T) = ico‘e (c%T) (1)

=1

Q

amelyekbol az is kovetkezik, hogy

% (0% v (o7 (0%
s(0,T) = e (5 (C?T) — (e )). (4)
a=1
Ezek az Osszefiiggések er6s megszoritast jelentenek a konstiticids fliggvé-
nyekre. Példaul adott T" hémérsékleten a
{ve ()| (v,T) € D}

halmaz feliilr6l nem korlatos intervallum, hiszen ha v benne van, akkor minden
7 €]0, 1] esetén  is benne van.

Allit4s Egy anyag onmagdval valo idedlis elegye csak akkor létezhet, ha az
anyag fajlagos belsé energidja nem fiigg a fajlagos térfogattal.
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Bizonyitas Vezessiik be az egyszerliség kedvéért adott 1" esetén az
f:{vem® | (v, T) € R} = (N)*, v e(v,T)

jelolést. Az f fiiggvény folytonosan differencidlhaté, és az el6bbi (1) Gsszefiiggés
n = 2 esetén azt adja rd, hogy minden x € Domf és ¢ €]0, 1| esetén

s =ef (2) +a-ar (12). )

amely atalakitva

f(v)—f(lﬁc)=cf(§)—cf(1fc>. (6)

Differencidlva az (5) egyenléséget v majd c szerint azt kapjuk, hogy

P = (5)+r (1”C> : (7)

Q@) () e

Osszuk el (6)-ot —c-vel, szorozzuk meg (7)-et Z-vel, és adjuk hozza ket
(8)-hoz; az eredmény, némi dtrendezés utén:

f(v)—vf’(z)):f(lfc)— ﬂcf’(lic)-

Ez azt jelenti, hogy a v — f(v)—vf’(v) fiiggvény dlland6, amibdl egyszertien
kovetkezik, hogy van olyan « és (3 valds szdm, amelyekkel f(v) = av+ 3. Az (5)
egyenléség viszont csak akkor teljesiil, ha a = 0; megallapithatjuk tehat, hogy
f konstans.

Eredménytinket Osszefoglalva: minden T esetén a v +— e¢(v,T) hozzdrende-
1és konstans, ha csak olyan v-ket vesziink, amelyekre (v,T) € R. Minthogy e
folytonos, és R slirli D-ben, igaz ez akkor is, ha tetszoleges v-t megengediink.

24.6.2. Magyarazat

Az elébb azt kaptuk, hogy ha a bels§ energia fiigeg a térfogattdl, akkor az
anyag nem foghaté fel mint onmagédnak idedlis keveréke. Ilyen példdul a van
der Waals-anyag.

Ez az els§ pillanatra furcsa tény nagyon is érthetd. Az anyagok idedlis ke-
veréke annak felel meg, hogy az egymaésnak “idegen” molekuldk ko6zott nincs
kolesonhatds. Sajatmagaval vald keverésnél a molekuldk egy részét a tobbitol
idegennek kell tekinteniink. Ez viszont lehetetlen, ha a részecskék kozott van
kolesonhatds, amit pontosan tiikréz, hogy a bels6 energia fiigg a térfogattol.

Sietiink a félreértést megelozni: két kiillonboz6 van der Waals-anyagnak le-
het idedlis elegye: attdl, hogy az “ismer6s” molekuldk koélesénhatnak, az idegen
molekulédk lehetnek k6zombosek egymésnak.
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24.7. A Gibbs-paradoxon

Idedlis gézra a 24.6.1. pontbeli (1) és (2) egyenldség nyilvanvaléan teljestil.
A (3) és (4) viszont akkor és csak akkor &ll fenn, ha

n==k.

A termodinamika szokasos targyaldsaiban természetesnek veszik, hogy az
OsszetevOok kémiai potencidlja minden idedlis keverékben ugyanaz, mint 6nma-
gukban, vagyis a 24.1. definiciéban ¢® = 0 minden a-ra; ez entropikus keve-
rékben annak felel meg, hogy n = 0. Pontosabban ott mindig az entréopiarol
beszélnek, vagyis azt veszik nyilvanvalonak, hogy minden idealis keverék entro-
pidja az egyes entropiak Osszege, azaz

50, T, 0) i - (L.7).

Ekkor viszont ideélis gdzra, ha az 6nmagdval valé keverékét vessziik, 24.1. (4)

alapjan
s(v,T) #ch(—T)—svT chlogc

Ez a Gibbs-paradoxon, amelyet szemléletesen igy fogalmazhatunk meg: ha
osszekeverlink azonos dllapoti azonos idedlis gazokat, akkor nem torténik sem-
mi, a keverék allapota ugyanaz lesz, mint amibol kevertiink, tehat az entrépia
nem valtozhat; a keverék entropidja, az elegyekre vonatkozé ‘“nyilvanvaldéan ér-

m
vényes” képlet (vagyis az n = 0 feltételezés) szerint mégis a —k > ¢*logc® > 0
mennyiséggel nagyobb, mint az eredeti entroépia. o

Mint minden paradoxon, ez is nyilvanvalonak vélt, de egyéltalan nem nyil-
vanvalé — és nem is igaz — tényre épiilt; a paradoxon pontosan arra mutat ra,
hogy nem igaz, amit atgondolatlanul annak hittek.

A Gibbs-paradoxon feloldédik, ha az idedlis giaz onmagaval valé elegyében
n = k. Ebbdl azonban hiba volna arra kovetkeztetni, hogy keverékekben altala-
ban igaz ez, vagyis n # 0.

Az elmélet, az idedlis gdz onmagaval valé keverékét kivéve, nem hatdrozza
meg, milyen legyen 7 (4ltaldnosabban ¢®). Arrdl csak a tapasztalat ad felvila-
gositast, konkrét esetekben milyen 7 adja a keverék jo leirdsat.

A tapasztalat azt mutatja, hogy kiilonb6z6 anyagok idedlis elegyé-
re az ) = 0 (dltaldnosabban a ¢* =0, « = 1,...,m) vélasztds a jo.

Azt mondhatjuk, hogy az idedlis gazok keverékéhez tartoz6 n nem folytono-
san fligg az Osszekevert idedlis gdzoktdl (14sd a 3. feladatot).

24.8. Feladatok

1. Teljesiil-e van der Waals-gdzra a 24.6.1. (2) Osszefiigés?

2. Milyen megszoritast ad a nyomés konstitucids fiiggvényére az, hogy az
anyag felfoghaté legyen onmaga ideélis keverékének?

3. Két idedlis gaz akkor kiilonbozo, ha kiilonbozé a fajhéjiik. Vegytlink két,
A1k és Aok dllandé fajhéjii idedlis gdzt, és legyen n(A1, A2) a keverékiikhoz tarto-
z6 konstans a 24.4. 4llitds szerint. Ekkor a tapasztalat szerint (A1, A2) = 0 ha
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A1 # Ag, és (A1, A2) = k ha A\ = Aa. Kovetkezésképpen a (A1, A2) — n(A1, A2)
hozzérendelés nem folytonos.

4. Adjuk meg idedlis elegy &llandé térfogaton vett fajhéjét, fesziiltségi
egyltthatdjat és allandé homérsékleten vett kompresszibilitasat az Osszetevék
megfelel6 mennyiségeivel.

5. Kanonikusan jé-e (lasd 23.4.) két kiilonboz6 idedlis gaz idedlis elegye?

25. Nem idealis elegyek

25.1. Parcialis nyomasok, Henry-torvény

A nem idedlis elegyek elmélete gyakorlati szempontbdl (6tvozetek, oldatok
tulajdonsdgainak vizsgélata) igen fontos; széleskor(i és meglehetésen kusza iro-
dalma van. Mi itt csak néhény alapvetd Osszefiiggést ismertetiink. A tovabbi-
akban mindig csak kiilonboz6 anyagok elegyét tekintjiik.

Az elegyek legfontosabb jellemz&6i a komponenseinek kémiai potencidljai.
Ezeket tobbnyire a (T, P, ¢) fiiggvényében szokds megadni, ami a reguldris tar-
tomdnyon lokdlisan mindig lehetséges; tehét, ha (T, P, ¢) — v(T, P, ¢) a fajlagos
térfogat a hémérséklet, a nyomds és a koncentraciok fiiggvényében, akkor

p(T, Pyc) .= p*(v(T, P,c),T,c).

Olykor viszont a (T, P,..., P™) fiiggetlen valtozokat hasznaljdk, ahol P a
parcidlis nyomésok, aminek gy van értelme, hogy ismert a parcialis nyoméasok
(v, T,c) — (P*(v,T,c) | « = 1,...,m) vagy (T,P,c) — (P*T,P,c) | a =
1,...,m) fiiggvénye, amely minden T esetén (v, c)-nek illetve (P, ¢)-nek (lokali-
san) injektiv fiiggvénye, ezért hasznalhaté az inverze, tehét a (T, P, ..., P™) —
u (T, P, ... P™) fiiggvény tigy van definidlva, hogy

p (T, P (v, T,c),...,P™(v,T,c)) = u*(v,T,c).

Ez megtehet6 példaul, ha (mint idedlis elegyeknél)

v

Po(0,T,¢) = P (C—Q,T) (a=1,...,m),

hiszen ekkor a parcialis nyomésok egytiittese a regularis tartoméanyon folytonosan
differencidlhatd, és a (v, ¢) szerinti derivaltja mindenhol injektiv.

Altaldban felteszik a H. enry-féle torvényt, amely szerint minden « esetén van
egy K< fiiggvény tgy, hogy

li(m) K*(T,P,c) = P,
c—(1)«

és ezzel

Pe(T,P,c) =c*K*(T, P,c).

Példaul idedlis gazok idedlis keverékében K*(T, P,c) = P.
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25.2. Fugacitasok, Lewis—Randall-szabaly

Idedlis gazok idealis keverékében

kT
T, P,c) = —
v( b 70) P b
és
PY(T,P,c)=c*P,
tehat

o(T,Pc) KT kT
co T P po’

fgy az a-ik komponens kémiai potenciadljara a 24.5. és a 7.11. 5. feladat
alapjan

(o7 (0% (e} U(T7 P7 C)

p (T, Pyc) = p*(v(T, Pyc), T,c) = p - o

COt

,T) = pa(T, P) + kT'log c*,

ahol u, az a-ik gaz 6nmagaban valé kémiai potencidlja mint a hémérséklet és
a nyomas fiiggvénye. Ha a parcialis nyomasokat hasznaljuk, akkor

v(T, P, c)

Ca

MO‘(T7P17-'-,P7”) :Pa ( 7T) — MQ(T,Pl,...,Pm) _

[e3

P
= l/a(T) —+ leOg ?O,

ahol v® egy jél meghatarozhato, egyszeri fliggvény, Py egy rogzitett nyomésér-
ték.

Ennek mintdjara idealisnak szokas nevezni egy elegyet, ha benne a kompo-
nensekre a

p*(T, P.c) = pa(T, P) + kT log ¢, (1)

vagy a

[e3

P
u"“(T,Pl,...,Pm):ua(T)+leogFO, (2)

Osszefiiggés teljesiil, ahol u,, az a-ik anyag 6nmagaban valé kémiai potencialja,
v® pedig valamely fiiggvény. Ez az elnevezés kiillonbozik a mi idealis elnevezé-
stinkt6l, és kétértelmili, mert a fenti két Osszefliggés nem egyenértékii. A tovab-
biakban mi ezekre az (1) illetve a (2) tipisd félidedlis elnevezést hasznéljuk.
Altalaban azt teszik fel, hogy a komponensek kémiai potencidlja

1O (T, P,e) = 1o (T, P) + kT log ¢*J°(T, P,c), (+)
alakt, ahol J® olyan folytonosan differencidlhaté fliggvény, amelyre

lim JYT,P,c) =1,
c— (1)«

(T, P
i 27 Poe)

=0.
c— (1) dc
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Masik szokasos feltevés, hogy

PeLe(T,PY,..., P™)
Py ’

p*(T,Pt,...,P™) = v™(T) + kT log (%)

alakt, ahol v* valamely fiiggvény, és L* olyan folytonosan differencidlhaté fiigg-
vény, amelyre

lim L*(T,P',...,P™) =1,
P—0

OLX(T,P,...,P™)

li =
Po 0P, 0,
ahol P — 0 azt jelenti, hogy minden P tart a nulldhoz.

A
(T,P*...,P™) — P*LY(T,P,...,P™) = f*(T,P*,...,P™)

fliggvényt az a-ik komponens fugacitasanak szokdas nevezni.
Ha a fugacitdsokat a (T, P, ¢) véltozdkban fejezziik ki, akkor a Henry-torvény
segitségével azt kapjuk, hogy — értelemszeri jelolésekkel —

(T, P,c) =c*K*(T,P,c)LY(T, P, c).

Ez a Lewis—Randall-szabdly.

26. Elegyitéssel kapcsolatos néhany jelenség

26.1. Tapasztalati tények

Jél ismert tény, hogy egyes anyagok Osszekeverésekor — példaul viz és alkohol
— az elegy térfogata (dlland6 hémérséklet és nyomds mellett) kisebb lesz, mint
az Oszekevert anyagok térfogatdnak az Gsszege. Az is jél ismert, hogy bizonyos
anyagok — példaul viz és kénsav — 6sszekeveréskor jelentOsen felmelegednek; més
szoval, ha ugy akarjuk elegyiteni 6ket, hogy allandé legyen a hémérsékletiik, ak-
kor hét kell elvonni téliik. Az is hétkdznapi tény, hogy ha valamely folyadékhoz
mas anyagot keveriink — példaul vizhez sét —, akkor lecsokken a fagyaspontja.
Tudjuk azt is, hogy csak bizonyos anyagokat atereszté hartyaval elvédlasztott
oldatok kozott jon létre az ozmozis, a novények taplalkozasdnak egyik alapfel-
tétele. Ezeket a jelenségeket fogjuk targyalni.

26.2. Az allapotmennyiségek valtozasa

Adott T hémérsékleten és P nyoméson adott fazisban levé m egyszer(i anyag-
bél a cl,...,c™ koncentraciéval jellemzett elegyet készitiink, és azt vizsgdljuk,
miként valtozik az elegyitéssel a belso energia, a térfogat stb. Minthogy az 6ssz-
tomeg (Osszrészecskeszam) az elegyités sordn nem valtozik, fajlagos mennyisé-
gekkel is szamolhatunk. Ha példdul az anyagok részecskeszama N< és fajlagos

m
térfogatuk az elegyités el6tt v,, akkor az anyagok Gssztérfogata Z N%yq, és

=1
ezt hasonhtJuk Ossze a keverés utani V térfogattal. Elosztva ezeket a mennyi-

ségeket a Z Ny Ossz-részecskeszdmmal, 1dtjuk, hogy a Z c“v, mennyiséget,
B=1 a=1
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amelyet nevezhetiink atlagos fajlagos térfogatnak, kell osszevetniink a keverés
uténi v fajlagos térfogattal.
A térfogat, a belsd energia, az entropia véaltozdsat tehat a

m
v(T, P,c) Z
e(T,P,c) — i

s(T,Pc)— S c®s.(T, P)

uMs

mennyiségek mérik. Felhivjuk a figyelmet, hogy v, (7T, P) nem egyenld %-

val, amellyel kordbban gyakran taldlkoztunk. v, (T, P) az a-ik anyag fajlagos
térfogata a keverés el6tt (a tiszta anyagé), w pedig ugyanennek az anyag-

nak a fajlagos térfogata a keverés utdn (tehdt a keverékben).

26.3. Elegyitési ho

Ha V,, volt az a-ik anyag teljes térfogata a keverés el6tt, és V' lett az elegy
térfogata, akkor — minthogy minden anyag kiterjed az egész V-re — az a-ik anyag
térfogatvaltozasa V — V. Az els6 f6tétel altaldnos alakja szerint — értelemszerti,
elnagyolt jelolésekkel —

Eelegy - ZE(X = Q - PZ(V_ Va)
a=1

Ebbadl lathatd, hogy a fajlagos mennyiségekre attérve miért hivjuk a

q(T,P,c) :=e(T,P,c) — Zc ea(T, P) + P(v(T, P,c) — Zc vo (T, P))

n=1

mennyiséget elegyitési hének.

Megjegyezziik, hogy itt az elegyitési ho egy részecskére vonatkozik, az alkal-
mazasokban azonban a tomegegységre vonatkoztatjak; ha ez utébbit “kalappal”
kiilonboztetjiik meg, akkor a 23.8. 1. feladat jelolésével

i1, Po) = 100
T m(c)

26.4. Fagyaspont-csokkenés

Most megeldlegezziik azt a tényt, hogy elsérendii faziskapcsolatot a hémér-
séklet-nyomds értékének egyenlOsége, valamint a két kilénboz6 fazisban levo
kémiai potencidlok értékének egyenlésége hatdrozza meg (14sd 27.2.).

Tekintstiink egy két komponenstu folyadékelegyet, amelynek megfagyédsakor
a szilard halmazéllapotba csak az egyik Gsszetevd 1ép be. A szemléletesség
és konnyi fogalmazas kedvéért beszéljlink vizes séoldat megfagyasardl, és en-
nek megfeleléen jeloljik j-vel a szilard fazist, v-vel a folyadékfézist. Ha a viz
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koncentrécidja az oldatban ¢ €]0, 1], akkor a jég és az oldat els6rendii faziskap-
csolatat a 25.2. () felhaszndldsdval

MJ(TaP) = MU<T7P7C) = /,L,U(T7P) +kT10gCJ(T7P70)

forméban jellemezziik. Ebb6l a hémérséklet kifejezhetd a nyomds és a koncent-
récio fliggvényében; jeldlje T ezt a fliggvényt. Az implicitfiiggvény-tétel alapjan
ET aJ
oT o (J+c5)

=~ on; . (%)
dc Qo — 24+ klogcd(T,Pc) + 2L 97

A Gibbs-Duhem-relaciébol

aﬂv auj djv (T P)
- 2L = _5 (T, P (T, P) =21 2" 7
or ~or ~ D) TP =T
ahol g;, (T, P) a viz fagydshéje (ldsd 3.12.).
Ha az oldat elég hig, azaz ¢ kozel van 1-hez, akkor a (x) kifejezést kozelit-
hetjik a ¢ — 1 hatarértékével, amely a 25.2. pontbeli feltevések alapjan

kT(P,1)

“ourp P <

Ez azt mutatja, hogy a fagydspont — adott nyomason — csokken a koncentracio
novekedésével.

26.5. Ozmozis

Most megelOlegezziik azt a tényt, hogy két azonos homérsékletii elegy egyen-
sulydnak feltétele az, hogy egyenls értéket vegyen fel a két elegyben azoknak
a komponenseknek a kémiai potencidlja, amelyek atvandorolhatnak az egyik
elegybdl a mésikba.

Tegyiik fel, hogy egy két komponensti oldatot egy tiszta anyagu testtél olyan
merev fal vélaszt el, amely csak ezt az anyagot engedi at. A szemléletesség és
konnyl fogalmazds kedvéért beszéljiink vizes séoldatrodl és vizrdl; a fal csak a
vizet engedi at. Tehdt az egyik test anyaga tiszta viz, a masiké a séoldat. Ha
a két test kozott nincs hoszigetelés, akkor egyensulyban a testek hémérséklete
ugyanaz a T érték. Jeloljik a tiszta viz kémiai potencialjat p,-vel, a viz elegybe-
li kémiai potencidlja pedig legyen pu¥. Ekkor egyensilyban a viz P, nyomésara
és az elegy P. nyomaéasara

MU(Tv PU) = MU(Ta P€7C)

teljestiil, ahol ¢ €]0, 1] a viz koncentréicidja az oldatban. A 25.2. (%) felhasznala-
séval

po (T, Py) = po (T, P.) + kT log ¢cJ (T, P, c).
A Gibbs—Duhem-relacié szerint a kémiai potencidlnak a nyomads szerinti de-
rivéltja a fajlagos térfogat, ezért
P
po(T, Pe) = po (T, Py) + [ v(T, P)dP.

P,
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Kovetkezésképpen
P
/v(T7 P)dP = —kTlogcJ(T, P.,c).
P,

Ha a bal oldalon az integrandust egy megfelel6 kozbiils6 v, értékkel helyet-
tesitjiik, akkor az integral értéke v, (P. — P,) lesz. Ha feltessziik, hogy az oldat
elég hig, azaz ¢ kozel van a 1-hez, akkor J(T, P., ¢) is kozel 1; igy kapjuk a hig
oldatokra érvényes

kTloge kT(1—c)

Um Um

P,.— P, =~

van t’Hoff-féle kozelité képletet a nyomaskiilonbségre.

26.6. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy idedalis gazok idedlis elegyitésekor sem a térfogat sem
az energia nem valtozik, az elegyitési ho nulla.

2. Igazoljuk, hogy kiilonboz6 idedlis gazok elegyitésékor az entrépia valtoza-
sa pozitiv, azonos ideélis gdzok elegyitésekor az entrépia nem valtozik (termé-
szetesen az elsd esetben n = 0, a mdsodikban n = k).

3. Adjunk becslést a ¢ vizkoncentracidju oldat és a tiszta viz fagydspontja-
nak a kilonbségére, azaz a T'(P,c) — T (P, 1) mennyiségre 1 — ¢ segitségével, ha
c kozel van 1-hez.

4. Vezessiik le a forrpont-emelkedés képletét a 26.4. mintajara: vizes séoldat
forraldsakor csak a viz tavozik az oldatbol.

27. Fazisok, faziskapcsolatok

27.1. Fazisok

Osszetett anyagok fdzisaira és faziskapcsolataira formailag mindent &thoz-
hatunk az egyszerii anyagokt6l. Most is 7 jeloli a D — (K), (v,T,¢) — T
fliggvényt.

Definicié A (D,e,P,put,...,p™ R) dsszetett anyag egy fazisa az R olyan Z
Gsszefiiggd nyilt részhalmaza, amelyen (T,P,[pt, ..., 0™]) injektiv, és Z mami-
malis ezzel a tulajdonsdggal.

Allités Az R minden eleme benne van eqy fdzisban.

Egy fazisban tehat a hémérséklet, a nyomdas és a kémiai potencialok meg-
felel6 ekvivalenciaosztalya is veheto fliggetlen valtozénak. Ez utébbi nehezen
megfoghaté mennyiség, ezért ellentétben az egyszerii anyagokkal — ahol csak a
hémérséklet és a nyomas jelent meg —, gyakorlatilag hasznalhatatlanok ezek a
fliggetlen valtozok.
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27.2. Faziskapcsolatok

Egy Osszetett anyag Z és Z' fazisdnak nulladrend(i és mésodrendii faziskap-
csolatdt pontosan gy definidljuk, mint egy egyszer(i anyagét (lasd 7.2. és 7.3.
definicid), és ugyanaz mondhaté el réluk, ezért nem foglalkozunk veliik.

1. Definicié Legyen Z és 7' eqy Osszetett anyag két fdzisa. Azt mondjuk, hogy
(v,T,c) € Z\Z' és (v',T,c) € Z'\Z els6rend{i kapcsolatban 4ll egymassal,
ha P(v,T,c) = P(W',T,c) és p*(v,T,c) = p*(v',T,c) minden o = 1,...;m
esetén.

2. Definicié Legyen C azon Z\ Z'-beli dllapotok ésszessége, amelyek elsérendi
kapcsolatban dllnak valamely Z'\ Z-beli dllapottal, és legyen C' hasonld értelmi
Z'\ Z-ben. Az ésszetett anyag Z és Z' fdzisinak elsérendii kapcsolata a
(C,C") pdr. A két fdzis elsérendii kapcsolatban dll egymdssal, ha az elsd-
rendt kapcsolatukban szereplé halmazok nem tiresek.

Emlékezziink, hogy [p!,...,p™] egy sziirjekciénak és (pl,...,p™)-nek a
kompozicidja. Ezért, 1évén (7, P, [p!, ..., p™]) injektiv Z-n, minden C-beli 4lla-
pot pontosan egy C’-beli 4llapottal 4ll elsérendii kapcsolatban, és viszont. Més
széval, az “els6rendii kapcsolatban lenni” bijekcié C' és C7 kozott.

Allitas Legyen (C,C') a Z és Z' fdzis elsérendi kapcsolata. Ekkor C és C'
m-dimenzids részsokasdg Z-ben illetve Z'-ben.

Bizonyitds Jelolje f és f' a (7,P,[pn},...,n™]) fiiggvénynek a lesziikitését a
Z\ 7', illetve Z'\ Z halmazra. A (v,T,c,v',T',c') — f(v,T,c) — f'(v', T, )
leképezésre alkalmazva az implicitfliiggvény-tételt a bels6 stabilitasi feltétel ko-
vetkeztében azt kapjuk, hogy a C' minden pontjanak egy kornyezetében van
olyan 9 : Z — Z' folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amellyel f(v,T,c) —
f'(¥(v,T,¢)) = 0. Nyilvdnvald, hogy ¥-nak a leszlikitése C-re éppen az el6z6
pontban emlitett C'— C” bijekcié a széban forgé kérnyezetben. Az [p!, ..., u™]
definiciéja alapjan viladgos, hogy tetszélegesen valasztott a = 1,...,m esetén
C = {(vTec) € Z | p*(v,T,c) — p*(¥(v,T,c)) = 0}. Ismét csak a belsd
stabiltds feltétele miatt minden (v, T, c)-hez létezik olyan «, hogy p® derivalt-
ja (v, T, c)-ben nem nulla. Ebbél pedig mar kovetkezik, hogy C' m-dimenzids
részsokasag, és nyilvan ugyanez igaz C'-re is.

27.3. Fazisfeliiletek
27.3.1. A fazisfeliilet fogalma

A fentiekbél adédik, hogy (7, P, [p!, ..., p™])[C] = (T, P, [p!, ..., p™])[C"] is
m-dimenzids részsokasig (K) x (Pa) x (J) D}, -ben; ez az analogonja az egyszerii
anyagok (K) x (Pa)-beli fazisgorbéinek, amelyeket a Clausius—Clapeyron-egyen-
let ir le. Ez azonban itt kevéssé hasznalhatd. Viszont a késébbiekben is tobbszor
el6forduléd

c:D— Cp, (v,T,c) —c (%)

jeloléssel
I':=(7,P,0)[C] C (K) x (Pa) x Cp,

I = (T,P,0)[C"] C (K) x (Pa) x Cy,
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27.1. Abra

az ugynevezett fazisfeliiletek, amelyek szintén m-dimenzids részsokasagok,
igen szemléletes jelentéssel birnak, és alapvetden fontosak a gyakorlati alkal-
mazasokban.

A C és C’ kozotti bijekcid létrehoz egy I' — I bijekcidt, amelynek a leszii-
kitése I' N I"-re az identitds. Ha tehat (T, P,c(1)),(T, P,c¢(2)) € T és a nekik
megfeleld pontok IV-n (T, P, /(1)) illetve (T, P,c'(2)), akkor ¢(1) # ¢(2) esetén
(1) # ¢(2). Ez azt jelenti, hogy adott hémérsékleten és nyomdson pontosan
meg van hatarozva, milyen koncentraciéju fazispontok lehetnek elsérendii kap-
csolatban. Majd a folyamatoknal latjuk, hogy az elsérendii faziskapcsolatok a
kiilonbozé fazisokban levd testek egyensilyét fejezik ki. Az el6bb mondotta-
kat tehat gy is megfogalmazhatjuk, hogy adott hémérsékleten és nyomason
pontosan meg van hatdrozva a kiilonboz6 fazisokban egyensulyban levo testek
koncentracidjanak az értéke.

27.3.2. Fazisfeliiletek szemléltetése

A 27.1. dbra egy kétkomponensii anyag egyszer(i fazisfelileteit (I'-t és I-t)
mutatja. A vizszintes tengely az egyik anyag ¢ konentriciéjit repezentdlja (a
masik anyag koncentraciéja 1—c), a fligg6leges tengelyen a hémérséklet szerepel,
és a vonalak a felilleteknek alland6 nyomdsu sikkal valé metszetét mutatjak: a
két kép két kiilonb6z6 nyomésnak felel meg.

Hogy konnyebben tudjunk beszélni, legyen Z folyadék, Z’ pedig légnemii
fazis, a kiszemelt anyag az alkohol, a masik a viz. Huzzunk egy fiiggéleges
vonalat valamely ¢ koncentraciondl, és induljunk el a vonalon mélyen lentrol
felfelé. Ez annak felel meg, hogy dllandé nyoméason melegitjiik az adott arany-
ban kevert alkohol-viz folyadékot. Amikor a fiiggéleges vonal eléri a I" feliiletet,
akkor megindul a forras, megjelenik a légnemii fazis, amelynek a hémérséklete
megegyezik a folyadék hémérsékletével, de koncentracidja més (az alkohol kon-
centricidja nagyobb benne). A hémérséklet emelésével tovabb forr a folyadék,
a gozben nagyobb az alkohol koncentracidja, ez azt jelenti, hogy mindig ebbol
az anyagbol 1ép ki tobb a gbzbe, tehédt a folyadékban a koncentracidja csokken;
elég lassu folyamat esetén ugy vehetjik, hogy a folyadék és a gbéze mindig koze-
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litéleg egyensilyban van. A folyamat “kettészakadva” a I' és I feltileten halad
“felfelé” (“jobbra”) ugy, hogy az egymdsnak megfelelé pontok egy vizszintesen
(azonos hémérsékleten) vannak: ezek mutatjik, milyen a koncentracié a folya-
dékban illetve a gézben. Amint az Osszes folyadék elparolgott, a folyamat ujra
“egyesiil” egy a légnemi fazisban fliggbleges vonalla.

27.4. Kiilonbo6zo elegyek faziskapcsolatai

Eddig csak egy keverék kiillonbozo fazisainak elsérendi kapcsolatait targyal-
tuk. Mindennapos jelenség azonban, hogy kiilonbozé keverékek kozott is le-
het halmazéllapotvaltozas. Eppen ilyenrol volt szé a fagyaspont-csckkenésnél.
Ezeket az elegycsaladok keretein beliil targyalhatjuk, amelyekkel a kévetkezd
fejezetben ismerkediink meg; most felhasznéljuk az ottani jeloléseket és eredmé-
nyeket.

Vegyiik a (Dg,eq; Pas Py, Ra) (o = 1,...,m) egyszeri anyagokbdl &ll6
(D,e,P,(3* | « = 1,...,m), R) elegycsalddot. Ebbé&l az F &sszetételli elegy
fazisaira, faziskapcsolataira az el6z6 fejezetekben mondottak érvényesek. Az F
és F' osszetétell elegy Z illetve Z' fazisdnak nulladrendd és médsodrendii f4-
ziskapcsolatat formailag ugyantgy értelmezziik, mint azonos Osszetétel esetén;
els6rendi faziskapcsolatukat is lényegében az ismert mintara definialjuk:

1. Definicié Legyen Z az F osszetételt, Z' az F' osszetételi elegy egy fdzisa.
Azt mondjuk, hogy (v,T,c) € Z\ Z' és (v',T,c') € Z'\ Z elsérendii kapcso-
latban all egymassal, ha P(v,T,c) = P(v',T,c) és p*(v,T,c) = p*(v', T, )
minden o € F N F' esetén.

2. Definicié Legyen C azon Z-beli elemek dsszessége, amelyek elsérendd kap-
csolatban dllnak valamely Z'-beli elemmel, és legyen C' hasonld értelmi Z'-ben.
A Z és 7' fdzis els6rendii kapcsolata a (C,C") pdr. A két fazis els6rendii
kapcsolatban dll egymdssal, ha az elsérendi kapcsolatukban szerepld halmazok
nem turesek.

Altalaban C egy eleme tobb C’-beli elemmel is allhat elsérend(i kapcsolat-
ban, és viszont.
Most is bevezethetjiik a gyakorlatban fontos

I'=(T,P,q[C] C (K)" x (Pa) x Cr,
"= (T,P,0)[C'] C (K)* x (Pa) x Cg

halmazokat, ahol a kordbbi jeloléseinknek megfeleléen (ldsd pl. 27.3.1. ) nyil-
vanvald, mit jelent a D-n értelmezett 7 és ¢ fiiggvény.

Vizsgéljuk meg kozelebbrél az F C F' esetet. Ekkor F N F' = F, és 1évén
(T,P,(n* | @ € F)) injektiv Z-n, minden C’-beli elem pontosan egy C-be-
li elemmel all els6rendii kapcsolatban; forditva viszont ez mar nem feltétleniil
igaz. Mads széval, ekkor az “elsérendii kapcsolatban lenni” sziirjekcié C’-rél C-
re, amely létrehoz egy IV — T' sziirjekciét is. Ez most azt jelenti, hogy adott
hoémérsékletli és nyomadsu fazisegyensilyban pontosan meg van hatdrozva, mi-
lyen koncentracidju lehet a kevesebb anyagbdl all6 keverék; a tobb anyagbdl allo
keverék koncentraciéja viszont altalaban nincs.

A 27.2. dbra azt mutatja, hogy a folyadék-elegy forrdsakor csak a “kettes”
anyag lép ki a gbzfazisba, egészen addig, mig a folyadékban az “egyes” anyag
koncentrécidja kisebb 1/2-nél.
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27.2. Abra

27.3. Abra

27.5. Feladatok

1. Definidljuk 7.9. mintajara egy Osszetett anyag kritikus pontjait, és mutas-
suk meg, hogy a masodrendii faziskapcsolat elemei.
2. Diszkutdaljuk a 27.3. dbran lathaté fazisfeliileteket.

28. Elegycsaladok

28.1. Az elegycsaladok meghatarozasa

Az egyszeriibb frasmdéd érdekében ideiglenesen bevezetjiik az A := {1,...,m}
jelolést, ahol m > 2 rogzitett természetes szam.

Vegyiik észre, hogy az elegyek 23.2. definicidjdban csak matematikai kénye-
lem volt, hogy a komponenseket 1-t0l m-ig szamoztuk; adhattunk volna nekik
akdrmilyen nevet (mint tettiik is, a mikor viz és s6 elegyérol beszéltlink) vagyis
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A helyett vehettiink volna akarmilyen véges halmazt.

Le kell mondanunk errél a matematikai kényelemrol, amikor azt akarjuk le-
irni, hogy ha egy m komponensii Gsszetett anyagui testbdl egy folyamat sordn
bizonyos anyagok részecskéi teljesen eltlinnek, akkor egy kevesebb komponensii
anyagu test marad. Ugyanis ennek a kevesebb komponensii anyagnak a kom-
ponenseit dltaldban nem szdmozhatjuk 1-t6l kezdve konzisztensen (azaz a teljes
kavarodas veszélye nélkiil). Ha mondjuk az elsé és az m-edik komponens t{inik
el, akkor egy m — 2 komponensii anyag marad, amelynek komponenseit azonban
nem 1-t6l m — 2-ig szdmozzuk, hanem 2-t61 m — 1-ig. Célszeri ennek az Gssze-
tételli anyagnak a koncentraciéit gy tekinteni, mint (0,c?,...,c™™1,0) alakd

m—1
elemeket, ahol természetesen 0 < ¢* <1és > ¢* =1.
a=2

Altaléban, ha F az A nem iires, legalabb két elemi részhalmaza, bevezetjiik

Cr:={ceC,|0<c*<lhaacF, anzl}
acF

jelolést; ha F egy elemfi, akkor legyen C'x := {1}.

Vegytik észre, hogy ha F és F' az A nemiires kiilonbo6zé részhalmazai, akkor
Cr N Cg = (). Egyszerti tény az is, hogy C,, = |J Cgr.

0#FCA

Ha tehat az eddigieken til az adott m anyagnak olyan keverékeit is tekin-
teni akarjuk, amelyben nem mindegyik anyag vesz részt, akkor az eddigi elegy
helyett elegyek egész csalddjat kell venniink: az A barmely nemiires F rész-
halmazdhoz meg kell adnunk a megfeleld anyagok keverékét (ha F egy elemii,
akkor valgjdban tiszta anyagrol van sz6). Az F Osszetételll elegy konstiticids
tartomanya a (m?)* x (K)T x Cr része. A fent mondottak szerint a kiilonbo-
706 Osszetételli keverékek konstitiucids tartomanyai diszjunktak, és egyesitésiik a
(m3)* x (K)* x O, része.

A kiilonféle Osszetételii elegyek konstiticids tartomédnyait és konstitiiciés
fliggvényeit “Osszerakva“ jutunk el a kdvetkezd meghatarozashoz.

Definicié Legyen m > 2 természetes szam, A :={1,...,m}.
A (Dq,ea,Pa, s, Ra) (o € A) egyszert anyagok elegycsaladdja (keve-
rékcsalddja) a
(D,e,P,(p* | € A),R)

objektum, ahol
— mind D mind R az (m*)* x (K)* x C,, nemiires részhalmaza,
~e¢:D—())t, P:D— (Pa),
- p*: D — (J), amelynek értelmezési tartomdnya {(v,T,c) € D | ¢* # 0},
folytonos fiiggvények, és ha ) # F C A, akkor a

Dr :=Dn((m*)"x(K)txCr), Rr:=RN(m*)"x(K)"xCr),

er :=¢|p, Pr:=Plp, W =1,

jeloléssel (Dr,er,Pr, (0% | « € F), RF) elegy a 23.2. definicio szerint, amelyet
az F Osszetételli elegynek hivunk.
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Felhivjuk a figyelmet, hogy itt ugyanazzal a szimbdélummal jeloltiik az elegy-
csaladot, mint 23.2. pontban egyetlen elegyet: az ottani elegy az itteni csaldd
“leghb6vebb” tagja. Remélhetoleg ez félreértésre nem vezet, és talan kisebb gon-
dot okoz, mint egy 1j jelolés bevezetése okozna.

Figyeljiink fel arra, hogy — természetes médon — az a-adik anyag kémiai po-
tencialja nem az egész D-n, azaz a csaldd nem minden tagjira van értelmezve,
hanem csak azokra, amelyekben az a-adik anyag komponensként szerepel.

A konstiticiés fiiggvények folytonossaga magaban foglalja azt a természetes
elvarasunkat, hogy a tobb komponensii anyagbdl valamely hataresetben meg-
kapjuk a kevesebb komponensii anyagot; kozelebbrél, a ) = H C F esetben,
ha az F Osszetételli elegybél eltiinnek az F \ H-beli komponensek, akkor a H
osszetételll elegyet kapjuk: minden o € H és ¢y € Oy estén (ldsd a Fliggelék
6.3. pontjit)

{(v, T, e3) € (M) x (K)* xCyy |
létezik lim (er, Pr, (}l?ﬁ— ‘ (e RS H))(U,T, C]:)} = Dy,
CF—CH

és

lim (8]:,7)]:, (‘}1% | [VAS H))(U,T, C]:) = (QH,PH, (}lf(i( I [VAS H))(U,T, CH).

CF—CH

Ez dltaldnositasa a 23.2. definicié (iv) pontjdnak.

28.2. Kanonikus valtozdk

Természetesen az elegycsaladot definidlhatjuk a kanonikus valtozdkban is,
mint egy (D, T, P, (u* | @ € A),R) objektumot, ahol

~ mind D mind R a (J)T x (m3)* x C,, nemiires részhalmaza,

- T:D— (K)", P:D — (Pa),

- p®:D— (J), amelynek értelmezési tartomdanya {(e,v,c) € D | ¢® # 0},
ésha ) £ F C A, akkor a

Dr:=DnN ((J)+ X (m3)+XC]:), Rr:=RnN ((J)+ X (m3)+XC]:),

Tr:=Tlp, Pr:=Plp, pf:=pp,

jeloléssel (Dg, Tx, Pr, (u% | o € F),Rr) elegy a 23.4. értelmében.
Kanonikus valtozékban a kiilonféle 6sszetételnek megfelel6 konstitticios fligg-
vényekre
lim Tg(e,v,cr) = Txl(e,v,cn)
CF—CH
nem feltétlentil teljesiil (1dsd 23.4.); ha igen, akkor az elegycsalddot kanoniku-
san jonak mondjuk.

28.3. Entropikus elegycsaladok

Az el6zbekben targyalt elegycsalddot entropikusnak mondjuk, ha a csalad
barmely Osszetételli elegye entropikus.
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A p® kémiai potencial csak olyan koncentracidkra értelmes, amelyben az a-
adik komponens jelen van, azaz ¢® # 0. A ¢*p® := 0 ha ¢* = 0 megéllapodéassal

a
m
L o, o
g = E cH
a=1
Gibbs-fiiggvény az egész D-n értelmezve van, és ezzel az

e+Pv—g
T

fajlagos entropia is. Ha az elegycsalad entropikus, akkor az entrépia parcidlis
derivéltjaira formélisan ugyanolyan osszefliggések dllnak fenn, mint amit 23.5.
pontban megismertiink.

28.4. Feladatok

1. Adjuk meg harom kiilonbo6z6 idedlis géz idealis elegycsaladjét!
2. Kanonikusan jé-e az el6z6 feladatban szereplé elegycsalad?

29. Testek

29.1. A testek meghatarozasa

Az 6sszetett anyagu testek matematikailag bonyolultabbak, mint az egysze-
rii testek. Ott ugyanis csak egy szélsGséges eset volt: a test “kitiril”, nulldva
valik a részecskeszama. Itt azokat az eseteket is figyelembe kell venniink, ami-
kor egy Osszetett anyagu testbol egy vagy tobb komponens elfogy, azaz a test
mas anyaguva valik. Egy test fogalmaba tehat egy egész elegycsalddot be kell
venniink.

Az Osszetett anyagu testet, csak gy, mint az egyszeril anyagit, az anyagan
til a részecskeszaméval jellemezziik. Ezért kézenfekvo a kovetkez6 meghatéro-
74S.

Definicié A (Dq, ¢, Pa, My, Ra) (o € A) anyagokbdl dsszetett test
(D X RS_,B,P, rlae A)vR)v

ahol (D, e, P,(n* | a € A), R) a széban forgd anyagokbdl dllé elegycsaldd a 28.1.
szerint megadva.

A testet entropikusnak mondjuk, ha a megfelel6 elegycsalad entropikus.
A test allapotainak, csak igy mint egyszerti testek esetén, a D x R elemeit és
a D x {0} halmazt hivjuk.

29.2. A teljes mennyiségek

Egy 6sszetett test dllapotét tehat (v, T,c, N) € (J)* x (m*)* x C,, x R faj-
lagos belso energia, fajlagos térfogat, koncentracié és részecskeszdam adja meg.
Ugyantugy, mint egyszerti anyagok esetén, célszerii bevezetni a teljes mennyisé-
geket, amelyek
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N® := Nc¢* az a-adik komponens részecskeszama (az a-adik parciélis ré-
szecskeszdm),

V := Nuv, a test teljes térfogata,
és ezeket hasznalni az allapotjellemzésre. A fajlagos és a teljes allapotmennyi-
ségek kozott a

() x (m®)F x O x Ry — ()T x (m®)g x (Rg)™
(v,T,c,N)— (Nv,T,Nc',...,Nc¢™) = (V,T,N',...,N™)

végtelen sokszor differencidlhaté leképezés adja meg a kapcsolatot. (Ugyan C,,
zart halmaz, a végtelen sokszor differencidlhatésagnak mégis van értelme: a ha-
sonlé képlettel megadott (J)T x (m?)* x R™-en értelmezett végtelen sokszor
differencidlhaté fliggvénynek a lesziikitésérdl van sz6.) Ez a fiiggvény a D x {0}
halmazt (a nulla részecskeszdmu dllapotot) a {0} x (K)* x {(0,0...,0)} egy
részhalmazaba képezi, masrészt bijekciot 1étesit (m3)+t x (K)T x C,, x Rt és
(m3)T x (K)* x (R*)™ kézott, és itt a — szintén végtelen sokszor differencialhaté
— inverze

(V,T,N*,...,N™) s (V/N,T,N*/N...,N™/N,N),

ahol — és a kovetkezdkben is —
m
N:=) N®
a=1

az Osszrészecskeszam.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az N* (a = 1,...,m) parcidlis részecskesza-
mok fiiggetlen valtozdk, ellentétben a koncentraciokkal.

Ezekkel a véltozokkal — a most kvetkezékben mindig N # 0 — az egyszeri
testeknél megismert médon itt is célszertt a P(V, T, Nt,...,N™) = P(V/N, T,
NY/N,...,N™/N) kétértelmii jelolés, és hasonléan p®-ra is.

Tovabba ekkor

EV,T,N', ..., N™):= Ne(V/N,T,N'/N,...,N™/N) a teljes energia,

S(V,T,N',...,N™) := Ns(V/N,T,N'/N,...,N™/N) a teljes entrépia,
és hasonléan értelmezziik a H teljes entalpiat, az F teljes szabad energiat és a
G teljes Gibbs-fiiggvényt is.

Ekkor — az elsd (m — 1) koncentraciét véve fliggetlennek —

op _10P

oV~ N ov’
oP 1 aP — P
8N5N<U Z a) (B=1,...,m=1),

oP 1 —
- = o 2
ON™ N < Z 8CV>'

o8 _oe 0e o
ov - o’ or =~ oT’

Tovabba
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o de de T e
AL v 9 — 1. m—1
aNA Vo, T a8 ;1 o  B=Lom-1),

o€ de N De
Y =e— U — — ch—,
ON™ v = acY
és hasonlo Oszefliggések allnak fenn S-re, F-re, H-ra és G-re is.
Kovetkezésképpen a teljes mennyiségek parcialis derivaltjai ugyanolyan 6sz-
szefliggésnek tesznek eleget, mint a fajlagos mennyiségek, azaz entropikus testre

oS o0& oS o0&
Tov=av ™" T ~or
oOF oF
v =%
tovabba még az is fennall, hogy minden o = 1,...,m estén
os _ o0 . OF
aNe ~ ane Y aNe

29.3. A teljes kanonikus valtozok

Természetesen a testet megadhatjuk a kanonikus valtozékban is, értelemsze-
riien: (D x R{,T,P, (u* | a € A),R).
A fajlagos és a teljes knonikus valtozdk kozott a

(I x (M) x Ty x BY = (J)F x (m)] x (RY)™,

(e,v,¢,N) — (Ne,Nv,Nc',...,Nc™) =: (E,V,N*, ... N™)
végtelen sokszor differencidlhaté leképezés adja meg a kapcsolatot. Ez a fligg-
vény a D x {0} halmazt (a nulla részecskeszdmi llapotot) a (0,0,0...,0) egyet-
len elembe képezi, mdsrészt bijekcidt 1étesit (J)+ x (m?)* x C,, x RT és (J)T x

(m3)T x (RT)™ kozott, és itt a — szintén végtelen sokszor differencidlhaté —
inverze

(E,V,N' ...,N™) s (E/V,V/N,N'/N...,N™/N,N),
A (J)T x (m3)* x O, x RT barmely H részhalmazéra bevezetjiik a
H+R*' := {(Ne, Nv,Ne¢) | (e,v,c) € H N € R"}

jelolést.
Az (E,V,N', ... N™) valtozékat hasznalva értelmezziik a

T(E,V,N',...,N™):=T(E/N,V/N,N'/N,...,N"/N)

fliggvényt, és hasonldképpen P-t és H,-t is. Ezek az R*RT halmazon folytono-
san diffrencialhaték. Itt is elfogadjuk azt a szokdsos kétértelmiiséget, hogy T-t
frunk T helyett stb., azaz két kiilonbozo fiiggvényt ugyanaz a beti jelol. Ekkor
konnyen kapjuk, hogy

or_1oT v _1or
OE N 0Oe’ oV N ov’
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amit az elébbiekben elfogadott kétértelmiiségnek megfeleléen tgy kell érteni,
hogy a bal oldalon (E,V,N',...  N™), a jobb oldalon pedig (e,v,c!,...,c™, N)
a valtozdk.

Tovabb4, ha — mint szoktuk — az elsé (m—1) koncentraciét vessziik fiiggetlen
valtozénak,

oT 1 oT 8T —
—aNﬂ :N <—€g_ 60[3 Z 86’)/) (ﬁ:l,,m_1)7

) )

m—1
oT 1 or T
ww (E R -eR)
és hasonl6 formuldk érvényesek P-re is, p“-ra is.

Vegyiik észre, hogy
oT _1( T oT
BN\ e "av )

m
> <
B=1

Az
S(E,V,N' ...,N™):= Ns(E/N,V/N,N'/N,...,N™/N)
teljes entrépidra kénnyen szdrmaztathatjuk (a kordbbi kétértelmii jel6léssel) a

o5 _os 05 _os
OF  9e’ vV v

és a
oS Os
W:S_G%_ 605 Z ’Yac“/ B=1,....m—1), (%)
oS os  0s s
oy Y-
ON™ “9e ~ "ou ; B

Osszefiiggést, és hasonldkat a
F(E,V,N',...,N™):= Nf(E/N,V/N,N'/N,...,N™/N)
teljes szabadenergiara, valamint az ennek mintéjara értelemszertien definialt H
teljes entalpidra és G teljes Gibbs-fiiggvényre is.
29.4. Entropikussag a teljes kanonikus valtozékban

Entropikus anyag esetén tehét a teljes entrépiara a 23.5. formuldi alapjan

s _1 o08_P 9S _ p° (=1 )
9E T oV T’ oNe T e

1 P /Ll Hm
DS(T’T’T""’T

azaz
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all fenn.

Az entrépia méasodik derivéltja hasonld alaki, mint ami 8.4. pontban szere-
pel, csak az ottani utolsé oszlop (és utolsé sor) helyett itt formailag hasonlé m
oszlop (és sor) szerepel: p helyett pu® és % helyett a% veend6 o, 3 =1,...,m
értékekre.

Az el6z6 pont végén tett észrevételiink alapjan ugyanigy, mint egyszeri
anyagok esetén, igaz a kovetkez6 fontos tény.

Allitéds Az R * Rt minden (E,V,N' ... ,N™) elemére D’S(E,V,N'... , N™)
negativ szemidefinit, a magja eqy dimenzids, amelyet (E,V,N1... N™) feszit
ki.

29.5. Egy hasznos formalizmus

A 23.6. pontbeliekhez hasonlé szimbolikus jeloléseket hasznélva a
G:=) N°u*=E-TS+PV
a=1

a Gibbs—féle fiiggvénnyel (amelyet olykor fajlagos szabadentalpidnak is hiv-
nak) Osszefliggésbdl a fliggvények differencidljaval

SAT + TdS = dE + VAP + PdV — Ndu — pdN

az entropikussag feltételét szimbolikusan

TdS =dE + PV — ) _ pu“dN*®

a=1

alakba irjuk, és ebbdl a 23.6.-hez hasonléan konnyen felidézhetjilk a kiilonféle
fliggvények parcialis derivaltjaira vonatkozé Gsszefiiggéseket.

A Gibbs-Duhem-reldciok szimbolikus forméja a d(Pv) = Pdv + vdP stb.
“differencialasi szabalybdl” és az entropikussag feltételébdl azonnal adodik

m

> N%du® = —8dT + VdP,
a=1
vagy masként ugyanez:

dG = VAP — SdT + »  p*dN*.

a=1

29.6. Feladatok

1. Szarmaztassunk Osszefliggéseket entropikus test teljes szabadenergiajanak
parcidlis derivéltjaira a kanonikus valtozokban.

2. Adjuk meg két idedlis gdz idedlis keverékébdl ll6 test nyomadsét, belsd
energidjat és entropigjat a (V, T, N', N?) fiiggvényében; nyomdsat, hémérsékle-
tét és entrépidjat az (E,V, N, N?) fiiggvényében.
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30. Termodinamikai erok

30.1. Az értelmezés problémaja

Vegyiink két, ugyanazon anyagokbdl Gsszetett testet 29.1. (x) alakban. A
koztiik haté termodinamikai er6t els6 gondolatunk szerint a testek homérsék-
letének, nyomdsanak, tovabba az OsszetevOk kémiai potencidljanak a kiilonb-
sége alkotja. A nyomdskiilonbségek D x D-n vannak értelmezve; ha az egyik
test allapotat egyszerii betiikkel jeloljiik, a méasikét e indexszel ellatva, akkor
P(v,T,c) — P(ve, T, ce) a termodinamikai er a testek megfelel§ dllpotaiban.

A testek kiilonboz6 Osszetétele esetén viszont a nem kozos Osszetevok ké-
miai potencidljanak a kiilonbsége — a termodinamikai eré ezen tagja — nincs
értelmezve; ez durvan azt jelentené, hogy csak az azonos komponensek van-
dorolhatnédnak at egyik testbol a masikba, holott mindennapos jelenség, hogy
példaul tiszta viz és vizes séoldat kozotti diffiizid soran s6 megy at a tiszta vizbe.

Formulékban is megfogalmazzuk, amit mondtunk. Az a-ik kémiai potencié-
lok kiilonbségének az értelmezési tartomdnya nem az egész D x D: p*(v, T, c) —
1 (ve, Te, ce) csak akkor értelmes, ha ¢® # 0 és ¢¢ # 0. Mi tobb, a szokdsos
feltételek mellett, amelyeket a 25.2. pontban targyaltunk, ennek a kifejezésnek
a hatarértéke példaul c® — 0 esetben altaldnositott értelemben —oo, ami persze
hasznalhatatlan a termodinamikai er6 meghatarozasahoz.

30.2. A probléma megoldasa

Idézziik fel a 12. fejezetben mondottakat; latjuk, hogy a termodinamikai erék
sohasem 6nmagukban jelennek meg, hanem a vezetési matrixszal, azaz egyititt-
haté fiiggvényekkel szorozva. Ennek alapjan azt varhatjuk — és nem hiaba —
hogy az egyiitthaté fliggvényeknek és a kémiai potencidlok kiilonbségének a
szorzata rendelkezik a fentiek szerinti megfelelé hatarértékkel. Kozelebbrol, ha
a két test kolcsonhatasaban az a-adik komponens atvandorlasdban a

_1904(1}7 Ta c, N7 Ve, T., Ce, No)(,}la (’U7 T7 C) - }la(007 T., C.))
tag szerepel, ahol természetesen c* # 0 és ¢ # 0, akkor létezik

Emoﬁa(v,T, ¢, N, Ve, To, Coy No) (1 (v, T, ¢) — p¥(Ve, Te, Ca)),

lm Yo (v, T, ¢, N,ve,Te, Co, No)(1*(v, T, ) — 1% (Va, Te, Ca))-

@
cg—0

A formulék egyontetiisége érdekében a tovabbiakban formélisan mindig dgy
vessziik, hogy az {1,...,m} halmazzal indexezett anyagok keverékébél 4ll6 két
test kozotti termodinamikai erd szimbolikus jel6léssel

(7(T7T0)7P7P037(,ua7uf | o= 17"'am))5
amely a

/\Q ,BQ (19%|a:1,...,m)
Ae Br (9% la=1....m)
)\G ﬁG (19%|a:1,...,m)
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maétrixszal szorozva adja meg a Q héatadast, az F' rugddzést és a komponensek
G* (e =1,...,m) atvandorldsdt. Ha a testek Osszetétele nem azonos, akkor kii-
16n a termodinamikai erének (pontosabban abban bizonyos kémiai potencidlok
kiilonbségének) és kiilon az egyiitthaté métrixnak (pontosabban abban bizonyos
tagoknak) nincs értelme, csak a szorzatuknak az el6bbiek szerinti hatdrértékben.
Természetesen hasonlé mondhaté a
« (03
<1 L P A (,u He a—l,...,m>>

T T.T T, \T T.

kanonikus termodinamikai erorol.

31. Testek rendszere

31.1. Pontos meghatarozas

Most mar meg tudjuk fogalmazni az Gsszetett anyagokbdl all6 testek rendsze-
rének matematikai modelljét. Ha a testek kozott részecskearamlas nem lehet-
séges, akkor 1ényegében a III. részben targyalt rendszerekkel van dolgunk. Ha
részecskedaramléds lehetséges a testek kozott, akkor vehetjiik mindig tgy, hogy
minden test ugyanazon anyagok keveréke az el6zéek szerint (legfeljebb bizonyos
testek Osszetétele nem lehet akdrmilyen). A meghatérozas formai bonyolult-
sagat egyszerusitjiikk azzal, hogy csak idedlis munkavégzést és energiaszallitast
tekintiink; aki otthonossd vélt az ilyen idealis folyamatok terén, kénnytiszerrel
megadhatja az altalanositast a nem idedlis esetre. Tovabbi szokasos egyszerii-
sitésként az atvandorlas stb. lehetetetlenségét mindig azzal fejezziik ki, hogy
a megfelels fliggvény azonosan nulla (ami tul szigori kikotés, lasd 10.7.); aki
otthonossa valt az igy megadott rendszerek leirasaban, konnyen attérhet a le-
hetetlenség finomabb kifejezésére.

Definicié Adott kérnyezet, adott forrdasok és adott anyagokbdl dsszetett testek
alkotta termodinamikai rendszer a kovetkezékbol all:

0. m pozitiv egész szdm, €s (Dyy, ToyPay by, Ra) (a0 =1...,m) egyszerd
anyagok.

1. n pozitiv egész szim, és az (Do, Ty Pas by, Ra) (@ =1,...,m) anya-
gokbdl dsszetett testeknek a {0,1,...,n} halmazzal indexezett rendszere; a 0-ik

testet kornyezetnek hivjuk.
Mindegyik testet

(Dx R, T,P,(u* |a=1,...,m),R)

formdban reprezentdljuk a 29.1. szerint, és haszndljuk ac: D — Cp,,  (e,v,¢) —
c jelolést.
2. Minden i,k =1,...,n esetén a

Qir : (D*Ry) x (D*RF) — (J/s),
Fi.: (D*RY) x (D*RY) — (m?/s),
e (D*Ry) x (D*RY) — (1/s), (a=1,...,m)

dinamikai mennyiségek, amelyek folytonosak és folytonosan differencidlhatok
az értelmezési tartomdnyuk belsején.
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A
Gi = G,
a=1
valamint az eddigiekhez hasonlo

Qik = Qik(EiaV;lvNilv'"7N7j7n7Ek7Vk7Nkl;7"'7ngn)7 Stb';

Aip = Qi — PiFi + Y _ 1 Gi

a=1
€s eqyéb szokdsos jeloléssel a dinamikai mennyiségek minden i =1,... ,n, k =
0,1,...,n esetén rendelkeznek
— a kolcs6no6sségi tulajdonsaggal:
Aig = —Aki, Fip=—Fi, G =-Gp (a=1,...,m),

- az egyensilyi tulajdonsdaggal (itt az ditekinthetdség kedvéért felhasz-
naljuk az eqyébként mell6zott <= és = logikai jeleket):

1) ha G$, =0 minden oo = 1,...,m esetén
(a) és Fi, =0, Qi # 0, akkor
¢ Qir =0 = T, =T,
(b) és Qi =0, Fi. #0, akkor
e [, =0 < P, =P,
(c) ha Fip, #0, Qi # 0, akkor
o Fyy=0 = P, =P,
¢ Qix=0¢é P =P = T,=1T,
ee =T, ésPi=P, = Qi =0 és Fy, =0;
2) ha valamely o esetén G$, # 0 és G, értékei akdrmilyen eldjeliiek lehetnek
(a) €s Fz’k = O, Qik = (Tisi>Gik; akkor
¢ G =0 = uf —pf = (T, — Te)si;
(b) és Fik = 0, Qik} 75 (TiSi)Gik, akkor
G =0 = p—pf = —(T, — Ti)si;
o —pp = —(T; — Ti)si és Qu, = T;5:Gixy. = T; =Ty
(amibdl kovetkezik, hogy ha G, =0 és Qi = 0, akkor p$ = p ésT; = Ty),
ooyt =pup ésTy =T, = G5, =065 Qi =0;
(c) és Fir. #0, Qi = (Ti8;) Gy, akkor
e G5 =0 = puff —pp = —(Ti — Th)si;
[ /J?_Mg:_(Ti_Tk)si ésFp=0 — P, =P,
(amibdl kévetkezik, hogy ha G§j, = 0 és Fi, = 0, akkor pd—pg = —(T;—T%)ss;
o0 ,u?—uz‘:—(Ti—Tk)si ésPp=P, = G, =0 ¢és Fy, =0;
(d) és Fy #0, Qi # (Tisi) G, akkor
° G =0 = pif —py = —(Ti = Tir)si;
oy —pf=—(T;, —Tg)s; és Fi, =0 = P, = Py,
o uf —pip = —(Ti —Ti)si, P = Py, és Qi = Tis:Gay = T; =T,
(amibdl kévetkezik, hogy ha G, = 0, Fy, = 0 és Qi = 0, akkor pug = pg,
P,=P, ésT; =1T}),
eoe t=u, P=P, ésTy =T, = G =0, Fip =0 ¢és Qi =0;
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3) ha valamely a-ra G§, # 0 és G%. > 0 (és az egyenldtlenségek értelem-
szerti megforditdsdval, ha G, < 0), akkor az eléz6 (a), (b) (c) és (d) sz
szefiiggések érvényesek gy, hogy p$ — pe = —(T; — Tk)s; helyett mindenditt
ue — e > —(T; — Ti)si, €s pd = uy helyett mindenditt p$ > p$ szerepel;

- a disszipaciés tulajdonsaggal:

m

sz:

T (T; — Tk) + Fip (P — Py) — Z Y —pup) >0,

3 —
ahol egyenldség akkor és csak akkor dll, ha Qi = 0, Fy, = 0 és G5, = 0
(a=1,...,m); ez az egyenlbtlenség dtirhatd az

11 P, P, “ pe g

A | = — — F; — 2= —==) >
k(T Tk>+ k(T Tk> ;Gl’“<Ti 7,) ="

alakba.

3. A kirnyezet egy t — (Eq(t),Vo(t), NL(t),..., N™(t)) folyamata, amely
iddintervallumon értelmezett folytonos figguény.

4. Mindeni=1,....,n ésa=1,...,m esetén a forrasok, amelyek adott
t Qis(t) ést G (t) folytonos folytonos fiigguények.
5. Az
B = PF+Z;ﬂGa Vi=F, NE=GY (a=1,...,m)
(i=1,...,n)

dinamikai egyenlet, ahol

Qi:Qi,s+Qia+ZQik, Fi:FerZFik, G?:Ggs+Gia+ZG?k.
k=1

k=1 k=1

Az Osszetett anyagu testek rendszerének leirdsa formailag ugyanolyan, mint
az egyszeri testek rendszeréé; az a kiilonbség csak, hogy itt minden egyes 6sz-
szetevl atvandorlasat figyelembe kell venni.

A 15.2. pontban tett megjegyzések értelemszeriien érvényben maradnak.

31.2. Korlatozasok

A kovetkezOkben olyan rendszerekre szoritkozunk, amelyekben

— a forrdsok nullak,

— a testek entropikusak,
és a folyamatok minden testre vonatkozdan

— egyetlen fazisban futnak,

— areguldris tartoményba esnek, vagyis ha az i-edik test regularis tartoma-
nyat R, jeloli, akkor az

Xg = _Z(I(Ri *RT)
halmazba,

— olyanok, hogy azok a komponensek, amelyek atvandorlasa lehetséges, nem
nulla részecskeszdmmal rendelkeznek (azaz a koncentracié megfelel tagja nem
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nulla); més széval, ha G, # 0, akkor N # 0 és N # 0 (ez maga utdn vonja,
hogy termodinamikai er6 és a vezetési matrix 6nmagaban is értelmes, nemcsak
a szorzatuk),

31.3. Osszefoglalé formulak

A testek rendszerének dllapotai 29.2. szerint az

X = <(J) x (m3) x Rm>n

halmazban (vektortérben) vannak, amelynek elemeit roviden igy jeloljiik:

i:l,...,n).

Most is a T homérséklet helyett kT-t tekintjiik; ekkor a testek kanonikus
intenziv mennyiségeinek Descartes-szorzata

Ky X (L P
=Y = \ kT kT’ kT~ kT

7

x = (g;i = (E;,V;, N},...,N™)

):X>—>X*

fliggvény.
Teljesen hasonléan, mint a 16. fejezetben, dinamikai egyenletet

x:1— Xg,)? z=R(x,z,
S

alakba irhatjuk.

A 31.2. pontbeli megéallapodasunkkal elkeriiltiik azokat — az egyébként nem
jelentOs — problémaékat, amelyek a termodinamikai erékkel kapcsolatban fellép-
nének. Ezért most is az egyszert testeknél megismerttel formailag azonos médon
targyalhatjuk az olyan eseteket, amikor a dinamikai mennyiségek a termodina-
mikai er6k pszeudolindris fiiggvényei. A 16. fejezet mintdjara értelmezett F
névleges termodinamikai er6vel és B névleges vezetési matrixszal most is

R(z,2,) = Bz, 2,)F (2, z,).

A kényszereket, azok holonom vagy anholonom voltat, az effektiv termodi-
namikai er6t ugyantgy fogalmazzuk meg, mint a 16. fejezetben, és azt is ugyan-
gy értelmezziik, hogy a névleges vezetési matrix illeszkedik a kényszerhez, és
megismételhetjiik, amit a névleges és az effektiv vezetési méatrix kapcsolatardl
mondtunk.

31.4. Entropikus testek

A kornyezet entrépidja a szokasos jelolésekkel

FEy + PV — Z ,uSN(‘))‘

S = a=1
0 To

A testek és a kornyezet egylitt “zart” rendszert alkotnak, azaz Osszenergidjuk,
Ossztérfogatuk és Ossz-részecskeszamuk dllandd, vagyis

n n n
ZE,» = const, ZVi = const, ZNf’ =const (a=1,...,m).
i=0 i=0 i=0
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Ezért, ha a kornyezet allandd, a testek és a kornyezet 6sszentrépidja, egy additiv
allandétdl eltekintve az

L(E,,Vi,N} ... N, ...,....E,,V,,, N} ... N™) :=
n E;+ P, Vi — > poNf
Z Si(Eh‘/tiaNil,. . ,N,ZTL) — a=1
=1 Ta

formulaval meghatarozott fliggvény, amely kétszer folytonosan differencialhaté
Xgr-en, és entropikus testek esetén DL a névleges termodinamikai erd, tovabba
D2L(z) negativ szemidefinit minden = € H esetén, és magjat az

(331,0,0,...,0), (O,ZQ,O,...,O), (0,0,0,...,J}N)

vektorok feszitik ki (ldsd 16.6.).

A mondottak alapjan érvényben marad a 16.6. &llitds, az azt kovetd meg-
jegyzés, valamint a 16.8. allitas, végiil a 16.9. pontban mondott szélséérték-tu-
lajdonség is.

32. Egy test adott kornyezetben

32.1. A leiras kerete

A (Do, T4, Po,pt,,Ra) (a0 = 1,...,m) anyagokbdl all6 test folyamatait
vizsgdljuk ugyanilyen anyagokbdl osszetett allandé kérnyezetben. A kdrnyezet
allapotat az allandé T, hémérsékletével, P, nyomdasaval és ¢, € C,,, koncentra-
ciéjaval jellemezziik. A kordbban bevezetett jeloléseket haszndljuk, tovabba pu®
az a-ik Osszetevo kémiai potencidlja a homérséklet, a nyomas és a koncentracidék
fiiggvényében a (T,, P,, ¢,) kornyezetében, és

/’[’g = MQ(T(MPIMCG) (a:l,...,m).

Ha az atvandorlasokra nincs semmi megszoritas, akkor az ilyen rendszereket
pontosan ugyantigy targyalhatjuk, mint az egyszer(i testekét a 19. fejezetben;
izelitoul bemutatjuk a kényszermentes esetet. Masféle helyzettel allhatunk vi-
szont szemkoOzt, ha bizonyos Osszetevé anyagok atvandorlasa meg van géatolva;
erre is mutatunk egy példét.

32.2. Kényszermentes rendszer

Ha semmi kényszer sincs a test és a kornyezet kozott, akkor a 31.2. pontbeli
megallapoddsunk értelmében csak olyan folyamatokat tekintiink, amelyekben
a test és a kornyezet Osszetétele azonos; az altaldnossag megszoritasa nélkiil
feltehetjik, hogy az Osszes széba jové komponens jelen van, azaz ¢, € Cy,.

A dinamikai egyenlet a szokésos jeldlésekkel

E=Q-PF+) p*G*, V=F,

a=1

N =G~ (a=1,...,m).
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Minthogy megallapodéasunk szerint a test adott fazisaban futé folyamatokat
vizsgalunk csak, az egyensulyi fajlagos mennyiségeket — ha léteznek — a

T(€07’UO7 co) = Ta7 P(emvmco) = Pa7

[0} — « —
12 (607U07Co)—ﬂa (a—L...,m)
egyenléségek egyértelmilen meghatarozzak. A test részecskeszdamara semmi ki-
kotés nincs.

1. Allitas Ha létezik nem nulla részecskeszdmi egyensuly, azok 0sszesége
{N(eo,v0,¢0) | N € RT}.
Ha a test és a kornyezet fazisa ugyanaz, akkor létezik eqyensily, és co = cq.
A 19.2.2. allitdshoz hasonléan bizonyithatjuk be:

2. Allitas Ha a test entropikus és a névleges vezetési mdtriz eqyensulyi érté-
ke szimmetrikus €s pozitiv definit, akkor az egyensulyok dsszessége szigorian
aszimptotikusan stabil.

32.3. Szelektiv atvandorlas, rogzitett térfogat

A testet a kornyezettol merev, hovezetd fal véalasztja el, amely csak bizonyos
Osszetevé anyagokat enged at. Az egyszeriiség kedvéért csak két komponensii
testet és egy komponensl kornyezetet tekintiink; legyen a komponensek index-
halmaza (nevei) A = {v,z} (“viz” és “s6(z)”), és tegyil fel, hogy a kornyezet
tiszta “viz”, azaz ¢, = (1,0). A test és a kornyezet kozott tehdt a sérészecskék
nem vandorolhatnak.

A dinamikai egyenlet a szokdsos jelolésekkel

E=Q+p'G°, V=0, N =G, N”=0.
A test térfogata és a sérészecskeszam &llando; jeloljiik ezeket V,-lal illetve
NZ-val. Tehét
U(V,,N%) :={(E,V,,N", N4 | E€ (J)",NY ¢ R"}

a dinamikai egyenlet invarians részsokasaga.
Ha létezik nem nulla “viz”’-részecskeszamu egyensuly, akkor az egyensilyi
E, belso energiat és N vizrészecskeszamot a

T(EmeNS’,NE):Ta, HV(anVongaN(?):,va(Ta;Pa)
egyenlGségek hatdrozzak meg.

Allitds Ha a test entropikus, akkor az (Eo, Vo, NY, NZ) egyensily (ha létezik)
aszimptotikusan stabil az U(V,, N2) feltétel mellett.

Bizonyitas A 16.6. allitds feltételei teljesiilnek. Kozvetleniil is azonnal belat-
hatjuk, hogy az ) )
E=Q+uG", N =G"
redukdlt dinamikai egyenlet (F,, NY) egyensilydnak aszimptotikus stabilitdsat
az
E — uYNV
(E,N¥) — S(E, V,, N¥, N%) — %

Ljapunov-fliggvény biztositja.
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32.4. Szelektiv atvandorlas

32.4.1. Az egyensiily stabilitasa

A testet a kornyezettdl olyan fal vélasztja el, amely csak bizonyos Gsszetevé
anyagokat enged at. Mint az el6bb, csak két komponensii testet és egy kompo-
nensil kérnyezetet tekintiink, azaz legyen F = {v,z}, Fo = {v} (a test “viz” és
“s6(z)” elegye, a kornyezet tiszta “viz”). A test és a kornyezet kozott tehdt a
sorészecskék nem vandorolhatnak.

A dinamikai egyenlet a szokésos jeldlésekkel

E=Q-PF+p'G, V=F, N'=G" N*=0.
A testbeli “sé”-részecskeszam allandé; jeldljiik ezt NZ-val. Tehat
U(N?) :={(E,V,N",N*) | E<c (J)T,V € (m*)T,N" e R"}

a dinamikai egyenlet invaridns részsokasaga.
Ha 1étezik nem nulla “viz”-részecskeszami egyensuly, akkor az egyensilyi
E, belso energiat, V, térfogatot és VY vizrészecskeszamot a

T(anVmN(‘;aNg):Taa P(an‘/ovN(‘)/aNj):Paa
MV(Tav Py, N(\)la N(f) = NV(Ta; Pa)
egyenlGségek hatarozzak meg. Teljesen hasonléan, mint az el6z6 pontban, be-

bizonyithatjuk, hogy entropikus test esetén az egyensuly (ha létezik) aszimpto-
tikusan stabil.

32.4.2. Az egyensily létezésének feltétele

Forditsuk a figyelmiinket arra, létezik-e a szoban forgd egyensily. A fajlagos
adatokra attérve a fenti utolso egyenléség igy hangzik:

,U’V(T(l? Pa7 Cv; CZ) = HV(T(I7 Pa)
Ezek szerint, ha az elegy (1) tipusu félidealis (14sd 25.2.), akkor
piv(Ta, Po) + kT log ¢” = iy (Ta, Pa),

amibdl ¢V = 1, azaz ¢ = (0, ami lehetetlen. Félidedlis elegyre nincs egyensily:
a viz a kornyezetbdl sziinteleniil aramlik a testbe, amelynek a térfogata minden
hataron tul névekszik.

Nem félidedlis elegyre 1étezhet egyensily, amelyben a “viz” koncentraciéjat
a 25.2. szerint a ¢’ JY(T,, P,,¢’) = 1 egyenl8ség hatdrozza meg.

32.5. Feladatok

1. Targyaljuk adott kornyezetben levé test izoterm illetve izobar folyamatait
a 19.4. és 19.5. mintdjara, ha a kornyezet és a test Osszetétele ugyanaz (vagyis
a részecskék vandorldsat semmi sem akadalyozza).

2. Miként médosul az izobér illetve izoterm folyamatok targyaldsa, ha a test
tiszta “viz” a kornyezet “viz-sé” elegy (vagyis a sérészecskék nem léphetnek at
a kérnyezetbdl a testbe).

3. Vessiik egybe a 32.3. pontbeli eredménytinket az 0zmozisrél mondottak-
kal.

4. Lehet-e félidealis elegy egyensiilya szelektiv atvandorlas esetén, ha a test
térfogata rogzitett?
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33. Két test adott kornyezetben

33.1. A leiras altaldanos kerete

A (Do, To,Po,p,,Ra) (= 1,...,m) anyagok elegyébdl allé, egymédssal
kolesonhaté, a kornyezettdl anyagilag elszigetelt két test folyamatait vizsgaljuk
(tehdt a testeket egyiittesen atjarhatatlan fal veszi koriil).

Ha az atvandorlasokra nincs semmi megszoritas, akkor az ilyen rendszereket
pontosan ugyanugy targyalhatjuk, mint az egyszerli testekét a 19. fejezetben;
izelitGiill bemutatjuk azt az esetet, amikor a testek kozotti kolecsonhatast semmi
sem akadélyozza, viszont a két test teljesen (mechanikailag és termikusan is)
el van szigetelve a kornyezettol. Mint az el6bb, most is masféle helyzettel all-
hatunk viszont szemkozt, ha bizonyos Gsszetevé anyagok atvandorlasa meg van
gatolva; erre is mutatunk két példat.

33.2. Rogzitett osszenergia és o6ssztérfogat
33.2.1. A dinamikai egyenlet

A két test teljesen el van szigetelve a kornyezettél, de a testek kozott sem-
mi kényszer sincs, ezért a 31.2. pontbeli megallapodasunk értelmében a két
test Osszetétele azonos; az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
.7:1 2.7:2 = {1,...,m}.

A dinamikai egyenlet a szokdsos jelolésekkel

Ei=Qi— PR+ p°Gy, Vi=F,
a=1

N =G¢ (a=1,...,m),

E2:Q2*P2F2+ZMQ 25 Vo = Fy,

a=1
N§ =GS (a=1,...,m).
A kornyezettdl vald elszigeteltséget
Ei+ By =0, Vi+ Vs =0, NE4 NS =0 (a=1,...,m)

fejezik ki. Ennek megfeleléen, minden Es € (J)T, Vi € (m®)*, N € RT
(a=1,...,m) esetén

U(Es, Vs, N}, ... ,N™) := {(Ey,Vi,N{,...,N™),(E,Vo,Na,...,N3") |
By +E,=E,Vi+ Vo=V, N* + NS =N*(a=1,...,m)}

a dinamikai egyenlet invarians részsokasaga.
Az egyensilyi fajlagos éretékekre és koncentracidékra

T(elm Vlo, Clo) = T(€20a V20, 020)7 P(eloa Vlo, Clo) = P(eQO; V20, 820)7

ﬂa(elovvlmclo) = /»La(€20av207c20) (a = ]-a"'vm)

4ll fenn.
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33.2.2. Azonos fazisok

Ha a két test azonos fazisban van, akkor — az el6bbi egyenl&ségsorozatban
szereplo fluggvényegyiittes injektivitdsa miatt —

€lo = €20 =! €0 = ﬁ’ Vio = V20 =: Vo = F’
S S

(NL,...,N™)
Clo = Co =1 Co = ————————,
Ns

m
Ny =Y N
a=1
m

Az egyes testek Osszrészecskeszdmdra — az Ny := > N{* mennyiségre —
a=1
semmi megszoritds sincs, ezért U(FE;, Vs, NI, ..., N™)-ben a nem nulla részecs-
keszamu egyensiilyok halmaza

ahol

{(Nleolevolecov (Ns - Nl)em (Ns - Nl)voa (Ns - Nl)co) | 0 < Nl < NS}

Ennek szigorti aszimptotikus stabilitdsarél ugyanolyan &llitas fogalmazhatd
meg, mint 20.6. pontban.

33.2.3. Kiilonbo6zo fazisok

Ha a két test kiilonboz6 fazisban van, akkor a 33.2.1. végén szerepld egyen-
16ségsorozat mellett még az egyensilyi részecskeszamokra

N10 = i Nlam N20 = i N;O
a=1 a=1

jeloléssel
Niceio + Nogezo = Es,  Nigvio + Nogtae = Vg,

N+ N5t =N (a=1,...,m)

S
kell, hogy teljesiiljon.
Ugyanigy, mint 22.2. pontban, itt is bebizonyithatjuk, hogy ha a testek
entropikusak, akkor az egyenstly aszimptotikusan stabil (tehat lokdlisan egyér-
telmfi is) az U(Fs, Vs, N&, ..., N™) feltétel mellett.

33.3. Szelektiv atvandorlas, rogzitett osszenergia és
egyedi térfogatok

A kornyezettdl teljesen elszigetelt két testet egymaéstol merev, hévezeto fal
valasztja el, amely csak bizonyos Osszetevé anyagokat enged at. Az egyik test
legyen két komponensti, a masik egy komponensti: F; = {v,z}, Fo = {v} (az
egyik test “viz” és “sé” elegye, a méasik tiszta “viz”). A két test kozott tehdt a
sérészecskék nem vandorolhatnak.

A dinamikai egyenlet a szokasos jelolésekkel

Ei=Qi+uGY, Vi=0, Ny=GY, Ni=0,
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E2:Q2+:U"2/G\2,a V2:07 N;: ‘2,7 NZZ:()

4

Erdemes megjegyezni, hogy a masodik testben a “viz” kémiai potencidlja a
tiszta anyag kémiai potencidlja, azaz a szokdsos jeloléslinkkel py = py. A két
test adott Vi, és Vo, térfogata, az elsé testben levo soérészecskék N7, szdma, a
masodik testben levd sorészecskék 0 szama, a testek Eg Osszenergidja és a testek-
ben levd “viz” N7 Osszrészecskeszama a jol ismert médon a dinamikai egyenlet
U(Vio, Vao, N%,,0, Es, NY) invaridns részsokasigit hatdrozza meg, amelyet az
E; és Ny valtozdkkal paraméterezhetiink; a redukalt dinamikai egyenlet

Ei=Qi+pGY, NY =G
Az egyensilyi Ej, belso energiat és Ny, vizrészecskeszamot a
Tl(Elo; Vloa Nfoa leo) = TQ(ES - Elm ‘/207 NSV - Ni/m 0)7

H‘I/(Elm Vlm Nfo’ leo) = ,J’V(ES - Elo’ ‘/207 Nbv o N{,O’ 0)
egyenléségek hatarozzak meg.

Allitas Az (Ero, Vie, Ny, N%, Es— Eio, Vao, NY — NY.,,0) egyensily (ha létezik)
aszimptotikusan stabil az U(Vie, Vao, N%.,0, Es, NY) feltétel mellett.

Bizonyitas A 16.8. allitds feltételei teljesiilnek. Kozvetleniil is azonnal belat-
hatjuk, hogy a redukélt dinamikai egyenlet egyensulyanak aszimptotikus stabi-
litasat az

(E17Nf) = Sl(El)V107N]‘_/7N1ZO) + SQ(ES - E17V2O)N; - N]‘_/70)

Ljapunov-fliggvény biztositja.

33.4. Szelektiv dtvandorlas
33.4.1. A dinamikai egyenlet

A testeket olyan fal vilasztja el egymastdl, amely csak bizonyos anyago-
kat enged at. A testek egymadssal és a kornyezettel mind mechanikailag mind
termikusan kapcsolatban allnak.

Az “elvalaszté fal” természetesen lehet képletes is. Az el6bbiekben vizet és
vizes soéoldatot tekintettiink a fal két oldaldan. Ha viszont séra és vizes sdoldatra
gondolunk (egy sédarab oldddik vizben), akkor minden fal nékiil megvaldsul a
szelektiv atvandorlas: a sé atmegy a vizes oldatba, de a viz nem megy at a
sodarabba. Most éppen ilyen oldédasi folyamatot vizsgalunk.

A dinamikai egyenlet a szokasos jelolésekkel

E1=Q1—P1F1+/ﬁ T V1:F17 N1Z= T NII:O»

By =Qs— PPy + p5G5, Vo=1F,, Nj=G%5 Ni=0.

Az elsé testben a “sé” kémiai potencidlja a tiszta anyag kémiai potencidlja,
azaz a szokasos jeloléslinkkel pf = p,. A masodik testben levé vizrészecskék Ny,
szama, az els6 testben levo vizrészecskék 0 szama, és a testekben levo “s¢” NZ
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Gsszrészecskeszama a jol ismert médon a dinamikai egyenlet U (Ny,, 0, NZ) inva-
ridns részsokasagat hatdrozza meg, amelyet az (E1, Vi, N7, Es, Va) véltozdkkal
paraméterezhetiink; a redukdlt dinamikai egyenlet

Ey=Q, — PF, +u,G%, N/ =GY,
Ey = Qy — PyFy — 1i5G5.
Az egyensilyi értékeket a
Tl(EloaV107N1zo70) :Tm Pl(Eloavlolezovo) :Pav

T2(E207V207st - leovNI,o) =Ty, P2(E207 ‘/QOstZ - leo?NI]o) =Py,
:U'Z(Tav Pa) = :u‘g(Ta?Pav st - Nilov Nilo)

egyenléségek hatarozzak meg.
Kérjiik az olvasot, bizonyitsa be az egyensuly aszimptotikus stabilitasat az
el6z6 pont mintajara.

33.4.2. Az egyensily létezésének feltétele

Most inkabb arra forditjuk a figyelmiinket, 1étezik-e a széban forgé egyensiily.
A fajlagos adatokra dttérve a fenti utolsé egyenléség igy hangzik:

,Ufz(Tav Pa) = ,Ufg(Tav P,, Cza CV)~

Ugyanigy, mint 32.4.2. pontban, megéllapithatjuk, hogy félidealis elegy-
re nincs nem nulla részecskeszamu egyenstly: a s6 az elsd testbdl sziintelentil
aramlik a mésikba, mignem az anyaga teljesen el nem fogy.

Nem félidealis elegyekre viszont 1étezhet nem nulla részecskeszami egyen-
suly. Az a tapasztalati tény, hogy adott hémérsékleten és nyomdason kevés vizbe
tett nagy sédarab nem oldédik fel egészen, hanem a s6 és az ugynevezett teli-
tett oldat egyenstilyban van egymadssal, azt mutatjak, hogy a viz-sé oldat nem
félidedlis elegy. Altaldban csak akkor tekinthetiink egy elegyet jo kozelitéssel
félidedlisnak, ha a koncentracidk kozel vannak az 1-hez illetve a 0-hoz.

33.5. Tultelitett oldatok

Tekintsiik az el6z6 pontbeli rendszert: sé oldédasat vizben adott T hémérsék-
leten és P nyomadson. Vialasszuk fliggetlen koncentrdcionak a sékoncentraciot,
és jeloljiik egyszertien c-vel. A séoldat ¢; telitettségi koncentracigjat

/LZ(Ta P) = /LZ(Ta P, Ct);

vagy a 25.2. szerint
CtJZ(T‘7 P, Ct) =1

egyenlGség hatarozza meg. EbbdSl — jé esetben — a telitettségi koncentracidt
meghatarozhatjuk a homérséklet és a nyomas fiiggvényében.

Ha a s6 koncentraciéja az oldatban kisebb a telitettséginél, akkor a sé ol-
dodik, ha nagyobb, akkor kicsapddik. Joél ismert jelenség, hogy példaul adott
nyomas mellett a hémérséklet novelésével a sé telitettségi koncentracidja nd. Ha
tehat egy telitett oldatot allandé nyomaéas mellett hiitiink, akkor sé csapddik ki
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belole. Ugyanez torténik harmatképzddéskor: a levego lehtil, homérséklete eléri
azt a pontot (a harmatpontot), melynél a leveg6ben oldott vizg6z koncentraciéja
telitettségi lesz; tovabbi hiilés mellett a viz kicsapddik.

Ugyanakkor az is mindennapos jelenség, hogy egyes oldatokat évatosan le
lehet hiiteni a harmatpont ald anélkiil, hogy megindulna a kicsapédas. Tulteli-
tettnek nevezziik azokat az oldatokat (elegyeket), amelyek koncentrécidja adott
hoémeérsékleten és nyomédson nagyobb, mint a megfeleld telitettségi koncentracio.
Ha valami zavar — példaul razkédas — éri a tultelitett oldatot, azonnal “dramai
er6vel” megindul a kicsapddas.

Ezeket a jelenségeket tigy tudjuk targyalni az ismertetett kereteken belil,
hogy, az eddigiektdl eltéréen, nem hagyjuk figyelmen kiviil a nulla részecske-
szamu egyensilyokat. A tiltelitett oldatok instabilitasdra vonatkozoan teljesen
hasonlé kijelentéseket tehetiink, mint a tulhevitett illetve tulhiitott folyadékok
esetében.

33.6. Feladatok

1. Targyaljuk adott kornyezetben levo két test folymatait a 19. fejezetben
megismert kényszereknek megfeleléen, ha a kornyezet és a testek Osszetétele
ugyanaz (vagyis a részecskék vandorldsit semmi sem akaddlyozza).

2. Téargyaljuk a kornyezettol elszigetelt testek kozotti szelektiv atvandorlast,
ha a testek térfogata nincs rogzitve.

3. Tegyiik fel, hogy 33.3. pontban a “viz” allandé Ak fajhoji idedlis gaz, és
a “viz-sd” elegy is idedlis, és adjuk meg expliciten az egyensilyt.

4. Vessiik egybe a 33.3. eredményét az ozmdzisrél mondottakkal.

5. Az implicitfiiggvény-tétel alkalmazasaval adjunk feltételt arra, hogy a te-
litettségi koncentraciot ki lehessen fejezni a homérséklet és a nyomas fliggvényé-
ben, és irjunk fel formulat arra, hogy adott nyoméason a telitettségi koncentracio
a hémérséklet (szigorian) monoton névé fliggvénye.
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VII. KEMIAI REAKCIOK

34. A kémiai reakciok jellemzoi

34.1. Bevezet6 gondolatok

Az Osszetett anyagt testek eddig vizsgalt folyamatai koziil — hallgatélagosan —
kizartuk a kémiai reakcidkat azaltal, hogy a kiilonboz6 Gsszetevok részecskesza-
mait fliggetlen valtozéknak tekintettiik. A testek részecskeszamai diffizié vagy
fazisatalakulas folytan gy valtoztak, hogy a részecskék atvandoroltak egyik
testbdl a masikba. Kémiai reakcié soran — ha kizarjuk a diffiziét és a fazisdta-
lakulast — egy test részecskéinek a szdma nem atvandorlas utjan valtozik, és a
részecskeszamok valtozasa egymastol nem fiiggetlen.

Vizsgdlatainkban tehat egy test fog szerepelni, amely a kornyezettel csupan
mechanikai és termikus kapcsolatban allhat, azaz a test és a kornyezet kozott
athatolhatatlan fal van, amely lehet rugalmas vagy merev, hévezetd vagy hészi-
getel6. A kornyezetet a hOomérsékletével és a nyomasédval jellemezziik.

34.2. Sztochiometriai tényezok

A kémiai reakcidk jol ismert tulajdonsiga, hogy az egyes anyagok meghatd-
rozott ardnyban vesznek részt benne. Példaul hidrogén és oxigén reakciéjaban
két molekula hidrogén, egy molekula oxigén és két molekula viz vesz részt:

2Hs5 + Oy = 2H50.

Azokat a minimélis részecskeszamokat, amelyek a reakciéban részt vehet-
nek, sztochiometriai tényezének hivjuk. A reakcié “bemeneti” oldalan levo
anyagok sztochiometriai tényez6jét negativnak, a “kimeneti” oldalon levokét po-
zitivnak vessziik. Az eléz6 példankban a hidrogén sztéchiometriai tényezdje -2,
az oxigéné -1, a vizé 2. Természetesen, az rajtunk all, melyik oldalt valasztjuk
“bemenetnek” és melyiket “kimenetnek”, hiszen a = jel is épp arra utal, hogy
a reakcié barmely irdanyban végbemehet az adott koriilményektdl fiiggen.

Ha tehat egy reakcioban az 1,...,m jelii anyag vesz részt, akkor az anyagok-
hoz hozzdrendelheték a v!,...,v™ sztéchiometriai tényezdk tigy, hogy a reak-
ci6 folyamén az N1 ..., N™ részecskeszdmok megvéltozésa mindig a v',..., 0™
tobbszordse. Ezek szerint a test Osszetevéinek részecskeszama kémiai folyamat-
ban (ha anyag nem 1ép ki a testb8l vagy be a testbe) mindig

(N(O)! + Jvt, ..., N(0)™ 4 Jv™)
alakd, ahol J nemnegat{v szam, és N(0)! stb. a kezdeti részecskeszamok.
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34.3. A kémiai affinitas

A test allandé tomege mellett a kémiai reakcidban a részecskeszamok valto-
zasara tehdt

N = Ju~ (a=1,...,m) (%)

all fenn. A részecskeszam valtozdsa miatti energiavaltozas most nem kapcsold-
dik a test és a kornyezet kozotti tomegeserével, tehdt nem jarhat egyiitt koz-
vetett hédtaddssal, ezért most ez az idedlis energiaszallitds formdjat olti (csak
persze valéjdban nem szallitds, hiszen a részecskék nem véndorolnak). Ennek
megfelel6en a dinamikai egyenletben a bels6 energidnak a részecskeszam miatti

megvaltozdsa
ZMO‘N"‘ = (Z 1/"‘/ﬂ> J.
a=1 a=1

A jobb oldalon zaréjelben levé mennyiség alapvetd szerepet jétszik a kémiai re-
akci6 leirasaban; negativjat kémiai affinitdsnak hivjuk. Pontos meghatarozasa:

Definicié A (D,e,P,p' ..., y™, R) dsszetett anyag (V',...,v™) € Z sztichio-
metriai tényezdknek megfeleld kémiai affinitasa

A:=— i TN
a=1

Természetesen a kémiai affinitdst megadhatjuk a kanonikus valtozékban is,
vagy egy fazisban a hémérséklet és a nyomds fiiggvényében is.

34.4. A reakcio mértéke

A mondottak szerint egy Osszetett anyagi test allandd témege esetén kémiai
reakciéban az (N1, ..., N™) részecskeszamok helyett az egyetlen J mennyiség
a fliggetlen valtozd, amelyet a reakcié mértékének neveziink. Ennek megfe-
leléen ekkor a test dllapotatait a (V,T,J) vagy (E,V,J) — vagy egy fazisban a
(T, P, J) — fiiggetlen mennyiségekkel jellemezhetjiik.

A Kkonstituciés fliggvényeket is ezen fiiggetlen mennyiségek fliggvényeinek
tekintjiik, de — a szokésos kétértelmiiséggel — a megszokott szimbdlumokkal je-
16ljiik 6ket. Tehat példaul

S(E,V,J) :=S(E,V,N(0)' +Jv', ... ,NO)™ + Jv™),
SV, T,J) =SV, T,NO)" + Jv', ..., N)™ + Jv™),
S(T,P,J):=S(T,P,NO) +Jv* ..., NO)™ + Jv™).

Ekkor a V| E, T és P szerinti parcialis derivaltak megtartjdk eredeti értel-
miiket, a J szerinti parcialis derivéaltra vonatkozd Gsszefiiggést a szimbolikus

9 a9
ﬁzaz::l” N

forméban fejezhetjiik ki.
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Megjegyezziik, hogy minden fiigg az N(0)! stb. kezdeti részecskeszamoktdl
is, de azt elhagyjuk a jelolésbol.

Azt mondjuk, hogy (V, T, J) benne van a reguldris tartoményban, ha (V/N,
T,N(0)! + Jvt, ..., N(0)™ + Jv™) benne van, ahol

Aﬁ:fﬂwa+Jwy

Hasonl6 értelemben mondjuk azt, hogy (E,V,J) benne van a reguldris tarto-
manyban.
34.5. Entropikus test

Az eddigi formulainkbdl azonnal kovetkezik, hogy entropikus testre

s 1 8 P 8 _A
OE T’ ov T’ oJ T’

& OF oG
9F _ 9G _ 4.
a7 Y

Tovébba
oT oT oT
oF oV oJ
1
2Q oT oP oT oP oT oP

oT OA oT oA oT OA
A —Tos Asv —Top AG - T3

Ezt az eredményt gy is megkaphatjuk, hogy a 29.4. pontban emlitett ma-
sodik derivdltat (amely az entrépidt a részecskeszamok fliggvényében tekinti)
jobbrdl megszorozzuk az

1 0 O
01 0
0 0 vt
0O 0 ov™

matrixszal, balrél pedig a transzponaltjaval.

Ezért (a,b, ) pontosan akkor van benne D2S(E, V, J) magjdban, ha (a, b, v'c,
..., v™c) parhuzamos (E,V, N(0)* + Jvt, N(0)™ + Jv™)-nel. Ehhez az kellene,
hogy N(0)*/v® ugyanaz a szam legyen minden a-ra. Ez nem lehet, mert a
részecskeszamok nemnegativok, a sztochiometriai tényezok kozott van pozitiv
is, negativ is. Megallapithatjuk tehat:

Allitas Entropikus testre D2S(E,V,J) negativ definit, ha (E,V,J) benne van a
test requldris tartomadnydban.

34.6. Feladatok

1. Irjunk fel dsszefiiggést (V,T,J) — S(V,T,J) parcidlis derivaltjaira.
2. Adjuk meg a konstiticiés fuggvényeket a (V, T, J)-valtozéban idedlis ele-
gyl testre.
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35. A kémiai reakcidok dinamikaja

35.1. A dinamikai egyenlet

A 34.3. pontbeli (x) egyenléség azt jelenti, hogy a részecskeszdmok megvalto-
zasat leir6 G dinamikai mennyiség — amelyet eddig atvandorlasnak hivtunk, de
itt dtalakulds a jelentése — ardnyos v®-val, és az aranyossag minden a-ra ugyanaz,
vagyis létezik valamely K mennyiség, a reakciosebesség tigy, hogy G* = Kv*®

m

(e =1,...,m). A szokésos szimbdlumokkal tehat > u*G® = —AK alakd lesz,
a=1
igy a dinamikai egyenlet (a munkavégzést is idedlisnak véve):

E=Q— PF — AK, V =F, J=K.
A dinamikai mennyiségek — a Q hdéatadas, az F rugddzés és a K reakcidse-

besség — az (E,V, N, Ty, Py) fliggvényei.

35.2. Termodinamikai erék

A kémiai reakciét irdnyité erének az affinitdst fogadjuk el. Tehat a legdlta-
lanosabb esetben, amikor a test a kornyezettel mechanikai és termikus kapcso-
latban is all, a testre haté termodinamikai eré — a szokdasos jeloléssel —

(—(T - Tp), P — P, A),

a kanonikus termodinamikai er$ pedig

1 1 P P A
T T,'’T T,°T)
A dinamikai mennyiségeket most is pszeudolinearisnak mondjuk, ha a termo-
dinamikai er6kbol fliggvényegyiitthatos linedris kombinaciékkal allithatok eld:

Q Ao B Yo\ (~(T-Tv) o P U\ (17
Fl=|Xr Br Vr P—PF | =X By 9% )| F -7
K M\ Br Uk A N B% Y% 4

35.3. Az affinitas szerepe

Az, hogy az affinitdst tekintjiik a kémiai reakcié termodinamikai erejének, azt
jelenti, hogy a reakcidsebesség eléjele lényegében megegyezik az affinitéds elGje-
lével; ez a pszeudolinedris esetben abban nyilvanul meg, hogy ¥x > 0. Késébb
err6l még pontosabbat is mondunk (lasd 37.2.). Vegyiik kozelebbrol szemiigy-
re az affinitds és a reakcié lérejottének illetve sebességének a kapcsolatat. A
jobb attekinthetéség kedvéért tekintsiik csak harom anyag kémiai reakciéjat; ez
megfeleléen tiikkrozi az altalanos esetet. Durvan szolva a

Wt + [P e = [P

affinitas el6jele hatarozza meg a kémiai reakcié iranyat, az egyensilyt pedig
az affinitds nulla értéke jellemzi. A legtobb esetben azonban a kémia reakcié-
val kapcsolatban az egyenstily nem gy jon létre, hogy a harom anyag egymés
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mellett létezik, hanem ugy, hogy az egyik (vagy mindkét) reagens elfogy. Ez
a matematikai modellben a dinamikai egyenlet értelmezési hataran levé pontot
jelent: egy vagy tobb részecskeszam nulla. Ilyen allapotokra az affinitds nincs
is értelmezve; hasonlé a probléma, mint 30.1. pontban. Itt azonban egysze-
riibb a helyzet: példaul az 1. anyag koncentraciéjanak a nulldra csokkenésével
' a —oo-hez tart, a mésik két kémiai potencidl viszont véges marad, ezért az
affinitds nulla értéket fog felvenni az 1. anyag egy megfeleléen kis koncentra-
cigjanal. Formailag — a matematikai modellben — tehat az egyensily a harom
anyag egyltt létezésével valésul meg, noha ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az
1. anyag elfogy.

A termodinamikai erében

— diffuziénal egy anyag ugyanazon fazisdéhoz tartozé kémiai potencial kiilon-
boz6 értékeinek a kiilonbsége szerepel,

— fazisatalakuldsnal egy anyag kilonbozd fazisaihoz tartozé kémiai potenci-
alok értékeinek a kiilonbsége szerepel,

— kémiai reakcidkban kiulonbozd anyagok kémiai potencidljainak a linedris
kombinacidja.

Emlékezziink vissza, hogy a belsd energia és ezzel egyiitt a kémiai potenci-
al, mint a (v, T) fiiggvénye, csak egy additiv allandé erejéig van meghatdrozva
(ldsd 1.1. és 2.1.). Ez az additiv dllandé éppen egy molekula kémiai kitésé-
nek az energidja. FEz az additiv allandd kiesik, ha ugyanannak az anyagnak
a kémiai potencialjat hasonlitjuk 6ssze kiilonb6zé hémérsékleten és nyoméson;
lényeges szerephez jut viszont az affinitdsban, amely kiilonboz6 anyagok kémiai
potencialjainak a kombinéciéja.

Jelolje e; sth. az egyes anyagok kémiai kotésének az energiajat. Ha

[vtler + V2 lex — |v3|es > 0,

akkor a két anyag harmadikkd (példdul hidrogén és oxigén vizzé) vald egyesii-
lésékor kotési energia szabadul fel, azaz a test nem kotési belsd energidjava (a
molekuldk mozgdsi energidjava) alakul, vagy hévezetéssel illetve munkavégzéssel
tédvozik a testbél. Ahhoz azonban, hogy a reakcid 1étrej6jjon, energidt kell for-
ditani arra, hogy a molekuldk “kiszakadjanak” sajat kozegilikbol, hasonléképp,
mint diffizié esetén az dtvandorlashoz; épp ezt az energiat jellemzi a kémiai po-
tencidlokban a diffiziékban is szerepet jatszo rész. Tehdt a felszabaduld energia
(egy molekuldnyi dtalakuldskor) végiil is nem més, mint az affinitds.

A kémiai kotésekre vonatkozé fenti egyenlGtlenség korantsem jelenti azt,
hogy az affinitas is nagyobb, mint nulla. Jé példa erre az, hogy elég alacsony
hémérsékleten és nyoméason a hidrogén és az oxigén békésen megfér egymaés
mellett anélkiil, hogy reakciéba lépnének. A hémérséklet emelésével azonban
az affinitas egyszercsak pozitiv lesz, akkor megindul a reakcid, és tudjuk azt is,
milyen nagy mértékii energia szabadul fel.

Az emlitett tipusu reakcidkat, amelyben kotési energia szabadul fel, exo-
termnek szokas nevezni; jellegzetes exoterm kémiai reakcié az égés.

Viszont az is el6fordulhat, hogy

[vtler + V2 lex — |v3es] < 0,

mellett az affinitds pozitiv; ekkor is 1étrejon a reakcid, amely soran azonban a
test nem kotési belsd energidja (a molekuldk mozgdsi energidja) vagy a testnek
hévezetéssel esetleg munkavégzéssel juttatott energia alakul at kotési energiava.
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Ezeket a reakcidkat endotermnek szokés nevezni. Jellegzetes endoterm reakcid
az ételek siitése.

35.4. Katalizatorok

Vannak olyan anyagok, amelyek csak nagyon nagy nyomadson és homérsék-
leten lépnének egymassal reakciéba. Ekkor a reakcid létrejottét katalizdtorral
segitik el6. A katalizdtor olyan anyag, amely nem vesz részt a reakcioban,
mégis befolyasolja. Ezt az eddigiek alapjan a kovetkezOképpen érthetjiik meg.
Vegyiik az elobbi harom anyag elegyét, és egy elegyet, amely tartalmaz még egy
anyagot. Ebben az 1j elegyben az 1j anyag — a katalizator — sztochiometriai
tényez6je nulla (nem vesz részt a kémiai reakciéban). A katalizdtor jelenléte
azonban jelentOsen befolydsolja az Osszetevék kémiai potencidljat az elegyben.
Tehat katalizator nékiil az affinitds

Wt + 2 = P,
katalizdtorral pedig
|V1‘lu‘llcat + |V2|p“%at - |I/3‘/u’zat'
Lehet, hogy adott koriilmények (h&émérséklet, nyomds, koncentracid) kozott

az elsé affinitds nulla (a reakcié nem jon létre), a masodik affinitds viszont po-
zitiv (a reakci6 1étrejon).

35.5. A tomeghatas torvénye

A 25.2. értelmében (1) tipusu félidedlis elegyben a kémiai affinitds (egy fa-
zisban a hémérsékletet és a nyomadst tekintve fiigetlen véltozénak)

A(T,P,e) = =3 v° (4a(T, P) + kT log ) =

a=1
- i V1o (T, P) — kT log ﬁ o
a=1 a=1

Kémiai egyensiilyban — vagyis amikor nem megy végbe kémiai reakcié — az
affinitds nulla értéket vesz fel (ldsd 37.2.), azaz

S v pa (T, P)

H () =exp |-t — T =: k(T, P).
a=1

Ezt az Osszefliggést szokas tomeghatds torvényének nevezni: kémiai egyen-
stulyban a koncentraciok sztochiometriai hatvanyainak szorzata csak a hOmérsék-
lettdl és a nyomdstdl fligg. A x(T, P) mennyiséget kémiai egyensilyi dllanddnak
hivjak. Ne zavarjon meg a neve: az allando jelz6 arra utal, hogy nem fiigg a
koncentracioktol.

Allandé fajhoji idedlis gazokra 7.11. 4. feladat szerint

Aa+1
1o (T, P) =kT (()\a +1) —log ((T%) %)) + eq
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all fenn, ezért ilyen idedlis gazok félidedlis elegyére

o (£ b ) 1 () )

a=1

35.6. Feladatok

1. Vegyiink egy testet, amely hdrom anyag v' < 0, 2 < 0és v3 > 0
sztOchiometriai tényezdji félidedlis elegyébdl all. Ekkor

M“(T,P,Nl,N2,N3):MQ(T,P)—f—leog% (@ =1,2,3),
ezért
1 2 3 & & N
A(T,P,N',N? N%) azly pio (T, P) — kTazlu logm

Keverjiink hozzd a testhez egy “nulladik” anyagot (katalizdtort), amelynek
a részecskeszdma NO és a sztochiometriai tényezéje 0. Hasonlitsuk 6ssze az 1j
test kémiai affinitasat a régivel.

2. Adjuk meg 2.1. alapjan a kémiai egyensiilyi dlland6t nem &dllandé fajhéji
idedlis gazok elegyére.

3. Szarmaztassuk a tomeghatds torvényét nem félidealis elegyekre.

36. Reakciohok

36.1. Elszigetelt test energiavaltozasa

Ha a test a kornyezetétdl teljesen el van szigetelve (merev, hészigetel6 fal ve-
szi koriil) akkor E = —AK. A bels energia idéegységre esé véltozdsa ardnyos
a reakcidsebességgel, vagyis az idGegységre esO részecske-atalakuldssal; az ara-
nyossagi tényez6 éppen az affinitds. Ez megfelel a 35.3. pontban mondottaknak.

36.2. Rogzitett térfogati és homérsékletii test
energiavaltozasa

Ha a test térfogata régzitve van, akkor
E=Q - AK. (*)

Legyen V, az allandé térfogat. Tegyiik fel még azt is, hogy a reakcié a kornye-
zet dlland6 T, hémérsékletén megy végbe. Ekkor a (V, T, J) valtozokat célszeril
hasznalni:

- 0E(V,, Ty, J)
F=—""/].
aJ
Ha a test eentropikus, akkor az F szabadenergidval az
E=F-T or és or =-A

oT oJ
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Osszefliggések alapjan tehat

: A
B=—AK + (Taa—T> K,

ahol a jobb oldal masodik tagjdban a parcidlis derivalt az affinitasnak mint a
(V,T,J) figgvényének a parcidlis derivaltjat jelenti, és természetesen minden
mennyiség a jobb oldalon a V, és T, helyen veendd. Ezt az egyenlOséget Ossze-
vetve a () egyenléséggel, latjuk, hogy a hédtadds ardnyos a reakcidsebességgel;
az aranyossagi tényez6 az allandé térfogaton és allandé hémérsékleten
vett reakciéhé:

7,04

OvToH .
s (Vor s )

36.3. Rogzitett h6mérsékletii és nyomasu test
energiavaltozasa

Ha a kémiai reakcié a kornyezet dllandé P, nyomdsan megy végbe és a mun-
kavégzés idedlis, akkor £+ P,V = H, ahol H a test entalpiajat jelképezi, tehéat

H=Q - AK. (%)

Tegyiik fel még azt is, hogy a reakcié soran a test homérséklete megegyezik
a kornyezet dllandé T, hémérsékletével. Ekkor a (T, P, J) valtozokat célszeril
hasznalni:

- OH (T4, Pa,J)
H=———""""].
oJ J
Ha a test entropikus, akkor a G Gibbs-fiiggvénnyel a
oG , O0G
H=G- Ta—T es W =-A

Osszefiiggések alapjan tehat

. 0A
H=-AK + (Ta8T> K,
ahol a jobb oldalon minden mennyiség a T, és P, helyen veend6. Ezt az egyen-
16séget Gsszevetve a (x) egyenléséggel, latjuk, hogy a hédtadds ardnyos a reak-
ciésebességgel; az ardanyossagi tényez6 az allandé hémérsékleten és allandd
nyomason vett reakcioho:
0A

To i (Tay Pay J).
aaT( as (17‘])

37. Kémiai rekciok leirasa

37.1. Bevezet6 gondolatok

Eddig “nagyvonalian” beszéltiink a kémiai reakciékrol, pontos definicié nél-
kiil. A mondottak egy része azonban sziikséges volt ahhoz, hogy alatdmassza
a kovetkez6 definiciénkat, amelyben megadjuk egy a kornyezetével legfeljebb
mechanikus és termikus kapcsolatban all6 testben lejatszodd kémiai reakcid le-
irésat.
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a J véltozé hasznilata csak akkor jogos, ha
a test dllando6 témegii folyamatét vizsgaljuk. De még ekkor is minden mennyiség
fligg a test kezdeti részecskeszamaitodl, és ugyanaz a tipusu reakcié is masképp
zajlik le, ha masok a kezdeti részecskeszamok. Példaval vildgitjuk meg: hidro-
gén és oxigén vizzé egyesiilése mdsképp torténik (mds lesz a reakcié sebessége,
a test hémérséklete stb), ha egy liter hidrogénnel és egy liter oxigénnel indul a
reakcié, mintha egy liter hidrogénnel és tiz liter oxigénnel.

Tovabbd ha a testbe anyagot juttatunk be, vagy tdvolitunk el onnan (példa-
ul folyamatosan engedjiik be egy kemencébe a hidrogént és az oxigént), akkor
tovabbra is a részecskeszamok a fiiggetlen valtozék. Ez azt jelenti, hogy csak
a test adott és a kémiai reakcié soran valtozatlan tomege esetén vehetiink a
részecskeszamok helyett egyetlen fiiggetlen mennyiséget, a reakcié mértékét. A
kovetkezokben az altalanos eset szem elott tartdsdval visszatérink a fligget-
len részecskeszamok esetére, amelybol természetesen kdnnyen megkaphatjuk az
allandé tomeg specialis esetét is.

37.2. A kémiai reakciék pontos meghatarozasa

Definicié Adott kérnyezet, adott forrdsok és adott anyagokbdl dsszetett test al-
kotta kémiat rendszer a kovetkezokbol dll:

1. m > 3 pozitiv egész szdm, a (DXRS', T,P,u'...,u™, R) osszetett anyagi

test és a (V1,...,v™) € Z sztichiometriai tényez6k.

2. A
(Q.F.K): (D*RJ) x (K)* x (Pa) = (J/s) x (m?/s) x (1/5)

dinamikai mennyiségek, név szerint a héatadas, a rugdédzas és a reakci-
6sebesség, amelyek folytonosak és folytonosan differencidlhatok az értelmezési
tartomdnyuk belsején,

K #0,

tovdbbd a
Q:=Q(E,V,N' ..., N™ Ty, Py) stb.,

A:=A(E,V,N* ... N™) stb.

szokdsos egyszertsitd jeloléssel rendelkeznek
- az egyensilyi tulajdonsdggal (itt az ditekinthetdség kedvéért felhasz-

m
ndljuk az egyébként mell6zott < és = logikai jeleket): [] N # 0 esetén
1

(a) ha F =0, Q =0, akkor
e =0 << A=0;
(b) ha F =0, Q # 0, akkor
o K=0 = A=0,

e A=06sQ=0 = T =T,
(amibdl kovetkezik, hogy ha K =0 és Q =0, akkor A=0 ésT =Tp),

o0 A=06T=T) = K=0¢éQ=0;
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(¢c) ha F #0, Q =0, akkor
e K=0 = A=0;

e A=06ésF=0 — P=D
(amibél kovetkezik, hogy ha K =0 és F =0, akkor A =0);

ee A=0ésP=P — K=06F=0;
(d) ha F #0, Q # 0, akkor
K=0 = A=0;

e A=0ésF=0 = P=P,,

e A=0,P=Py, ésQ=0 = T=T,

(amibél kévetkezik, hogy ha K =0, F =0 és Q =0, akkor A=0, P =P,
ésT = To),

o 00 A:O,P:PO éST:TO — K:O; F=0 éSQ:O;
- a disszipacios tulajdonsaggal:

—%(T—TO) + F(P—Fy)+ AK >0,

ahol egyenléség akkor és csak akkor dll, ha Q = 0, FF =0 és K = 0; ez az
egyenldtlenség dtirhato

11 P P A
—PF-AK)(=—- =) +F(= -2 )+ K= >
(@ )<T Ta>+ (T Ta>+ 720

alakba.

3. A kérnyezet t — (To(t), Po(t) folyamata, amely idSintervallumon értel-
mezett folytonos fligguény.

4. A forrasok, amelyek t — Q;(t) ést — G%(t) (o =1,...,m) idinter-
vallumon értelmezett folytonos fiigguények.

5. Az

E:Q3+Qa—PFa—AKa+Z,uQG§,
a=1
V:Fa7

N = K,v*+ GY (a=1,...,m)
dinamikai egyenlet, ahol
Q. :=Q(E,V,V,T,,P,) stb.

A fenti definiciéban a munkavégzés idedlis. Ez nem vezet ellentmondésra
amiatt, hogy a test csak a kornyezettel van kapcsolatban (més testtel nincs).
Egyébként az eddig targyalt rendszerek mintdjara nyilvanvald az altalanosités
a nem idedlis munkavégzésre.

Egyszeri tény, hogy ha a forrasok nulldk, akkor minden stacionarius allapot
egyenstly.
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37.3. Az egyensiilyi és a disszipacios tulajdonsag
kovetkezményei

A 15.3. mintdjdra az aldbbiakat kovetkeztethetjiik.

Allitas Az elébbiekben bevezetett jeldléssel

(a) ha F =0 és Q =0 akkor K > 0 akkor és csak akkor, ha A > 0,

(b) haF =0 és Q #0, akkor ha A >0 ésT =Ty, akkor (E,V,N' ... ,N™)
rendelkezik egy olyan (matematikai) kornyezettel, hogy az abba esé minden
(E’,V’7N1/, oo, N™) esetén K(E’,V’7N1/, oo, N™ Ty, Py) > 0,

(c) haF #0 ésQ =0, akkor ha A > 0 és P = P,, akkor (E,V,N', ... ,N™)
rendelkezik egy olyan (matematikai) kérnyezettel, hogy az abba esé minden
(E',V',NY ... N™) esetén K(E',V',NY ... ,N™ Ty Py) >0,

(d) ha F # 0 és Q # 0, akkor ha A > 0 és T = Ty, P = Py, akkor
(E,V,N', ...,N™) rendelkezik egy olyan (matematikai) kérnyezettel, hogy ab-
ban minden (E', V', N ... N™) esetén K(E',V',NY ... N™ Ty, Py) >0,
és ugyanilyen kijelentéseket tehetiink a forditott egyenlétlienségekkel.

37.4. Osszefoglalé formulsdk
37.4.1. A leiras kerete

Ugyantgy, mint a 16. fejezetben, egy megfelelé formalizmus keretében a
kémiai reakcidkra is értelmezhetjiik a kényszereket, és dltalanos kijelentéseket
tehetiink az egyensilyok stabilitdsdra vonatkozoan. A kovetkezOkben feltesz-
sziik, hogy a test tomege dllandé (tehdt a reakcié mértékét haszndlhatjuk jel-
lemz6nek), nincsenek forrdsok, és a kornyezet hémérséklete és nyomdsa allando;
bizonyos formuldk értelemszeriien érvényben maradnak nem-nulla forrasok és
valtozé kornyezet esetén is, ezeknek az olvasé maga utdna jarhat.

A test dllapotai (az dllandé tomeg miatt) tehdt az

X :=(J)x (m¥) xR
vektortérben vannak, amelynek elemeit réviden igy jeloljiik:
v = (E,V,J)

(nem keverjiik 0ssze az X definiciéjdban szerepld J = Joule szimbdlumot az
a-ben levé J-vel).

Most is a T hémérséklet helyett kT-t tekintjiik, ahol k a Boltzmann-allandé.
Ekkor a kanonikus intenziv mennyiségek értékeinek osszességére

1 P A .

teljesiil.
Ezért a test kanonikus intenziv mennyiségei az

1 P A .
y':<ﬁ’ﬁ’ﬁ>‘XHX

fliggvényt alkotjak, amelynek értelmezési tartomanyat X p-vel jeloljik.
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A kornyezet anyaga lényegtelen, a kornyezetet most csupan a homérséklete
és nyomasa jellemzi, ezért ezeket a mennyiségeket tiintetjiik fel a kovetkezékben
is, vagyis az

1 B 1 P,
= +—,—,0) € X* = —,—,0
7 <kTo KTy’ ) v Y (kTa KT, >
jeloléssel (mint eddig, a o és az , index a kornyezet lehetséges illetve az adott
folyamatban megvalésulé mennmyiségeire utal) a dinamikai egyenletet értelem-

szeriien
(x:1— Xp)? = =R(z,Ya)
alakba frhatjuk.
Az
F(z,y0) == y(r) — o

névleges termodinamikai erével a pszeudolinedris esetben

R(Qf, yO) = B(JJ, yo)F(JT, y0)7

ahol B(x,y0) € Lin(X™, X/s) a névleges vezetési métrix.

37.4.2. Kényszerek

A kényszereket, azok holonom vagy anholonom voltat, az effektiv termodina-
mikai erét is ugyanigy fogalmazzuk meg, és ugyanazt mondhatjuk réluk, mint
16.3. pontban, a jeloléseket is atvessziik.

A 16.4.3. -hez hasonlbéan értelmezziik azt, hogy a névleges vezetési matrix
illeszkedik a kényszerhez, és megismételhetjiik, amit a ott mondtunk a névleges
és az effektiv vezetési matrix kapcsolatarol.

Tehat kényszerhez illeszkedd névleges vezetési matrix esetén — atvéve a 16.3.
és 16.4.3. jeloléseit — a dinamikai egyenlet:

(IEIHXD)? i':BF(Ivya)FF(xaya)‘

A dinamikai mennyiségek disszipéacids tulajdonsiagabdl azt kovetkeztetjiik,
hogy
F(xayO)B($7y0)F(‘T7y0> >0 (mEXDayo eX*)a

illetve
Fr(z,y0)Br(z,y0)Fr(z,y0) > 0 (r € Xp,yo € X7),

és ezekben az Osszefliggésekben akkor és csak akkor &ll egyenléség, ha Fr(z, yo) =
0.

37.4.3. Az egyensilyok stabilitasa

A test és a kOrnyezet entropiajanak az oszege egy additiv allando6tél eltekintve
az

E+ PV

Ta
fliggvény, amely entropikus test esetén a regularis tartomanyon kétszer folytono-
san differencialhaté fiiggvény, és F(z,y,) = DL(z) teljesiil, tovdabbd D>L = D2S
a reguldris tartomanyban mindeniitt negativ definit.

L:Xp— (J/K), (B, V,J)— S(E,V,J)—
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Ennek megfelelen a 16.6. allitas értelemszerii atfogalmazésaval igaz a kovet-
kez6; emlékezetetiink arra, hogy a forrasokat nulldnak vettiik, a munkavégzést
pedig eleve idealisnak.

Allitas Hasznaljuk az elézé jeloléseket. Legyen a test entropikus, U kényszer-
részsokasdg a reguldris tartomdnyban, és x, egyensuly U-ban. Ha létezik U-nak
olyan p paraméterezése ., kirnyezetében, amelyre DL(z,)D*p(p~ (z,)) negativ
szemidefinit, akkor x, aszimptotikusan stabil az U feltétel mellett.

38. Specialis kémiai reakciok

38.1. Kényszer nélkiili reakcidok

A test a kornyezettel mind mechanikai, mind termikus kapcsolatban allhat.
Nincs kényszer, a dinamikai mennyiségek egyensulyi tulajdonsdga kovetkeztében
entropikus testre (E,, Vs, J,) akkor és csak akkor egyensuly, ha DL(F,, V,, J,) =
0. Az entropikus reguldris tartomany maga a kényszer-részsokasag, amelyet az
identitassal paraméterezhetiink, tehat nyilvanvaléan alkalmazhaté a 37.4.3. al-
litds: minden egyensuly aszimptotikusan stabil.

38.2. Allandé térfogat

A test térfogata alland6, F = 0. Barmely ponthoz tartozé kényszer-alte-
ret az (1,0,0) és (0,0,1) vektorok feszitik ki. Ennek megfeleléen az effektiv

termodinamikai erd:
1 1 A
T T, T)

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga kovetkeztében (E,, Vy, J,)
valéban akkor és csak akkor egyently, ha itt a termodinamikai er6 értéke nulla:
T(EO7‘/O7JO) :Ta; A(anVmJo) =0.

Minden V, € (m?)* esetén
UVy) :={(BE,Vo,J) | E€(J)T,J eRT}

kényszer-részsokasag, amely affin altér része, ezért affin paraméterezéssel alkal-
mazhaté ra a 37.4.3. &llitas: entropikus test esetén U(V,)-ban a regularis tarto-
manyba esé minden egyensily aszimptotikusan stabil az U(V,) feltétel mellett.

38.3. Allandé hémérséklet

A test hémérsékletét a kémiai reakcié soran a kdrnyezet dllandé hémérsék-
letével megegyezének tartjuk fenn. Az (E,V,J)-hez tartozé kényszer-alteret

0T OT N (9T o
OV’ OE’ ")’ oJ’ " OF

vektorok feszitik ki. Ennek megfelel6en az effektiv termodinamikai eré

P P4
T, T.T.)
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A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga kovetkeztében (E,, Vy, J,)
valoban akkor és csak akkor egyentily, ha itt a termodinamikai er6 értéke nulla:

P(E,, Vo, Jo) = Py, A(E,,V,,J,) =0.
Minden T, € (K)™" esetén
U(To) :=={(E,V,J) | T(E,V,J) = Ta}

kényszer-részsokasag. Az egyensilyban a névleges termodinamikai er6 is nulla,
ezért alkalmazhat6 a 37.4.3. A&llitds: entropikus test esetén U(T,)-ban az ent-
ropikus reguléris tartomanyba es6é minden egyensily aszimptotikusan stabil az
U(T,) feltétel mellett.

38.4. Allandé nyomas

A test nyomésat a kémiai reakcié sordn a kornyezet allandé nyomésaval
megegyezének tartjuk fenn. Az (E,V, J)-hez tartozé kényszer-alteret a

opP oOP 0 opP 0 opP
oV’ OE’ ")’ aJ’ Ok
vektorok feszitik ki. Ennek megfeleléen az effektiv termodinamikai erd
114
T T,)T)°

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga kovetkeztében (E,, Vy, J,)
valoban akkor és csak akkor egyenily, ha itt a termodinamikai erd értéke nulla:

T(EO7VO)JO) = Ta7 A(E03V07J0) = O
Minden P, € (Pa) esetén
UP,) ={(E,V,J)| P(E,V,J)=P,}

kényszer-részsokasig. Az egyensilyban a névleges termodinamikai eré is nulla,
ezért alkalmazhat6 a 37.4.3. &llitas: entropikus test esetén U(P,)-ban az ent-

ropikus regularis tartomanyba es6 minden egyensily aszimptotikusan stabil az
U(P,) feltétel mellett.

38.5. Hoszigetelés

A testet a kornyezettdl hészigeteljikk. Az (E,V, J) feletti kényszer-alteret a
(-P(E,V,J),1,0) és (—A(E,V,J),0,1) vektorok feszitik ki. Ennek megfeleléen

az effektiv termodinamikai erot a

P P\, (P _P\_P PR
T T, T T,) T, T,
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képletek szolgaltatjak. A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsiga ko-
vetkeztében (E,, V,, J,) valoban akkor és csak akkor egyenily, ha itt a termo-
dinamikai erd értéke nulla:

P(Eo, VOv Jo) - Paa A(an Vo» Jo) =0.

A kornyezet hémérséklete érdektelen, ezért vehetjiik formalisan gy, hogy
T, := T(FE,,V,,J,). Ekkor a névleges termodinamikai erd is nulla az egyenstly-
ban. Alkalmazhatjuk tehdt a 37.4.3. &llitast: entropikus test esetén minden U
kényszer-részsokasdgban a regularis entropikus tartoményba esé minden egyen-
suly aszimptotikusan stabil az U feltétel mellett.

Az maradt csak nyitott kérdésnek, hogyan adhatunk meg kényszer-részso-
kasagokat. Egyelére erre nem tudunk valaszolni.

38.6. Feladatok

1. Téargyaljuk a kémiai reakciékat azokban az esetekben, amikor

— allandé a térfogat és a hémérséklet,

— alland6 a hémérséklet és a nyomas,

— hoszigetelés mellett allandé a nyomas.

2. Tegyiik fel, hogy részecskeforrds miikodik a testben (példdul a kémiai
reakcié égés, és folyamatosan pétoljuk a tiizel6anyagot, szallitjuk el az égéster-
méket). Ha a részecskeforrds az anyagokat a sztochiometriai tényez6k ardnydban
szolgéltatja, azaz

GY = K.v* (a=1,...,m), (%)

ahol K, adott id6fliggvény, akkor tovabbra is a J valtozéval jellemezhetjiik a
részecskeszamokat, ellenkez6 esetben azonban nem. Vizsgaljuk meg kozelebbrol
ezt az ellenkezo esetet.

3. Tekintsiik most az el6z6 égetést a () forrdssal; menjen végbe a reakcié
allandé T, homérsékleten és P, nyomason. Adjuk meg a testbdl idGegység alatt
elvezetett hét staciondrius allapotban (feltéve, hogy ez utébbi létezik). Utmu-
tatas: a héatadéds két részbol tevidik Ossze: a testbe érkezo és tavozéd anyaggal

egylitt szallitott KT, Y. 8%(Ty, Pa, Jo)v® hébOl és az elvezetett hobél.
-1

o=
4. Tegyiik fel, hogy az égésterméket nem vezetjik ki a testbdl, azaz

Go =

S

K.v~ ha v* <0,
0 ha v* > 0.

Ekkor mar nem lehet csak J-vel jellemezni a reakcidt. Vizsgaljuk meg az elve-
zetett hot allandé hémérsékleten és nyomason olyan reakciéban, amelyben K
allando, és a bevezetett anyag mind reakciéba 1ép (nem halmozédik fel), azaz
Na:0, ha v* < 0.
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VIII. KIBOVITETT KOZONSEGES
TERMODINAMIKA

39. Termodinamikai test és mechanikai test
kolcsonhatasa

39.1. A leiras problémai

Helyezziink adott mennyiségli gazt egy merev fali hengerbe, amelyet du-
gattyu zar le; tapasztalati tény, hogy a meglokott dugattya rezgést fog végezni.
Prébéljuk meg leirni ezt a rezgést.

Legyen a szoban forgd gdzmennyiség részecskeszama N, dugattyi tomege
m, a felilete A. A kiils6é T, homérsékletet és P, nyomdast vegyiik allandénak.
Ha P a gdz nyomdsa, akkor a dugattyura A(P — P,) er§ hat. Jelolje x a du-
gattyunak a henger aljatol mért tavolsagat. Ekkor a Newton egyenlet szerint
mi = A(P — P,). A géz térfogata V = Az, fajlagos térfogata v = V/N, ezért

A2

i = 2 (P(e,0) = ) (+)

jarul a gaz folyamatét leird
ée=qle,v,T,,P,) +w(e,v, Ty, P,), 0 =1f(e,v, Ty, Py)

egyenletekhez.

Sajnos azonban a dugattyt mechanikai egyenlete és a gaz termodinamikai
egyenletei nem 6sszeférheték. JOl latszik ez példaul abban az egyszerii esetben,
amikor f(e, v, Ty, P,) = B(P(e,v) — P,), ahol 8 > 0 dllandd, tehdt a (x) egyenlet
mellett

0= p(P(e,v) — Py,)
is fennallna, és igy
A2
Nmp
ami azt adnd, hogy a test térfogata exponencialisan né az idével.

Ennek a képtelenségnek az az oka, hogy a kozonséges termodinamikaban
elhanyagoltuk a testek bels6 mozgasat. Emlékezziink vissza a Bevezetésben
mondottakra: a kontinuumok elméletébdl analégiakra épitve gy alkottuk meg a
kozonséges termodinamikat, hogy egyrészt a mennyiségeket térben homogénnek
tekintettiik, masrészt az abszolut sebességmezot allandonak vettiik; ez utobbi
miatt az impulzusatadasrol a kozonséges termodinamika egyenletei nem tudnak
szamot adni. Marpedig a dugattyu rezgése a gaz és a dugattyi impulzuscseréjén
alapszik.

v

273
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39.2. Egy ij dinamikai egyenlet

Vannak olyan jelenségek, amelyekben a termodinamikai test még homogén-
nek tekinthet6, de nem hanyagolhaté el az impulzusatadas. Ezeknek a leirdsa-
hoz az eddigiektdl eltéré modon kell kozelitentink. Idézziik fel a kontinuumfizika
egyenleteit:

Dye=—0v(V-k+ P :Vu),
Dyu=—ovV- P,
D,v =vV - u.

A mennyiségeket térben homogénnek tekintve az els6 egyenletnek kétségte-

leniil az
e=q+w

egyenlet felel meg. A Bevezetésben mondottakkal ellentétben érveljiink most
masképp. A harmadik egyenlet a fajlagos térfogat idéderivaltjit adja meg: a
jobb oldalon a sebességmez6t tartalmazé kifejezés &ll; a sebességmezd idéderi-
valtjara viszont a masodik egyenlet ad Osszefiiggést. A homogén esetre “nagyvo-
nalian” Osszevonva e két egyenletet azt kapjuk, hogy a fajlagos térfogat masodik
id6derivaltjara van

b=f (*)

alaku egyenletiink, ahol f valamely adott fiiggvény.

Ezek az egyenletek és a dugattyira vonatkozé mechanikai Newton-egyenlet
mar Osszeférhets, ha f = %(P —P,).

Viszont ez az f mégsem kielégitd, mert nem értelmes abban a hataresetben,
amikor a dugattyu tomege nulla, vagyis amikor a termodinamikai test nincs
kapcsolva mechanikai testtel, marpedig mi ilyen esetre is jél miikodé egyenletet
szeretnénk.

A (%) egyenletnek épp az a lényege, hogy figyelembe akarjuk venni a termo-
dinamikai test bels6 mozgdsabdl ered6 impulzusat is, a 39.1. pontbeli gondo-
latmenetbdl azonban ez kimaradt. Prébaljuk meg most kifejezni valahogy azt,
hogy a nyomaskiilonbség nem csak a dugattyit hozza mozgasba, hanem a gaz
részecskéit is.

Jelolje F,, Fq és I, azt az erdét, amelyet a kiils6 légnyomds gyakorol a du-
gattyura, amelyet a gaz gyakorol a dugattyira, és amelyet a henger alsé fala
gyakorol a gazra. Ha a nyomés homogén, akkor Fy és Fy, egyenld. Tudjuk azon-
ban, hogy a nyomas a valdsigos folyamatban nem homogén, csak mi tekintettiik
annak.

Képzeletben stiritsiik 6ssze a gazt a tomegkozéppontjaba, amelyet jeloljiink
x4-vel; legyen a gaz Ossztomege m,. Ekkor tisztdn mechanikai egyenleteket
tudunk felirni:

mi = Fg— Fy, mgity = Fyg — Fy.

A gdz tomegkozéppontjanak a henger aljatél mért tavolsagdra x, = 5 4ll
fenn. Ezért a két egyenletet Gsszeadva azt kapjuk, hogy

(m+%):’é:Fg—Fa.

Most mér nyugodtan vehetjiik a nyomast homogénnek; ekkor Fy = F, = AP,
F, = AP,, és ezzel
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A2
~ N(m+my/2)
ami mar kielégit6: ha a gdz tomege kicsiny a dugattyd témegéhez képest, akkor
hataresetben visszakapjuk a 39.1. pontbeli egyenletet, és értelmes hataresetet
kapunk akkor is, ha a dugattyu témege tart a nulldhoz.

(P(e, v) — Pa), ()

39.3. Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy az el6bb targyalt henger hészigetelt. Ekkor a gaz fo-
lyamata adiabatikus, tehat a hémérséklete megadhaté a fajlagos térfogatanak
v — T (v) fiiggvényeként, amely a

dr 1,0, T)
dv  ¢(v,T)
differencidlegyenletnek a megolddsa (ldsd 4.2.), tehat
A2
= ——— TW))—P,).
= S (PO TE) ~ P

Ha a gdzra teljesiil a hétaguldsi tulajdonsag (1dsd 3.9.), akkor a jobb oldal

derivaltjara
Ly
—d(v) = (373 - 67)) (v, T(v)) <0

all fenn, ezért ha v, az a térfogat, amelyre P(v,,7 (v,)) = P,, akkor a jobb
oldalnak v,-ban maximuma van. Jdl ismert a differencidlegyenletek elméleté-
bol, hogy az egyenletnek a v, egyensilya stabil és a kozelében futé megoldasok
periodikusak. A z := v — v, mennyiségre a kozelit

A2

= —Wd(vo)z

egyenletiink van, amelynek megoldasai harmonikus rezgések.
2. Ha a dugattyiban Ak fajhdjii idedlis gaz van, akkor 7 (v) = a/v”, ahol
a > 0 allandg, és ( )
ka(A+1
d(v) D
Adjunk ennek alapjan becslést a gz fajhOjére a rezgés frekvencidjabdl.

3. Legyen most a henger fala igen j6 hévezetd, azaz tekintsiik a gaz folya-
matat izotermikusnak. irjuk le ekkor a dugattyu rezgését, és adjunk becslést a
fajhore idedlis gaz esetén.

4. Zarjuk a gazt egy olyan géomb alaki edénybe, amelynek fala szabadon
tagulhat vagy hizédhat Ossze. frjunk fel mozgasegyenletet a térfogatvaltozésra.
Utmutatés: legyen m a fal, my a gz tomege, N a gaz részecskeszama. Ha a
gbémb sugara r, akkor egy A kis feliiletdarabnak megfelel¢ géombi kipban le-
v6 géz tomege Amg,/4r?m, tomegkdzéppontja a gomb kozepétdl r/3 tdvolsdgra
van. A feliiletdarabon levé fal tomege Am/4r?m. A 39.2. pontban megismert
moédszer szerint a Newton-egyenletekbol

m + QTm
4r2m
adédik. Fejezziik ki r-et v-vel, irjuk be P(v,T)-t P helyébe.

i=P-P,
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40. Kibovitett termodinamikai testek és

folyamataik

40.1. Bevezet6 gondolatok
A 39.2. pontbeli (x) egyenletet dtirhatjuk elsérenddi alakba is:

b=u, U=

Ezen a formalis atirdson til nagy jelentésége van az u térfogati sebesség
bevezetésének: az tgynevezett kibOvitett kézonséges termodinamikiaban
az eddigi valtozok mellett w is mint Uj 6ndallé véltozo szerepel. A folyamat
(v, T, u) vagy (e,v,u) mint az id6 figgvénye, és minden dinamikai mennyiséget,
a q hévezetést, a w munkavégzést és az f erShatdst a folyamat azaz (v, T,u)
vagy (e,v,u) fiiggvényében kell megadnunk.

A kibovitett kozonséges termodinamikaban tehat egy anyag dllapota az ed-
digiektél eltéréen nem a (v, T) illetve az (e,v) pér, hanem a (v, T, u) illetve az
(e,v,u) harmas. Ez persze azt is maga utdn vonja, hogy az anyagok konstiti-
cios fliggvényeiben is megjelenhet — és meg is jelenik — az u valtozé, a térfogati
sebesség.

Kérdés persze, hogy most is minden tovabbi nélkiil vehetjiik-e akér (v, T, u)-
t akédr (e,v,u)-t fiiggetlen véltozénak. Ha nagyon dltaldnosak akarunk lenni,
akkor biztosan nem. Mi most feltessziik, hogy sem a bels6 energidt sem a hé-
mérsékletet nem befolydsolja a térfogati sebesség (ez egyszertibb, de még minden
tekintetben kielégit6 térgyaldst tesz lehet6vé). Matematikailag ez azt fogja je-
lenteni, hogy T és e akarmelyike véalaszthato fliggetlen valtozonak, mint eddig.

A kontinuumok elméletében a nyomadstenzor két részbél tevédik Gssze: egy
rugalmas (elasztikus) és egy surl6dé (viszkézus) részbél. Az elasztikus rész felel
meg a szokdsos, kozénséges termodinamikaban is hasznalt nyoméasnak, a viszko-
zus 1ész a bels6 surlddast jellemzi, és a sebességmezd gradiensével fejezhetd ki.
A sebességmez6 divergenciaja, amely a gradiens nyoma, a fajlagos térfogat id6-
derivaltjaval all kapcsolatban. Ezért a kibovitett kozonséges termodinamikdban
is elfogadjuk, hogy a nyomas

P(U7T7 U’) = P(U7T) + P*(U7T7 u)

alaki, ahol P, a mér ismert “kozonséges” (elasztikus) nyomds, P, pedig, a visz-
kézus nyomds, olyan fliggvény, amelyre P, (v,T,0) = 0 teljesiil. Ez azt jelenti,
hogy a térfogati sebesség befolyasolja a nyomast.

A kémiai potencialt is befolyasolhatja a térfogati sebesség, tehat

ﬁ(va T, u) = }1(1}, T) T, (’U, T, u)a

és szintén y, (v, T,0) = 0.

40.2. A kibovitett termodinamikai anyag és test

Definicié A (D,e,P,p, R, P.,p,) hetest kibbvitett egyszeri termodinamikai
anyagnak hivjuk, ha (D,e, P, p, R) egyszerd anyag, és

P, : D x (m3/s) — (Pa), D x (m3/s) — (J)
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folytonos fiigguények, amelyek folytonosan differencidlhatok R x (m3/s)-on, és
minden (v, T) € D esetén Py (v, T,0) =0, p, (v, T,0) = 0 teljesiil. e, P := P+P,
és L := 4, a kibSvitett anyag fajlagos belsé energidja, nyomdsa és kémiai
potencidlja.

A kibdvitett termodinamikai anyag

— entropikus, ha a megfeleld kizinséges anyag entropikus,

— viszkézus, ha P.(v,T,u) =0 akkor és csak akkor, ha u = 0.

A feltételek miatt van olyan n : Rx (m3/s) — (Pas/m?) folytonos fiiggvény,
amellyel

P.(v,T,u) = —nv,T,u)u ((v,T,u) € R x (m?/s)),

és hasonlé mondhaté p -rél is. Az anyag tehat pontosan akkor viszkézus, ha
u # 0 esetén n(v, T,u) # 0.

Természetesen a kibovitett anyagot megadhatjuk kanonikus valtozdkban is,
hiszen e-bol a hémérséklet a szokdsos médon kifejezhets a fajlagos bels6 energia
és a fajlagos térfogat fiiggvényében T(e(v,T),v) = T. Ekkor értelemszeriien
aP, P, P=P+P, é W, B, b = p+ p, jeleket haszndljuk az (e, v, u)
valtozékban megadott fliggvényekre; tehat példdaul

P(e,v) = P(v, T(e,v)), P.(e,v,u) = Pi(v, T(e,v),u).

A kibovitett termodinamikai testet formailag ugyanigy definidljuk, mint a
kozonséges testet: (DxRy e, P, jt, R, Py, ) illetve kanonikus véltozékban (D x
RS, T,P, u, R, P, ).

Egy test dllapota most — a kanonikus vdltozékat haszndlva — (e, v, u, N),
vagy (E,V,U,N) := (Ne, Nv, Nu, N).

40.3. Folyamatok leirasa

Egy test folyamata az allapotanak idobeli valtozéasa, vagyis egy idGinterval-
lumon értelmezett ¢ — (e(t), v(t), u(t), N(t)) illetve ¢t — (E(t), V (1), u(t), N(t))
fliggvény, amely a

é=q+w, v =u, = f, N =G,
illetve
E=Q+W+L, V=Gv+U, U=F, N=aG

dinamikai egyenletnek tesz eleget.

Az egyenletek jobb oldalon 4ll6 mennyiségek fizikai értelmiiket tekintve

— q a fajlagos héatadas, w a fajlagos munkavégzés,

— f a fajlagos er6hatas,

— (G a az atvandorlas,

- Q@ a (teljes) héatadas, W a (teljes) munkavégzés, L az energiaszal-
litas,

— I a teljes er6hatas,
amelyek az (e,v,u, N) illetve az (E,V,U, N) mennyiségektél és a testtel kol-
csOnhatasban 4116 testek és a kornyezet jellemz6 adataitol fliggnek.
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Egyszertien adodik, hogy
F=Gu+ Nf.
A munkavégzés idedlis, ha
w=—Po=—(P+P)u, W=-PV=—(P+P,)(Gv+U);
hasonldéan, az energiaszallitas idedlis, ha

L=pN = (p+ )G

Ekkor a teljes és a fajlagos héatadas Osszefiiggése:
Q=Ng+ G(Ts+ Pov— ps).

Ha P,.-ot kicseréljik m-re, u.-t &-re, akkor formailag minden olyan, mint
9.1.-9.4. pontban. Lényeges azonban a kiilonbség: mindenek el6tt ott 7 és £ di-
namikai mennyiségek voltak, tehdt a test és masik test vagy a test és kornyezet
kolesonhatasat jellemezték, igy mindketté adataitdl fiiggtek, és akkor vettek fel
nulla értéket, ha a hémérsékletek is, a nyomasok is megegyeztek; itt viszont P,
és py a testre jellemz6 konstituciés mennyiség, csak a test (kibovitett) dllapo-
tatol fliggnek, és akkor vesznek fel nulla értéket, ha a térfogati sebesség nulla.
Tovabba itt a dinamikai mennyiségek a szokasos mennyiségeken kiviil a térfogati
sebességtdl is fiigghetnek.

40.4. Feladat

A mondottak azt sugalljak, hogy a kibOvitett kozonséges termodinamika a
viszkézus nyomads megjelenitésével nem idedlis munkavégzést vesz figyelembe.
Ennek ellenére a hévezetést dltaldban nem tekinthetjiik tisztdn koézvetlennek.
Mutassuk ezt meg 10.5. mintajara.

41. Egy test adott kornyezetben

41.1. A dinamikai mennyiségek

Tekintsiik egy olyan kib6vitett termodinamikai test folyamatait, amelyben a
test

— tomege allando,

— adott kdrnyezettel dllhat mechanikai és termikus kapcsolatban (tomegcsere
nincs a test és a kornyezet kozott),

— munkavégzése idedlis.

Az allandé részecskeszam miatt hasznalhatjuk a fajlagos mennyiségeket; a
kornyezetet a hémérsékletével és a nyomasaval jellemezve, a hGvezetést és az
er6hatast az

(67U7U7T03 PO) = Q(e, v, 'LL,T(), P0)7 (evvvuvTOa PO) = f(e; 'U,U,To, PO)

folytonos fliggvényekkel adjuk meg, amelyek folytonosan differencialhatok az
értelmezési tartoméanyuk belsején.
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41.2. Az egyensiilyi tulajdonsag

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsigat a kovetkez6 elveken ha-
tarozzuk meg: 1) az impulzusitaddst a nyomdskiilonbség hatdrozza meg, 2)
tekinthetiink csak kozvetlen hévezetést (nem vezet ellentmondésra). Ezért elfo-
gadjuk, hogy

e ha f # 0, akkor f(e, v, 0, Ty, Py) = 0 egyenértékii azzal, hogy P = P,

e ha q # 0, akkor q(e,v,0, Ty, Py) = 0 egyenértékii azzal, hogy T = Tp.

41.3. A disszipacios tulajdonsag

A dinamikai mennyiségek disszipécids tulajdonsigét most is a Clausius-Du-
hem-egyenlétlenség analogonjaként fogalmazzuk meg. A héitaddsra vonatkozd
rész majdnem ugyanolyan lesz, mint a kozonséges esetben: Clausius—Duhem-
egyenlGtlenségben szereplé homérsékletgradienst hémérséklet-kiilonbséggel he-
lyettesitjiik; a nevezében levé hémérséklet helyébe ugyanolyan joggal irhatjuk
a kiilonbség akarmelyik tagjat, vagy akar azok szamtani kozepét stb. Mig a
kozonséges esetben a test hémérsékletét tettiik a nevezobe, itt a kornyezetét.

A Clausius—Duhem-egyenlétlenségnek a munkavégzésre vonatkozd része a
viszkdzus nyomdst tartalmazza, ezért ennek kozvetlenebb analogonjat is meg
tudjuk most adni, mint a kozonséges esetben.

A disszipacids egyenlétlenségek kozé szamitjuk annak kifejezését is, hogy a
39.2. szerint a kontinuumfizika egyenleteivel valé analdgia alapjan a térfogati
sebesség a nyomadskiilonbséggel (a nyomds gradiensével) ardnyos.

Végil is azt koveteljiikk meg, hogy

q(e(’l}, T)7 v, u, T07 PO)
To

f(e(va)’UvuvTO’ PO)(ﬁ('UaTv u) - PO) > 07

ahol egyenl8ség pontosan akkor &ll, ha q(e(v,T), v, u, Ty, Po)=0, P.(v,T,u)=0
és fe(v,T),v,u, Ty, Py) = 0.

Az egyenlGségre vonatkozoé kijelentéseink nem tartalmaznak ellentmondast,
noha az egyenléség teljesiil T = Ty és u = 0 és P(v,T,u) = Py esetén is, ezek
azonban maguk utdn vonjak, hogy q, P, és f értéke nulla.

Az elsé egyenlStlenségben T = Ty helyettesitéssel csak a méasodik tag ma-
rad, ami azt jelenti, hogy az 6nmagdban is nemnegativ; ez azt jelenti, hogy a
P.(v, T u) = —n(v, T, u)u elballitasban n értékei nemnegativok.

Egyszerti atalakitassal és a kanonikus valtozék haszndlataval a disszipacids
egyenl6tlenség els6 tagja atirhato

(T —Ty) — Pu(v, T, u)u > 0,

>0

1 1 P.(e,v,
q(evvvuvT()aPO)( ) - M

T(e,v) Ty T(e,v)
alakba.

41.4. A dinamikai egyenlet

A 39. fejezetben térgyalt rendszer tokéletesen beilleszthetet6 a kibovitett ter-
modinamika keretei kozé, s6t még altalanositani is tudjuk dgy, hogy a viszkozi-
tést is figyelembe vessziik, azaz a 39.2. (xx) egyenletében a kozonséges nyomds
helyett a kibévitett nyomast irjuk be.
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A kovetkezOkben azokra az esetekre szoritkozunk, amelyekben a 41.1. pont-
ban mondottakon tul

— a kornyezet T, homérséklete és P, nyomasa allandd,

— az erGhatas

f(e,v,u, Ty, Py) = 5(P(e,v,u) - Py), (%)

alakt, ahol ¢ allandd, amely a disszipacids tulajdonsag miatt pozitiv, azaz 0 <
§ € (m*/kg),

— a folyamatok a test regularis tartomanyaban futnak.

A dinamikai egyenlet:

é=qle,v,u, Ty, Py) — P(e,uu)u,

v = u,

i =0(P(e,v,u) — Pp).

Ha a fajlagos bels6 energia helyett a homérsékletet hasznaljuk valtozdként,
akkor

<q(e(u,T),v,u,Ta,Pa) - <% +P,T, u)> u) ,

= 0(P(v,T,u) — P,).
41.5. Kényszer nélkiili folyamatok
41.5.1. Az egyenstly egyértelmiisége

(e0,v0,0) pontosan akkor egyensily, ha

T(eo,vo) = Ta, P(eo;vo,0) = Py

Mésként ugyanez: (v,,To,0) pontosan akkor egyensuly, ha

T, =Ty, P(vo,Ts,0) = P,.
Minthogy P(eo,vo,O) = P(eo,v,), adott fazisban az egyensulyt ezek az
egyenlOségek egyértelmiien meghatarozzik.
41.5.2. Az egyensuly stabilitasa
Allitas Tegyiik fel, hogy
a(e(v, T), 0,0, Ty, Pa) = —\T — To),

ahol 0 < X € (J/sK). Ha a test anyaga teljesiti a hétdguldsi tulajdonsdgot,
akkor az egyensuly aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas A homérséklettel felirt dinamikai egyenlet jobb oldaldnak derivéltja
az egyensulyban

0 0 1
0 A o

—0b, da, —O1
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ahol Co = C’U(UO,TO)a No = n(voaTmO)a

_ 0Oe P 0P b oP
Tt YT Er VT T
és a o index azt jelenti, hogy ezeket a mennyiségeket a (v, T, 0) egyenstlyban
kell venni (vegyiik észre, hogy a fenti kifejezésekben az eredetileg szerepld P
helyett az egyensilyi u = 0 miatt P jelent meg). Ennek a matrixnak a karakte-
risztikus polinomja

. A o A A
ZIZ"—>LL’3+ <+5no> $2+5(aon+no+bo>x+5bo~
C, C,

(o] (0] (0] (0]

A bels6 stabilitds feltételei miatt b, > 0, a hétdguldsi tulajdonsdg miatt
aon, > 0, és a disszipaciés tulajdonsag miatt n, > 0; ezért a Ruth-Hurwitz-
kritériumbdl azonnal adédik, hogy a matrix sajatértékei negativok, és ez maga
utdn vonja az aszimptotikus stabilitast.

41.5.3. Entropikus test egyensilyanak stabilitasa

Allitas Ha a test entropikus, akkor az egyensily stabil, és ha a test viszkozus
is, akkor aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas Most az energiat hasznéaljuk véaltozoként. Legyen s a szoban forgd
anyag fajlagos entrépidja. Az

e+ P u?
(e,v,u) — L(e,v,u) :=s(e,v) — T %1,
fliggvény derivaltja
oL _1_1 ~oL_P R OL__ u
de T T, o T T, ou T,

nulla az egyensilyban, és

D2 0
D’L = ( OS ! >
oT,

negativ definit (ahol természetesen D?s egy kétszer-kettes métrix, tehat 0 is két
— oszlopban illetve sorban &ll6 — nullat jelol). Ezért L-nek szigori maximuma
van az egyensulyban.

A dinamikai egyenlet szerinti derivéltja — a szokésos szimbolikus jeldlésekkel

. 11 - P P, P-P, 11 P.u
L=(-——)(g—Pu)— (= -2 Y e
(T Ta) (4= Pu) (T Ta>“+ T, q(T Ta) T

amelynek a disszipaciés tulajdonsag szerint minimuma van az egyensilyban; a
minimum szigord, ha a test viszkdzus.
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41.6. Izoterm folyamatok
41.6.1. Az egyensuly egyértelmiisége

Izoterm folyamatokra — a test hémérséklete a T, allando — az els6 fététel arra
szolgal, hogy meghatarozza a héatadast:

ale(v, Ty),v,u, Ty, Py) = ( 5 + P(v, Ty, )

Ekkor
U(T,) = {(v, Ta,u) | v € (m®)",u € (m?/s)}

a dinamikai egyenlet invaridans részsokasdga, amelyet természetes moédon para-
méterezhetiink (v, u)-val (természetesen itt az U betiinek semmi koze a 40.2.-
40.3. pontban szerepl6 mennyiséghez). A redukdlt dinamikai egyenlet:

U =u, U=0(P(v,Tg,u) — Py).

Ennek (v,,0) akkor és csak akkor egyenstilya, ha P,(vo,T,) = Pa; ez adott
fazisban egyértelmiien meghatarozza v,-t.

41.6.2. Az egyensiily stabilitasa

Allitas Ha 1o := 1(ve, Ty, 0) > 0, akkor az U(T,) feltétel mellett az egyensily
aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas A fenti redukalt dinamikai egyenlet jobb oldaldnak derivéltja az
egyensulyban (b, a 41.5.2. pontban meghatdrozott mennyiség):

0 1
—0b,  —0m, )’

amelynek a sajatértékei negativok.

41.6.3. Entropikus test egyensilyanak stabilitasa

Allitas Ha a test entropikus, akkor az U(Ty) feltétel mellett az egyensily stabil,
€s ha a test viszkozus is, akkor aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas Az el6z6 pontban bevezetett fiiggvénnyel most
(v,u) — Alv,u) = Ty L(e(v, Ty), v, u)

a Ljapunov-fiiggvény a redukalt dinamikai egyenlet egyensilyara. Els6 derivalt-
ja

(P, T0) — Pu =)

nulla az egyensilyban, a masodik derivaltja

oP
% 0
(e

pedig nyilvanvaléan negativ definit, tehat az egyensilyban szigori maximuma
van.

A-nak a redukélt dinamikai egyenlet szerinti derivaltja pedig —P. (v, Ty, u)u,
amely a disszipacids tulajdonsiag miatt nemnegativ, és pozitiv, ha a test viszkd-
Zus.
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41.6.4. Megjegyzés

Ha P, = 0 (a test nem viszkézus), akkor a redukélt dinamikai egyenlet
bzu, ﬂzé(P(U;Ta)_Pa)7

amelyrdl jol ismert, hogy a megolddsai periodikusak (az egyensily stabil de nem
aszimptotikusan).
Lényegében ez az egyenlet szerepelt a 39.3. 3 feladatban.

41.7. Adiabatikus folyamatok
Nincs héatadas, q = 0.

41.7.1.  Viszkozitas nélkiili test egyensiilya

Viszkozitds nélkiili testre P, = 0. Ekkor az els6 fététel a szokasos differen-
cidlegyenletet adja, vagyis a folyamatok a szokdasos adiabatdkon futnak. Egy
C adiabatédt a 4.2. pontbeli differencidlegyenlet egy v — 7 (v) megolddsaként
allithatunk eld. A C x (m3/s) halmaz a dinamikai egyenlet invarians részso-
kasdga, amelyet természetes médon paraméterezhetiink a (v, u) — (v, 7 (v),u)
fliggvénnyel. A redukalt dinamikai egyenlet:

v =u, i =0(P(v,7T(v),u) — P,).

Ennek (vo,u) pontosan akkor egyensilya, ha P(v,, 7 (v,)) = Py; az egyen-
suly egy adiabatan egy fazisban egyértelmiien meg van hatarozva.

Lényegében ezt a redukilt egyenletet vizsgaltuk a 39.3. 1. feladatban. Az
ott vazoltak alapjin igaz:

Allitas Ha a test viszkozitdsmentes és teljesiti a hotdguldse feltételt, C' a test
eqy adiabatdja, akkor a C x (m?/s) feltétel mellett az egyensiily stabil.

41.7.2. Viszkézus test egyensulya

Ha a P, # 0, akkor sajnos az els6 fététel nem linedris v-ben, igy nem tudunk
bel6le — és masként se — invarians részsokasdgot meghatarozni, tehat nem tudjuk
redukalni a dinamikai egyenletet; maradunk az eredetinél. Ennek egyensilyai a

E :={(v0,T5,0) | Py(vo,Tp) = P,}

halmazt — egy dimenzids részsokasagot — alkotjék. A (v,, Ty, 0) egyensilyban az
E részsokasig érintéterét a (a,, by, 0) vektor fesziti ki, ahol a 41.5.2. pontbeli
jeloléseket alkalmaztuk.

Allitas Tegyiik fel, hogy 1o = 1(ve, T»,0) > 0 minden (vo,T,,0) € E esetén.
Ekkor E szigorian aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds A dinamikai egyenlet jobb oldaldnak a derivaltjat egy (vo,To,0)
egyensulyban megkapjuk, ha a 41.5.2. pontbeli métrixban A helyébe nullat
frunk. Az {gy kapott métrix nulla sajitértékének sajatvektora (a,,b,,0) — az E
érintévektora az adott pontban —, a matrix nem nulla sajatértékei negativok. A
Fiiggelék 4.3.2. tételére hivatkozva be is fejeztiik a bizonyitést.
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41.8. Izobar folyamatok
41.8.1. Az egyenstly egyértelmiisége

Most a dinamikai mennyiségek olyanok, hogy
U(P,) :={(e,v,u) | P(e,v,u) = P,}

a dinamikai egyenlet invarians halmaza.
Vegyiik azt az egyszeril esetet, amikor n > 0 dllandd. Ekkor U(P,)-ban

_ Ple,v) - P, "
w=—— (s)

azaz U(P,) paraméterezheté (e, v)-vel, és az igy redukélt dinamikai egyenlet:

P - P,
¢= q(€71)7 (P(@,’U) - Pa)/anav-Pa) - PaLv
n
o= Pley) = Po
n

(e0,vo) pontosan akkor egyensilya a redukdlt dinamikai egyenletnek, ha
T(BO,UO) :Ta7 P(GO,UO) :Pa;
ezek az Osszefliggések az adott fazisban egyértelmiien meghatarozzak az egyen-
sulyt.

Allitas Ha 1 > 0 dllandd és a test entropikus, akkor az U(P,) feltétel mellett
az egyensuly aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas Az
e+ P,v
T,
fliggvény szolgél a redukalt dinamikai egyenlet egyensilyanak Ljapunov-fiiggvé-
nyének. A szokdsos médon egyszerlien lathatjuk, hogy szigori maximuma van
az egyensulyban.
A redukalt egyenlet szerinti derivaltja — elnagyolt jeloléssel —

o 1 1 P—-P P P, P —P,
L=|+-5 q_Pa u + S u =
T T, n T T, n
11 (P - P,)?

T T, Tn

A (xx) Osszefiiggés miatt itt éppen disszipacios tulajdonsidgban szereplé meny-
L]

(e,v) — L(e,v) :=s(e,v) —

nyiség jelenik meg, tehat a L-nek az egyensiilyban szigord minimuma van.

41.9. A kibo6vitett dinamikai egyenletek hataresete

Felmeriil a kérdés, mi a kapcsolat a kozonséges termodinamika és a kibovi-
tett kozonséges termodinamika kozott, és ezt a kapcsolatot — ha van — miként
onthetjiik forméba.
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Tekintsiik az egyszeri esetet, amikor n > 0 allandé. Ekkor a dinamikai
egyenletek (elnagyolt jeldléssel) :

e=q—(P—-nuu, v=u, w=06(P—nu—P,). (%)
A 39.2. pontbeli speciilis esetben

A2
0= ————.
N(m +mg/2)

A kozonséges termodinamikaban az impulzusatadast elhanyagoltuk, azaz a to-
megeket nullanak vettiik. Ez annak felel meg a fenti egyenletekben, hogy § tart
a végtelenhez, amit dgy tudunk jél megfogni, hogy az

1
gdzp—nu—Pa

egyenletben 1/6 tart a nulldhoz.
E hataratmenet formalis elvégzésével u =

P_nP“, és igy kapjuk, hogy

ée=q—P,f, v=f:= . (k)

A (%) harmadik egyenlete jobb oldaldnak w szerinti parcidlis derivaltja ne-

gativ, ezért a (x) egyenlet (e(O), v(0), W

) kezdeti értékii megoldasa
a 0 utdni id6kre a (x%) egyenlet (e(0),v(0)) kezdeti értékii megolddsédhoz tart,
mikdzben 1/0 tart a nulldhoz, amint ezt tudjuk a differencidlegyenletek elméle-
tébdl.

A (xx) egyenlet a kozonséges termodinamikai egyenlet kozelitése abban az
esetben, amikor a test kozonséges nyomasanak P értéke kozel van a kornyezet
P, nyomasdhoz. Azt mondhatjuk tehat, hogy — legalabbis a vizsgalt specia-
lis esetben — az adott kornyezetben levé test kib&vitett termodinamikai leirasa
megkozeliti a kozonséges leirast, ha a test és a vele kapcsolatban all6 mechanikai
test tomege a nulldhoz tart, valamint a test kozonséges nyomasa és a kornyezet
nyomadsa nem tér el egyméstol jelentosen.

41.10. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy izochér — allandé térfogatia — folyamatokra a kibévi-
tett kozonséges termodinamika visszaadja a kozonséges termodinamika formu-
14it.

2. Igazoljuk, hogy a 41.5.2. Allitas akkor is igaz, ha A és § nem allanddk, de
az egyensulyban pozitiv értéket vesznek fel.

Tovabbé akkor is igaz marad az &llités, ha az eréhatds 6(P — P,) + ¢(u)
alakd, ahol ¢ differencidlhatd, és ¢(0) =0, ¢'(0) =0

3. Illessziik a 39.3. 4. feladatot a kibOvitett kozonséges termodinamika ke-
retei kozé. Mit tudunk mondani az egyensily stabilitasarol?

4. Targyaljuk az izobdr folyamatokat a (v, T, u) véltozéban, és bizonyitsunk
be egy stabilitdsi tételt a linearizaciés modszerrel.
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42. A kibovitett k6zonséges termodinamika
korlatai

A kibOvitett kozonséges termodinamika nagyon jé eredményeket szolgaltat
adott kornyezetben levo test allando részecskeszamiu folyamatainak leirdsara
(eléggé specidlis erbhatds esetén), arra is j6l ramutat, milyen folyamatokra alkal-
mazhato sikeresen a kozonséges leirds. Sajnos azonban a kibovitett kozonséges
termodinamika nem miikodik megfelel6en tobb test kolcsonhatdsdnak leirdsara.
Ennek f6 oka az, hogy egy test térfogati sebessége a testhez rendelt valtozo,
ezért — ellentétben a kozonséges esettel — nem bonthatd szét kolesonhatéd test-
parok mennyiségeinek az Osszegére. Egy allandd részecskeszamu testekbdl allo
rendszer esetén a kozonséges termodinamikdban

M
Vi=F, =Y Fy,
k=1

itt viszont )
‘/ji = Ui7

és U; az i-ik test konstiticios valtozdja. Ezért a disszipaciés tulajdonsagot —
amelyben a térfogati sebesség is szerepel — sem lehet testparokra megfogalmazni.
Gondolhatnank arra, hogy allitsuk fel a disszipaciés tulajdonsdgot testenként,
ami a kozonséges termodinamikdban annak felelne meg, hogy Osszegezziik tes-
tenként a vele kapcsolatban &llékra vonatkozé egyenlGtlenséget. Ekkor 41.3.
alapjan példaul harom testre azt kovetelnénk meg, hogy

7@(111 - TQ) - %(Tl - TS) - Pl*Ul Z 07
T, s

de ugyanolyan joggal azt is eléirhatnank, hogy

1 1 1 1 P.U;
— — ) _ > 0.
Q12 <T1 T2> + Q13 <T1 Ta) 2 0

Az még a kisebb baj, hogy e két egyenl6tlenség nem egyenértékii, hiszen
rajtunk all, hogy melyik javara dontiink, ha van indokunk.

Az indok természetesen az volna, hogy melyik biztositja — legalabbis egy-
szerll esetekben — az egyensily aszimptotikus stabilitasat. Viszont az egyik
legegyszerlibb esetben, amikor két entropikus test hat kolcson a kornyezettol
elszigetelve, az entrépidnak a 41.5.2. pontban szereplohéz hasonlé moédositasa
— sem mas modositdsa — nem lesz Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabili-
tasra: ott nagyon lényegesen kihaszndaltuk, hogy a moédosité tag nevezojében a
kornyezet allandé hémérséklete all.

Sajnos az sem latszik, hogy adott kornyezetben levé de valtozéd részecske-
szamu testre hogyan definialjuk értelmesen a disszipaciés tulajdonsagot.



IX. ELEKTROMAGNESES
JELENSEGEK
A TERMODINAMIKABAN

J6l ismert, mindennapos jelenség, hogy az elektromos aramot vezetd test felme-
legszik. Kevésbé hétkoznapi, de jol ismert jelenség, hogy fémek magnesezésiik
soran felmelegszenek. Az elektromos dramok elméletében fontos szerepet jatszik
a testek ellenalldsa, amelyrél kéztudott, hogy fligg a hémérséklettol; altalaban
novekszik a hémérséklet novekedésével. Ugyancsak fligg a hdmérséklettdl a mag-
neses permeabilitds, amely a magneses mez6 és a mégnesezettség kapcsolatat irja
le.

Ebben a részben azt vizsgaljuk, hogyan befolyasolja az elektromagnesség a
testek termodinamikai allapotét, és hogyan fliiggnek az elektromégneses jelensé-
gek a testek allapotatol.

Elore kell bocsatanunk, hogy itt csak meglehetosen sziik keretek kézott mo-
zoghatunk, ugyanis a homogén testek elméletében az elektromédgneses meny-
nyiségeket is homogénnak kell tekinteniink, és ez viszonylag ritkan jé kozelités.
Emlitettiik az el6széban, hogy valésdgos folyamatban a testek nem homogének,
mégis annak tekinthetjiik 6ket nagyon sok esetben: példaul akkor, ha homo-
gén egyensily kozelében futé folyamatokat vizsgalunk. Viszont egy testben az
elektromagneses mezd még egyensulyban is — azaz amikor idében nem véltozik
— a legritkabb esetben homogén.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az elektromos és a magneses mezo, az elekt-
romos és a mégneses dipélus stb. relativ azaz megfigyel6tél fiiggd mennyisé-
gek; az abszolut azaz megfigyeloktél fliggetlen fogalom az elektromagnesség. Az
elektromos t6ltés is abszolit. A termodinamikai test fogalma impliciten mindig
feltételez egy tehetetlenségi megfigyelot, amelyhez képest a test nyugalomban
van, ezért az elektromagnesség és termodinamika kapcsolataban elektromos és
magneses mezorol, elektromos és méagneses dipélusrél beszéliink, ami természe-
tesen a test altal meghatarozott megfigyel6ére vonatkozé mennyiségeket jelenti.

Végil sz6t kell ejteniink a mértékegységekrél. Eddig az SI mértékrendszert
hasznaltuk, és most sem akarunk nagyon eltérni téle, azonban az elektromag-
nesség formuldit nehézkessé teszi a minduntalan felbukkand ¢y vakuum-permit-
tivitds és pg vdkuum-permeabilitds. Ezért mi bizonyos elektromos mennyisé-
gek SI-mértékegysége helyett azok ,/ep-szorosat illetve 1/,/€p-szorosat, bizo-
nyos magneses mennyiségek SI-mértékegysége helyett azok /pp-szorosat illetve
1/\/fo-szorosét hasznaljuk. Természetesen |/€p-nak és /fip-nak pontos mate-
matikai értelem adhatd, de ezzel itt nem foglalkozunk. Az SI mértékrendszer
egy hibaja abbdl ered, hogy kordbban Oszetévesztették a H és B magneseses
mennyiségek szerepét, elektromos analégidk alapjan azt hitték, az el6bbi jel-
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lemzi a mégneses mezd erésségét oly modon, hogy az m magneses dipolusra
haté forgatényomaték m x H. Ez a tévedés tovabb él, noha elméleti és kisérleti
tények mar régéta bizonyitottak, hogy B a magneseses mezo erGssége. A téve-
dés folytan persze ugy allapitottak meg a mégneses momentum mértékegységét,
hogy m mértékegysége szorozva H mértékegységével J (joule) legyen. Mi itt a
tovabbiakban a mégneses momentum SI-mértékegységét arra alapozzuk, hogy
m és B mértékegységének a szorzata joule; ez a szokdsoshoz képest egy pg-val
val6 osztast jelent.

Tablazatba foglaljuk az SI- és az altalunk hasznalt mértékegységeket a jobb
tdjékozbdas érdekében.

A toltés SI-mértékegysége a coulomb, melyet azonban az dramerésség A
(amper) mértékegységével As (amperszekundum) forméban szokds hasznélni.
A fesziiltség mértékegysége V := J/As (volt).

Az elektromagneses mennyiségek altalunk hasznalt szimbdlumai és SI-mér-
tékegységei a kovetkezOk:

C elektromos toltés: As,
U elektromos potencial: V.

E elektromos mezé: V/m,
D elektromos gerjesztés:  As/m?,
p elektromos dipdlus: Asm,
P elektromos polarizacié: ~ As/m?,
€0 vakuum-permittivitds:  As/Vm,
B mégneses mezd: Vs/m?,
H mégneses gerjesztés: A/m,
m mégneses momentum:  Am?,
M maégnesezettség: A/m,
1o vakuum-permeabilitds:  Vs/Am.

Mi ezt ugy modositjuk, hogy az elektromos toltés, a dipdlus, a polarizé-
ci6 valamint az elektromos gerjesztés SI-mértékegységét elosztjuk ,/€p-nal, az
elektromos potencial és az elektromos mez6 SI-mértékegységét megszorozzuk
V/€o-nal; a magneses mezd SI-mértékegységét elosztjuk ,/po-lal, a magneses mo-
mentum, a mignesezettség és a magneses gerjesztés SI-mértékegységét megszo-
rozzuk /fio-lal, tehat a mértékegységeink ezek lesznek:

C elektromos toltés:

U elektromos potencial:
E elektromos mez6:

D elektromos gerjesztés:
p elektromos dipdlus:

P elektromos polarizacio:
B mégneses mezé:

H ma&gneses gerjesztés:
m mégneses momentum:
M mégnesezettség:

NG
VeV,

VeV/m,

As/(m?\/e),

Asm/ /e,

As/(m?\/e),

Vs/(m o),

VHo 4 /™,

\/,U'_OAm27

Vi /M-

Ha tehat a formuldinkban az aldbbi bal oszlopban allé jeleket a jobb ol-

dali megfeleld jelekkel helyettesitjiik, akkor megkapjuk az SI-mértékegységekre
vonatkozé formuldkat:
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C/ /<o,
Veéou,

VeokE,

D/ /e,
P/ /<o,
P/ \/eo,
B/\/ko,
VoM,
Vo1,
oML

As Vs
(€0) = (Vm ) (po) = <Am) )
konnyti 1atni, hogy

(As/Veo) = (VIm),  (VaV) = (VJ/m),
(cV/m) = (As/m*\/eg) = (Vs/m* /o) = (Vi A/m) = (\/J/m?),

ezért E, D, P, B, H és M mértékegysége azonos.

Z5E®9T OE QO

Mivel

N———

43. Elektromosan toltheto termodinamikai
testek

43.1. A toltott test potencialja

Toltések elektromagneses mezot hoznak létre. Ha olyan jelenségekre korlato-
z6dunk, amelyben a toltések dramldsa (makroszképikus mozgédsa) a testben nem
til gyors, akkor a magneses mezot figyelmen kiviil hagyhatjuk, és az elektromos
mezdt kozel sztatikusnak, azaz potencidlosnak vehetjiik. A toltés az elektromos-
sagot jellemzo6 extenziv mennyiség, a potencidl pedig a hozza tartozd intenziv
mennyiség.

Molekularis szinten a testek elektromos toltottségét kétféleképpen képzel-
hetjiik el:

1) a részecskékhez kotott toltésekkel (szigetelék)

2) a részecskék kozott szabadon mozgd toltésekkel (fémek); természetesen
ekkor sem teljesen szabadok a toltések, hiszen egymassal és az anyag részecské-
ivel is kolcsonhatnak.

Idézzink fel néhany elemi ismeretet elektrosztatikabol. Vigytunk C toltést
egy R sugari gombre. Ha ez a gomb fém, akkor egyensulyban a toltés a feliiletén
helyezkedik el, a potencidl a gombben konstans, értéke

_1cC
4T R’
Itt tehdt a potencidl homogén a testen, a toltéseloszlas nem. Vegyiik ugy,
mintha az volna. A potencial értéke

1

U= ’Y'L)Cu Yo = 3_3(477)2‘/7
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ahol V' a test térfogata. A potencidl tehdt a toltéstol és a test térfogatatol
flige. Formuldnkbdl azt is lathatjuk, hogy a potencidl nem fejezhet6 ki csupdn
a fajlagos toltéssel és a fajlagos térfogattal.

Ha a test szigeteld, akkor létrehozhatunk benne egyenletes toltéseloszlast;
ekkor a potencial a gbmbben nem &allandd; gémbszimmetrikus, a kézépponttol
r tavolsagra az értéke

1 Cr?
 4me R3’
ahol € az anyag (relativ) permittivitdsa (vagy més néven dielektromos tényezo-
je). Itt tehdt a toltéseloszlds homogén, a potencidl nem. Vegyiik ugy, mintha
az volna, és helyettesitsiik az

U(r)

1 C
4dme 3R
atlagértékével, amelyet gy kaptunk, hogy integraltuk a potencialt 0-tél R-ig,
és eredményt osztottuk R-rel. Ugyantgy, mint az el6bb, megallapithatjuk, hogy
a potencidl nem fejezhet6 ki csupén a fajlagos térfogattal és a fajlagos toltéssel.
Természetesen itt is megadhatd, mint a C' toltés és a V térfogat fiiggvénye:

1
U=%C  pim e =t

3e/3(4m)2V  3e

Ezek az egyszert példak is mutatjdk, milyen durva feltevés a mennyiségek
homogenitasa. Tovabba gondolatmenetiink gomb alakt testre érvényes; egészen
més eredményre jutndnk mas alak esetén. A toltés keltette potencidl erésen fiigg
a test alakjatol.

A potencidl nemcsak a t6ltéstél, hanem a test termodinamaikai jellemz6it6l
is fligg: az €l6z6 példdk mutatjdk, hogy a potencidl a térfogattdl (st a test
alakjétodl) is fiigg. Szerepel azonban a képletben (legaldbbis a szigetel$ esetén)
a permittivitas, amelyrdl koztudott, hogy fligg a test fazisatdl, és adott fazisban
a homérséklettol és a nyomastol.

A testek molekularis szerkezetére alapozott meggondoldsok eredményezik a
Clausius—Mosotti-formuldt (lasd 49.4.), amely szerint

6—1_ «
e+2  3v

)

ahol a valamely allandé és v a fajlagos térfogat. Atrendezve és kifrva a vélto-
zokat is azt kapjuk, hogy

3a

3v— «

(v, T)=1+ ,
azaz a permittivitas csak a fajlagos térfogattdl fiigg, a hémérséklettol nem. Ez
furcsdnak tiinhet, hiszen “koztudott”, hogy a permittivitas fiigg a hémérsék-
lett6l. Ez igaz is, ha — a gyakorlati alkalmazasoknak megfeleléen — a fajlagos
térfogatot az anyag adott fazisdara vonatkozdéan a hémérséklet és a nyomas fligg-
vényének tekintjiik; ekkor a szokasos jelolésekkel

3a

T P)=14+ ———.
«(T. P) +3v(T,P)fa

A Clausius—-Mosotti-formula — amely a kisérletek tanusdga szerint igen j6l
alkalmazhat6 sok esetben — természetesen nem &ltaldnos érvényti, a permitti-
vitds bonyolultabban is fiigghet az anyag termodinamikai jellemz6it6l. Vannak
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olyan anyagok (a fémek és j6 néhany szigetel8), amelyek permittivitdsa nem
értelmezheto, de az ilyen anyagu testekre is igaz, hogy hogy benniik a toltések
keltett elektromos mez§ (potencidl) fiigg a test termodinamikai jellemz&it6l.

43.2. A toltott test nyomasa

Egy testen leve toltések taszitjak egymast, ezaltal az anyagot tdgulasra kész-
tetik; mas oldalrél ugyanez: tobblet-nyomaés kell ahhoz, hogy az anyag ne ta-
guljon. Ez azt jelenti, hogy a nyomas fiigg a test toltésétol.

A nyomaésnak a tOltéstol valo fliggésére a kovetekez6 szemléltetést adjuk.
Vegytink egy V térfogatu gomb alaku testet, amelyen C' toltés oszlik el egyenle-
tesen. A 1étrejott U potencidl és [E elektromos mezderdsség gombszimmetrikus,
ezért a toltések okozta P, nyomadst is gombszimmetrikusnak vehetjiik. A térfo-
gati toltésstlirliség C/V, {gy az r és r + Ar sugaru gombgyfiriinek az A feliiletii
darabjara merdlegesen haté elektromos er6 nagysaga koriilbeliil

AAT%HE(T)\.

Ezzel tart egyensulyt a gombgytiri-darab kiilsé felliletére és belsé feliiletére ha-
t6, nyoméasbdl szarmazd erd:
—P.(r+ Ar)A+ P.(r)A.
E két kifejezés egyenliségébol a Ar — 0 hatdresetben azt kapjuk, hogy
C C
Pl(r)=—-=|E ==_U
C (7‘) V ‘ (T) | V (T)?

amibdl (az integraciés konstans nulla a gdmbszimmetria miatt):

P.(r)= CUTm

Sem a potencial, sem a toltések miatti nyomas nem homogén eloszlasi. Ve-
gylik mégis gy, mintha azok volndnak; ekkor a toltések okozta nyomaéstobblet

_CU _C?
v v

illetve esetleg ennek egy alkalmas szdmszorosa (ldsd 43.9.).

P

43.3. A toltott test bels6 energiaja

A t6ltések az elektromos koélesonhatasuk miatt energidval rendelkeznek, amely
természetszeriileg a test belso energidjanak a része; tehat a test bels6 energidja is
fligghet a toltésektdl. Elemi elektrosztatikai ismeretek szerint a p toltéseloszlds

elektrosztatikai energidja
1
5 [ V@bt

ahol U a toltésstiriiség létrehozta potencial. Ezért az R sugari a toltott fémgomb
illetve szigetelégomb elektrosztatikus energidja (ha a potencidlt homogénnek te-
kintjiik)

02 71}02 02 _ '7302

F.i=——=—— ill E.:= =
=S g 0 Metve ©T YreR 2
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43.4. Extenziv és intenziv mennyiségek

Az el6z6 ravezeté meggondolasokbol kideriil, hogy a potencialt és ennek
kovetkeztében a nyomdést sem adhatjuk meg dltaldban a fajlagos térfogat és a
fajlagos toltés fliggvényében. Itt tehat a potencidl és a nyomdas nem olyan inten-
ziv mennyiség, mint amit a semleges testeknél megszoktunk: ha egy homogén
testet félbe vagunk és a két részt eltavolitjuk egymastél, akkor a potencial és a
nyomads a két félben nem ugyanaz, mint az eredetiben.

A bels6 energia sem a megszokott extenziv mennyiség, nem értelmezhet6
fajlagos bels6 energia, azaz ha egy t0ltott testet félbe vagunk és a két részt elta-
volitjuk egymastdl, akkor a két fél bels6 energidja nem az eredeti bels6 energia
fele lesz.

A t0ltés viszont szokasos extenziv mennyiség: a két félben az eredeti toltés
fele lesz (természetesen homogén toltéseloszlds esetén).

43.5. A tolthet6 test pontos meghatarozasa

Az elébb mondottak alapjdn elektromosan t6ltott anyagot nem értelmezhe-
tlink, csak testet. Egy elektromosan toltott testet az eddigi termodinamikai
mennyiségeken til a toltésével és az elektromos potencialjaval jellemziink. Nul-
la toltés mellett a test az eddig megismert termodinamikai tulajdonsagokkal
rendelkezik, és adott nem nulla toltés esetén is a homérséklet és bels6 energia
valamint a nyomds és a térfogat kapcsolatat jellemzd egyenlStlenségek (belsd
stabilitdsi kritériumok) hasonlék az eddigiekhez.

Ezutan mar kézenfekvo a kovetkezé definicid.

Definicié Egy (DxR* x(As/\/€0)s €0, Po, By R, Ecy Pey o, U) objektumot elekt-
romosan toltheté egyszerii testnek hivunk, ha (D,e,, Po, 1, R) egyszerd
anyag,

E.: D xR x (As/ /o) — ()T, P.: D xRt x (As/\/e0) — (Pa),

#.: D xRY x (As/\/eo) — (J), U:D xR x (As/\/e) — (Ve V),
folytonos figguények, amelyek R x R x (As/\/€y)-on folytonosan differencidl-
hatk,

- T— &(v,T,N,C) monoton né minden lehetséges v, N és C esetén,

- v P.(v,T,N,C) lokdlisan monoton csokken minden lehetséges T, N és
C esetén,

- CU(v,T,N,C) >0 haC#0, és C — U(v,T,N,C) szigorian monoton
nd minden lehetséges v, T és N esetén, a derivdltja mindeniitt (ahol értelmezett)
pozitiv,
tovdbbd a D x RY minden (v, T, N) elemére E.(v, T, N,0)=0, P.(v,T, N, 0)=0,
M (v, T,N,0) =0, U(v,T,N,0) =0 teljestil.

Az U fiigguény a test potencidlja, és az

E(,T,N,C) := Neo(v,T) + E(v, T, N, C),
P, T,N,C) :=P,(v,T) + Pe(v, T,N,C),
wo,T,N,C) :=p,(v,T) +p.(v,T,N,C)

formuldkkal értelmezett fligguények a test belsé energidja, nyomasa és ké-
miai potencidlja.
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A definicié kovetkezménye, hogy a regularis tartoményon — pontosabban

R xRt x (As//€)-on — fennéllnak a
g—; > 0, g—f <0, g% >0 (%)
egyenl6tlenségek.

A definici6 el6tt hangsilyoztuk, hogy elektromosan tolthetd testet és nem
anyagot tudunk csak definidlni, mert az elektromossigra jellemz6 mennyiségek
nem irhatdk le fajlagos adatokkal. A definicidéban szerepel a test anyaga, amely
azonban csak a termodinamikai tulajdonsidgok hordozdja. Eléfordulhatnak az
elektromosan tolthetd testtel kapcsolatban olyan mennyiségek, amelyek csak v-
tol és T-t6l fliggnek; ezeket a test anyagara jellemzének tekintjik. Ilyen példéaul
az anyag dielektromos tényezoje, amellyel a 43.1. formuldinak megfeleléen

C
3e(v,T){/3(4m)2Nv’

A definiciéban és az anyagra vonatkoz6 mennyiségek kifejezésében a fajlagos
térfogat a “kellemes” véltozd. A testre vonatkozé formuldkban viszont, (mint
a ravezeté példdkban is), ugyanigy, mint semleges testeknél, célszerii a teljes
térfogatot hasznalni a fajlagos térfogat helyett.

A szokott kétértelmdi jeldléssel a tovabbiakban hol v-t, hol V-t irunk a figg-
vények vdltozdjaként azzal a megdllapoddssal, hogy a testre vonatkozéan mindig
V-t haszndlunk, az anyagra vonatkozoan viszont v-t.

U, T,N,C) =

43.6. Kanonikus valtozdk

A kirott feltételek miatt az a homérséklet kifejezheto a belsé energia, térfo-
gat, részecskeszam és toltés fiiggvényében, azaz a hémérséklet helyett a belso
energia is mindig hasznalhaté fiiggetlen véltozénak (allapotjellemzének). Igy a
mar megszokott mintdra és jelolésekel (attérve a teljes térfogatra)

T(E(V,T,N,C),V,N,C)=T, &(V,T(E,V,N,C),N,C)=E,
P(E,V,N,C) =P(V,T(E,V,N,C),N,C),
u(E,V,N,C)=p(V,T(E,V,N,C),N,C),
U(E,V,N,C) =U(V,T(E,V,N,C),N,C).

43.7. Entropikussag

A tolthetd test (V,T,N,C) — S(V,T, N, C) entrépidjdnak alaptulajdonsa-
gaként a

oS o0& oS o€ oS o0&

or — T’ ov -—av TP oN ~on P *)
Osszefliggéseken til a 17.3. pontban ismertetett szokasos szabdlynak megfeleléen
azt koveteljik meg, hogy

os  0&



294 IX. ELEKTROMAGNESES JELENSEGEK A TERMODINAMIKABAN

teljesiiljon. Ha a bels6 energiat hasznéljuk valtozénak (azaz kanonikus valtozok-
ban), az S(F,V,N,C) := S(V,T(E,V,N,C), N, C) fuggvényre ezek azt adjik,
hogy

oS 1 oS P S u
OE T 9V T 9N T’
S U
ac T

Definicié A 43.5. definicioban szerepld elektromosan télthetd test entropikus,
ha van olyan S figguény, a test entrépidja, amelyre (x) és (xx) teljesil R X
Rt x (As//€0)-on.

Kétszer differencidlhatosig esetén a vegyes méasodrendii derivaltak egyenlo-
ségébdl a mar ismert

B_P — (9_5 + P
or oV
egyenlGségen til annak kell teljesiilnie, hogy
o0& ou P ou op U
oc = Tor Y GcT av a0 " an

A 17.4. pont allitdsa alapjdn az entrépidnak mint a kanonikus véltozdk fligg-
vényének rogzitett részecskeszam melletti masodik derivaltja azaz
oT oT oT
OFE oV aC
1 aT P aT P aT P
~T P35z — T35 Poy — T3 P35z — T3

aT au T au T au
-Usz + T3 -Ugr +Toyy —-Uzzg +T3e

negativ definit (véltozd részecskeszdm mellett a masodik derivalt negativ sze-
midefinit).

43.8. Kozonséges tolthets test

A 43.1. pontban mondottak (és elektrodinamikai ismereteink) alapjan a po-
tencidlt a toltéssel aranyosnak vehetjiik, az aranyossagi tényez6 pedig fiigghet a
test termodinamikai dllapotatél. Ugyancsak a 43.1. alapjan a toltés miatti nyo-
mds ekkor a toltés négyzetével ardnyos. A toltés elektromos energidja is a toltés
négyzetével ardanyos. Ezek a meggondoldsok sugalljak a kovetkezé formaban
megadott egyszerl elektromos testet.

Definicié A (DxR* X (As/\/€), ¢o, Pos Yo, R, Ec, Pey 1o U) egyszerd elektromo-
san tolthetd testet kbzoénségesnek hivjuk, ha léteznekn, w, € ésv a D xRt -on
értelmezett (és a megfeleld mértékegyenesbe képezd) folytonos figgvények, ame-
lyek folytonosan differencidlhatok R x R -on, és (a teljes térfogatot haszndlva
a fajlagos helyett)

2 2
E(V,T,N,C) = w P.(V,T,N,C) := w
2
w(V,T,N,C) = w U(V,T,N,C) = ~(V, T, N)C.

Mivel a potencial a toltés szigorian monoton névé fiiggvénye, v értékei po-
zitivak. A ~ reciprokét a test kapacitdsdnak szokds nevezni.
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43.9. Megjegyzések az entropikussagrol
43.9.1. Kétségek

Az el6z6 pontban ismertetett kozonséges tolthetd test entropikussdgéanak
sziikséges feltétele kétszer differencidlhatosag esetén — a masodrendii vegyes par-
cidlis derivaltak egyenl6ségébdl — azt eredményezi, hogy

S e e A A (+)
Legyen 43.1. alapjan
a
VWV, T,N) := VT NIV

ahol a > 0 adott dlland6 és természetesen e(V,T,N) := e(V/N,T). A 43.2.
pontban mondottak szerint pedig

T, N
(v, 7, N) = p VTN
v
ahol b valamely édlland6. Ha a test entropikus, akkor (x) kozépsé egyenldsége
azt adja, hogy
ba ag—{/ a

= + ,

Oe
Va_v = (b—1/3)e,

amibdl

azaz létezik ¢(T, N) gy, hogy
e(V,T,N) = ¢(T,N)V>~1/3,

Ebbdl megallapithatjuk, hogy a kévetkez6 négy feltétel egyszerre nem telje-
stilhet:
1. a test entropikus,
2. a testen létrejovo poteélciélra a 43.1. pontban ismertetett, és az elektro-
al

dinamikabdl jol ismert I T képlet igaz, ahol a adott allando,

3. a toltés okozta nyomastobbletre a 43.2. pontban levezetett bC{,—U képlet
igaz valamely b allandoval,

4. a permittivitasra igaz a Clausius—Mosotti-formula.

A 2. és 3. feltétel az elektromossag és a mechanika alapformuldibdl kévet-
kezik; a 4. feltétel szintén az elektromossig alapformuldira alapozott “termé-
szetes” gondolatmenetbdl szarmazik, és altalaban jé kozelitésnek fogadjak el,
azonban a Clausius—Mosotti-formula igen messze esik az e-ra kapott fenti 6ssze-
fliggéstSl. Ha tehat a természetesnek vett 2-3-4 feltétel igaz, akkor a test nem
entropikus. Ha viszont a test entropikus, akkor valamelyik a hdrom természetes
feltétel koziil nem igaz.

Ez arra mutat, kétséges, hogy toltheto testek entropikussiaganak a feltéte-
lezése megfelel a valdsagnak. Persze nem zarhatjuk ki azt a lehetOséget, hogy
mégis teljesiil az entropikussag, viszont a 2-3-4 feltétel valamelyike nem igaz,
példaul a 2. és 4. ellentmond egymasnak.
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43.9.2. Az entropia alakjarol

Vegyiik észre, hogy t6lthetd test entrdpiajat nem definidltuk. Csak entropi-
kus t6lthetd test entrépidjardl beszéltiink, mint egy olyan fliggvényrsl, amelynek
derivéltja adott tulajdonsdggal rendelkezik.

Tegyiik fel az eddigiek analégiajara, hogy az entrépia

_E+PV —pN —UC

S: T

Ekkor kozonséges tolthetd testre

(n+7V —EN —29)C?
2T '

S=38,+

Entropikus testre az entropianak a toltés szerinti parcidlis derivaltjara vonatko-
76 Osszefiiggésbol

n+aV —EN =7 (k)

adédik; ez és a korabbi hdrom egyenléség mar szolgéltatja a tobbi parcialis deri-
valtbdl kovetkezd Gsszefiiggéseket is, vagyis a (x) és (xx) egyenléségek elegend Sk
az entropikussaghoz.

Jegyezziik meg rogton, hogy ekkor ~y szitkségképpen fiigg a hémérséklettél.
Ugyanis ha nem fliggne, akkor (x) szerint 77 =  dllna fenn, amib6l egyrészt az

entropikussdg 43.7. (xx) feltétele szerint 30 = 0 teljesiilne, masrészt a fenti
2

() alapjdn 7V — EN = 0, tehdt S = S, — WQ_T lenne, ami azt vonja maga

utan, hogy g—g # 0.

fgy is fogalmazhatunk: az entrépia fenti alakja és az a feltételezés, hogy a
kapacitds (adott térfogat mellett) nem fligg a hémérséklettdl, kizarjdk egymast.
A 43.9. (%) és (x*) egyenléségének kombindci6jabdl azt kapjuk, hogy
vy oy oy
T—+V—+N—=0.
ar " av TV aN
Az elsérendii linedris parcialis differencialegyenletek elméletébdl ismert, hogy
v pontosan akkor elégiti ki ezt az egyenléséget, ha valamely 4 : (K) x (m3) —
V€,V/As folytonosan differencialhaté fiiggvényre

(T V

teljestl.

43.10. Két szokasos feltétel

Egyszeri alkalmazdsokban (elektrotechnikdban) mindig gy veszik, hogy egy
test potencidlja U = vC, és v a 43.1. pontban mondottakhoz hasonléan altala-

ban nem fligg a hdmérséklettél. Tovabbd a test elektromos energidjara (a belsd

2
energidnak a toltésektdl szarmazé részére) a CQ—U = % képletet hasznaljak.
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Ezek altalanositdasaként tobbnyire feltessziik, hogy

ou o0&
— =0 — =U.
oT ’ oC

Vegyiik észre, hogy entropikus testre az elso feltételbdl kovetkezik a masodik.
Kozonséges testre az elsé illetve a masodik feltétel azt jelenti, hogy

0
8_; =0, illetve n=r".

43.11. Feladatok

1. Vegyiik a 43.1. pontban targyalt toltott gomboket. Vagjuk oket félbe,
gyurjunk a részekbdl két 1ijabb gémbot. Mutassuk meg, hogy az tjabb gémbdk
potencialja kiilénbozik az eredeti potencidltdl (a potencidl és igy a nyomds sem a
megszokott intenz{v mennyiség, lasd 43.4.), és az Gjabb gémbok elektrosztatikus
enerigdja nem az eredetinek a fele (nem értelmes a fajlagos belsé energia).

2. Mutassuk meg, hogy homogén toltéseloszlasu szigetelé gomb elektroszta-
tikus energidja

307
“ " 40meR’

ha a pontos potenciallal szamolunk és nem az atlagos homogén értékkel.

3. Az elektrotechnikai alkalmazdsoknak megfeleléen legyen egy test elektro-
mos energidja (belsd energidjanak a toltésektél szérmazoé része) CQ—U, és a test
potencialja U = vC. Mutassuk meg, hogy ekkor a kapacitds ( reciproka) nem
fligghet a homérséklettél, ha a test entropikus.

4. Fém anyagu test 43.1. pontban ismertetett potencidljara v(V,T,N) =
3%/7, ahol a > 0 éllandé. Fogadjuk el most is a w(V,T,N) := b5t képletet.
Lehet-e a test entropikus?

5. Adjuk meg a T fiiggvényt (azaz a hémérsékletet mint a bels6 energia, a
térfogat, a részecskeszam és a toltés fiiggvényét) a 43.8. pontban leirt testre, ha
~v nem fiigg a homérséklettol.

6. A gyakorlatban a testek tulajdonsagait adott fazisban és adott h6mérsék-
leten és nyomédson (a légkorben) szokds vizsgdlni. Jelolje V' a test térfogatat
adott fézisban mint a (T, P, N, C) fiiggvényét. “Erzésiink szerint” ha adott 7,
P és N esetén noveljiik a test toltését, akkor né a térfogata. Fogalmazzuk meg
ezt formuldban, és mutassuk meg, mi a kapcsolata azzal, hogy adott V', T és N
esetén tobb toltéshez nagyobb nyomds tartozik.

7. Ertelmezziik az elektromosan tolthetd keverékanyagu testet!

44. Elektromosan toltheto testek folyamatai

Nagyvonalakban és “nagyvonald” jelolésekkel vazoljuk az elektromosan tolt-
het6 testek termodinamikai rendszerének leirdsat, amelyet a mondottak és 15.1.
alapjan mar pontosan is megfogalmazhatnank, de nem tessziik, mert csak a
konyv terjedelmét novelnénk vele; barki megteheti minden elvi nehézség nélkiil.
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44.1. Dinamikai egyenlet, dinamikai mennyiségek

Egy elektromosan toltheté test folyamata egy idéintervallumon értelmezett
£+ (B(1), V(£), N(t), C(#)) fiiggvény, amely

E=Q+W+L+D, V=F, N =G, C=J

alaku differencidlegyenletnek tesz eleget, ahol a mar megismert mennyiségeken
til J az elektromos aram, és D az elektromos energiaszallitas.

A 17.3. szerint az elektromos energiaszallitds idealis, ha D = UJ. Az ide-
alistol valo eltérést kozvetett hévezetésnek foghatjuk fel: az aramld toltések
mozgasi energiat is széllitanak, amely a részecskékkel vald iitkozések soran bel-
s6 energiava alakul. Mindig idedlis energiaszallitast vehetiink, ha a test nincs
hészigetelve; hoszigetelést viszont — egyes eseteket kivéve — nem irhatunk le gy,
hogy a héitadds nulla (dllandé részecskeszam mellett), az energiaszéllitas pedig
idedlis.

Ha n > 2 test hat koleson egymaéssal adott kornyezetben, akkor a kolesonha-
t6 testek rendszerének folyamata az egyes testek folyamatainak az egyiittese, és
minden testre a az el6z6ben szerepld differencidlegyenlet all fenn: ((Ei7 Vi, N;) |
i=1,... ,n) a folyamat, amelyre a dinamikai egyenlet

E;=Q; + Wi+ L + D, Vi=F, N, =G, Ci =1

Az eddig megismert dinamikai mennyiségek tulajdonsigaihoz hazonléan J;,
az i-ik testbe foly6 elektromos aram Osszetevddik az egyes testekbol érkezd ara-
mokbdl és a test belsejében levd esetleges toltésforrasbdl jové arambdl, azaz

Ji=Jis + zn: Jiks
k=0

és hasonldan
n
D, = E Dip.
k=0

A kornyezetet adott homérsékletével, nyomaséaval és elektromos potencialja-
val, vagyis egy adott t — (T4 (¢), Py (t), Us(t)) folytonos fiiggvénnyel irjuk le.

Most is elfogadjuk, hogy az i-ik és k-ik test kozotti dinamikai mennyiségek,
igy Jik is csak az i-ik és a k-ik test adataitdl fiigg.

Az eddig is el6fordult mennyiségekre, valamint az

Ai = Qix + Wi + Lig, + Dy,

mennyiségre és az aramokra is elfogadjuk a kolcsonosségi tulajdonsagot, amelyet
szimbolikusan J;; = —Ji; formaban irunk.

A tovabbiakban csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a munkavégzések,
az energiaszallitasok és az elektromos energiaszallitasok is idealisak.



44. ELEKTROMOSAN TOLTHETO TESTEK FOLYAMATAI 299

44.2. Egyensulyi tulajdonsag, termodinamikai er6k

A dinamikai mennyiségek egyensulyi tulajdonsiga azt mondja meg, milyen
kapcsolatban &all a dinamikai mennyiségek nulla értéke a termodinamikai er6
nulla értékével. Az egyensilyi tulajdonsdg magdaban foglalja azt, hogy az Gsszes
megengedett kdlesonhatdshoz tartozé dinamikai mennyiség nulla értéke (vagyis
az egyenstly) maga utdn vonja a megfelelé termodinamikai eré nulla értékét,
és a megengedett kolcsonhatdsokhoz tartozé termodinamikai erd nulla értéke a
dinamikai mennyiségek nulla értékét eredményezi. Ennek pontos megfogalma-
zasa semleges testekre is meglehet6sen koriilményes, t0lt6tt testekre még inkabb
az; itt is kilon bonyodalmat jelentenek a félvezetck, vagyis az olyan kapcsolat
a testek kozott, amely csak egy irdnyban engedi a4t az aramot, legalabbis bizo-
nyos hémérséklet és nyomas alatt. Nem vallalkozunk arra, hogy mindezt teljes
altalanossagban le is irjuk; nem éri meg a faradsdgot, hiszen, mint méar hang-
stulyoztuk, a homogenités feltétele igen durva, és csak egyes specidlis esetekben
vezet viszonylag jé (a tapasztalattal egyezd) eredményre; ezekben kiilon-kiilon
magadjuk az egyensiilyi tulajdonsdgot.

Most csak azt rogzitjiik, mit tejintiint termodinamikai erének.

Kovetve a 10.1. pont mddszerét, egy testet “kiszemeliink”, annak mennyisé-
geit a szokdsosan jeloljiik, egy vele kolcsonhatasban 4116 test mennyiségeit pedig
a o indexszel latjuk el. Igy példdul a héstadss

(E7V7 N, C, EuVo;NnCo) = Q(E7 V,N, C, E,, V.7N.7C.).

Emlékeztetlink, hogy az elektromos toltéssel kapcsolatos intenziv mennyiség
a potencial. A testek intenziv mennyiségeinek kiilonbségét, pontosabban a

(_(T - T0)7P — P, _(,u - ,Uo)v _(U - U'))

mennyiséget az adott testre a mésik (e-tal jelolt) test dltal gyakorolt termodi-
namikai er6nek hivjuk, az

1 1 P P. 1% He U Uo
T T,)7T T, T T,)° T T,
mennyiséget pedig kanonikus termodinamikai erének.

A dinamikai mennyiségek pszeudolinearisak, ha — a szokasos elnagyolt jelo-
lésket alkalmazva —

Q )\Q ﬂQ ’L9Q O'Q —(T—T.)
F| _ |2 Br Vr orF P—P, _
G| |X Ba Yo oc —(p—pe) |
J )\J ﬁ] ’19J agJ —(U—U.)
1 _ 1
2 % U B\ | P_R
N DV A T T,
Ne B 0 og | | —(E-8) |
Ay By 05 03]\ _(u_u.
T Te

ahol a matrixban szerepld egylitthatdk is az (E,V, N, C, E,, Vs, N,, C,) fliggvé-
nyei.
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Ha A; =0, 85 =0,9; =0, akkor J = 0;(Us — U), ami nem mads, mint az
Ohm-térvény: oy a testek kozotti vezetSképesség, reciproka az ellendllas.

Megjegyezziik, hogy itt az ellendllas két test kolcsonhatasat jellemzi, holott
szokasos ismereteink szerint az ellenéllas egyetlen test tulajdonsaga. Ez a kelle-
metlenség abbdl adddik, hogy a mennyiségeket homogén eloszlasunak vettiik: a
potencial értéke a testeken alland6. Ha olyan keretek kozott dolgozunk, amikor
figyelembe tudjuk venni, hogy a potencial értéke egy test kiillonb6z6 pontjaiban
kiilonbozé, akkor az ellenallast egy testhez rendelhetjiik.

44.3. Disszipacios tulajdonsag
A dinamikai mennyiségekre a disszipaciés tulajdonsdgot

Q w L D
U

~ (T -T) ~ (P~ P) - ;(ufﬂ-)

T (U—-Uy) >0

forméban koveteljik meg, ahol egyenl6ség akkor és csak akkor allhat, ha az
Osszes dinamikai mennyiség a nulla értéket veszi fel.
Az idedlis esetre a disszipdcids tulajdonsag a

_Q
T

alakot Olti, amelyet atirhatunk igy is:

(T —Ta)+ F(P—Py) — G(pu — pa) — J(U = Us) > 0

(Q — PF+uG +UJ) <;;)+

P P, 1% He U U.
Fl=—-——]- = ——=) = ———12>0.
r(z-7)-o(f-%)-7(7-%)20
A disszipéacids egyenlétlenség eddig is el6fordult tagjaihoz az elektromos ara-

mok elméletébdl jol ismert J(U, — U) tag jarul: ez az elektromos dram teljesit-
ménye.

44.4. Megjegyzések

Az n tolthetd testbdl és a kornyezetbél &llé6 rendszer nyugalmi allapotét,
egyensilyat, staciondrius folyamatit ugyanugy értelmezziik, mint 15.4. pont-

ban.
Az

X = (1) % ) xR x (s/v) )

jelolés bevezetésével a 16. fejezet formalizmusa most is alkalmazhato, a kénysze-
reket ugyanugy értelmezhetjiik; ahhoz, hogy az eredmények is értelemszeriien
érvényben maradjanak az kell, hogy a test legyen entropikus, és az entrépia
mésodik derivaltja legyen negativ szemidefinit.

Az el6zéekben mondottak szerint azonban az entropikussdg tulsdgosan erés
kovetelménynek latszik, ezért a kovetkez6kben az entropikussag feltételezése nél-
kiil targyalunk néhany specidlis rendszert, amely egy tolthetd testbdl és adott
kornyezetbdl all. A testre kiilonféle kényszereket rovunk ki. Kényszerek nélkiil
mar attekinthetetlen formuldkra jutnank, és ugyanez igaz két test kélcsonhaté-
sara még ésszerti kényszerek mellett is.
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45. 'Toltheto test adott kornyezetben

45.1. Altalanos feltételek

Egy allandé N részecskeszam, tolthetd testbol és kornyezetébol 4llé rend-
szer folyamatait vizsgaljuk; a kornyezetet az allandé T, hémérsékletével, P,
nyoméasaval és U, potencialjaval jellemezziik. Feltessziik az “artalmatlan”

ou o€

Osszefiiggéseket (lasd 43.10.). Az utébbi azt eredményezi, hogy ha a hdmérsékle-
tet hasznaljuk véltozonak a bels6 energia helyett, akkor az d&ram munkéja kiesik
az elsd f6tételbdl, azaz a dinamikai egyenlet els6 tagja (dllandé részecskeszam
mellett) a szokdsos szimbolikus jelolésekkel

€ . A
a—TT—Q—(P—kW)V

alaku lesz.

45.2. Rogzitett térfogat

Egy testet felmelegitiink, feltéltiink, majd letessziik a foldre; a test kihil,
toltését elveszti. Ezt a jelenséget akarjuk leirni. Tegyiik fel, hogy a test V'
térfogata allando.

A test folyamatait a T' és C' véltozokra redukalt
o€ . .
— 7T = cC=J 1
ot ) (1)

dinamikai egyenlet irja le.
Tegyiik fel, hogy

QZ*)\Q(T*Ta)fo'Q(UfUa), JZ*)\J(T*Ta)fo'J(UfUa), (2)

ahol a A stb. egytiitthaték allandék. A disszipaciés tulajdonsag azt adja ekkor,
hogy

Tar\?
M) > 0.

)\Q>O, oy >0, T/\QO’J—( 5

A dinamikai mennyiségek fenti alakjabdl adédik, hogy a redukalt dinamikai
egyenletnek (T, C,) pontosan akkor egyensilya, ha

To = Taa Z/[(V, Ta,N, Co) = Ua~

A potencidl a toltés szigoriian monoton névé fiiggvénye, ezért az egyensily egy-
értelmi.

Ha (V/N,T,) a regulédris tartomdnyban van, akkor a redukdlt dinamikai
egyenlet jobb oldala differencidlhato, és derivaltja az egyensulyban

_ Ao _ogqb
(—ACJ —a§b> )
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ahol o 9¢
:%(VaTaaNaCO)a Ci= 87T(

Az egyensuly aszimptotikus stabilitdsahoz elegend6, hogy ezen matrix sajat-
értékeinek, az

b: V’TaaNaCO)'

x> cx® + (Mg + osbe)r + (A\goy — Ajog)b

karakterisztikus polinom gyokeinek valés része negativ legyen. Ez pontosan ak-
kor igaz, ha minden egyiitthaté azonos elgjelii. Mivel ¢ > 0 és b > 0 a test
alapvetd tulajdonsagai szerint, a disszipaciés tulajdonsdg miatt pedig Ao > 0
és 05 > 0, igaz a kovetkezd.

Allitdas A 45.1. (x) feltétel szerinti (1) redukdlt dinamikai egyenletnek a (2)
feltevés mellett a (T,,C,) egyensilya aszimptotikus stabil, ha

)\JJQ < )\QO'.].

Az aszimptotikus stabilitas tehat fenndll, ha og és A, azaz a potencidlkii-
I6nbség keltette hoaram és a hémérsékletkiilonbség keltette elektromos dram —
vagyis a kereszthatdsok — “nem tudl nagyok”. Ez azonban csak elégséges feltétel,
az aszimptotikus stabilitas esetleg fennallhat gy is, hogy az egyenlétlenség nem
teljesiil.

45.3. Allandé nyomas

Tartsuk most a tolthet6 test nyomasat a kornyezet dllandé P, nyomaésaval
egyezonek.

A
oP. OP. OP .
—V+ =T+ —=C=0
av' Tar' Tac
osszefiiggésbdl V-t kifejezhetjiik T-vel és C-vel, igy megint a T és C' valtozdkra
redukaljuk a dinamikai egyenletet:

o0& N 22\ . og\ 2& .
<8—T+(PQ+W) 8§P>T=Q—<<Pa+a—T)_"% Jo C=J (1)

oV

A dinamikai mennyiségeket most is
QZ—)\Q(T—TG)—UQ(U—UQ), J:—)\J(T—Ta)—UJ(U—Ua) (2)

alakinak vessziik, ahol a Ag stb. egyiitthaték dllanddk. Ekkor a disszipécids
tulajdonsagot is az el6z6 pontban felirt egyenlétlenség fejezi ki, amely az ott
részletezett megszoritast réja az egyiitthatokra.
A dinamikai mennyiségek fenti alakja szerint (T,, C,) pontosan akkor egyen-
suly, ha
T, =1T,, UV, Ty, N, C,) = U,,

ahol V-t P(V,, Ty, N, C,) = P, hatdrozza meg. Az egyenstly lokdlisan egyér-
telm.
Az el6bbiek mintdjara most azt kapjuk, hogy az

z i cx® + (A\g + osbe+ Ajh) + (A\gos — Ajog)b
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polinom gyokeinek valds része legyen negativ, ahol

:—( e _
ac T ov ) —2P

e (s ) (Vo, Tuy N, Co)
L a 8T 6‘7; Oy ~as ) o/-

@
b: o Vo, To, N, Cs), ‘= (ag i (Pa " 85) 8—T> (ol 2 Co)

Az el6z6h6z képest az a kiilonbség, hogy ott ¢ (amely az dllandé térfogaton
és toltésen vett fajhd) sziikségszeriien pozitiv, itt ¢ (amely az dllandé nyoméson
és toltésen vett fajhd) pozitivitdsat fel kell tenniink (emlékezziink, hogy sem-
leges testekre ez kovetkezik a hétaguldsi tulajdonsigbdl (lasd 3.9.), amelyhez
hasonlét kiréhatunk itt is).

Allitds A 45.1. (%) feltétel szerinti (1) redukdlt dinamikai egyenletnek a (2)
feltevés mellett a (T,,C,) egyensilya aszimptotikus stabil, ha

c>0, —)\Jh<)\Q+O'JbC, )\JO'Q <>\QO'J.

Az aszimptotikus stabilitds tehat most is fenndll, ha og és A;, azaz a po-
tencialkiilonbség keltette héaram és a hémérsékletkiilonbség keltette elektromos
aram “elég kicsi”, azonban itt a “kicsiség” kritériuma a Ajh jelenléte miatt
més lehet, mint az el6bb. Ez azonban csak elégséges feltétel, az aszimptotikus
stabilitds esetleg fennallhat gy is, hogy az egyenl6tlenségek nem teljesiilnek.

45.4. Allandé hémérséklet

Tekintsiik most a tolthetd test izoterm folyamatait; a test homérséklete al-
landéd, a kornyezet T, hémérsékletével egyezének vessziik.
AV és C véltozokra redukélt dinamikai egyenlet:

V=F C= (1)

Tegyiik fel, hogy
F=pp(P—F), J=p;P—PF)—0;U—Ua), (2)
ahol a B stb. egyltthaték allanddk. A disszipécids tulajdonsag azt adja ekkor,

hogy
2

Br >0, oy >0, ﬂFO'J—%>O.

A dinamikai mennyiségek fenti alakja szerint (V5, C,,) pontosan akkor egyen-
sulya a redukélt dinamikai egyenletnek, ha

P(VmTaaNa Co) =Py, M(VmTava Co) =U,.

Ha (V,/N,T,) a reguldris tartomanyban van, akkor a redukdlt dinamikai
egyenlet jobb oldala differencialhaté, és derivéltja az egyensilyban

—Brk Brz
—Bsk—oyu Byz—o5b)’
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ahol oP P
k = 7W(VO,TG,N, OO); z = %(VO,TG,N, OO),
ou ou
= a7 07Ta7N7 0/ = O~ O7TaaNa o)
wi= 5oV Co)y bim 5N )

Ennek a matrixnak a karakterisztikus polinomja
z— 22 4 (Bpk + 05b — By2)x + Bros(kb — zu).

Mivel £ > 0 és b > 0 a test alapveto tulajdonsagai szerint, a disszipacids
tulajdonsag miatt pedig Br > 0 és o5 > 0, igaz a kovetkezd.

Allitas Az (1) redukdlt dinamikai egyenletnek a (2) feltétel szerinti (Vy,Cl)
egyensulya aszimptotikusan stabil, ha

Biz < Brk + osb, zu < kb.

Az aszimptotikus stabilitds teljesiil, ha 8y, z és u “elég kicsi”, azaz a nyo-
maskiilonbség keltette elektromos aram nem tidl nagy, és nem valtozik “draszti-
kusan” a test nyomdsa a toltés valtozasaval, illetve a potencial a térfogat vélto-
zasaval. Ez azonban csak elégséges feltétel, az aszimptotikus stabilitds esetleg
fenndllhat ugy is, hogy az egyenlGtlenségek nem teljesiilnek.

45.5. Egyenaramok

Tegytiik fel, hogy az (dllandé tomegii) testben allandé J, toltésforrds miiko-
dik, azaz a dinamikai egyenlet

E=Q—-PF+U(J,+J), V=F  C=J,+J

Ekkor egyensily nem, de stacionarius folyamat létezhet. Stacionarius folya-
matban J = —J;, azaz a test és a kornyezet kozott dlland6 dram (egyendram)
folyik.

Tekintsiik a legegyszeriibb esetet, amikor a test hémérséklete allandd, és
tegyiik fel, hogy F' és J olyan, mint az el6z6 pontban. Ekkor a staciondrius
allapotot

P(%aTaaNaCo) =P, UJ(u(VoaTavaco)fUa) =Js

hatarozza meg. Formailag az el6z6 pont feladatat kapjuk vissza, ha U, helyébe
Uy + Js/o -t frjuk. Tehdt az elébbi feltételek mellett ez a staciondrius dllapot
is aszimptotikusan stabil.

45.6. Feladatok

1. Allandé hémérséklet mellett a hatadést a rugddzas és az aram egyértel-
miien meghatdrozza. Adjuk meg, hogyan.

2. Milyen Osszefliggés van a \g, 0@, Aj és o egyiitthatok kozott, ha a 12.4.
mintara definidlt vezetési matrix szimmetrikus?

3. Mit tudunk mondani akkor, ha a Ag stb. egylitthatok fiigghetnek a test
allapotatol? (Utmutatés: az egyenlotlenségek az egytitthatoknak az egyensuly-
beli értékeire vonatkoznak: a disszipéaciés tulajdonsaghdl nem kovetkeztethetjiik
a megefelelé egyiitthaték pozitivitdsat, azt kiilon fel kell tenniink.)
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4. Milyen feltételeket rénak ki az aszimptotikus stabilitds targyalt kritériu-
mai a 43.8. pontban leirt testre?

5. Térgyaljuk tolthetd test izoterm-izobér folyamatait!

6. Targyaljuk tolthets test adiabatikus folyamatait!

46. Néhany fontos termoelektromos jelenség

46.1. Alapfeltevések

Tekintstink két allandé tomegli testet (vagy egy testet és kornyezetét), ame-
lyek kozott elektromos és termikus kolcsonhatés is van; a testek térfogatat ve-
gyiik allandénak. Tegyiik fel, hogy a dinamikai mennyiségek pszeudolinearisak,
hasznaljuk a 44.2. jeloléseit; ekkor

Q=T —T,) —oq(U —U.),
J=-X(T =T, —o,(U—-U.).

Feltéve, hogy o; seholsem nulla, a fesziiltségkiilonbséget kifejezhetjitk az
arammal és a homérsékletkiilonbséggel:
1
U-Us=——(J+ (T -T.,)), (*)

aJ
igy a kovetkez6 Osszefliggést kapjuk:

Q=-2@-1)+ % ()
aj aj
ahol A 1= Agoj — Ajoqg (az egylitthatématrix determindnsa).
A termoelektromos hatasok alapja az, hogy altaldban og # 0 és Ay # 0,
azaz a héaramlast befolyasolja a fesziiltségkiilonbség, és az elektromos aramot
befolyasolja a homérsékletkiilonbség.

46.2. A Seebeck-hatas

A Seebeck-hatds az, hogy a testek kozotti hémérsékletkiilonbség is eredmé-
nyezhet elektromos dramot; ezt az fejezi ki, hogy Ay # 0.

Az érintkezd, kiilonbozé hémérsékletli testek kozotti termoelektromotoros
er6 a testek kozotti fesziltségkiilonbség akkor, ha nem folyik aram. Az el6z6
pont (x) formuldja szerint ekkor

U—U. = -2 -1,
o

46.3. A Peltier-hatas

A Peltier-hatas abban &ll, hogy elektromos dram hatésara azonos hémérsék-
leti testek kozott is dramlik hé; ez a 46.1. (xx) formuldja szerint

Q=797
oy
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46.4. A Thomson-hatas
Az elektromos dram teljesitménye a 46.1. (x) Osszefiiggése alapjén

J(Us —U) = Ly ﬁ(T —T)J.
o oJ
A jobb oldal els6 tagja a jol ismert Joule-hatds, a méasodik tagja pedig a
Thomson-hatéds. Specidlis keretek kozott, amikor az aram teljesitménye csak
hohatasban nyilvanul meg, ezek adjak a Joule-hét illetve a Thomson-hét, amit
két példan szemléltetiink.
Legyen a két test teljesen elszigetelve a kornyezettol. Ekkor

E:Q+UJ7 E.:Q._U.J7
és E’—i—E. =0, tehét
Q+Q.=J(U,—U), (*)

vagyis az aram teljesitménye hoatadaban jelentkezik. Megjegyezziik, hogy a
jobb oldal pozitiv a disszipacids tulajdonsag miatt, igy a bal oldal is pozitiv; a
kozvetett hévezetésbol adddik, hogy az egyik test altal leadott hé nem egyenld
a mésik 4ltal felvett h6vel (lasd 10.5.).

Tegyiik fel, hogy az egyik testben Js, a masikban —J; dllandé toltésforrds
miikodik, és a testek a kornyezettel termikus kapcsolatban vannak:

E=Q+Q+U(Js+J),  Ee=Qu+Qu—UsJs+J).
Staciondrius allapotban J = —J,, E = E, = 0, kivetkezésképpen
Qo = —Q, Qo0 = — Q.-

Minthogy most is fenndll az E + E, = 0 egyenléség, az el6zéek alapjin
feltehetjiik, hogy (*) most is teljesiil. Ekkor viszont

—(Qo + Qe0) = J(Us = U),

vagyis a két test altal egylittesen a kornyezetnek leadott hé éppen az aram
teljesitménye.

46.5. Megjegyzés

Mint mér sokszor hangsilyoztuk, a mennyiségek homogén eloszlasa megle-
hetdsen durva kozelités az elektromos jelenségek leirdsdara. A termoelektromos
hatéasok és elektromosan toltheté testek folyamatai igazan jol csak akkor irhaték
le, ha szamot adunk az inhomogenitasokrol is.

Legszembettin6bb példaul az, hogy itt az ellendllas két test kolesonos tulaj-
donsaga volt, a két testen a potencial értéke allandé. Elemi ismereteink szerint
viszont az ellenéllds egy test (vezeték, fogyaszto) tulajdonsiga, és példaul egyen-
aramu korben a testen a potencial nem allandd, hanem az aram 1tjan linedrisan
valtozik.

A testek homogenitasanak feltételezése miatt volt sziikségiink két testre és
kornyezetiikre a Joule- és Thomson-ho értelmezésénél, és ott nem nyilvanvald —
bar kézenfekv6 — az a feltételezés, hogy az el6z6 pont () Osszefliggése teljesiil
egyenaramok esetén is.
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46.6. Feladat

A kanonikus termodinamikai eréket hasznalva

(Q+UJ)(22+UA§ 05+U03) %U—%I.J .
N IS (R

A jobb oldalon 4ll6 matrix — a test allando részecskeszama és térfogata ese-
tén — a két test kozotti kanonikus vezetési matrix, amely Onsager-féle, ha o, +
UoG = A9.

Mutassuk meg, hogy ekkor

c c 1 1
Q\_(ag 90\ (T 1
J a5 05) \-%F2 )

ahol ag, := A — Uogy, af := A — Ucj. Ha a vezetési matrix Onsager-féle,
akkor o(, = aj.

Adjuk meg a targyalt termoelektromos hatdsokat az itteni egytitthatokkal,
és kulon térjiink ki az Onsager-féle esetre.

47. Kvazistacionarius aramok

47.1. Kibovitett tolthetd testek

Eddig olyan jelenségeket vizsgdltunk, amelyekben az elektromos mez6 val-
tozasa elég lassu ahhoz, hogy kozel sztatikusnak azaz potencidlosnak vegyiik.
Ha a valtozéas gyorsabb, de még mindig “nem tul gyors”, akkor is leirhatjuk
az elektromos mez6t potenciallal, viszont méar figyelembe kell venniink az aram
id6beli valtozdsat is. Ezt mas oldalrdl gy szoktdk megfogalmazni, hogy valtozo
aram elektromagneses mezot kelt, amely visszahat az dram valtozdsara. Ha nem
tul gyors a véltozas — a szokdsos terminologia szerint az aram kvéazistacionarius
—, akkor az elektromdagneses mez6 visszahatasat az aram idéderivaltjaval lehet
figyelembe venni tgy, hogy az elektromos mez6t potenciéllal irjuk le.

Ez pontos analégidja annak, amit a 40. fejezetben mondtunk a gyors térfogat-
valtozasrdl: a dinamikai egyenlet a térfogat masodik idéderivaltjara vonatkozik,
ami azt jelenti, hogy a térfogat elsé derivaltjat is az allapothatarozok kozé kell
szamitani. A toltés gyors valtozdsa esetén az aramot szintugy az allapothata-
rozék kozé kell szdmitani. Ekkor tehdt a test allapota (V,T,N,C,J), {gy az
allapotjellemzSk ennek az 6t mennyiségnek a fiiggvényei. Mint ahogy a 40. feje-
zetben is csak a nyomasrdl koveteltiik meg, hogy fiiggjon a térfogatvaltozastol
(a tobbi allapotjellemz6 nem), itt is arra az esetre szoritkozunk, amikor csak a
potencial fiigg az aramvaltozastol.

Definicié (D x RT x (As/\/€g) X (A/\/€0) €0; Po, Pps R, Ec, Pe, 1, U, U) kibB-
vitett elektromosan tolthetd egyszerii test, ha

~ (D xRt x (As/\/€0) €0, Po, Pos R, Ec, Pe, o, U) egyszert tolthetd test,

U, : D xRT x (As/\/eg) x (A/\/€0) — (\/eoV) folytonos figguény, amely
R x RT x (As/\/eg) x (A/\/€0)-on folytonosan differencidlhatd, és U, (v, T, N,
C,0) = 0 minden lehetséges v, T, N és C esetén.

AzU :=U+U, fiigguény a test potencialja.
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47.2. Folyamatok dinamikaja

Egy kib8vitett tolthetd test folyamata ¢t — (E(t), V(¢), N(¢),C(t),J(t)),
amelyre a dinamikai egyenlet

FE=Q-PF+uG+UJ, V=F N=0G,
C=J,  J=K,
ahol (forrdsok nélkil) Q, F, G és K az (E,V,N,C,J) fiiggvénye.
T6bb test esetén természetesen ilyenek egyiittese a dinamikai egyenlet. A di-
namikai mennyiségek kolcsonosségi tulajdonsiga ugyantgy fogalmazhaté meg,
mint eddig. A disszipaciés tulajdonsdgot a kibovitett egyszerii termodinami-

kai testre megéllapitott formula (l4sd 41.3.) analogonjaként — a mér szokdsos
jeloléssel — igy koveteljiik meg:

—%(T—T.) + F(P—P,)—G(pp— o) + JU, >0,
_K(U_ Ua) Z Oa

és nulla pontosan akkor teljestil, ha @, F, G, U, és K a nulla értéket veszi fel.
A dinamikai mennyiségek egyensiilyi tulajdonsiga persze még bonyolultabb,
mint eddig.

47.3. Egy specialis rendszer folyamatai

Nem célunk, hogy teljes altaldanossdgban targyaljuk a kvazistacionarius ara-
mok termodinamikai elméletét. Azon a specidlis példan mutatjuk csak be, ami-
kor a T,, P, allandé homérséklettel és nyomassal, valamint U, potenciallal jel-
lemzett kornyezettel egyetlen test all kapcsolatban, amelynek N részecskeszdama
és V térfogata allando.

A potencidlokrol feltessziik, hogy

UV, T,N,C) =~C, (1)
ahol v > 0 allandd, és
U.(V,T,N,C,J) := RJ, (2)

ahol R éllandé (a test ohmos ellendlldsa), amely a disszipdcids tulajdonség sze-
rint pozitiv. Ekkor tehat X
U=~C+ RJ.

A dinamikai mennyiségeket
1 .
Q=-\NT-Ty,), K:—Z(U—Ua), (3)

alakunak vessziik, ahol az egyiitthatok allanddk; a disszipacios tulajdonsag mi-
att pozitivok (L az 6nindukcids egyiitthatd).
Ekkor a (T, C, J) valtozékra redukdlt dinamikai egyenlet:

OE(V,T,N,C)

ro_ _ 2
G 1= NI ~T.) + RJ*, (4)

C=J, LJj=-C—RJ+U,. (5)
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47.4. Allandé kiilsd potencisl
47.4.1. Az egyensuly
Allandé U, esetén (T,,Cs, J,) pontosan akkor egyensily, ha

To=T, Co=-2%  J,=0.

47.4.2. Az egyensily stabilitdsa linearizalassal

A
o€

= a7
jeloléssel a dinamikai egyenlet jobb oldaldnak derivéltja az egyensilyban

c: V,Ta,N,Co)

-2 0 0
0o 0 1

R
0 -3 -f

Ennek karakterisztikus polinomja:

2o 2P 4 /\+R x2+/\R$+7)\
c L cL cL’
Minthogy itt minden egyiitthatd pozitiv, a Routh—Hurwitz-kritérium alap-
jan igaz a kovetkezo.

Allitas Az el6z6 pont (1)-(3) feltétele szerinti (4)-(5) redukdlt dinamikai egyen-
letnek dllanddé U, melletti (T,,C,,0) egyensilya aszimptotikus stabil, ha

A _ yL—R?
=
¢~ LR

Az aszimptotikus stabilitds fenndll, ha az R ohmos ellendllas elég nagy. Ez
azonban csak elégséges feltétel, az aszimptotikus stabilitds esetleg fenndallhat
dgy is, hogy az egyenlotlenség nem teljestil.

47.4.3. Az egyensuly stabilitasa specidlis médszerrel

Az el6z6 pont (5) dinamikai egyenletének az utols6 két tagjét osszefoglalhat-
juk az

LC 4+ RC +~C =1U, (5)

alakba. Ez édllandé egyiitthatés masodrendii inhomogén lineéris egyenlet C-re,
amelyben az inhomogenitas is allandé. Az

_R+\/R2—4L7>O R—/R? — 4L~
o 2L ’

ag=—————— >0

Qg Y3

jeloléssel az egyenlet minden megoldasa

U,
C(t) = = +aje” M 4 age™ 2!
Y
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alaki, ahol a1, as allandék. Ebbél

J(t) = —arare” " — apage 2t

Az 1d§ muldsdval a t6ltés exponenciélis lecsengéssel tart az egyensilyi U, /vy

értékéhez, az dram exponencialisan lecsengve tart az egyensulyi nulla értékéhez.
A C-re és J-re kapott fenti fliggvényt betéve a (4) dinamikai egyenlet elsd

tagjaba, T-re kapunk egy egyenletet. Jé lenne abbdl bebizonyitani, hogy — leg-

alabbis bizonyos feltételek mellett — T is tart az egyensulyi T, értékéhez. Ez

egyszerlien megy, ha feltessziik, hogy a test fajhgje allando,

= —6 = const
€= om = .
Ekkor ugyanis a
(T —T, )+ NT —-T,) =9

allandé egyiitthatds elsorendit inhomogén linearis egyenletiink van, amelyben az
inhomogenitas lecsengé exponencialis fliggvények linearis kombindciéja. Tud-
juk, hogy ennek minden megoldasa

T(t) — Ty = ae™ /¢ +0(t)

alakt, ahol a allandé, és 0 hatvanyfiiggvények és a 1-ban szereplé exponencia-
lis fliggvények szorzatanak linedris kombindcidja, tehat € is lecsengé fiiggvény.
Kovetkezésképpen a hémérséklet is tart az egyensilyi értékéhez.

Az exponencidlis lecsengés miatt az is igaz, hogy “az egyensulyhoz elég kozel
induld folyamatok mindig elég kozel is maradnak”, tehat az egyensily aszimp-
totikusan stabil.

Erdemes dsszevetni eredményiinket az el6zovel: itt csak azt kellett felten-
niink, hogy a fajhé allandé, +-ra, A-ra, L-re, R-re semmilyen megszoritis sem
sziikséges. Az elobbi eredmény természetesen érvényes allandé fajhé mellett
is. Ez azt mutatja, hogy a linearizélas egyes esetekben meglehet6sen durva
modszer.

47.5. Periodikus kiils6 potencial

Tegyiik most fel, hogy
Uy (t) = Uy, coswit,

ahol w € (1/s)" és U, éllandé (a maximdlis fesziiltség). Ekkor az el6bbi pont
(5) egyenlete olyan allandé egyiitthatés masodrend(i inhomogédn linedris diffe-
rencidlegyenlet, amelyben az inhomogenitas trigonometrikus fiiggvény. Ezt is
nagyon jol tudjuk kezelni. Helyette azonban a differencidlasdval kapott, a val-
téaramokra vonatkozd jol ismert, ugyanolyan tipusi egyenletet tekintjiik:

LI+ RJ +~J =U,.
Tudjuk, hogy ennek az egyenletnek minden megoldasa
J(t) = Jm cos(wt + ¢) + 9(t)

alaku, ahol az

Xi=wlL -1
w
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jeloléssel
tg¢ = Ea Jm = L7
R NiCESe
és v lecseng6 exponencialis fliggvények és trigonometrikus fliggvények szorzata-
nak linedris kombinécidja.

Ekkor persze a toltés is “majdnem periodikusan” véltozik, azaz konstans,
egy periodikus és egy exponencidlisan lecseng6 fiiggvény 6sszege. J6 lenne bebi-
zonyitani — legalabbis bizonyos feltételek mellett —, hogy ez a test hémérsékletére
is igaz. Ez egyszerlien megy, ha a test fajhoje allando; jeldlje az értékét c. Ekkor
a hémérsékletre is allando egytitthatés inhomogén linedris egyenlet évényes:

T = —\T —T,) + RJ? cos*(wt + ¢) + 0(t),

ahol 6 is lecsengod exponcidlis fiiggvények és trigonometrikus fliggvények szor-
zatanak linearis kombinaciéja. Ismert trigonometrikus Osszefiiggésekkel a jobb
oldal atirhato

RJZ
2

- (T T, — ) + %Ran cos 2(wt + ¢) + 6(t)

alakba. Minthogy

)\
T=|T-T, - R, ,
2
els6rendii inhomogén linedris egyenletiink van T — T, — %-ra. A homogén
egyenlet megoldasai

RJ2
T _T — mo__ —At/c
(t)—T, o = e

alakiak, ahol a allandé. Az inhomogén egyenlet egy megolddsat kereshetjiik
exponencidlis és trigonometrikus fliggvények szorzatdnak linearis kombinécidja-
ként. Eredményiil azt kapjuk — a részleteket az olvaséra bizzuk —, hogy

RJ% RJ? .
T(t) =T, + o T o sin 2(wt + ¢) + O(t),

ahol © lecsengd exponencidlis fiiggvények és trigonometrikus fiiggvények szor-
zata.

Ebben az igen egyszerl esetben tehat belattuk, hogy a test termodinamikai
jellemzdéje (az adott megszoritdsokkal az egyetlen, a hdmérséklet) is periodikussé
valik, ahogy mulik az ido.

47.6. A valtéaram hoéhatdsa

Tekintsiik a periodikusan valtozoé allapotot; ekkor

RJ? RJ?
T(t) =T, m ™ in 2
(t) o+ 2 + 5, S (Wt + &),

azaz test hémérséklete a kornyezet hémérsékleténél magasabb érték koril inga-
dozik. A héatadés

2 A 2
Q) =-ANTk)—-T,) = *R;m - ];jm sin 2(wt + ¢);




312 IX. ELEKTROMAGNESES JELENSEGEK A TERMODINAMIKABAN

ha Q jeloli az atlagos héatadast, amelyet Ggy kapunk, hogy integrélunk a hé-
mérséklet 7/w periddusidejére és osztunk a peridédusiddvel, akkor

—  RJ%
@=-="
Az 7 7
Uy = —= J, ==

V2

ugynevezett effektiv fesziiltséggel illetve dramertséggel azt kapjuk, hogy
—Q = U.J, cos ¢,

azaz a test altal atlagosan leadott hére — a Joule-hére — megkapjuk az elektro-
technikdbol jol ismert képletet (14sd a kovetkezd pontot is).

A Joule-h6 formuldjanak levezetéséhez itt elég egy test és kornyezete, ame-
lyek termikus és elektromos kapcsolatban allnak egymaéssal, mig egyenaramok
esetén két termikusan és elektromosan kolcsonhato test kellett, amelyek termi-
kus kapcsolatban alltak kornyezetiikkel. Ez azon milik, hogy a mennyiségek
homogén eloszlasa meglehetésen durva kozelités, és ezért bizonyos esetekben a
jelenségekrdl csak koriilményesen (esetleg sehogysem) ad szdmot.

47.7. Komplex ellenallas

Emlékeztetlink, hogy a valtakozo aramokra vonatkozo formuldkat igen egy-
szertivé tehetjiik, ha komplex frasmddot haszndlunk tgy, hogy a fliiggvények
valés része felel meg a valédi feladat megoldasanak. A komplex fiiggvényeket a
betii f6lé tett hullamjellel kiilonboztetjiik meg. Ekkor tehét

Ud(t) = Upe™?,

és az . ~ . )
LJ 4+ RJ +~C = Ue't
differencidlaséval az . . ~ ‘
LJ + RJ +~J = iwU,,e™"

t

egyenletet kapjuk, amelynek megolddsét J,,e™? alakban keresve azt kapjuk,

hogy

(R+iX)Jm = Up,.
Bevezetve a
Z =R+1X

jelet (ez a komplex ellendllds vagy impedancia),

~ U,
T = 2
Z

Ekkor cos ¢ = %, és
Uy, cos ¢

Z = |Z|e*?, ReJ(t) = |Jn| cos(wt + ¢) = 7

cos(wt + ),

tehdt az el6z jeloléssel Gsszevetve || = Jon.
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Végiil az energiadisszipdciét (az dtlagos hddtadést)

R
2
—U¢ R2 + X2

alakba irva latjuk, hogy léte a komplex ellenallasnak a valos részén mulik: minél
kisebb a valds rész a képzetes részhez képest, annal kisebb az energiadisszipacié;
ha a valés rész nulla, nincs energiadisszipacio.

47.8. Feladatok

1. Igaz-e, hogy a 47.2. feltételei mellett periodikus kiilsé potencidl mellett
a hémérséklet periodikussa valik az id6 mildsaval, ha a test nyomasa alland4?
Fizikailag indokolt feltétel-e a nyomés dllandésdga (lasd 13.10.)?

2. Mutassuk meg kozvetlen szdmoldssal, hogy t — RJ(t)? egy periédusra
vett atlaga megegyezik a test altal leadott atlagos hével.

3. Vehetjiik az dram helyett a toltésre is a differencidlegyenletet:

LC + RC +~C = U, et

Alkalmazzuk ennek periodikus megoldasara azt a mddszert, amelyet 47.7. pont-
ban ismertettiink.

Természetesen, ha mér az dramot ismerjiik, abbdl integralassal megkapjuk
a toltést is. A periodikus megoldasra

ahol

Ennek alapjan azt is mondhatjuk, hogy
iwZ =~ —w?L +iwR

a “komplex kapacitds reciproka”’. Adjuk meg a komplex kapacitas valés és kép-
zetes részét.

48. Ionokbodl alld testek

Eddig olyan testeket targyaltunk, amelyeket — legalabbis elvben — akarmek-
kora elektromos toltéssel ellathatunk. Vannak olyan testek is, amelyek eleve
adott, véltozatlan t6ltésli részecskékbdl, ionokbdl dllnak. Az ilyen testek toltése
és részecskeszama nem fiiggetlen valtozo: a toltés ardnyos a részecskeszammal,
C = aN. Ennek megfeleléen J = aG (ami G-re kifejezve nem mds, mint Fa-
raday torvénye: az dtvdndorlds ardnyos az dramerdsséggel), tehdt a dinamikai
egyenlet

E=Q—PF+ (u+al)G, V=F, N =G.

Ilyen testekre a p kémiai potencial onmagaban sohasem jelenik meg, nincs
onallo fizikai jelentése; helyébe a p+ aU elektrokémiai potencial 1ép. Ekkor
a termodinamikai erében is az elektrokémiai potencidlok kiilonbsége szerepel;
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ha az atvandorlas nem lehetetlen, akkor az egyensulyt is az elektrokémiai po-
tencialok egyenld értéke jellemzi. Ilyen egyensilyban két test kozott elektromos
potencialkiilonbség 1étezhet (ez az alapja a Galvén-elemeknek).

Egyszerli anyagu testekrél beszéltiink eddig, de gyakorlati szempontbdl leg-
inkdbb azok a testek érdekesek, amelyek tobbféle t61t6tt ionokbdl (és semleges
molekuldkbdl) dllnak, vagyis az ion-keverékek. Nagyon sok oldat ilyen. Ezek
kémiai tulajdonsigai szoros kapcsolatban allnak az elektromossaggal, a kémiai
reakcidikat er6sen befolydsoljik az elektromos jelenségek és viszont. A Galvén-
elemek (kémiai reakciébdl nyert elektromos dram) és az elektrolizis (elektromos
dram keltette kémiai reakcid) j6l ismert példak.

Az ionokbdl all6 testek és folyamataik részletes targyaldsa meghaladja e
konyv kereteit.

49. Elektromosan polarozhaté testek

49.1. A polarozott test elektromos mezdje

Elektromagneses mez6t nemcsak elektromos toltések hozhatnak létre, ha-
nem elektromagneses dip6lusok is. Mér az el6z6ekben, amikor toltések keltette
elektromos mezdrol volt szd, figyelembe kellett volna venniink az elektromos
dipélusokat is, hiszen egy elektromos mezében levd szigeteld polarizalodik, azaz
benne elektromos dipélusok alakulnak ki (vagy rendezédnek bizonyos irdnyba),
és ezdaltal médosul az elektromos mezo, a test belsé energidja, a folyamatok
dinamikdja stb. Eddig azonban csak az elektromos mezé mddosulasat vettiik
szamba a permittivitason keresztiil, ugyanis a toltések jelenléte mellett a dipé-
lusok hatéasa sok szempontbdl elhanyagolhaté. Most viszont éppen a polarizacid
termodinamikai vonatkozasat vizsgaljuk, azzal a feltétellel, hogy a testek toltése
nulla.

Tisztan elektromos dip6lusokrél tulajdonképpen csak akkor beszélhetiink, ha
azok nyugszanak a testhez képest. A testhez képest mozgo, valtozd elektromos
dip6lusokhoz méagneses dip6lusok is tarsulnak. A nyugvé dipélusok elektromos
mez6t hoznak létre. Ha olyan jelenségekre korlatozddunk, amelyben a dipélu-
sok véltozasa a testben nem til gyors, akkor a magneses dip6lust és a magneses
mez6t figyelmen kiviil hagyhatjuk. Ekkor az elektromos dipdlus az elektromos-
sagot jellemz6 extenziv mennyiség, az elektromos mez6 pedig a hozzé tartozo
intenziv mennyiség.

A dipélusok térvektorok, mértékegységiik Asm/,/€y. Az elektromos térerés-
ség is térvektor, mértékegysége (/egV/m. A testek polarozottsigdat a térfoga-
tegységre juto elektromos dipdlusok mennyiségével — azaz a dipdlussiiriiséggel —
jellemezziik; a poldrozottsag is vektormennyiség, mértékegysége As/ mz\/a.

Idézziik fel a kdvetkezd elemi ismereteket elektrosztatikabol.

A P polérozottsdag altal létrehozott elektromos mez6 megegyezik a —divlP
toltéseloszlas dltal létrehozott elektromos mezével. Itt a divergenciat disztribu-
cié-értelemben kell venni; a kovetkez6 példaval illusztraljuk, mit jelent ez.

Vegyiink egy homogénen polarozott gombot, amelyen kiviil a polarozottsag
nulla. Ekkor a polarozottsag disztribucié-divergencigja nulla a gomboén beliil is,
kiviil is, de nem nulla a gémb feliiletén. A polarozottsig altal 1étrehozott elekt-
romos mez6 egyenld egy bizonyos feliileti toltéseloszlas altal 1étrehozott elekt-
romos mezével. Ha P a polarozottsag értéke a gémbben, akkor az elektromos
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mez6 homogén lesz a gémbben (kivill nem), és az értéke —IP/3.

Altalaban egy testen levé homogén polarozottsag a testben nem homogén
elektromos mez6t hoz 1étre; ha viszont a test alakja ellipszoid és a polarozottsag
parhuzamos az ellipszoid valamely tengelyével, akkor igen, s6t a keltett elektro-
mos mezd ardnyos a poldrozottsiaggal. Mi itt (a 51.3. pontot kivéve) mindig ugy
vessziik, mintha a testben a homogén polarozottsig sajatmagaval parhuzamos
homogén elektromos mezdt keltene (mint ahogy a toltések keltette potencidlt is
allandénak tekintettiik). Ezzel egyben figyelmen kiviil hagytuk azt is, hogy a
polarozottsag iranya a test alakjahoz viszonyitva hogyan befolyédsolja a keltett
elektromos mezGt.

49.2. Polarozottsag adott kiils6 mezében

A testek polarozottsagdt a test molekuldinak dipélusa hatarozza meg, amely
erOsen fiigg attol, milyen elektromos hatds éri a testet kiviilrol: elektromos mez6
polarozottsagot indukal a testen.

Testek rendszerében az egyes testek altal keltett elektromos mez6 behatol a
tobbi testbe, és befolyasolja a polarozottsagukat, azaz itt tavolhatéas is jelentke-
zik. Ez a jelenség lényegesen eltér az eddig vizsgaltaktol, ahol a testek koleson-
hatdsa mindig kozelhatds révén (az érintkezési feliiletiikon keresztiil) tortént.
Persze az elektromos toltéssel kapcsolatban is igaz, hogy az egyik test keltette
elektromos mez6 hat a masikra is, de az legfeljebb a toltések elhelyezkedését
befolyasolja, mennyiségét nem (az elhelyezkedést meg tgyis mindig homogén
eloszlasunak tekintettiik), ezért ott figyelmen kiviil hagyhattuk a tédvolhatést.
Itt azonban a jelenség lényegéhez tartozik az, hogy a dipélusok mennyisége ta-
volhatds kovetkeztében (és nem az egyik testrél a mdsikra valé &tvandorlas,
dramlds utjan) valtozik.

Egy test polarozottsaga elektromos mezot kelt a testben és azon kiviil is, ez
az elektromos mez6 megvaltoztatja mas testek polarozottsagat, az azok altal kel-
tett elektromos mez6 megvéltoztatja a kiszemelt test polarozottsagat, ezért az
altala keltett elektromos mez6t is, amely megvaltoztatja a tobbi test polarozott-
sagat ... és igy tovabb. Polarozott testek rendszerének leirasa tul bonyolultnak
tiinik (és aligha j6 feltételezés rajuk, hogy a mennyiségek homogén eloszlasuiak).

Ezért a tovabbiakban mindig csak olyan testet vizsgalunk, amely
adott homogén (esetleg id6tdl fiiggd) kiilsé elektromos mezdben van.
Az el6z6 pontban mondottak szerint Ggy vessziik, hogy a test polarozott-
saga parhuzamos az altala keltett elektromos mez6vel, valamint azt is
feltessziik, hogy a kiils6 elektromos mezd magaval parhuzamos pola-
rozottsdgot induk4dl a testen. Ezért a tovdbbiakban (a 51.3. pontot kivéve)
az elektromos mezéknek, polarozottsagoknak és dipélusoknak az irdnya lényeg-
telen, igy az ilyen mennyiségekre utalé betiik mindig valamely irdny menti ér-
téket jelentenek (amely lehet pozitiv vagy negativ, aszerint, hogy a kérdéses
mennyisége az adott irdnyu vagy azzal ellentétes).

49.3. A polarozottsag molekularis vonatkozasai

A testek elektromos polarozottsaga kétféleképp johet létre:

1) a molekuldknak 6nmagukban nincs dipSlusuk, de kiilsé (a testen kiviili
forrdsbol szdrmazd) elektromos mezé a molekuldkban levd toltéseket elmozditja
egymashoz képest, ezdltal a molekulak dipélussa valnak, amelyek tobbé-kevésbé
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az elektromos mez0 iranyaban allnak, igy a testben makroszképikusan észlelhetd
dipéluseloszlas jon 1étre;

2) a molekuldk eleve rendelkeznek valamely dipdlussal, és ezek makroszkdpi-
kus hatdsa attdl fligg, mennyire rendezett az irdny{tottsdguk (hatdst csak akkor
észleliink, ha a dip6lusok iranyitottsdga nem teljesen rendezetlen, azaz tobbsé-
giik egy irdnyba &ll); ez a rendezettség kiils6 elektromos mez6 nélkiil is 1étezhet
(ferroelektromos és ferrielektromos jelenség), de kiilsd mez6 befolydsolja ezt a
rendezettséget.

49.4. A Clausius—Mosotti-formula

Tegyiink olyan anyagu testet az E, elektromos mezobe, amelynek molekulai
nem rendelkeznek 6nallé dipdlussal; a molekuldk deformalédnak, dipdlussé val-
nak. Jo feltevésnek latszik, hogy egyensilyban a molekuldk dipdlusa aranyos
a molekuldra hato elektromos mezével. Egyensilyon kiviil ez nem feltétlentil
all fenn: ha az elektromos mez6 véltozik, a molekula dipdlusa a tehetetlensége
miatt nem tudja pontosan kovetni ezt a valtozast. Tekintsiink tehat egyensilyt,
és legyen a test poldrozottsdga P. Tegyiik fel, hogy egy molekula p,, dipdélusa
aranyos a molekulara hato elektromos mezével; jelolje a az ardnyossagi tényezot.
Legyen a testben az elektromos mezd E. A molekuldra nem E hat, mert ebben
benne van a molekula altal keltett mezd is. A molekuldra haté erét gy kapjuk
meg, hogy “kiemeljiik” a molekuldt, és kiszamitjuk az igy létrejové elektromos
mez6t; ezt a kovetkezOképpen tessziik meg. Vegyiink ki gondolatban a molekula
kortl egy kis anyagdarabot, azaz tekintsiik gy, hogy a molekula helyén egy kis
iireg van a testben. A kiemelt anyagdarab altal 1étrehozott elektromos mez6rol
feltessziik, hogy —d.P (ami igaz példdul ellipszoid alaki iiregre), ahol 4. fligg-
het a test termodinamikai jellemzG6itol; ezt a mez6t le kell vonnunk E-bél, hogy
megkapjuk a molekula helyén a mezoerosséget, amely tehat

E +0.P.

Zsugoritsuk az iireget a molekula helyére gy, hogy d. legyen allandé, igy
megkapjuk a molekulara haté mezot. Tehat egy molekula dipdlusa

Pm = a(E + 6.P).
Ha a V térfogatban N molekula van, akkor

_ Npn

P
|4

igy az eddigiek alapjan
P = 2(E + 5,P),
v

amib0l egyszerli dtrendezés utan azt kapjuk, hogy a

(07

X::v—oz(Sc

elektromos szuszceptilitas bevezetésével

P = xE.
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Ha a test &ltal keltett mez§ —dP (ami igaz példdul ellipszoid alakd testre),
akkor
E =E, — 6P,

ami az elézovel egyiitt azt eredményezi, hogy a

X (67

" 1+6x v+a(d—26.)

elektromos szuszceptancia bevezetésével
P = kE,.

Latjuk, hogy x és k fiigg a kihagyott iireg alakjatol. Ha az tireg gomb, akkor
d. =1/3, és
3
C3v—a’

X

vagy

3+ x
Az € := 1+ x permittividsra ez visszaadja a korabban ismertetett Clausius—Mo-
sotti-formulat.

A gomb alaku tireget az indokolja, hogy az anyag homogén, ezért a mole-
kuldat minden irdnybdl ugyanolyan hatds éri. Viszont egyrészt az elektromos
mez06 jelenléte, masrészt anyaghibak miatt ez a hatas mégsem feltétlentil gomb-
szimmetrikus, ezért nem felesleges az altalanosabb formula, amelyben J. lehet
1/3-t61 kiilonbozé is.

Megjegyezziik, a Clausius—Mosotti-formula természetesen nem altalanos ér-
vényi, hanem bizonyos anyagok esetén, a fajlagos térfogatok és hémérsékletek
bizonyos tartoményaban kvalitativen jol jellemzi az elektromos szuszceptibili-
tast.

3x «
.

49.5. Az indukalt polarozottsag fogalma

Az el6z6 pont gondolatmenete egyensilyban érvényes (egyel6re legyen az
egyensuly intuitiv fogalom). Gondoljuk el, hogy a test valamely kiilsé mez6ben
egyensilyban van. A mez6 deformdlta a molekuldkat, kialakult a mezével ara-
nyos polarozottsag. Véltoztassuk meg hirtelen a kiils§ mezét; ekkor valtozni fog
a molekuldk defomdcidja is, de ez a valtozas késve fogja kovetni a mez6 valtoza-
sat, azaz id6ébe telik, amig kialakul az 1j egyensily. Ez azt jelenti, egyensilyon
kiviil nem igaz, hogy a polarozottsag aranyos a kiilsé mezovel.

Vezessiik be az indukélt polarozottsag intuitiv fogalmat igy: legyen a kiils§
mez6 adott pillanatnyi értéke esetén az a poldrozottsdg, amely egyensulyban
kialakulna, ha a mez6 alland6 volna a széban forgé értékével.

49.6. A polarozhaté test pontos meghatarozasa

A polarozottsag a térfogategységre esé dipdlusok szama. A V térfogati, P
polarozottsigu test teljes dipélusa tehat

p =PV € (Asm/\/eo).
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Ezt a mennyiséget célszerli hasznélni, hogy a tolthetd testekhez hasonléan meg-
adjuk a mondottak és eddigi ismereteink alapjan az alabbi meghatarozast, amely-
hez még azt bocsdjtjuk elére, hogy a 49.1. pontban idézett elektrosztatikai is-
meretek alapjan adott polarozottsag keltette elektromos mez6 ellentétes iranyu
a polarozottsaggal, és nagyobb poldrozottsdg abszolat értékben nagyob elektro-
mos mezot hoz létre.

Definicié Egy (D x Rt x (Asm/\/€)), ¢o, Po, }i,, R, Eps Pps 1y By, Pin) 0bjek-
tumot egyszerli poldrozhaté testnek hivunk, ha (D,e,, Py, p1,, R) egyszerd
anyag,

Ep: D xRY x (Asm/\/eg) — ()T, Pp: D x RT x (Asm/+/ey) — (Pa),

B, DXRY x (Asm/ /&) — (J),  Eg: DxRY x (Asm/ /&) — (yaV/m),

folytonos figguények, amelyek R x Rt x (Asm/\/€y)-on folytonosan differenci-
dlhatdk,

~T+— &(v,T,N,p) monoton né, minden lehetséges v, N és p esetén,

- v Py(v,T,N,p) lokdlisan monoton csékken minden lehetséges T, N és
p esetén,

- pE,(v,T,N,p) < 0 hap # 0, és p — E,(v,T,N,p) szigorian mono-
ton csokken minden lehetséges v, T és N esetén, a derivdltja mindendtt (ahol
értelmezett) negativ,
tovdbbd a D x RT minden (v, T, N) elemére E,(v, T, N,0) =0, P,(v,T,N,0) =
0, pp(v,T, N,0) =0, Eg(v,T,N,0) =0 teljesil,
véqul,

Pi, : D x RT x (Asm/+\/eg) x (veoV/m) — (As/m?\/eo)
folytonos figguény, amely folytonosan differencidlhaté R x Rt x (Asm/./€q) x
(veoV/m)-en,

~EuPin(v, T,N,p,E;) >0 ha E, #0, és E, — P, (v, T, N,p,E,) szigori-
an monoton nd minden lehetséges v, T, N és p esetén, a derivdltja mindenitt
(ahol értelmezett) pozitiv.

Az E, figguény a poldrozott test dltal keltett elektromos mezd, és az

E(,T,N,p) := Neo(v,T) + &(v, T, N, p),
P(v, T, N,p) i= Po(v,T) + Py(v, T, N, p),
#(,T,N,p) :=p,(v,T) + 3,(v,T,N,p)
formuldkkal értelmezett fligguények a test belsé energidja, nyomasa és ké-

miai potencidlja.
A Py, fligguény a kiilsé mezd dltal a testen indukalt polarozottsag.

A definici6 kovetkezménye, hogy a regularis tartoményon — pontosabban
R xRt x (Asm/,/€)-on — fennéllnak a

o€ ap

O,
ar = v p

ap<0

<0,
egyenl6tlenségek.
A test elektromos szuszceptanciajat a

o aPin(Uv Tv Nv p, Ea)
B OE,

/43(’[}, T» Na p; Ea) :
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formuldval értelmezziik; ez pozitiv, és biztosan értelmes, ha (v,T) € R.

Vessiik egybe az itteni meghatdrozasunkat a tolthetd test definicidjdval; az
ottani C' € (As/\/€g) helyébe itt p € (Asm/,/€) frandé, az ottani U poten-
cidl helyett itt E, jelenik meg; a potencidlra és az elektromos mezdre kirétt
tulajdonsagok értelemszeriien hasonlok; a lényeges kiilonbség az, hogy itt van
egy olyan mennyiség, amelynek nincs ottani megfelelGje: az indukalt polaro-
zottsdg. E mennyiség szerepét, amire a kovetkezdkben gyakran hivatkozunk,
majd a folyamatok targyaldsanal bovebben kifejtjiik: ha a kiils6é mezé al-
landé, akkor egyensilyban a test polarozottsiga egyenl6 az indukalt

polarozottsaggal,

P
*:]P)zn V’T7N7 7]Ea~
v ( p,Ea)

Itt is érdemes hangstlyozni, hogy polarozhatoé testet és nem anyagot tudunk
csak definidlni, mert az elektromossagra jellemz6 mennyiségek nem irhatdék le
fajlagos adatokkal. A definiciéban szerepld test anyaga csak a termodinami-
kai tulajdonsdgokra vonatkozik. A definiciéban és a test anyagara vonatkozo
mennyiségek kifejezésében a fajlagos térfogat a “kellemes” véltoz6. A testre
vonatkoz6 formuldkban viszont, ugyanigy, mint a tolthet6 testeknél, célszerti
a teljes térfogatot hasznalni a fajlagos térfogat helyett. A szokott kétértelmi
jeldléssel a tovabbiakban hol v-t, hol V-t irunk a fiiggvények valtozojaként azzal
a megdllapoddssal, hogy a testre vonatkozoan mindig V -t haszndlunk, az anyagra
vonatkozoan viszont v-t.

49.7. Kanonikus valtozdk

A kirétt feltételek miatt a hémérséklet kifejezhetd a belsd energia, térfogat,
részecskeszam és dipolus fliggvényében, azaz a homérséklet helyett a bels6 ener-
gia is mindig haszndlhaté fliggetlen valtozénak (éllapotjellemzének). fgy a mar
megszokott mintédra és jelolésekkel (dttérve a teljes térfogatra)

T(EV,T,N,p),V.N,p) =T, &V, T(E,V,N,p),N,p)=E,

P(E,V.N,p)=P(V,T(E,V,N,p),N,p),
w(E,V,N,p) = n(V,T(E,V,N,p),N,p),
Eg(E,V,N,p) =Ey(V,T(E,V,N,p),N,p)
(az utolsé egyenléség mindkét oldaldn ugyanaz az E, szimbdlum jelent meg, no-

ha a két oldalon kiilonb6z6 fiiggvények allnak; ismét a betiisziike kényszeritett
minket erre).

49.8. Entropikussag
A szokéasos “szabdly” szerint (lasd 17.3.) a (V,T,N,p) — S(V,T, N,p) ent-
répia alaptulajdonsidganak a

oS o0& oS o€ os o€

or~or ov-avtT TonTaw w0

oS o€

T2 Y
ap op ¢

()
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egyenlGségeket kovetelhetjiik meg; ha a belsé energidt hasznaljuk valtozdként,
az S(E,V,N,p) :=S(V,T(E,V,N,p), N, p) figgvényre ezek azt adjdk, hogy

oS 1 S P S p
PE-T v T ON T
oS E,

o T

Definicié A 49.6. definicidban szerepld poldrozhatd test entropikus, ha van
olyan S figguény, a test entrépidja, amelyre (x) és (xx) teljesil R x RT x

(Asm/\/€o)-en.

Kétszer differencidlhatosig esetén a vegyes méasodrendii derivaltak egyenlo-
ségébdl a mar ismert

oP o0&
Tor=av™?
egyenlGségen tul annak kell teljesiilnie, hogy
ALV P _ 0B, Op _ _OE,
op oT 9 op oV’ op ON

A polarozhato testek entropikussaga is erds kovetelmény, akarcsak tolthetd
testeké, és még inkabb kétely tamaszthato azirant, hogy megfelel a valésagnak
(lasd 52.4.).

49.9. Kozonséges polarozhato test

A 49.1. pontban mondottak (és elektrosztatikai ismereteink) alapjén a po-
larozottsag keltette mezdertsséget a polarozottsaggal ardnyosnak vehetjik, az
aranyossagi tényezo pedig fligghet a test termodinamikai dllapotatdl. Az elektro-
mossdgtan ismert formuldja szerint a P sztatikus polarozottsag energiasiiriisége
az altala létrehozott [E, elektromos mezében —%]Eg -P. Az el6bb mondottak sze-
rint £, ardnyos p-vel, ezért ugy vessziik, hogy a polarizaciébdl szarmazo energia
aranyos a polarizacié négyzetével. A tolthetd testekkel val analdgia alapjan ha-
sonlét fogadunk el a nyomasra is. Ezek a meggondolasok sugalljak a kévetkezd
forméban megadott polarozhato testet.

Definicié 4 (D x RT x (Asm), ¢,, Po, iy, R, Eps Pps By By Pin) egyszerd pold-
rozhaté testet kozonségesnek hivjuk, ha léteznek n, ™, € és 6 a D x R*-on
értelmezett (és megfelelé halmazba képezd) folytonos figgvények, amelyek foly-
tonosan differencidlhaték R x Rt -on, és (a teljes térfogatot haszndlva a fajlagos
helyett)

V,T, N)p? V,T, N)p?

5P(V7T7N7p) = T]( : 2, )p I Pp(‘/aTaN’P) = Tr( : 2’ )p 9
£(V,T, N)p?

}lp(‘/? Ta Na p) = %7 Eg(w T7 N7 p) = _7(V7 T7 N)p

v a test alapvetd tulajdonsdga szerint pozitiv értéki; § := vV a test depo-
larizacios tényezdje.

Formailag minden olyan, mint tolthetd testek esetén, ezért mindent elismé-
telhetiink, amit 43.8. pontban mondtunk, gy, hogy C helyébe p-t, U helyébe
—[E4-t {runk.
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49.10. Két szokasos feltétel

Mint az el6bb mondtuk, az elektromossgtan szerint E, = —%Egp, ami ko-
zOnséges testre azt adja, hogy n = 7. Tovabba altaldnosan elfogadott, hogy
a test depolarizdcids tényez8je csak a test alakjatdl (fajlagos térfogatdtdl és ré-
szecskeszdmétol) figg, a hémérséklettdl nem. Ezek dltaldnositdsaként tobbnyire
feltessziik, hogy

0B, o
or 7 -

49.11. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a kozonséges polarozhato test keltette elektromos
mezd az intenziv mennyiségek szokédsos tulajdonsigédval rendelkezik (a test “fél-
bevagasakor” véltozatlan marad, feltéve, hogy a részeket olyan alakiva gyturjuk
at, hogy depolarizdciés tényezdjiik megegyezzen az eredetivel), viszont a bels§
energia nem a szokésos extenziv mennyiség (a test félbevdgdsakor a részek belsd
energidja nem fele az eredetinek).

2. Igazoljuk, hogy az olyan kozonséges polarozhatod test, amelynek a depo-
larizaciés tényezbje dllandd, nem lehet entropikus.

)
3. Vegyiink egy olyan koézonséges polarozhaté testet, amelyre n = (: V)

és ¢ nem fiigg a hémérséklettdl. Adjuk meg a T fliggvényt, azaz a hémérsék-
letet a bels6 energia, térfogat, részecskeszam és dipolus fiiggvényében a test
anyaganak megfelel¢ T, fiiggvény segitségével.

50. Az indukalt polarozottsag

50.1. Dielektromos testek

A Clausius—Mosotti-formula azt mutatja, hogy az olyan testekre, amelyek
molekuldinak nincs 6ndllé dipdlusa (és esetleg mdsféle testekre is), egyenstly-
ban az indukalt poldrozottsag értéke — amely ekkor megegyezik a test pola-
rozottsagaval — ardnyos a kiilsé elektromos mezdvel. Ijgy jutunk a kovetkezd
meghatarozashoz, hogy feltessziik, ez igaz egyensilyon kiviil is.

Definicié Egy egyszeri poldrozhato testet dielektromosnak hivunk, ha léte-
zik k 1 D x RT — RY folytonos fligguény, amely folytonosan differencidlhato
R xRt-on, és

Pin(v,T,N,p,E,) = x(v, T, N)E,.

Azt is mondhatjuk, hogy dielektromos az a test, amelynek elektromos szusz-
ceptancidja (14sd 49.6.) nem fligg sem a kiilsé mez6tél, sem a test dipélusatol.
Az indukdlt poldrozottsdg alapvetd tulajdonsdga szerint a test egyensulyi P
polarozottsagat most a
P = kE,

Osszefiiggés hatarozza meg, nyilvanvaléan egyértelm modon.
Ko6zonséges testben az elektromos mez6

E =E, — 6P,
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tehat az egyensilyi poldrozottsdgra a fentiek szerint azt kapjuk, hogy
P = xE,

ahol
K
XN T ek
az elektromos szuszceptibilitas. Erdemes feljegyezni a forditott Osszefliggést

is:
X

Hzl—i—éx'

Ne feledjiik, hogy itt a x, § és kK mennyiségek mind a (v, T, N) fiiggvényei.

Fontos figyelmeztetés: az a feltevésiink, hogy az indukélt polarozottsag
aranyos a kiilsé mezovel, nem csak egyensulyra vonatkozik; a szuszceptancia dl-
taldnos érvényti mennyiség. A test tényleges polarozottsiga egyensulyon kiviil
kiilonbozhet az indukalttol, tehat nem a test polarozottsiga aranyos a kiilsé
mez6vel. Altaldban a test polarozottsiga a testben levé mezdvel sem aranyos.
Egyensilyban viszont — és csak ott — igaz, hogy a poldrozottsig (amely egybee-
sik az indukédlt poldrozottsig értékével) ardnyos a testben levé mez6vel. Tehat
a szuszceptibilitds csak egyensilyra érvényes mennyiség.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a szakirodalomban, ahol hallgatélagosan
mindent egyenstlyra vonatkoztatnak, gyakran osszekeverik a fogalmakat. T6bb-
nyire a szuszceptanciat nem is értelmezik, a szuszceptibilitdst a P = x[E formu-
laval definialjak, viszont aztan sokszor igy veszik, mintha P = yE, allna fenn.

50.2. A Langevin—Weiss-féle indukalt polarozottsag

Eddig csak olyan testekkel foglakoztunk, amelyek molekuldinak nincs 6nallé
dipélusa. Ha a molekuldk 6nallé dipélussal rendelkeznek, amelynek nagysaga
x, akkor itt nem részletezett molekuldris meggondoldsok alapjén a X\ := § — 4,
(6 és 6. a kordbban haszndlt depolarizicids tényezék, ldsd 49.4.) és a P :=p/V
jeloléssel adédik a Langevin—Weiss-féle indukélt polarozottsag:

(Eq — /\I(E; T, N)IP’))) |

1
Pin(v,T,N,p,E,) = - (a(Ea - Av, T,N)P) + 7L (

ahol a a Clausius—Mosotti-formuldban is szerepl$ pozitiv konstans (egy mole-
kula polarizdlhatdsdga), és

_1
L.R—R, z— cthz — 5 ha z#0,
0 ha z=0

az ugynevezett Langevin-fiiggvény.

Az olyan testet, amelynek indukdlt polarozottsiagat a fenti formula irja le,
Langevin—Weiss-féle testnek hivjuk.

Az indukalt poldrozottsag alapvetd tulajdonsdga szerint a test egyensulyi P
polarozottsagat a

P % <Q(Ea ~Av, T, N)P+ 7L <7T(]Ea — A}C(;,T, N)]P’))> ;
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Langevin—Weiss-egyenlet hatdrozza meg, nem feltétleniil egyértelmiien. Ezt a
maégnesezettség elméletében fejtjiik ki bévebben, ahol ugyanilyen 6sszefiiggéssel
lesz dolgunk; azért halasztjuk el a targyaldst, mert az ennek megfelel6 jelensé-
gek (spontdn poldrozottsig illetve magnesezettség, hiszterézis) a mégnességgel
kapcsolatban mindennaposak, mig az elektromossdggal kapcsolatban elég rit-
kék. Ennek az az oka, hogy kevés anyag molekulaja rendelkezik valamirevald
onallé elektromos dipdlussal, viszont a molekuldkban levo elemi részek spinje
miatt sok anyag molekuldjanak van jelentés 6nallé magneses momentuma.

50.3. A Langevin-fiiggvény tulajdonsagai

Egyszerti tény, hogy L pdratlan, azaz L(—xz) = —L(x), tovdbba L analitikus,

w

z_a
3 45 7

__1 1
L’(x)Z{ G Tz >0  ha z#0,

3 ha x =0,

chz 1
e - {265 F) b a0
0 ha = =0.

Konnyen lathatd, hogy L’ > 0, tovdbbd L”(x) < 0 ha z > 0, L"(z) > 0, ha
x < 0, azaz L szigorian monoton né, a pozitiv félegyenesen konkav (a negativ
félegyenesen konvex), tehat

L(z) < § (z > 0).
Végiil nyilvanvald, hogy
lim L(z) =1

50.4. Feladatok

1. Mutassuk meg a Langevin-fiiggvény tulajdonsagai alapjédn, hogy allandé
dipdlussal rendelkez6 molekulaju anyagokra A = 0 és kis kiils6 mezberdsségek
esetén — pontosabban, ha 7E, < kT — az indukalt polarozottsig a mezderdsség-
gel ardnyosnak vehetd, azaz a szuszceptancia nem fiigg az elektromos mezotél:

1 n w2
"L \" T )
2. Adjuk meg az elébbi esetben a szuszceptibilitast is.
3. Igazoljuk, hogy a Langevin—Weiss-féle indukalt poldrozottsig eleget tesz

a 49.6. definicié kovetelményeinek, azaz mutassuk meg, hogy az 50.2. pontban
megadott P;,-nek az E, szerinti parcidlis derivaltja (a szuszceptancia) pozitiv.
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51. Egyéb tudnivaldk

51.1. Egyensulyi 0sszefiiggések

Elektromos egyenstlyban a test polarozottsdga megegyezik az indukalt po-
larozottsaggal:

gzmn(v,T,N,p,Ea).

Tegyiik fel, hogy ebbdl az egyensilyi dip6lus kifejezhetd a test adatai és a
kiils6 mez6 fiiggvényében, azaz megadhaté — lokélisan — egy egyensilyi

(V,T,N,Ea) = peq(vvav Nan) (*)
dipdlus-fiiggvény. A test belsejében levl elektromos mezot egyensilyban az
E(V,T,N,E,) =E, +E,(V,T,N,p(V,T,N,E,))

képlet hatarozza meg. Ha ebbdl E kifejezhet6 az E, fiiggvényében, azaz — egy kis
jelolésbeli pongyolasiggal — megadhaté az (V,T,N,E) — E,(V,T,N,E) fiige-
vény, akkor — ismét egy kis pongyolasaggal — megadhato a

(V.T,N,E) = peg(V, T, N,E) (%)

egyenstlyi dipdlus-fiiggvény is.
Az (egyensilyi) szuszceptibilitdst dltaldnossdgban
O(Vpeq(V,T,N,E))
OE

x(V,T,N,E) :=

formulaval értelmezziik.

A konstiticids fliggvényekben a test p dipSlusat a (x) illetve a (x) fiigg-
vénnyel helyettesitve megkapjuk a test mennyiségeit egyensilyban adott kiilsé
mez6 esetén. Tehat példaul

P(V.T,N,Eq) :=P(V,T,N,peq(V,T, N, Eq))

a nyomds mint a test termodinamikai adatainak és a kiilsé mezonek a fiiggvénye
egyensulyban.

Felhivjuk a figyelmet: a szuszceptancia mindig értelmezheté mennyiség (lasd
49.6.), a szuszceptibilitds csak egyensilyban. Ezt mér a dielektromos testek spe-
cidlis esetében is megallapitottuk (lasd 50.1.).

51.2. Megjegyzések a szokasos targyalasokrol

Szokasos termodinamikai miivekben az indukélt polarozottsag és a polaro-
zottsdg keltette mez6 ismeretlen fogalom. Elektromos mezon hol az E, kiilso
mez6t, hol a testben levé E mezét értik. A polarozottsag mindig az egyensilyi
értéket, vagyis az eléz6 pont (k) illetve (xx) fliggvényét jelenti.

Tovabb4 azt kovetelik meg (eleve minden testet entropikusnak feltételezve),
hogy a 49.8. formuldiban E, helyett —E, illetve —E alljon.

Ha a —E, lehetséget vessziik, akkor a

ToS 9E

o )
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Osszefliggés bal oldalan allé fliggvényben csak a testre jellemzé mennyiségek
szerepelnek, a jobb oldalon viszont a kiils6 mez6 is. Ez igy nem értelmes.

Teljesen hasonlé mondhaté arrdl is, amikor E, helyett E all.

Minthogy szokdsosan mindig mindent csak egyensilyban tekintenek, értel-
met adhatunk a széban forgd osszefiiggéseknek, ha a kiilsé mezo6t az eddigiektol
eltéréen nem a testtol fliggetlen mennyiségnek tekintjiik, hanem a kiilsé mez6
helyébe azt a fliggvényt irjuk, amely megadja, hogy a test (V,T, N) termodi-
namikai allapota mellett mekkora kiilsé mez6 hoz létre p egyensulyi dipdlust,
vagyis a p/V =P, (V, T, N, E,) egyensiilyi Osszefiiggésbél kifejezett

(V, T,V, P) i Ea,eq(‘/v T,N, p)

fliggvényt.

Ez eléggé mesterkélt megoldas, és igy a test entropikus tulajdonsagaban egy
testen kiviili objektum (a kiils6 mezd) is szerepelne. Mindazonéltal elfogadhatd
volna, ha az igy definidlt entrépia alkalmas volna arra a szerepre, amelyre tulaj-
donképpen az entrépia fogalmat kitaldltak: a Ljapunov-fiiggvény szerepére. Ez
azonban nem teljesiil sem a (x) esetben, sem akkor, ha abban E, helyére E-et
frunk.

51.3. Vektormennyiségek

Médosithatjuk a poldrozhaté test fogalmat gy, hogy a p dipdlust, az E,
elektromos mez6t és a P;, indukalt polarozottsiagot is vektorként kezeljiik. Ek-
kor a 49.6. definici6 formailag gy valtozik, hogy Asm és V/m helyett mindeniitt
N(Asm) illetve N(V/m) irand6, ahol N a mértékegység nélkiili hdrom dimen-
ziés (térszertl) vektorok euklideszi tere; tehdt példdul p € N(Asm/\/€,).

Tartalmi valtoztatast csak a test keltette elektromos mez&vel kapcsolatban
kell tenniink a kovetkezOképpen:

—hap # 0, akkor p-E, (v, T, N,p) < 0 (a pont a skaldris szorzatot jeléli), to-
vébba a valds szdmokon értelmezett o — —|Eq(v, T, N, ap)| fiiggvény szigorian
monoton csokken minden lehetséges v, T és N esetén, a derivaltja mindeniitt
(ahol értelmezett) negativ.

Az entropikussdg, a k6zonséges polarozhato test, a dielektromos test defini-
cidja formailag érvényben marad, de a Langevin—Weiss-féle formula nem.

51.4. Feladatok

1. Adjunk meg kapcsolatot a 49.6. pontban értelmezett szuszceptancia és az
51.1. pontban értelmezett szuszceptibilitas kozott. Alkalmazzuk ezt az 50.4. 3.
feladat eredményére.

5. A gyakorlatban az egyensilyi mennyiségeket (adott fézisra vonatkozdan)
a hémérséklet, a nyomds és a kiils§ mez6 fliggvényében szokés vizsgalni. Ad-
juk meg a bels6 energidt és a térfogatot (lokdlisan) ezen vdltozékban az 51.1.
alapjan.
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52. Polarozhaté testek folyamatai

52.1. Dinamikai egyenlet, dinamikai mennyiségek

Adott kornyezetben levé poldrozhaté test folyamata egy idGintervallumon
értelmezett t — (E(t),V (), N(t),p(t)) fiiggvény, amelyre idedlis munkavégzés
stb. esetén (1dsd a 17.3. pontban ismertetett szabdlyt) az

E=Q— PF+uG —E,r,

V=F N=aG, p=r

dinamikai egyenletet fogadjuk el, ahol a @, F', G és r dinamikai mennyiségeket
az eddig megismertekhez hasonléan meg kell adnunk a test allapotdnak (és a
kornyezetet jellemz6 mennyiségek) fiiggvényében. Tehdt ha a kornyezetet a Ty,
hémérsékletével, P, nyomdsdval (és ebbdl szdmithatd u, kémiai potencidljival)
és E, elektromos mez6jével jellemezziik, akkor példaul a hoatadast

(E7‘/7N7p7Ta7Pa7Ea) HQ(E7V;N7P7TG,PG7]EG)

fliggvénnyel irjuk le.

Természetesen a dinamikai egyenletet itt is sokszor a hémérsékletre irjuk
at a bels6 energiardl, és ekkor a dinamikai mennyiségekben is a homérsékletet
hasznaljuk valtozoként a bels6 energia helyett.

52.2. Egyensiilyi tulajdonsag, termodinamikai er6k

Allandé kornyezet esetén a test egyensiilya olyan allandé folyamat, amelyben
minden dinamikai mennyiség a nulla értéket veszi fel.

Mint mondtuk, a polarizaciéval kapcsolatos jelenségekben az elektromos me-
z6t tekintjiik a jellemz6 intenziv mennyiségnek. A polarizdcionak az eddigiektol
eltéré vonasa — amely a tdvolhatdson mulik — az, hogy az egyensilyt nem az
intenziv mennyiségek egyenlésége jelenti: a test poldrozottsiga altal keltett E,
elektromos mez6 egyensilyban nem egyenl6 az E, kiils6 mez6vel. A polarozott-
sdggal kapcsolatos termodinamikai eré nem egyszerlien az inmtenziv mennyisé-
gek kiilonbsége.

Az egyensiilyt elektromos szempontbdl az jellemzi, hogy a kiilsé mezé indu-
kalta polarozottsag és a test poldrozottsdga egybeesik. Tehat azt fogadjuk el,
hogy ha a test és a kornyezet kozotti kélcsonhatdsokat semmilyen kényszer nem
korldtozza, akkor (Vi,, Ty, Ny, Po) pontosan akkor egyenstily, ha

TO :Ta, P(‘/O,To,Noapo) :Pa7 ,}l(VmToaNoapo) = Ha,

¥ = BV, To, Noy Pos Ba).

Egyensilyban tehat az indukalt polarozottsag mint a test valdsdgos tulaj-
donsaga jelenik meg. Egyensilyon kiviil az indukalt poldrozottsiag olyan kép-
zeletbeli (nem valdban 1étezd) mennyiség, amelynek a test valésdgos poldro-
zottsdgatdl vald eltérése a folyamat egy irdnyitdja, vagyis a polarozottsaggal
kapcsolatos termodinamikai erd “lényegében” p/V —P;,. Minthogy a test alap-
vetd tulajdonsaga szerint az indukalt polarozottsag és a kiilsé elektromos mezd
kolcsondsen egyértelmiien meghatarozzak egymast, a termodinamikai erének a
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polarozottsidgok fenti kiilonbsége helyett az altaluk keltett elektromos mezok —
azaz intenziv mennyiségek — kiilonbségének fogjuk fel.

Pontosan a kovetkez6t tessziik. Vezessiik be az Ej jelet a P;, keltette kép-
zeletbeli elektromos mezdére, azaz legyen

E,(V,T,N,p,E,) :=Ey (V,T,N,VP;,,(V,T, N, p,E,)).
Ekkor a szokasos szimbolikus jelolésekkel a
(_(T - Ta)7P - Pav _(/U’ - ,LLa)7]E9 - Eh)

mennyiséget a testre haté termodinamikai erének hivjuk, az

1 1 P P, oo opa) Eg  Ep
<T T,”T T, (T Ta>’T Ta>
mennyiséget pedig kanonikus termodinamikai erének.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az eddigiektdl eltéréen a (kanonikus) termodi-
namikai eré utolsé tagja altaldban nem a testre illetve a kornyezetre jellemzé
mennyiségek kiilonbsége: E;, fiigghet (és tobbnyire fligg is) a test adataitdl.

A dinamikai mennyiségek pszeudolinedrisak, ha a szokasos elnagyolt jelolé-
seket alkalmazva

Q Ag Bo Yq po\ [—(T-T.)

F| _|>2r Br Yr pr P—-P,

G| |X¢ Be Ve pa —(p—pa) |
r Ar 67“ Oy Pr IEg - Eh)

2 B Y s
(& C C C
A e U PR

C
G G G Pa
AL Br 9 ok

SN
|
= oS-

I
EH
Si=
I
S
—

S|
|
s

ahol a métrixban szerepld egyiitthaték az (E,V, N,p, Ty, Py, E,) (illetve, ha a
hémérsékletet hasznaljuk a belsé energia helyett, a (V, T, N, p, T, P.,E,)) fligg-
vényei.

A dinamikai mennyiségek egyensulyi tulajdonsiga azt mondja meg, pontosan
milyen kapcsolat van a dinamikai mennyiségek nulla értéke és a termodinamikai
er6 nulla értéke kozott. Ennek lényege az, hogy az Gsszes megengedett koleson-
hatdshoz tartoz6 dinamikai mennyiség nulla értéke (vagyis az egyenstily) maga
utdn vonja a megfelel intenziv mennyiségek értékének egyenléségét, és a megen-
gedett kolcsonhatasokhoz tartozo intenziv mennyiségek egyenlésége a dinamikai
mennyiségek nulla értékét eredményezi. A pontos megfogalmazas teljes altala-
nossagban tulsdgosan koriilményes, ezért nem irjuk le. Specidlis rendszerekre
bérki értelemszertien az eddigiek alapjan megadhatja éket.

N—

52.3. Disszipaciés tulajdonsag
Az eddigiek analégidjara a dinamikai mennyiségek disszipacids tulajdonsagat

2T L)+ F(P— Pa) — Gl — pa) +1(Eg — ) > 0
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formaban koveteljiik meg, ahol egyenl6ség akkor és csak akkor allhat, ha az
Osszes dinamikal mennyiség a nulla értéket veszi fel. A disszipdcids tulajdonsag
atirhaté

(Q — PF + uG —E,r ( )

P P Ha Ey En
= la B _Ha =9 _Zh) >
r(rom)-o(5-5) = (7-7) =0

52.4. Elektrostrikcid

alakba.

A gyakorlatban az elektromos polarizaciéval kapcsolatos jelenségek legtobb-
szor a légkorben jatszdédnak le, azaz vehetjiik gy, hogy allandé T, hoémérsékle-
ten és P, nyomason. Egy polarozhato test ilyen folyamataiban, ha a részecske-
szam is dllando, a polarizacié valtozasa mar meghatarozza a térfogat valtozasat
is a

oP . aP

V4 —p=0 *

1917 0p (%)
Osszefiiggés altal, amibdl kifejezhetjiik, hogyan valtozik a test térfogata a pola-

rozottsag valtozasaval:
OP

V= 6§7> p
v

A tapasztalat azt mutatja, hogy a polarozottsag novekedésével a test Osz-
szehuzodik; ezt a jelenséget nevezik elektrostrikcionak. Minthogy a fenti
egyenléség jobb oldaldnak a nevezdje pozitiv, az elektrostrikcié jelensége arra
utal, hogy a szamlédlé negativ.

Entropikus testre OP/0p = OE,/0V. Itt a jobb oldal viszont ismét csak a
tapasztalati tények alapjén (ldsd példdul a kozonséges testeket) pozitiv.

Az elektrostrikcié jelensége és az, hogy adott dipdlus esetén a test térfogata-
nak novelésével csokken az elektromos mez0, ellentmond az entropikussagnak.

53. Specialis folyamatok

53.1. Altalanos feltételek

A mondottak szerint egyrészt az entropikussag tilsdgosan erés kovetelmény-
nek latszik, masrészt a kanonikus termodinamikai eré entropikus test esetén
sem szarmaztathatd a test és kornyezet Osszentropidjanak derivaltjaként, ezért
a 16. fejezet eredményeit nem alkalmazhatjuk. Most az entropikussag feltétele-
zése nélkiil targyalunk néhany specialis esetet, amikor a test N részecskeszama
allandé. Elfogadjuk a

OE, o€
“9 _ - = _ 1
01 0, op g (1)

Osszefiiggéseket (lasd 49.10.). Az utdébbi azt eredményezi, hogy ha a hémér-
sékletet hasznaljuk valtozénak a belsé energia helyett, akkor a poldrozottsig
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valtozasabol szarmazé munka kiesik az elsé f6tételbdl, azaz a dinamikai egyen-
let els6 tagja (dllandé részecskeszam mellett) a szokdsos szimbolikus jel6lésekkel

o€ . o€\ -

alaku lesz.

53.2. Rogzitett térfogat

Legyen a test V térfogata allandé. A T és p véltozokra redukdlt dinamikai
egyenlet:

o€ .
8_TT:Q p=r. (2)

Tegyiik fel, hogy
Q = _AQ(T - Ta) - pQ(Eh - Ea)a r= —)\,«(T - Ta) - pT(Eh - Ea)7 (3)

ahol a \g stb. egyiitthatdk allandok. A disszipacids tulajdonsag azt adja ekkor,
hogy

A\
Ao >0, pr > 0, TAopr (%) > 0.

A dinamikai mennyiségek fenti alakja szerint (7, p,) pontosan akkor egyen-
stulya a redukalt dinamikai egyenletnek, ha

T, =Ty, Po = VIPin(V» Ta, N, mea)'

Ha (V/N,T,) a reguldris tartomanyban van, akkor a redukalt dinamikai
egyenlet jobb oldala differencialhaté, és derivéltja az egyensilyban

_Aetpgoba _ peb(1—d)
C C

—Ar — pra _prb(l - d)

ahol € 5E
::_VTCL7N7 0/s b:_—g ‘/7Ta7N7 0/
c:= 25, Po) op ( Po)
OP;n, O0P;,
= V., T4, N, Po, Eq), d=V V., T4, N, po, Eq).
a=—-(, Po, Ea) op ( Po; Ea)

Ha ezen matrix sajatértékeinek, az
x — cx? + (A\g + pgba + prbe(l — d))x + (Agpr — \rog)b(1 — d)

karakterisztikus polinom gyokeinek valés része negativ, akkor aszimptotikusan
stabil az egyenstly; ha van pozitiv valos részii gyok, akkor az egyensily instabil.
Az el6bbi egyenértékii azzal, hogy minden egyiitthaté azonos eléjelii, az utébbi
kovetkezik abbdl, hogy a polinom elsé és utols6 egyiitthatéjanak a szorzata ne-
gativ. Mivel ¢ > 0 és b > 0 a test alapveto tulajdonsagai szerint, a disszipacios
tulajdonsdg miatt pedig A\g > 0 és p, > 0, igaz a kovetkezd.
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Allitas Az (1) feltétel szerinti (2) redukdlt dinamikai egyenletnek a (3) feltevés
mellett a (Ty, po) egyensilya
— aszimptotikusan stabil, ha

1—-d>0, —pgba < Ag + prbe(l — d), ArpQ < AQPrs

— instabil, ha
1-d<0, Arpg < AQPr-

Az utolsé feltétel mindkét esetben ugyanaz, és fennéll, ha az elektromos-ter-
mikus kereszthatds, azaz pg és M., “nem til nagy”; pg-nak még egy feltétel
szerint “kicsinek” kell lennie az aszimptotikus stabilitashoz.

A stabilitds-instabilitds tehat lényegében 1 — d eléjelén mulik. Dielektro-
mos testekre d=0, tehat a stabilitds ennek megfelel6 feltétele teljesiil. Lange-
vin—Weiss-féle testekre az 1 — d el6jelének fizikai jelentését a hasonlé magneses
folyamatokndl tisztdzzuk.

53.3. Allandé nyomas

A 45.3. pontban mondottakhoz hasonléan a T' és p valtozokra redukalt di-
namikai egyenlet

€ oe\ o2 AN
Pot e | 2L | T = Pt o= | — 5 b =r.
<6T < +av> ) 9" (( +8T> z) P
Vegyiik a dinamikai mennyiségeket az el6z6 pontban leirt alakiiaknak. Ekkor
T, Po pontosan akkor egyensiily, ha

T, =Ty, Po = VIPin(VoaTa»N» poan)v

ahol V-t P(V,, Ty, N,po) = P, hatdrozza meg. Az egyensily lokdlisan egyér-
telm.

Ha az egyensily a regularis tartomanyban van, akkor a redukélt differenci-
alegyenlet jobb oldala differencialhatoé, az egyensulybeli derivéltjanak a karak-
terisztikus polinomja

z — cx® + (Mg + kA, + (pg + hpy)ba + pr (1 — d)be)z + (Agpr — Arpg) (1 — d)b,

ahol
OF. oP
b:z_a—;(‘/oaT07N7pO)7 < ( ) 8P> (VTQ’N’pO)
ov
h:=— ((P + == ’P) VO;TCMN pO)
oV
= 8T , Po, y = ap oyday1V,Po,

A karakterisztikus polinom gyo6keinek valds része negativ — ami elégséges az
aszimptotikus stabilitashoz —, ha az egylitthatok pozitivak. Kérjiik az olvasét,
fogalmazza meg és diszkutalja a megfelel6 egyenlStlenségeket.
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53.4. Allandé hémérséklet
AV és p valtozokra redukélt dinamikai egyenlet:
V=F  p=r.
Tegyiik fel, hogy
F=pr(P - F,), r = B.(P = F,) = pr(Eg — Ep),
ahol a B stb. egyutthatdk allanddk. A disszipéacids tulajdonsag azt adja ekkor,

hogy
2

/8F>07 pr>07 /BFPT*%>O

A dinamikai mennyiségek fenti alakja szerint (V;, po) pontosan akkor egyen-
silya a redukalt dinamikai egyenletnek, ha

,P(‘/()7TQ7N7 po) =P, VPin(VovTaaNa pOaEa) = Po-

Ha (V,/N,T,) a reguldris tartomdnyban van, akkor a redukdlt dinamikai
egyenlet jobb oldala differencialhato, és derivaltja az egyensulyban

( —Brk Brz )
—Brk — prbw  Brz — pr(l - d)b

ahol
P P
k= —— Vo,Ta, N,Po), = =—=Vo, T4, N, Po),
v P) : 3p( Po)
OP, OE
= mn ‘/;) Ta N o Ea B b = _V—g ‘/;)aT(I?N? o)
w 8V ( ) 9 ap ) ) ap ( p )

Ennek a matrixnak a karakterisztikus polinomja
z— 2® + (Brk + pr(1 — d)b — Brz)z + Bppb((1 — d)k — wz).

Ismét kérjiik az olvasot, irja fel és diszkutalja azokat az egyenlGtlenségeket,
amelyek biztositjdk, hogy a fenti polinom gyokeinek valds része negativ legyen.

53.5. Feladatok

1. Allandé részecskeszdm mellett az izoterm-izobdr folyamatokban a pola-
rizécié valtozdsa méar meghatarozza a térfogat véltozdsat is a 52.4. altal, tehat
a dinamikai egyenletet redukalhatjuk p-re. Tegyiik fel, hogy a mar eddig is

el6fordult
1) «@
va P, = ;an r= nV(Eg - ]Eh)
egyszeru Osszefliggések igazak, ahol §, a és n pozitiv allandék. Oldjuk meg a
redukalt dinamikai egyenletet!

2. Térgyaljuk poldarozhaté test adiabatikus folyamatait!

E, = —
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54. Kibovitett polarozhaté testek

54.1. Pontos meghatarozas

Eddig olyan jelenségeket vizsgdltunk, amelyekben az elektromos mez6 és a
dipdlusok valtozésa elég lassi ahhoz, hogy kozel sztatikusnak vegyiik, azaz a
magneses hatdsokat elhanyagoljuk. Ha a valtozas gyorsabb, akkor figyelembe
kell venntink, hogy a dipdlus valtozé mégneses mezét hoz létre, amely tovabbi
valtozé elektromos mezot indukal. Ha a valtozas nem tudl gyors, akkor a mag-
neses hatdsokat még figyelmen kiviil hagyhatjuk azaltal, hogy ugy vesszik, a
dipdlus keltette elektromos mez6 a dipélussal és annak idéderivaltjaval ardnyos
két részbdl tevédik Ossze.

Ez pontos analdgidja annak, amit a kvazistacionarius aramokrol mondtunk:
itt is a dinamikai egyenlet a dipélus méasodik idéderivaltjara vonatkozik, ami azt
jelenti, hogy a dipdlus elsé derivaltjat is az allapothatdarozok kozé kell szami-
tani. Ekkor tehdt a test allapota (V,T, N,p,r), igy az éllapotjellemzék ennek
az Ot mennyiségnek a fiiggvényei. Arra az esetre szoritkozunk, amikor csak a
polarozottsag keltette elektromos mezé fiigg a dipdlusvaltozastol.

Definicié (DxR* x(Asm/\/e0) x (Am/\/€0), ¢o, Pos s Ry Eps Py s Eg, Pig, Es)
kibGvitett egyszerili polarozhaté test, ha

-~ (D x RT x (Asm/\/€)), ¢o, Po, i, R, Eps Ppy 1y Eg, Pin) egyszerii poldroz-
hato test,

~E.: D xRT x (Asm/ /€g) x (Am/\/ey) — (y/€oV/m) folytonos figgvény,
amely R x RT x (Asm/\/€y) x (Am/\/€g)-on folytonosan differencidlhatd, és
E.(v,T,N,p,0) = 0 minden lehetséges v, T, N és p esetén.

Az Eg =K, +E, figgvény a poldrozottsag keltette elektromos mezé.

54.2. Folyamatok

Egy kib6vitett poldrozhaté test folyamata t — (E(t), V(¢), N(t), p(t),r(t)),
amelyre a dinamikai egyenlet

E=Q—-PF+uG—-Eyy, V=F N=G,

p=r, r =z,
ahol (forrdsok nélkiil) Q, F, G és z az (E,V, N, p,r) figgvénye.

A disszipécios tulajdonsagot a 41.3. analogonjaként

—%(T—Ta) + F(P—P,)— G — pg) —TE, >0,
z(E, —E,) >0

formaban koveteljiikk meg, ahol nulla pontosan akkor teljesiil, ha @, F, G, E,
és z a nulla értéket veszi fel.

54.3. Egy specialis rendszer folyamatai

Ugyantgy, mint a kvazistacionarius aramok esetén, az igen bonyolult altala-
nos targyalas helyett csak a kovetkezo specidlis példan mutatjuk be a kibovitett
polarozhaté testek folyamatait.
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Legyen aT,, P, dllandé hémérséklettel és nyoméassal, valamint E, elektromos
mezdvel jellemzett kornyezetbe helyezett test N részecskeszama és V térfogata
allandé.

A test keltette mez6krol feltessziik, hogy

1)
E,(V.T.N,p) = ~5>C, M
ahol § > 0 allando, és
E.(V,T,N,p,r) = —— 2)
\%4
ahol a > 0 dllandé. Ekkor tehét
A op ar
E,=—— - —
g \%4 \%4
Legyen tovabba
Pzn(‘/’ Ta NapaEa) = KEav (3)

ahol k > 0 alland6. A dinamikai mennyiségek

V o
sz)‘(TfTa)v ZZ*;(E_Q*E}L% (4)
ahol X és p allanddk; a disszipacids tulajdonsdg miatt pozitivok. Emlékeztetiink,

hogy

Eh = —5H]Ea.
Ekkor a (T, p,r) véltozdkra redukalt dinamikai egyenlet:
85(%T7 Nv p) r ar2
AL NP -1+ 2
aT T-T)+
p=r, pt = —0p — ar + IkVE,. (5)

54.4. Allandé illetve periodikus kiils6 mezd

A fenti dinamikai egyenlet utolsé két tagjat dsszefoglalhatjuk a
PP + ap + op = IkVE, (6)

alakba.

Formailag minden olyan, mint 47.4. pontban illetve 47.5. pontban: L helyett
p, R helyett «, v helyett 6, U, helyett 0kVE, irandé. Ezért az ottani allita-
sok sz6 szerint érvényben maradnak dllandé kiilsé mezore és periodikus kiils6
mezoire.

Ha a kiils6 mez6 periodikus, akkor a dipdlus is, a dip6lusdram (azaz r) is egy
periodikus és exponencialisan lecseng6 fliggvény Gsszege, és ez igaz a hOmérsék-
letre is, ha a fajhé allandé.

Ha E,(t) = E,, coswt, akkor az

Ay, = 0kV By, dp, 1=
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jeloléssel a komplex frasmoédot haszndlva a periodikus megoldasra a

adodik, amibol

ahol
iy = I __Lm ()
Pm =50 = §—w?p+iaw’
A ) 5
Ww2o —
tgp = L2
aw

meghatarozassal tehat a valés megoldas

P(t) = |pm|sin(wt + ¢).

54.5. Komplex szuszceptancia

Az el6z6 pont () Osszefiiggését atalakitva azt kapjuk, hogy

. K
R R
A jobb oldalon az FE,, tényez6jét komplex szuszceptancianak foghatjuk fel.
A komplex szuszceptancia pontosan akkor valds, ha a = 0.
Ugyantgy, mint 47.6. pontban, az atlagos hoatadasra azt kapjuk, hogy
0= _oz\alm|2 _ Pr2VIE2 .
2 2 _3)?
2(0?+ (wp—3)

Az energiadisszipacié (az dtlagos héatadds) léte a komplex szuszceptancia
képzetes részén milik: ha a képzetes rész nulla, nincs energiadisszipacié. (Va-
16jaban a képzetes rész sohasem nulla; jobb azt mondani, hogy minél kisebb a
képzetes rész a valds részhez képest, anndl kisebb az energiadisszipacié.)

Furcsdnak tiinhet, hogy valtakoz6 dramok esetén a komplex ellenallds va-
16s része, itt viszont a komplex szuszceptancia képzetes része jatszik szerepet az
energiadisszipaciéban. A komplex szuszceptancia azonban nem a komplex ellen-
alldsnak, hanem a komplex kapacitdsnak (14sd 47.8. 3. feladat) az analogonja,
és a komplex kapacitdsnak a képzetes része ardnyos az ohmos ellendlldssal (a
komplex ellendllas valds részével).

54.6. Feladatok

1. Ertelmezziik a komplex szuszceptibilitast, irjuk le konkrét képlettel, és
adjuk meg, hogyan 4all kapcsolatban a komplex szuszceptanciaval.

2. Az 53. (3) feltétele helyett engedjiink meg akdrmilyen indukélt poldro-
zottsdgot, minden egyéb feltételt hagyjunk véltozatlanul. Mutassuk meg, hogy
allando kiils6é mez0 esetén az egyensily pontosan akkor aszimptotikusan stabil
illetve instabil, ha 1 —d > 0 illetve 1 —d < 0, ahol d az 53.2. pontban bevezetett
mennyiség.
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55. Magnesezheto testek

55.1. Magnesezett test és magneses mezo

Elektromagneses mezot elektromos toltések és elektromégneses dipdlusok
hoznak létre. Az elektromdgneses dip6lusok egy test (megfigyels) szaméra mint
elektromos és magneses dipdlusok jelennek meg. Az el6z6ekben az elektromos
dipdlusokkal foglalkoztunk, most a magneses dipdlusok kévetkeznek; minthogy
ezek valgjdban nem dipdlusok (nem két toltés alkotja), itt dipdlus helyett mo-
mentumot szokas mondani. Ezekkel kapcsolatban értelemszerden ugyanazt el-
mondhatjuk, mint amit 49.1. pontban: a testhez képest valtozatlan magneses
momentumok (a testhez viszonyitva) csak magneses mezdt keltenek, és ha nem
tal gyorsan valtoznak, akkor az elektromos mez6jiik hatasat az indukalt mégne-
ses mezOn keresztiil vehetjiik figyelembe (és figyelmen kiviil hagyhatjuk, hogy a
valtozd magneses momentumhoz elektromos dipélus is tartozik, amely az elekt-
romos mezdvel all kolesénhatdsban). Ilyen esetekre korlatozodva a magnességet
jellemz6 extenziv mennyiség a magneses momentum, a magneses mezd pedig a
hozza tartoz6 intenziv mennyiség.

A maéagneses momentumokat és a magneses mez6 értékeit térvektoroknak
szokas tekinteni, noha eredeti értelmiiket tekintve antiszimmetrikus tenzorok.
A testek magnesezettségét a térfogategységre juté mégneses momentumokkal
jellemezziik; a mégnesezettség is vektormennyiség (jobban mondva antiszim-
metrikus tenzor).

Idézziik fel a kovetkezo elemi ismereteket magnetosztatikabol.

Az M magnesezettség altal létrehozott magneses mezé megegyezik a —rotM
arameloszlas altal 1étrehozott magneses mezovel. Itt a rotaciot disztribuicié-ér-
telemben kell venni; a kévetkez6 példaval illusztréljuk, mit jelent ez.

Vegytink egy homogénen magnesezett gombot, amelyen kiviil a mégnesezett-
ség nulla. Ekkor a magnesezettség disztribucio-rotacidja nulla a gdmbon belil
is, kiviil is, de nem nulla a gémb feliiletén. A maéagnesezettség altal 1étreho-
zott magneses mezd egyenl6 egy bizonyos feliileti drameloszlas dltal 1étrehozott
mégneses mezével. Ha M a polarozottsag értéke a gombben, akkor a magneses
mezd homogén lesz a gombben (kiviil nem), és az értéke 2M /3. Figyeljiik meg
ezt a lényeges kiilonbséget: a polarozottsag magaval elentétes iranyu elektromos
mezot kelt, a magnesezettség viszont magaval egyiranyd méagneses mezét.

Altaldban egy testen levé homogén magnesezettség a testben nem homogén
magneses mezot hoz 1étre; ha viszont a test alakja ellipszoid és a magnesezettség
parhuzamos az ellipszoid valamely tengelyével, akkor igen. Azonban most min-
dig gy vessziik, mintha a testben a homogén magnesezettség homogén magne-
ses mezdt keltene, figyelmen kiviil hagyva azt — akdrcsak az elektromos esetben
—, hogy a magnesezettség irdnya a test alakjahoz képest hogyan befolyasolja a
keltett magneses mez6t. Ezért itt is a tovabbiakban a magnesezettségnek csak
a nagysaga a lényeges, az iranya nem.

Egy test magnesezettségérol értelemszertien ugyanazt mondhatjuk el, mint
49.2. pontban a polarozottsagrdl: erésen fligg a kiilsé mégneses hatasoktol, azaz
tavolhatds kovetkeztében véltozik meg. Mégnesezett testek rendszerének folya-
matainak a lefrasdra nem is tesziink kisérletet, csak egyetlen testet vizsgdlunk,
amely adott B, homogén (esetleg id6t6l fiiggd) kiilsé magneses mez6ben van.

A mégneses mezdk, a magnesezettségek és magneses momentumok iranyat
figyelmen kiviil hagyjuk, amint azt tettiilk elektromossag esetén is. Az ilyen
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mennyiségekre utalé betlik tehat valamely irdny menti értéket jelolnek (amely
lehet pozitiv vagy negativ, aszerint, hogy a kérdéses mennyiség az adott iranyu
vagy azzal ellentétes).

55.2. A magnesezettség molekularis vonatkozasai

A testek méagnesezettsége, csakigy, mint az elektromos polarozottsag, kétfé-
leképp johet 1étre:

1) a molekuldknak énmagukban nincs méagneses momentumuk, de kiils§ (a
testen kiviili forrdsbdl szdrmaz6) mégneses mez6 a molekuldkban levé toltések
aramlasat moédositja, ezaltal a a molekuldk magneses momentumma valnak,
amelyek tobbé-kevésbé a magneses mez6 irdnyaban dllnak, igy a testben mak-
roszképikusan észlelheté magnesezettség jon létre;

2) a molekuldk eleve rendelkeznek valamely mégneses momentummal, és
ezek makroszkopikus hatdsa attol fiigg, mennyire rendezett az iranyitottsdguk
(hatdst csak akkor észleliink, ha a momentumok irdnyitottsdga nem teljesen
rendezetlen, azaz t6bbségiik egy irdnyba all); ez a rendezettség kiils§ magneses
mez6 nélkil is létezhet (ferromdgneses és ferrimagneses jelenség), de kiils6 mezd
befolyasolja ezt a rendezettséget.

Lényegében ugyanazt mondtuk el, mint az elektromos esetben, tartalmat
tekintve azonban az 1) pontban van egy jelentés kiilonbség a két eset kozott.

Az elektromos mez6 a pozitiv toltést a mez6 irdnydba, a negativ toltést ez-
zel ellentétes irdnyba tolja el. fgy egy molekula keletkez6 elektromos dipdlusa
(amely a negativ toltés felél mutat a pozitiv felé) a mezdvel azonos irdnyi lesz.

Tudjuk, hogy az F feliiletet korbefutd i er6sségi aramhoz ¢ F' nagysagi mag-
neses momentum rendelheté tgy, hogy momentum csiicsabdl nézve a koraram
negativ (az éramutaté jardsaval egyezd) koriiljardsi (pontosan: az dram irdnyd-
nak és a mdgneses momentumnak a vektori szorzata a koézéppont felé mutat).
Ha egy ilyen kéraramot a mégneses momentummal azonos irdnyd magneses me-
z6be helyeziink, akkor az dramot a Lorentz erd a kozéppont felé tolja el, aminek
kovetkeztében az dram kisebb tertiletet fut korbe, azaz csokken a momentuma.

A molekuldkban az elektronok keringését durvan koraramoknak foghatjuk
fel. Ha molekuldban a kérdaramok magneses momentumai kiegyenlitik egymast,
akkor nem észleliink mégneses momentumot. Mégneses mez6 a vele parhuzamos
momentumot csokkenti, az ellentétes iranytut noveli, ezért a koraramok kiegyen-
litédése méagneses mezoben megbomlik; a molekula nem nulla ered6 méagneses
momentummal fog rendelkezni, amely a mezdvel ellentétes iranyi lesz.

Ha a molekuldknak van sajat elektromos dipdlusuk illetve magneses mo-
mentumuk, akkor a kiils6 mezé mindkét esetben a mez6 irdnyaba rendezi a
dipélusokat illetve momentumokat. Tehat az indukélt poldrozottsag mindig az
elektromos mezével azonos iranyu, az indukalt magnesezettség lehet a magneses
mezovel ellentétes és azonos irdanyu is.

55.3. A Clausius—Mosotti-formula

Olyan testekre, amelyek molekuldinak nincs 6nallé méagneses momentuma, az
elektromos eset mintajara szarmaztathatjuk a Clausius—Mosotti-formulat. Most
is jo feltevésnek latszik, hogy egyensulyban a molekuldk magneses momentuma
aranyos a molekulara haté magneses mezovel. Egyensilyon kiviil ez nem feltét-
leniil ll fenn: ha a méagneses mezé véltozik, a molekula mégneses momentuma
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a tehetetlensége miatt nem tudja pontosan kovetni ezt a valtozast. Tekintsiink
tehat egy B, kiils6é mégneses mez6be helyezett testet, amelyen M egyensiilyi
magnesezettség alakult ki. Tegylik fel, hogy egy molekula m,, momentuma
aranyos a molekulara haté magneses mezével; jelolje o az ardnyossagi tényezot.
Legyen a testben a méagneses mez6 B, a molekuldra haté mez6 pedig B,,. Az
elektromos eseben megismert “iiregezéssel” az a kiemelt anyagadarabka keltette
maégneses mezét d.M-nek véve egy molekulara haté mezd

B - 5.M,

Az
m,, = —a(B — §.M)

ardnyossdgbdl (a negativ eldjel az el6z6 pontban mondottak miatt van) mV/N =

M alapjén a
e

X::_v—aéc

magneses szuszceptibilitas bevezetésével
M = xB.
Ha a test keltette mez6 dM (ami igaz példaul ellipszoid alaki testre), akkor
B =B, + oM,
ami az elézovel egyiitt azt eredményezi, hogy a

X —Q

Hz:l—&xiv—l—a(&—éc)

magnesess szuszceptancia bevezetésével
M = kB,.

A Kklasszikus formuldt gomb alaki tiregezéskor kapjuk, amikor 6. = 2/3,
tehét

_ 3a
XT3 " 2a
vagy
3 o«
3—-2xy v’
amibdl a p := ﬁ permeabilitasra
p—1 «
p+1  3v

55.4. A magnesezhet6 test pontos meghatarozasa

A miégnesezettség a térfogategységre es6 magneses momentumok szama. A
V térfogati, M magnesezettségi test teljes magneses momentuma tehat

m = MV € (\/aoAm?).
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Definicié Egy (D x R x (\/roAm?2), eo, Poy 1oy By Ems Prns By Bgs M) 0bjiek-
tumot egyszerli magnesezhetd testnek hivunk, ha (D, ¢,, Po, 1, R) egyszerd
anyag

Em : D x RY x (/ugAm?) — (J)*, P : D x RT x (/igAm?) — (Pa),

., DXRT x (g Am?) — (J), B, : DxRY x (\/igAm?) — (Vs/m? /o)

folytonos fiigguények, amelyek R x RT x (\/%AmQ)-on folytonosan differenci-
dlhatdk,

- T+ &En(v,T, N, m) monoton nd, minden lehetséges v, N és m esetén,

- v — Pp(v,T,N,m) lokdlisan monoton csékken minden lehetséges T, N
és m esetén,

-mB,(v,T,N,m) > 0 ha m # 0, és m — By(v,T,N,m) szigorian mo-
noton nd minden lehetséges v, T és N esetén, a derivdltja mindendtt (ahol
értelmezett) pozitiv,
tovdbbd a D xRT minden (v, T, N) elemére E,,(v,T,N,0) =0, Py, (v,T,N,0) =
0, u,, (v, T,N,0) =0, By(v,T,N,0) = 0 teljesiil,
végl,

M, : D x RT x (yoAm?) x (Vs/m? /o) — (v/ioAm?),

a kilsd mezd dltal a testben indukalt magnesezettség folytonos fligguény,
amely folytonosan differencidlhaté R x RT x (\/ioAm?) x (V's/m?,/jig)-n.
A B, figgvény a test mdgnesezettsége dltal keltett magneses mezd, és az

E(w,T,N,m) := Ne,(v,T) + En(v, T, N,m),

P(v,T,N,m) := P,(v,T) + Pp(v, T, N,m),
P, T,N,m) :=p (v,T)+p,, (v, T, N, m)

formuldkkal értelmezett fligguények a test bels6 energidja, nyomasa és ké-
miai potencidlja.

A definicié kovetkezménye, hogy a reguldris tartomanyon — pontosabban
R x R x (\/gAm?)-on — fennallnak a

o€ P OB
— >0 — <0 —2 >0
ar” " v =0 om
egyenl6tlenségek.

A test magneses szuszceptanciajat a

3Mm(v, 717 ]\[7 m, Ba)

k(v,T,N,m,B,) := 3B

formuldval értelmezziik; ez biztosan értelmes, ha (v,T) € R.

Meghatarozasunk szinte pontos masa a polarozhaté test definicidjanak. Egy
kiilonbség van: a keltett elektromos mezd a polarozottsig szigorian monoton
csokkend fiiggvénye, a keltett magneses mezo viszont a magnesezettség szigori-
an monoton novo fliggvénye.
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Az indukalt méagnesezettség értelme is ugyanaz, mint az indukalt polaro-
zottsdgé: ha a kiills6 mez6 alland6, akkor egyensilyban a test magne-
sezettsége egyenld az indukdalt magnesezettséggel,

m
V = Mzn(KT7 N7maﬁa)'

Itt és a tovdbbiakban, az elektromos esethez hasonléan, sokszor a szokott
kétértelmu jeloléssel a v fajlagos térfogat helyett a V' teljes térfogatot hasznal-
juk.

55.5. Kanonikus valtozok, entropikussag

Ertelemszertien mindent elismételhetiink, amit a polarozhato testekre mond-
tunk: a fajlagos térfogat helyett a testre és nem az anyagara vonatkozé formu-
ldkban célszertibb a teljes térfogatot venni valtozénak, a hémérséklet kifejezhet6
a bels6 energia, térfogat, részecskeszam és magneses momentum fiiggvényében,
azaz a homérséklet helyett a bels6 energia is mindig hasznédlhato fliggetlen val-
tozénak (4llapotjellemzének), és a megszokott jeloléseket alkalmazhatjuk most
is.

Az entrépiarodl és entropikussdgrol is minden ugyanigy elmondhaté azzal
a valtoztatdssal, hogy mindeniitt p helyett m, —E, helyett B, irandé; ez az
eléjel-kiilonbség a 17.3. pontban ismertetett szabalybdl ered.

Itt is kétséges, hogy az entropikussdg a valosidgnak megfelel¢ tulajdonsag.
Ezzel és a szokasos targyaldsokkal kapcsolatban elismételhetjiik — megel6legezve
a kovetkezd pontban targyalt kozonséges mégnesezhetd test tulajdonsagait —
azt, amit 51.2. pontban mondtunk.

55.6. Kozonséges magnesezheto test

Az 55.1. pontban mondottak (és magnetosztatikai ismereteink) alapjan a po-
larozottsig keltette mezberosséget a polarozottsaggal ardnyosnak vehetjiik, az
aranyossagi tényez6 pedig fiigghet a test termodinamikai allapotatél. A még-
nességtan szerint az M sztatikus magnesezettség energiasiiriisége az altala 1ét-
rehozott B, méagneses mezében %Bg - M. Ennek alapjan ugy vessziik, hogy a
magnesezettséghdl szarmazd energia aranyos a magnesezettség négyzetével. Ha-
sonlét fogadunk el a nyomasra is. Ezek a meggondolasok sugalljak a kévetkezd
formédban megadott magnesezheté testet.

Definicié A (D x R* x (\/igAm?), eo, Po, 1oy R, Epy Pons P By, M) egyszeris
mdgnesezhetd testet kozonségesnek hivjuk, ha léteznekn, 7, € és6 az D xRT-
on értelmezett (és megfeleld halmazba képezd) folytonos figguények, amelyek
folytonosan differencidlhaték R x RT-on, és (a teljes térfogatot haszndlva a faj-
lagos helyett)

n(V,T, N)m?
2 b

T, N)m?
Pyu(V.T. N, m) o= T T N0

En(V,T,N,m) := ;

§V. T, N)m?

#,,(V,T,N,m) := 5 ,

IB9(‘/7 T7 N7 p) = ’Y(Vva Ta N)m
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A test alapvetd tulajdonsdga miatt v pozitiv értéki; § := vV a test demag-
netizacios tényezdje.

El6jelektdl eltekintve (amelyek abbdl erednek, hogy a magnesezettség mags-
val azonos irdnytd mez6t kelt) formailag minden olyan, mint poldrozhaté testek
esetén, ezért mindent elismételhetiink, amit 49.9. pontban mondtunk, tgy, hogy
p helyébe m-t, —E, helyébe Bg-et irunk.

55.7. Két szokasos feltétel

Mint az elobb mondtuk, a méagnességtan szerint E,, = %Iﬁ%gm, ami egy-
szerl testre azt adja, hogy n = ~. Tovabba &altalanosan elfogadott, hogy a
test demagnetizdcids tényezdje csak a test alakjatdl (fajlagos térfogatatol és ré-
szecskeszamatol) fiigg, a hdmérséklettél nem. Ezek dltaldnositdsaként tobbnyire
feltessziik, hogy

oB,

T

o8

0 — =B,.
’ om g

55.8. Feladatok

Fogalmazzuk meg a 49.11. feladatok analogonjat.

56. Az indukalt magnesezettség

56.1. Diamagnesség és paramagnesség

A Clausius—Mosotti-formula szerint az olyan testekre, amelyek molekuldinak
nincs 6nallé dipdlusa (és esetleg masféle testekre is), egyensilyban az indukélt
magnesezettség értéke — amely ekkor megegyezik a magnesezettséggel — ardanyos
a kiilsé mégneses mezdvel. ﬁgy jutunk a kovetkezd meghatarozashoz, hogy
feltessziik, ez igaz egyensilyon kiviil is.

Definicié Eqgy egyszerii magnesezhetd testet diamagnesesnek illetve para-
magnesesnek hivunk, ha létezik k : D x RT — R~ illetve Rt folytonos fiigg-
vény, ¢ magnesess szuszceptancia, amely folytonosan differencidlhaté R x
R+t-on, és

M, (v, T, N,m,B,) = k(v,T, N)B,.

Egyszertien azt is mondhatjuk, hogy diamagneses vagy paramégneses az a
test, amelynek mégneses szuszceptancidja (ldsd 55.4.) nem fligg sem a kiilsé me-
zOt0l, sem a test magneses momentumatdl. Furcsdnak hathat az elnevezés az
elektromossiggal Gsszevetve, hiszen ott a pozitiv szuszceptanciat (az egyetlen
lehet8séget) hivtuk di(a)elektromosnak, itt viszont a negativ szuszceptancia a
diamdagneses. Abban egyezik meg a két “dia-”, hogy a létrejové polarozottsag
illetve mégnesezettség csokkenti a testben a mezét a kiilsé mez6hoz képest.

Az indukalt magnesezettség alapvetd tulajdonsaga szerint a test egyensulyi
M magnesezettségét most az

M = kB,

Osszefiiggés hatarozza meg, nyilvanavaldan egyértelmii médon.
Ko6zonséges testben a méagneses mezd

B = B, + M,
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tehat az egyensilyi magnesezettségre a fentiek szerint azt kapjuk, hogy
M = xB,

ahol

K
X T ok
a magneses szuszceptibilitds. Erdemes feljegyezni a forditott Osszefliggést

1s:
X

K:m.

Ne feledjiik, hogy itt a mennyiségek x, ¢ és k mind a (v, T, N) fliggvényei.

Itt is érdemes rogziteni: az a feltevésiink, hogy az indukélt mégnesezettség
aranyos a kiilsé mezovel, nem csak egyenstilyra vonatkozik, tehat a szuszceptan-
cia altaldnos érvényil mennyiség. A test tényleges magnesezettsége egyensilyon
kiviil kiilénbozhet az indukalttdl, tehdat nem a test mégnesezettsége aranyos a
kiils6 mezével. Altaldban a test maégnesezettsége a testben levé mezdvel sem
aranyos. Egyensilyban viszont — és csak ott — igaz, hogy a mégnesezettség
(amely egybeesik az indukalt magnesezettség értékével) ardnyos a testben levd
mezovel. Tehat a szuszceptibilitds csak egyenstlyra érvényes mennyiség.

A szokasos irodalomban a maégneses szuszceptibilitdst és szuszceptanciat
ugyanugy Osszekeverik, mint a hasonlé elektromos mennyiségeket. SOt ezt ré-
gebben (és olykor még manapsédg is) tetézik azzal, hogy B helyett H-t vesz-
nek, tehat a szuszceptibilitast M = yH forméaban definidljak, noha molekularis
meggondolasokbdl mindeniitt kideriil, hogy az egyensiilyi mégnesezettség B-vel
aranyos.

56.2. A Langevin—Weiss-féle indukalt magnesezettég

Olyan testekre, amelyek molekulai 6nallé magneses momentummal rendelkez-
nek, az 50.2. pontban megismert formulat lehet szarmaztatni: ha egy molekula
6nallé momentumanak a nagységa m, akkor a A := §—0. és M := m/V jeloléssel
addédik a Langevin—Weiss-féle indukalt magnesezettség:

w(]B%a—)\(I:Z,ﬂT, N)M))) |

1

Min(v7 T7 N7 m, ]Ba) = - (—O[(BG—A(’U, Ta N)M)+7TL <
v

Az ilyen testet Langevin—Weiss-féle testnek hivjuk.

56.3. A Langevin—Weiss-egyenlet kozelité megoldasa

Egyenstulyban a test mégnesezettsége és az indukalt magnesezettség értéke
megegyezik, tehat ekkor az el6z6 pont szerint az egyensilyi méagnesezettséget a

Mot (_a(IBSQ — AM) + 7L (w»

v

Langevin—Weiss-egyenlet hatarozza meg. A Langevin-fiiggvény tulajdonsigai-
bél (14sd 50.3.) a m(B, + AM) < kT esetben azt kapjuk, hogy

2

1 s
M ~ ; (Q(Ba + )\M) + ?)kiT(Ba + )\M)) .
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Feltéve, hogy
N
at o v,

ennek alapjan értelmezziik az egyensulyi szuszceptanciat:

2
T
1 —a+ 557

Mo T N) ~ T AT
v v

Ha itt azt vessziik, hogy A = 0, akkor a szakirodalomban sok helyiitt fellel-

hetd
1 n 2
ke — | —a+ ——
v 3kT
formuléra jutunk.

Ha viszont azt vessziik, hogy o = 0, akkor a

2 CA(v,T,N)
= T N) = 240N
C TR O(v,T,N) ”
jeloléssel
k(v,T,N) = ! ¢

vT —0O(v,T,N)’

amelyet Curie—Weiss-formuldnak neveziink (a szokdsos irodalomban nem tiinte-
tik fel, hogy © fiigghet a test termodinamikai jellemz36itél). A szuszceptibilitds
teljesen hasonlé alaki; a

é — @ + E — M
v v
jeloléssel
x(v, T, N) = 1#
vT —0O(v,T,N)

56.4. A Langevin—Weiss-egyenlet megoldasai

Vizsgaljuk most meg, mit tudunk mondani az el6z6 pontban megismert Lan-
gevin—Weiss-egyenlet megolddsairdl adott (v, T, N) mellett. Zarjuk ki a trividlis
A(v,T,N) = 0 esetet, és legyen az egyszeriiség kedvéért « = 0 (az a # 0 eset
teljesen hasonldéan targyalhatd, csak a konstansok kombindcidja lesz bonyolul-
tabb). Az eléz6 pontban bevezetett © jeloléssel, valamint az

B, m(Bo— M)
% o kT

mennyiségekkel az egyenletet atirhatjuk

%:17 —r = L(x)

alakba. A megoldast a bal oldal meghatarozta egyenesnek és a Langevin-fiigg-
vény grafikonjanak a kozos része szolgéltatja. Tudjuk (lasd 50.3.), hogy L'(z) <
L'(0) =1/3 ha = # 0; ezért, ha T > O, akkor az egyenes egyetlen pontban met-
szi az L grafikonjat: egyetlen megoldds van. Ha T' < ©, akkor két vagy harom
megoldas létezik.
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56.1. Abra

Ha két megoldas van, akkor az egyenes egy pontban metszi, egy pontban
érinti a gorbe grafikonjdt; hdrom megoldds esetén harom metszéspont van (14sd
a 56.1. abrét).

Tekintsiik azt, amikor harom megoldéds van, x_, x,, x4+, és legyen x_ <
Ty < 4. A kozépsé megoldasban a gorbe érintéje meredekebb, mint az egye-
nes, a masik kettében kevésbé meredek, azaz

T
L'(zp) > —, < .
Ha két megoldéds van, x,, és x;, és x; az a pont, amelyben az egyenes érinti a
gorbét, akkor

L'(z

T

/ _ / .
L(xt)f?)@, L(xm)<3@.
Ha csak egy megoldds van, x,,, akkor
T
L(z,) < —.
(&m) < 35

Specialisan harom megoldas van, ha r = 0, azaz a kiils§ magneses mez6
nulla (és persze T < ©). Egy megoldds a nulla magnesezettség, a masik két
megoldas nullatdl kiilonboz6, egymads ellentettjei; ezeket szokas spontdn mag-
nesezettségnek hivni. A Langeven—Weiss-egyenlet tiikrozi tehat azt a jol ismert
tapasztalati tényt, hogy bizonyos anyagokbdl (példal vasbdl) levé testeknek elég
alacsony homérsékleten lehet egyensilyi méagnesezettsége akkor is, ha a kiils6
mez6 nulla.

A 56.2. dbra mutatja az adott kiils§ mez6 esetén lehetséges egyensilyi mag-
nesezettségeket. A folytonos illetve szaggatott vonalon azok a (B,,M) péarok

vannak, amelyekre
B, + A\M) T
I/ 7(Bq L
< KT > <36
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56.2. Abra

illetve (B, + M) T
Jr

L/ T\ Ba T AV -

< KT > ~ 30

teljesiil. A korocskék pedig azokat a parokat mutatjik, amelyekre

% (B, + AM)\ l
kT 307

56.5. Feladatok

1. Ertelmezziik 51.1.-nek megfeleléen az egyensilyi konstitiicios fliggvényeket
a (v, T, N,B,) véltozéban az egyensilyi (v, T, N,B,) — m(v,T, N, B,) momen-
tum-fliggvény segitségével. Ertelmezziik 4ltaldnosan az egyensilyi szuszceptibi-
litast.

2. A gyakorlatban a mennyiségeket (adott fdzisra vonatkozdan) a hémér-
séklet, a nyomds és a kiilsé6 mezd fiiggvényében szokds vizsgdlni. A térfogat
(legalabbis lokdlisan) megadhat6 a (T, P, N,m) — V (T, P, N, m) figgvénnyel.
Egyensilyban ide betéve m helyébe az el6bbi feladatban szereplé fliggvényt,
megkapjuk a kivant Osszefiigést:

V(T,P,N,B,) := V(T,P,N,m(V(T,P,N,B,))).

Ertelmezziik ennek megfelel6en az egyensulyi szuszceptanciat és szuszcepti-
bilitdst a hémérséklet, a nyomds (és a részecskeszam) és a kiilsé mezd fliggvé-
nyében.

3. Ha a (fajlagos) térfogatnak a 2. feladat szerinti fiiggvényében a kiilsé me-
z0t01 valé fiiggése elhanyagolhatd, akkor a test anyagdnak v, fajlagos térfogatat
hasznalhatjuk, mint a h6mérséklet és nyomds fliggvényét.
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Vegytink Tj és Py “referencia-értékeket” (mondjuk az atmoszferikus nyomast
és szobahémérsékletet). Ekkor a vy := v(Ty, o),

Qg i=— —— 667;:) (’Uo TO) Ko ‘= —ii(vo To)

jeloléssel (o az izobar htdguldsi egyiitthatd a referencia-pontban, kg az izoterm
kompresszibilitas a referencia-pontban, és persze semmi koziik az ugyanilyen be-
tiikkel jelolt molekula-mégnesezhet&séghez és szuszceptancidhoz)

o(T, P) = vo(1 4+ ao(T — Tr) — ko(P — Pp)) 4+ ordo(T — Tp,, P — Pp,).

Adjuk meg ennek alapjan a fejezetben targyalt szuszceptibilitdsok és szusz-
ceptancidk explicit fiiggését a homérséklettdl és a nyomastol a referencia-érté-
kektol nem tavoli értékekre.

4. Definidljuk a magnesezhetd testet gy, hogy a méagneses mennyiségeket
vektoroknak (antiszimmetrikus tenzoroknak) tekintjiik (14sd 51.3.).

57. Magnesezheto6 testek folyamatai

57.1. Dinamikai egyenlet, dinamikai mennyiségek

Adott kornyezetben levé méagnesezheté test folyamatairél hasonlét tudunk
mondani, mint a polarozhaté testekérol. Egy folyamat egy idGintervallumon ér-
telmezett t — (E(t), V(t), N(t), m(t)) fiiggvény, amelyre (idedlis munkavégzés
stb. esetén, ldsd a 17.3. pontban ismertetett szabalyt) az

E=Q— PF+ uG + Byr,

V=F, N =G, m=r

dinamikai egyenlet all fenn, ahol a @, F', G és r dinamikai mennyiségeket az
eddig megismertekhez hasonléan meg kell adnunk a test dllapotdnak (és a kor-
nyezetet jellemz& mennyiségek) fiiggvényében. Tehat ha a kornyezetet a T,
hémérsékletével, P, nyomdsdval (és ebbdl szdmithatd u, kémiai potencidljival)
és B, magneses mezojével jellemezziik, akkor példaul a hoatadast

(E,V,N,m,Ta,Pa,IB%a) = Q(E,V,N,m,Ta,Pa,IB%a)

fliggvénnyel irjuk le.

Természetesen a dinamikai egyenletet itt is sokszor a a hémérsékletre irjuk
at a bels6 energiardl, és ekkor a dinamikai mennyiségekben is a homérsékletet
hasznaljuk valtozoként a bels6 energia helyett.

57.2. Egyensuilyi tulajdonsag, termodinamikai er6k

Allands kornyezet mellett a test egyensulya olyan allandé folyamat, amely-
ben minden dinamikai mennyiség a nulla értéket veszi fel.

Az egyensulyt mégneses szempontbdl is az jellemzi, hogy a kiilsé6 mezd in-
dukalta magnesezettség és a test magnesezettsége megegyezik, és nem az, hogy
a magneses intenziv mennyiségek — a test keltette magneses mezo6 és a kiilsé
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magneses mez6 — értéke azonos. Tehat azt fogadjuk el, hogy ha a test és a
kornyezet kozotti kolesonhatasokat semmilyen kényszer nem korldtozza, akkor
(Vo, To, No, m,,) pontosan akkor egyensily, ha

T, =Ty, P(‘/;,TO,NO,HIO) =P, .}l(VmToaNoamo) = HMa,

m,
70 = Mln(‘/;)) T07 NOa moa Ba)'
(e}
Mint a polarozhaté testeknél, vezessiik be a Bj, jelet az M, keltette (képze-
letbeli) mégneses mezdére, pontosabban

B,(V,T,N,m,B,) := B, (V,T,N,M,,(V,T,N,m,B,)).
Ekkor a szokésos szimbolikus jel6lésekkel a

(_(T - Ta)aP - Paz _(:u - .U’a)v _(Bg - Bh))

mennyiséget a testre haté termodinamikai erének hivjuk, az

1 1 P P, [T B, B,
(T T T, (T Ta> ’ (T T))
mennyiséget pedig kanonikus termodinamikai erének.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy itt is, az elektromos esethez hasonléan, és
az addigiaktdl eltéréen a (kanonikus) termodinamikai erd utolsé tagja dltaldban
nem a testre illetve a kornyezetre jellemz6 mennyiségek kiillonbsége: B, fiigghet
(és tobbnyire fiigg is) a test adataitél. Tovdbba itt az utolsé tagban azért szere-
pel ellentétes elgjel az elektromos esethez viszonyitva, mert ott a polarozottsag
keltette mez6 ellentétes iranyu a poldarozottsaggal, itt a magnesezettség keltette
mez06 azonos irdnyi a magnesezettséggel.

A pszeudolinedris dinamikai mennyiségeket formailag pontosan ugyanuigy
hatdrozzuk meg, mint 52.2. pontban, mindenhol —(B, — By)-t irva E, — E;
helyett.

A dinamikai mennyiségek egyensulyi tulajdonsdga azt mondja meg, pontosan
milyen kapcsolat van a dinamikai mennyiségek nulla értéke és a termodinamikai
er6 nulla értéke kozott. Ennek lényege az, hogy az 0sszes megengedett kolcson-
hatdshoz tartoz6 dinamikai mennyiség nulla értéke (vagyis az egyenstily) maga
utén vonja a megfeleld intenziv mennyiségek értékének egyenlGségét, és a megen-
gedett kolecsonhatasokhoz tartozé intenziv mennyiségek egyenlosége a dinamikai
mennyiségek nulla értékét eredményezi. A pontos megfogalmazas teljes altala-
nossagban tulsdgosan koriilményes, ezért nem irjuk le. Specidlis rendszerekre
barki értelemszertien az eddigiek alapjan megadhatja Oket.

57.3. Disszipaciés tulajdonsag

Az eddigiek analdgiajara, a polarozhaté testek mintajara, a dinamikai meny-
nyiségek disszipacios tulajdonsdgat

2T L)+ F(P— Pa) — Gl — pa) — x(By — By) > 0
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formaban koveteljiik meg, ahol egyenl6ség akkor és csak akkor allhat, ha az
Osszes dinamikal mennyiség a nulla értéket veszi fel. A disszipdcids tulajdonsag
atirhaté

1 1

(Q — PF + uG — Eyr) (T_T_)+

P Pa I Ha IBg IB%h
) _glE_ e —9 _Zh) >
vr(g-g)-c(h-te) e (G -2) =0

alakba.

57.4. Magneses hiités

Az elektrostrikcié mintdjara (ldsd 52.4.) targyalhatjuk a magnetostrikciét,
amelynek léte arra utal, hogy OP/0m < 0.

Egy masik érdekes jelenség, hogy a mégnesezettség adiabatikus csckkenté-
se tobbnyire homérsékletcsokkenéssel jar egyiitt, ami igen hatékony moddszert
ad az abszolut nulldhoz kozeli homérsékletek elérésére: allandé hémérsékleten
er0s magneses mezobe helyezik a testet, abban nagy magnesezettség alakul ki;
ezutan hoszigetelik a testet; kikapcsoljak a mégneses mezot, és a testet allando
nyomason tartjak; a test a magnesezettségének megsziinésével egyiitt lehiil.

Ezt a kévetkezOképpen irhatjuk le.

A test részecskeszdma allandé, a testet hdszigeteljiik, és dllandé P, nyoma-
son tartjuk, tehat egyrészt az els§ f6tételbdl (a dinamikai egyenlet elsé tagjabdl)

E =—P,V + B,

masrészt a

feltételbol azt kapjuk, hogy

o€ ( ag> g-?;) ( as) o8
= 4P+ = T=-(P+-)-2mm
<8T av ) —2E av ) —ee

A bal oldalon T egyiitthatéja az dllandé nyoméson vett fajhd (a méagne-
sezettség figyelembevételével), amelyrdl j6 szivvel feltehetjiik, hogy pozitiv. A
jobb oldalon m egytitthatéjdban az elsé tényezd is jo koriilmények kozott pozitiv
(a belsd energia tobbnyire csokken a térfogat novekedésével, tehdt a derivalt P,
mellett nemnegativ vagy legaldbbis “nem nagyon negativ’). A mdsodik tényez8
nevezdje pozitiv, szamlaldja viszont a magnetostrikcié jelensége miatt negativ.
Ezért m egytitthatdja pozitiv.

Ez azt jelenti, hogy T és m azonos eléjelii. Csokkend magnesezettség tehét
csokkend hémérsékletet okoz.
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57.5. A negativ h6mérsékletrol

Az abszolit hémérsékleti skdla gy van meghatarozva, hogy a nulla a leg-
alacsonyabb hémérséklet. Termodinamikakonyvekben azonban taldkozhatunk
azzal a kijelentéssel, hogy kiilonleges kortilémények kozott eléallithatd negativ
hoémeérséklet is, de nem hiitéssel, hanem a homérsékletnek a végtelenen tili no-
velésével.

A kovetkez6ket mondjak. Tegyiink kiilsé6 magneses mezébe egy olyan tes-
tet, amelynek molekuldi 6néallé mégneses momentummal rendelkeznek. A mez6
magnesezi a testet azaltal, hogy a molekuldk magneses momentumait, ameny-
nyire tudja, beforgatja, “rendezi” a mez6 irdnyaba. A hémérséklet befolyasolja
a rendezettséget. A homérséklet novelésével a rendezettség csokken, “végtelen”
nagy hémérsékleten teljes a rendezetlenség, nulla a magnesezettség. Ezt tikrozi
a Curie-Weiss-torvény is.

Most a hémérséklet helyett tekintsiik az energia oldalardl a dolgot. A B,
magneses mezbben az m magneses momentumu test energidja —B,m: ez no-
vekszik az m csokkenésével. Legyen B, > 0. Ha m > 0 (a mégnesezettség
azonos irdnyu a kiilsé mezével), akkor az m csokkenése — az energia novekedése
— a rendezetlenség novekedését jelenti. Ha azonban m < 0 (a mdgnesezettség
ellentétes irdnyd a kiils6 mezével), akkor az m csokkenése — az energia nove-
kedése — a rendezettség novekedését azaz a rendezetlenség csokkenését jelenti.
Statisztikus fizikai meggondoldsok alapjan az entrépiat a rendezetlenség mérté-
kének foghatjuk fel. Tehat amikor a magnesezettség és a mezd azonos iranyu, az
energia novekedése az entropia novekedését vonja maga utdn, mig az ellenkez6
esetben az energia névekedésével az entrépia csokkenése jar egyiitt. A testet
allandé térfogaton tartva, a

os 1

OE T
Osszefiiggés alapjan akkor, ha a mégnesezettség és a mezo ellentétes irdanyu, ez
a parcidlis derivélt, azaz a hOmérséklet reciproka, és ezzel egylitt a homérséklet
is negativ. Negativ homérséklet el6allitasdhoz semmi mas nem kell tehat, mint
a kiils6 mezdvel ellentétes magnesezettség létrehozasa. Fz viszont egyszert do-
log: tegyiik a testet magneses mezdbe, varjuk meg, amig magnesezddik, aztan
hirtelen forditsuk meg a kiilsé magneses mezo irdnyét.

A negativ hémérsékletrol beszélve azt is szokds mondani, hogy az ilyen &l-
lapot instabil, igen révid ideig tarthaté fenn, hamarosan atmegy egy pozitiv
homérsékletli allapotba, de nem a nulla hémérsékleten, hanem a végtelenen
keresztiil. A negativ hémérsékletli allapotok tehat a végtelen pozitiv hémérsék-
leten “tul” vannak.

Ez az érvelés a negativ homérsékletre tobb helyen is santit.

ElGszor: az entropia és a rendezettség kapcsolata csak intuitiv médon jelenik
meg, pontos formuldk nélkiil. Ezt az egyet még esetleg ki lehetne kiiszobolni;
talan lehetne formalizalni, hogyan fiigg Gssze a rendezettség és az entropia.

Masodszor: a hémérsékletet eddig a test tulajdonsaganak fogtuk fel, most
pedig a test és a kiils6 mezo egyiittes tulajdonsiga lenne valahogy, hiszen at-
tol fiigg, milyen a test és a mez6 kolcsonos helyzete. A testben semmi sem
valtozik, csak a kiilsé mez06, amikor ez utébbit megforditjuk, és ezzel a testen
kiviili valtozassal valna a test negativ homérsékletivé? Ezzel a megfontolassal
tehat a homérséklet fligg a kiilsé mez6tol; de akkor az entropianak is fliggnie
kell, hiszen a homérséklet reciproka az entropia egy parcidlis derivaltja. Arrdl
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viszont a gondolatmenetben sehol sincs szd, hogy az entrépia értelmezésébe a
rendezettségen kiviil a kiils6 mez6 is belejatszik.

Harmadszor: a szokésos targyaldsokban — amelyekhez a vitatott érvelés kap-
csolédik — minden formula gy igaz (mert csak az egyenstilyt tekintik), hogy a
test mégnesezettsége adott mdédon Osszefligg a kiils§ mezével: M = kB, (pa-
ramdgneses testrol 1évén szd). Itt azonban a méagnesezettség és a kiils§ mezd
fliggetlen egymastdl: akarmilyen méagnesezettségli testet tehetiink akarmilyen
vele ellentétes iranyu kiils6 mezébe.

Negyedszer: Osszekeverik a test energidjat és belso energiajat. A test belsé
energidja, entropidja és hémérséklete all megfeleld kapcsolatban egyméssal (ha
a test entropikus), és a bels§ energia helyett nem veheté akdrmilyen energia.
A bels6 energia magneses része a test molekuldinak méagneses kélcsonhatdsabdl
szarmazik. Ezen til a test még rendelkezhet magneses energidval amiatt, hogy
kiils6 mez6ben van; ez az eneriga azonban nem a belso energia része. Analdg
ezzel az, hogy a test bels6 energidjanak részét alkotja a molekulak egymas kozot-
ti tomegvonzasabdl eredd energia, viszont a testnek a Fold gravitaciés terében
levé helyzeti energidja nem tartozik a belsé energidhoz. Az idézett gondolat-
menetben szereplé —B,m mennyiség a “magneses helyzeti energia”, amely nem
része a belsO energidnak. A test belsé energidjanak a magneses része %Bgm,
amely fliggetlen a kiils6 magneses mez&tol.

Otodszor: szigortan csak egyenstilyban érvényes Osszefiiggéseket alkalmaz-
nak nem egyenstilyra is. Nézziik ezt meg kozelebbrdl, igen tanulsagos.

Amikor arrdl beszélnek, hogy kiilsé mezé rendezi a test momentumait, mag-
nesezettséget hoz létre, és arrdl, hogy ez a magnesezettség fiigg a hémérséklettol,
adott kiils6 mez6 esetén nagyobb homérséklethez kisebb méagnesezettség tarto-
zik, stb., akkor az egyensulyi viszonyokra gondolnak. Az 51.2. pontban targyalt
elektromos eset mintajara megadhaté egy egyensulyi Osszefiiggés

(V.T,N,B,) — Mcy(V. T, N, By),

amely olyan, hogy nem nulla B, mellett T-ben szigortian monoton csokken,
és a nulldhoz tart, mikozben T tart a végtelenhez. Ez rendben van, de nem
alkalmazhaté nem egyensilyi viszonyok kozott.

Adott m esetén a test bels6é energidja, entrépidja, és hémérséklete is
ugyanaz, akar igy all a kiilsé mez6 a test magneses momentumahoz képest,
akar ugy. Ezért a negativ hémérséklet téves gondolat.

Ha egy magnesezhetd test adott kiilsé mezoben stabil egyensilyban van, és
megforditjuk a mez6 irdnyat, az a test mennyiségeit (h6mérséklet stb.) nem
befolyasolja, viszont nem-egyenstly, esetleg instabil egyensuly jon létre, ezért
folyamat indul meg, amelynek végén (aszimptotikus stabilitds) a kiilsé mez6vel
azonos irdnyu egyensulyi magnesezettség alakul ki.

58. Specialis folyamatok

58.1. Altalanos feltételek

Mint emlitettiik, magnesez&dés hatasara az allandé részecskeszamu test al-
land6 hémérsékleten és nyomdson 6sszehiizédik (magnetostrikcié). Ez a jelen-
ség, mint az elektromos esetben is, ellentmond az entropikussiagnak. Tovabba a
kanonikus termodinamikai eré entropikus test esetén itt sem szarmaztathato a



350 IX. ELEKTROMAGNESES JELENSEGEK A TERMODINAMIKABAN

test és kornyezet Osszentrépiajanak derivaltjaként, ezért ésszerli az entropikus-
sag feltételezését elkeriilni.

Elfogadjuk az 55.7. Osszefliggéseit; a masodik azt eredményezi, hogy ha a
hémérsékletet hasznéljuk valtozonak a bels6 energia helyett, akkor a mégnese-
zettség valtozasabdl szarmazd munka kiesik az els6 f6tételbdl, azaz a dinamikai
egyenlet els6 tagja allandé részecskeszam mellett a szokasos szimbolikus jelolé-

sekkel
o€ . o9&\ .
_8TT =Q - (P+ _3V) 1%

alakt lesz.
Alland6 N részecskeszamu test izochér, izobér és izoterm folyamatait a 53.2.
stb. mintajara targyalhatjuk.

58.2. Rogzitett térfogat

Legyen a test V térfogata alland6. A T' és m véltozdkra redukalt dinamikai

egyenlet:

o€ . .
BiTTiQ m=r.

Tegyiik fel, hogy
Q=-2(T —Ta) + poBy = Br),  r=-Ar(T—Ta)+p,(Bg —Bn), (%)

ahol a \g stb. egyiitthatdk allandék. A disszipacids tulajdonsag azt adja ekkor,
hogy

A\
Ao>0,  p.>0,  Thop, (%) > 0.

A dinamikai mennyiségek fenti alakja szerint (T, p,) pontosan akkor egyen-
silya a redukalt dinamikai egyenletnek, ha

T, =Ty, m, = VMm(‘/v 15, N, moaBa)

Ha (V/N,T,) a reguldris tartomanyban van, akkor a redukalt dinamikai
egyenlet jobb oldala differencialhaté, és derivéltja az egyensilyban

_Ag—pqba _ peb(l—=d)
<_)\r - prba _prb(l - d)) ’

i _ o5,

ahol

Ci= ﬁ(mTaaNamo)v b: am(‘/?Tl“N’mo)’
0= — (Vi T, Nomg, Ba),  di= Vo2V, Ty, Nymo, B).

Ez formailag ugyanaz, mint ami 53.2. pontban szerepel, ezért érvényben
maradnak az ottani Osszefliggések az aszimptotikus stabilitdsra illetve instabili-
tasra.

A stabilitds-instabilitas 1ényegében 1 — d elGjelén mulik. Diamégneses és
paramagneses anyagokra d = 0, tehat az egyensily aszimptotikusan stabil.
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58.1. Abra

58.3. Hiszterézis

Vizsgéljuk meg az el6z6 pontban kapott stabilitési feltételt a Langevin—Weiss-
féle indukalt magnesezettség esetén. Vezessiik be a O, := O(V,T,, N) jelolést.
Idézziik fel, hogy ha T, > ©,, akkor csak egy egyensulyi magnesezettség van;
ha T, < ©,, akkor lehet egy, kett6 vagy harom.

Egyszerti szamolés adja, hogy

B, + Am,/V'\ 30
q— (Bt Amo/V7) 36,
( kT, T,’
ezért 1 — d el6jele megegyezik

T, o (7(Ba+ dmo/V
30, kT,

el6jelével.

A 56.2. dbra mutatja adott B, mellett a lehetséges egyensilyi mégnesezett-
ségeket. Az 56.4. pontban mondottakat az el6bbiekkel Gsszevetve latjuk, hogy a
folytonos vonalon levé egyensulyok aszimptotikusan stabilak, a szaggatott vo-
nalon levek instabilak, a korocskék stabilitasardl az alkalmazott linearizacios
modszer nem ad felvildgositast.

Eredménytink a jol ismert hiszterézis jelenségét tiikrozi T, < O, esetén. Te-
gylk fel, hogy adott B,(1) mellett a test egyensulyi M(1) médgnesezettsége a
58.1. abra fels6 folytonos vonala egy pontjanak felel meg. Csokkentsiik a kiil-
s6 mez6t B, (2)-re; ekkor M(1) mér nem egyensilyi, ezért egy nemegyensilyi
folyamat indul meg a testben. B,(2)-héz hdrom egyensily tartozik; a kozép-
s6 instabil, tehdt onnan “elfutnak” a folyamatok. Az M(2) egyenstly vonzdsi
tartomdanya a szaggatott gorbe feletti rész. B,(2) mellett az M(1)-bél indulé fo-
lyamat M(2)-hoz tart, ahogy mulik az idé. A kiilsé mezé csokkentésével mindez



352 IX. ELEKTROMAGNESES JELENSEGEK A TERMODINAMIKABAN

igy megy a B, (—) értékig. Ha ez ald csokken a mez8, akkor az elindulé folyamat
az alsé folytonos vonal pontjanak megfelel6 (egyetlen) egyensilyi allapotba jut-
tatja a testet. Teljesen hasonlé mondhaté arrdl, hogy az alsé vonal pontjainak
megfelel6 egyensilyban noveljiikk a magneses mez6t. Mindaddig az alsé vonalon
lev§ egyensuly 4ll be, amig a kiilsé mez6 el nem éri a B, (+) értéket; ez utdn az
egyensuly “felugrik” a fels6 szakaszra.

58.4. Elmélet és tapasztalat

A Langevin—Weiss-féle test tulajdonsdgai jol tiikrozik a tapasztalatot: bizo-
nyos anyagu (példdul vasbol késziilt) testek spontdn (azaz kiilsé mezd hidnydban
is 1étezd) méagnesezettséget és hiszterézist mutatnak, amely azonban elég ma-
gas hémérsékleten megsziinik. Azokra a testekre, amelyeknél nem tapasztalunk
ilyen jelenséget, © < 0.

Azt a hémérsékletet, amelyen a spontan magnesezettség és a hiszterézis meg-
szlinik, Curie-hémérsékletnek szokas hivni.

A Curie-hémérsékletnél megfeleléen nagyobb hémérsékleteken a testek pa-
ramagnesként viselkednek; ezt a Langevin—Weiss-test is tiikrozi, amint errdl az
56.4. formuldi tanuskodnak. Természetesen a Langevin—Weiss-test csak kvali-
titativen ad j6 képet a valdsagrél (mint ahogy a van der Waals-anyag a va-
16sdgos gazokrol-folyadékokrdl). A kisérletileg megéllapitott hiszterézis-gorbék
nem fiiggdlegesen szaladnak le illetve fel, és a két 4g “simulékonyabban” talal-
kozik. Tovabba az itteni kép szerint a nulla kiils6 magneses mez6hoz tartozéd
nulla méagnesezettség instabil, azaz egy kis mégneses hatds is valamely nagy
maégnesezettségbe futtatja a testet, ami nem egyezik a tapasztalattal.

A testek Curie-hémérséklet alatti viselkedését harom osztélyba szokas so-
rolni: ferromagneses, ferrimagneses és antiferromagneses. E kiilonféle
viselkedésekrol a Langevin—Weiss-test nem ad szamot.

58.5. Feladatok

1. Végezziik el az izobar és az izoterm folyamatok részletes targyalasat al-
lando részecskeszdm mellett.

2. Oldjuk meg értelemszerii valtoztatédsokkal az 53.5. 1. feladatot.

3. Ertelmezziik a kibévitett magnesezhetd testeket, definidljuk a dinamikai
egyenletet, a disszipacids tulajdonsdgot, és targyaljuk a folyamatokat periodikus
kiils6 mégneses mezGben.

59. Szupravezetés

59.1. Szupravezeto testek

Egyes paramégneses testek alacsony homérsékleten érdekes valtozason men-
nek keresztiil: elektromos ellendlldsuk hirtelen eltiinik, és a testben (egyenstly-
ban) megszlinik a magneses mez8, tehat az indukalt médgnesezettség keltette
mez6 a kiilsé magneses mez6 ellentettje.

Az elektromos ellenallas hianya miatt ekkor a testben meginditott aram vesz-
teség nélkiil folyik; ez a szupravezetés. Minthogy a test elektromos ellenallaséat a
homogén testek elméletében nem tudjuk értelmezni (csak két test kozotti ellen-
allast, lasd 46.5.), a széban forgd jelenségnek — amelyre mindig a szupravezetés
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névvel szokds hivatkozni — csak a magneses viselkedését targyalhatjuk (az kiilon
érdekes kérdés, amelynek megvélaszoldsa persze nem a termodinamika feladata,
hogy miért és hogyan kapcsolédik Gssze az elektromos ellendllds eltiinése és a
mégneses mez6 “kilizése” a testbol).

A szupravezetés figyelembevételéhez mddositani kell az egyszerii magnesez-
hetd test definiciéjat gy, hogy M;, értelmezési tartomanydnak nem az egész
D x R* x (y/moAm?) x (V's/m?/fo) halmazt, hanem csak egy részét engedjiik
meg. Ezt persze mar eleve megtehettiik volna az 55.4. definiciéban, semmi sem
valtozott volna az eddigiekben, csak a formuldkban mindig iigyelni kellett volna
az értelmezési tartomanyra, és ezt a felesleges bonyodalmat kerultiik el eddig.

Definicié Szupravezet6 testnek hivunk egy egyszeri magnesezhetd testet, ha
létezik a D x RT x (\/ugAm?) x (Vs/m?\/ng)-nak PM és SC részhalmaza (a
paramdgneses illetve a szupravezetési tartomdny), tovdbbd egy k : D —]0,1]
folytonos fiigguvény gy, hogy DomM,,, = SC U PM, és

M, (v, T, N,m,B,) = (v, T)B, (v,T,N,m,B,) € PM,

By(v,T,N,M;,(v,T,N,m,B,)) = —B, (v,T,N,m,B,) € SC.

Ez az altalanos definicié til bonyolult Osszefiiggésekre vezet, ezért a tovab-
biakban specialis szupravezet6 testekre szoritkozunk, amelyek azonban még jo
képet nyudjtanak a targyalandé jelenségrol.

A kovetkezOkben olyan kozonséges magnesezhetd testet tekintiink, amelyre

o L0
V? - V2 I
és amelyre adott a D x (Vs/m?2,/lg)-nak Sc és Pm részhalmaza 1gy, hogy ha

(v, T,B,) a Pm illetve az Sc eleme, akkor (v,T,—B,) is a Pm illetve az Sc
eleme, és

& = const, n=

£=0,

PM = {(v,T,N,m,B,) | (v,T,B,) € Pm},
SC = {(’1}7T, N, mﬂBa) | (’U,T7Ba) & Sc},
tovabba
Kk = const.

Ekkor

kB, ha (v,T,B,) € Pm,

Min 7T7N7maIBa =
(v ) {—I%“ ha (v, T,B,) € Sc.

M;,-nek folytonosnak kell lennie, ezért ha B, # 0, akkor {(v,T) € D |
(v,T,B,) € Pm} és {(v,T) € D| (v,T,B,) € Sc} diszjunkt halmazok.

Feltételeink alapjan

M2

}1(’[), T,N, l’l’l) = }lo(vv T)’ P(’U, T,N, M/V) = PO(Ua T) + = PT(Uv T, M)

Szoritkozzunk a test anyaganak egy fazisara, és legyen v, a fajlagos térfogat a
hémérséklet és a nyom4s fiiggvényeként adva ebben a fazisban. Ha (T, P —dM?)
is a fazishoz tartozo értékek, akkor a

M2

PT(U,T,M) =P azaz ’PO(U,T) + T =P
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egyenletbdl a fajlagos térfogat kifejezhetd a hémérséklet, a nyoméas és a magne-
sezettség fliggvényében:

v (T, P,M) = v,(T, P — 6M?/2).

59.2. A paramaiagneses és a szupravezeto tartomany
osszekapcsolodasa

Pm és Sc kozott olyan kapcesolat 1étezik (pontosabban létezhet, és mi azt
vizsgdljuk, amikor 1étezik), amely az elsérendii faziskapcsolatra emlékeztet; ke-
riljik azonban a fazis szot, mert magnesezhetd testre nem definidltunk fézist
és nem is fogunk, Pm-et és Sc-t nem hivjuk fazisnak.

Azt mondjuk, hogy (v, T,B,) € Pm és (v.,T,B,) € Sc 6sszekapcsolédik,
ha

Pr(Vm, T, kBgo) = Pr(ve, T, =B /6), Po(Um, T) = p (ve, T).

Legyen F,,, azon Pm-beli elemek 0sszessége, amelyek Gsszekapcsolodnak va-
lamely Sc-beli elemmel, és legyen F,. hasonld értelmii Sc-ben. Feltessziik, hogy
F,, és F, nem ires.

P, definiciéjabdl konnyen ldthatjuk, hogy ha (ver, T, B,) és (vea, T, B,,) ugyan-
azzal az F,,-beli elemmel kapcsolddik ossze, akkor (ver,T) és (ve2, T) nem lehet
a test anyaganak ugyanabban a fazisaban. Szoritkozzunk a test anyaganak egy
fazisara; ekkor az 6sszekapcsolédas bijekcidt 1étesit Fi, és F,. kozott.

Vezessiik be a

II:={(T,Pr(v,T,kB,),B,) | (v,T,B,) € Pm},
Y= {(T7 PT(U7Ta _Ba/6>7Ba) | ('U,T,Ba) (S SC},

& = {(T,Pr(v,T,kBy),B,) | (v,T,B,) € F,} =
={(T,Pr(v,T,kBa), Ba) | (v, T, Ba) € Fi}

jeloléseket. II és X tehat adott B, esetén megadja a paramagneses illetve a szup-
ravezetd tartomanyban lehetséges homérséklet- és nyomasértékeket, @ pedig az
Osszekapcsol6do pontok homérséklet- és nyomésértékeit. Minthogy az Osszekap-
csolédés bijekcid F, és F,. kozott, az el6zd pont végén mondottak szerint @
azokbdl a (T, P,B,) € II N 32 elemekbdl all, amelyekre

0=p, (v-(T, P,kB,),T) — p,(v,(T, P, —B,/5),T) =
= 1o(T, P, —6k*B2 /2) — uo(T, P, —B2 /26),

ahol p, a test anyaganak kémiai potencidlja az adott fazisban a homérséklet és
a nyomas fiiggvényeként.

Minthogy itt minden szoéban forgd fiiggvény folytonosan differencidlhato,
® két dimenzids részsokasig, amelyet jé esetben megadhatunk egy (7, P) +—
B.(T, P) fliggvény grafikonjaként (lasd az 59.4. feladatot).

Az eddig ismert szupravezetd testekre vonatkozé kisérleti adatok szerint ez
a fliggvény

B(L(T, P) =B, <1 +G,(P)T£ + b(P) <T£> )

alakd, ahol B, és T,, adott értékek, a és b adott fliggvények.
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59.3. Atmenet a paramagneses és a szupravezeto
tartomany kozott

A tapasztalat szerint a targyalt tipusu testek adott nyomaéason elég alacsony
hoémérsékleten és nem tul er6s magneses mezében szupravezet6 tulajdonsiagot
mutatnak, magasabb hémérsékleten és nagyobb magneses mezdk esetén pedig
paraméagneses tulajdonsigot. A valasztéfeliiletet a kétféle viselkedés kozt @ ad-
ja meg. Az dtmenet a kétféle viselkedés kozt az elsérendii fazisatalakuldshoz
hasonlit: az a&tmenetben két test van jelen, az egyik paramégneses allapotban, a
maésik szupravezet$ allapotban. Az dtmenetet a részecskék atvandorlasa jelenti;
ezt (nagyjabol) a kémiai potencidlok kiilénbsége szabja meg:

Nm - _ﬂ(ﬂm - ,uc)a
ahol a jobb attekinthetoség kedvéért bevezettiik a
(T, PBo) = po(T, P — 6k°B2/2),  po(T,P,B,) := po(T, P — B2 /20)

jelolést. Ha pm (T, P,B,) < p.(T,P,B,), akkor a részecskék a paramdgneses
allapotu testb&l mennek a szupravezetd allapotiba, ellenkez6 egyenlGtlenség
esetén forditva.

Adott nyoméson elég alacsony hémérsékleten és nem tul erds kiils6 mez6 ese-
tén—ha B, < B,,(1+a(P)T/T,+b(P)(T/Tn)?) — a pim (T, P,B,) < p.(T, P,B,)
egyenl6tlenség all fenn, tehat addig tart az atalakulds, amig szupravezet6 alla-
potu test marad csak.

59.4. Feladat

Mutassuk meg, hogy a 0 = p1,(T, P — 6k*B2 /2) — 11, (T, P — B2 /25) egyenlé-
séggel impliciten adott (T, P) — B, (T, P) fiiggvénynek a a hémérséklet szerinti
parcidlis derivaltjara — feltéve, hogy a test anyaga entropikus, ezért a Gibbs—
Duhem-reléaciok érvényesek —

—8o(T, P — 6K2B2 /2) + 5,(T, P — B2 /26)
—(0K%Bg)vo(T, P — 6K%B2/2) + (B, /) v, (T, P — B2 /26)

adodik. Ertelemszerti szimbolikus jelolésekkel — az m indexszel utalva a para-
magneses tartomanyra, ¢ indexszel a szupravezetére — ez atirhatd
TSy —T's,
(02K20,, — v:) B,

alakba. Hasonlitsuk Gssze ezt a kifejezést a Clausisus—Clapeyron-egyenlet jobb
oldaléval.

60. A hosugarzas

60.1. Az elektromagneses sugarzas h6hatasa

Mindennapos tapasztalat, hogy egy fénnyel megvilagitott test felmelegszik;
maga az €élet is ezen alapszik: a Nap fénye melegiti a Foldet. Az is mindennapos
jelenség, hogy egy felizzitott test vilagit. Ezeken az egyszerii tényeken til ma
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mar ismeretes, hogy mindez igaz nem lathato elektromdagneses hullamokra és
alacsonyabb homérsékletre is: a testek sziinteleniil elektromdagneses sugarzast
nyelnek el és bocsatanak ki, mikézben melegszenek, hiilnek.

Az elektromagneses mezé és az anyagi testek kolcsonhatasanak a leirdsa
még megoldatlan feladat: nincsenek meg ré a megfelel6 egyenleteink. Csak egy
specialis esetben, igen sziik keretek kozott tudunk mondani valamit, ami azért
ravilagit az elektroméagneses sugdrzas hohatdsanak természetére. Az idevagd
kutatasok és eredmények inditottak utjara a kvantumelméletet.

60.2. Uregbe zart alléhulldmok

Hasonléképpen, mint ahogy a polarizacidt és magnesezést csak homogén
kiils6 mez6ben tudtuk vizsgalni, az elektroméagneses sugarzas héhatasarol csak
“homogén kiils6 test” esetén tudunk mondani valamit.

Vegyiink egy testet, amelynek a belsejében zart iireg van. A test elekt-
romagneses sugarzast bocsat ki az iireg felé, és el is nyel az iireg feldl érkez6
sugarzasbol. Vizsgaljuk az egyensilyi allapotot, amikor az elnyelés és a kibocsa-
tas kompenzalja egymadst: az liregben az elektromagneses mezé alléhullamokbal
tevodik Ossze. Minthogy az elnyelt és kibocsatott sugarzas ugyanakkora, ugy
tekinthetjiik, mintha semmi sem nyelédne el, vagyis az iireg fala tokéletesen
visszaver6 volna. Legyen az iireg kocka alaki, amelynek élhossza L. Vélasz-
szunk olyan koordindtarendszert, amelynek kezd6pontja a kocka egy cstucsa, a
kocka élei pedig rajta vannak a tengelyeken. Az tliregbe zart sugarzéast a for-
rasmentes Maxwell-egyenletek megoldasai irjak le azzal a hatarfeltétellel, hogy
az elektromos mez6nek az érintdirdnyd komponense nulla. Azt kapjuk, hogy
minden n = (n1,n9,n3) € N> C R3 esetén a

—[n|
Up:i=—|n
T 2L
frekvencidaval megvalésulhat az n-re meréleges allohullam oly médon, hogy az
E, elektromos mez6 derékszogii komponensei

nax Nox N3T
Eni(t, ) = an1 sin 2wvyt cos (Wz 1>Sin(ﬁz 2)sin(Wz 3>7

. . N1 TTN2T2Y\ . TTn3xT3
Enz(t,x):angsm%wntsm( 7 )cos( 7 )sm( 7 ),

Ens(t, ) = ans sin 2wvyt sin (77771[1/371) sin (ﬂ-nzm) cos (@) ,

ahol ¢ az id6t, (x1,x2,23) a kocka pontjait reprezentélja, és mint mondtuk,
3

an merdleges n-re, azaz Y an;n; = 0. A mégneses mez6t a Maxwell-egyenle-
i=1

tekbdl (minthogy az iiregben nincs sem toltés, sem dram) az elektromos mezd

egyértelmiien meghatarozza:

Bnl (t, .’L’) =

1 . ™11 T™NoX2 T™N3Ts
= (n3an2 — N2an3) cos 2wyt sin cos cos ,
2unL L
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Bng (t, LE) =

1 ( ) 9 ; (7TTL1.’L‘1) . (TF’I?Q.TJQ) (7Tn3.’133>
= ——(n1an3 — N3an1) COs 2TLT COS sin cos
21/nL 1Un3 3Unl n i3 3 )

Bn3<t,l‘) =
1 ( ) 9 " (7’(’7111’1) (7’(’7121’2) . <7TTL3.’E3)
= ———(N2anp] — N1an2) COS 2Lt COS cos sin .
UL~ 2ot T2 L L L

Ha adott n esetén valasztunk egymadsra (és természetesen n-re) merdleges
két megoldast, akkor mindezek a a megoldasok fliggetlenek, és a Maxwell-egyen-
leteknek minden az adott hatarfeltételt kielégité megoldasa ilyenek szuperpozi-
cidja, azaz a fenti alléhullamokbdl allé sor alakjaban &allithaté elé gy, hogy n
esetén a két meroleges lehetGségre, majd n-re Osszegziink.

Jegyezziik meg azt a fontos tényt, hogy az alléhullamok amplituddjara —
egyelére — semmiféle kikotés nincs, viszont a frekvencidjuk nem lehet akarmi-
lyen: a frekvencidk csak diszkrét értéket vehetnek fel.

60.3. A frekvencia-eloszlas

To6bb kiilonb6zé hullam frekvencidja lehet azonos. Adott v frekvencidhoz
kétszer annyi hulldm tartozik, mint ahdny olyan n € N3 van, amelyre v = v,
teljesiil. Példdul ¢/2L frekvencidji hullimbdl hatféle van. Minél nagyobb a frek-
vencia, annél nagyobb a hulldmok szdma. Jelolje N(v) azoknak hulldmoknak a
szamat, amelyek frekvenciaja kisebb vagy egyenlé mint v. Egyszert latni, hogy
N (v) azon legnagyobb test térfogatdnak a kétszerese, amely egymads mellé tett
egységnyi oldali kockdkbdl all és benne van a 2Lv/c sugari nyolcadgémbben.
Ha v elég nagy, ezt jél kozelithetjiik a gombnek a térfogatdval,

_ 8w L33

N@) 3c3

Vegyiik most tgy, hogy a frekvencia folytonos valtozo, azaz tekintsiik tgy,
hogy bérmely frekvencia eléfordulhat, és a fenti képlet igaz barmely v-re, tehét
a |v1, 1] frekvenciaintervallumban a hulldmok szdma N (v5) — N(v1), azaz

_dN(v) 8rL*/?
dv 3

p(v) :

a hullameloszlas stiriisége, ami azt jelenti, hogy barmely I frekvenciainterval-
lumban (altaldnosabban: Borel-halmazban) levé hulldmok szdma

/ p(v) dv.

I

60.4. A Planck-féle eloszlas

A targyalt dll6hullamok olyan fliggvények, amelyek fiiggnek a helytél is,
idotol is. Tehat az liregben az elektromagneses mezd szigoru értelemben nem
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homogén és nem is allandé az idoben; mégis ezeket a megoldasokat egyensiilyi
és homogén mennyiségeknek tekintjik a kovetkez6 indokok alapjan. Amikor
termodinamikdban a testek homogén (térben dllandd) és egyensilyi (idében
allandg) allapotardl beszéliink, akkor azt értjiikk ezen, hogy a nevezett tulaj-
donsagok bizonyos makroszképikus atlagban teljesiilnek, hiszen a hémozgés
folytan a molekulak folyamatosan valtoztatjak a helyliket, tehat a slirtiség és
ezzel egylitt minden mennyiség mikroszképikusan nem &allandé sem térben
sem idOben. Az alléhullamok térbeli fliggése olyan szabalyos, mint mondjuk
egy kristalyrdcsban a molekuldk elhelyezkedése. Az &alléhullamokra vonatkozo
makroszképikus atlagot az energiastiriségen keresztiil fogjuk meg.

Az elektromégneses mezd energiastirfisége az elektrodinamika szerint 3 (|E[*+
IB|?). Most

E=) (Ea+E), [EP=) > (By En+E3-EL),
neNs neN3 meN3

ahol a fels6 index az egymadsra (és n-re) merdleges két all6hulldmra utal. Ugyan-
ilyen osszefiiggés igaz |B|?-re is. Az tlagos energiastiriiség

1

1
== ~(IEP* + B?);

5 / 5 (B + [BJ?);
[0,L]3

w

a fenti kifejezésekbol és az allohullamok elektromos illetve magneses mez&jének
a konkrét alakjabdl konnyen kapjuk, hogy

11
w=gy 5 [ (EAP+IEAP+ AP+ B2P) = 3 (b +Ia3P).
nENS[QL]g neNs

vagyis az atlagos energiasiirtiség az egyes hulldimok atlagos energiasiirtiségének
az Osszege és fliggetlen az id6tol.

A tapasztalatok azt mutatjak, hogy egy test hdmérsékleti sugarzasdban 6sz-
szefliggés van a test hédmérséklete, egy frekvencian kisugdrzott hulldm intenzita-
sa és a frekvencia k6zott. Ez a mi modelliinkben azt jelenti, hogy az alléhullamok
amplitudéja nem lehet akarmilyen: az amplitudé 6sszefiiggésben van a frekven-
ciaval és a hémérséklettel. Ugyanis az elektromégneses sugarzéas intenzitasa az
energiaaramlés strlisége, ami viszont az enrgiasiiriisége c-szerese, ahol ¢ a fény-
sebesség; az energiasiiriség pedig, mint lattuk, az alléhullamok amplitudéjanak
a négyzete.

A kisérleti adatok és addigi elméleti eredmények (jobban mondva eredmény-
telenségek) alapjdn &llitotta fel Planck a kvantumhipotézisét, miszerint az 8116~
hulldmok energidja csak egy meghatdrozott adag (kvantum) egész szdmu t6bb-
szorose lehet, pontosabban a v frekvencidji allohullam energidjanak a lehetséges
értékei

wy, (V) = nhy (n eN),

ahol
h:=6,6256...10734Js

a Planck-allandé.
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A statisztikus fizika szerint T' hémérsékleten az nhv energiaérték el6fordu-
lasdnak a valészintisége (gyakorisdga)

1 e—nhu/kT
Z(hw JKT) ’

ahol Z(hv/kT)-t az hatdrozza meg, hogy a valészintliségek Osszege 1. Az Osszeg
1-t6l indulé mértani sor, ezért konnyen kapjuk, hogy

Z(xz) = el'l—l (x = hv/KT).

fgy tehéat a v frekvencigju allohullam atlagos energidja

1 hv
— h —nhv/kT — )
W)= T nze%” ve hv/RT _ |

Az Gsszeg eredményét ugy kaphatjuk meg, hogy felismerjiik, ha hr-t kiemeliink,
akkor az Osszeg éppen az x — Z(z) fiigvény derivéltja az © = hv/kT helyen
(a sor egy hatvdnysornak és az exponencidlis fiiggvénynek a kompozicidja, ezért
lokélisan egyenletesen konvergens, igy a differencialds kiemelhetd az Osszegzés
elé).

Figyelem: korabban az atlagos sz6 a térbeli atlagra vonatkozott, itt az atla-
gos sz0 a frekvencidn lehetséges energiaértékek atlagara vonatkozik. Az azonos
frekvencidju egyes hullamok energiaja més és més lehet; az atlag azt az energiat
jelenti, amellyel ha minden hullam rendelkezne, az adott frekvencidju hullamok
Osszenergidja a valddi Osszenergiat adna.

Ha tehat a v frekvenciaju hulldmok szdméat megszorozzuk az atlagos ener-
gidjukkal és osztjuk a térfogattal (ami L3), akkor megkapjuk a v frekvencidji
sugarzas u, atlagos energiasiriiségét; az el6z6 pont és mostani eredményiink
alapjan ezt az

8h V3
wl) = " G =1
Planck-féle eloszlas adja meg, ami tehdt pontosan azt jelenti, hogy az I frek-
venciaintervallumban levo hullamok térben atlagos energiastiriisége

Juyan

I

Az lireg atlagos energisiiriisége

_ 8ok 4

Ezt az Osszefliggést Stefan—Boltzmann-torvénynek szokés nevezni, ugyan-
is a Planck-eloszléds ismerete nélkiil egyéb meggondolasokbdl mar korabban meg-
allapitottak, hogy u(T) = oT*, ahol o valamely allando.
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60.5. A fekete test sugarzasa

Eddigi eredményeink teljesen altalanosak voltak, fiiggetlentil attdl, milyen az
ireg falanak elnyel6- és kibocsatoképessége. Ezt érdemes hangsilyozni, mert sok
konyvben a fenti formulédkat is a fekete testre vonatkozatjék. A fekete test olyan
test, amely minden raesé elektromégneses sugarzast teljes egészében elnyel.

Jelolje e, (T) a test sugdrzdképességét a v frekvencidn; ez a T hémérsékleten
a felliletegységen iddegység alatt a v frekvencidn kisugarzott elektromégneses
energiat jelenti. Ha a testet ért sugdrzas energiastirtisége u,,, akkor cu, a sugar-
z4s intenzitdsa, ezzel ardnyos a test elnyelése; az a, € [0, 1] ardnyosséagi tényezst
nevezzik a test elnyel6képességének. Egyensilyban az elnyelés és a kisugarzas
egyenlo:

ev(T) = ayeu, (T).

Viszont az el6zéekben lattuk, hogy az iiregben a test sugarzé- és elnyeloké-
pességétol fiiggetlen az egyensulyi energiasiliriiség; ez azt jelenti, hogy amelyik
test béven nyeli a sugdrzast, az béven bocsatja is ki, pontosan: a testek sugar-
z6képességének és elnyelSképességének a hdnyadosa fliggetlen a testtél (tehdt az
anyagi minségtol is); ezt szokds Kirchoff torvényének nevezni. A fekete testre
a, = 1 minden v-re, a kibocsatott sugarzas intenzitdsa tehat megegyezik az
iiregben levo sugarzas intenzitasaval.

Vagjunk egy kis nyilast a testbe az tliregig. Ezen a kis nyildson keresztil
kijon a sugarzas, anélkiil, hogy lényegesen megbontand az egyensilyt. A kijovo
sugarzas intenzitdsa az elobb mondottak szerint a fekete test sugarzdsanak felel
meg. A lyuk valéban fekete testnek tekinthet6: a raesé sugarak behatolnak az
iireghe, annak a falan visszaverddnek, elnyelodnek, és csak elenyeszé résziik jut
ki djra a nyilason.

60.6. Az elektromagneses sugarzas szerepe a héatadasban

Az el6bbi eredményeinket durvan ugy tudjuk Osszefoglalni, hogy minden
test a homérsékletének negyedik hatvanyaval ardanyos intenzitassal elektromag-
neses hulldimokat bocsat ki; az ardanyossagi tényez6 abszolut fekete testre o :=
8mk*/15¢3h3, altaldban ennél kisebb. Két kdlesonhaté test tehat az egyszerti
hévezetésen — ami a molekuldk 10kd6s6désébdl adédik — til az elektromagne-
ses sugdrzassal is ad 4t hot egymadsnak: ha a testek hémérséklete T illetve Ty,
akkor a egyik test acT* hét sugroz ki, a mésik aecTy hét. A egyik test a
maésik sugarzasabél aa,cT mennyiséget nyel el (a tobbit visszaveri), a masik
aeacT* mennyiséget. Ez azt jelenti, hogy az egyik testrdl a mésikra a sugdrzasi
héatadds —aaeo (T* — T). Mivel T* — T2 = (T — To) (T3 + T?*Ty + TT? + T2),
a hésugdrzas miatti héatadas belefoglalhaté a szokdsos héatadasi képletekbe,
azaz a szokasos formulaink tartalmazzék a sugarzésbdl eredé héatadast is.

Testek kolcsonhatdsandl az elektromégneses sugarzast az eddig szokdsos for-
méban vehetjiik figyelembe.

Egy test és a benne levo iiregbe zart elektroméagneses sugarzas kolesonhaté-
sandl — lévén az tireg “lires”, azaz kémiai anyagot nem tartalmaz, tehat nem test
a szokasos értelemben — természetesen masként kell eljarnunk. Megmutatjuk,
hogyan irhatjuk le a test és az iireg bizonyos specidlis folyamatait.

Legyen a test a kornyezettdl teljesen elszigetelve: N részecskeszama, V' tér-
fogata allandd, kifelé hot nem ad at. A test FE energidjdnak és az ilireg E,
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energidjanak az Osszege allandé:
FE+ E, =F,, = const..

A test altal az iiregbe sugdrzott energia acT*, és a test &ltal elnyelt energia
aFE,. Tehat a dinamikai egyenlet

E=—a(cT* - E,) = —a(cT* + E — E,,).
Hasznaljuk T-t allapotjellemzésre; ekkor
T,N) .
GEWVTN) 1 _ —a(oT* + E(V,T,N) — E,,).
oT
Egyenstlyban
oT}=E,, —&V,T,,N).
Ac:= %(V, T,, N) jeloléssel az egyenlet linearizéltja
40T§’
c

(T T,y = —a<

amelynek a nulla aszimptotikusan stabil egyensulya, igy az eredeti egyenlet-
nek is a T, egyenstlya aszimptotikusan stabil. Az iiregben bedll az egyensilyi
SUgArzas.

1) (r-10),

60.7. Feladatok

1. Igazoljuk a Planck-féle formuldbdl, hogy a T" hémérséklethez tartozd leg-
intenzivebben sugarzott v,,(T") frekvenciat a

3 (ehu/kT _ 1) _ Z_;

egyenlet megolddsa adja; ez azt jelenti, hogy v,,(T)/T éallandé (Wien-féle elto-
16d4s): nagyobb hémérsékleten a maximumhoz tartozé frekvencia nagyobb.
2. Mutassuk meg, hogy ,}c’—; < 1 esetén a Planck-formula kozelithet6 a

8
KT
c
Rayleigh—Jeans-formulaval, Z—; > 1 esetén pedig a
87T3h 3ehv/kT
c

Wien-féle formulédval.

3. Vezessiik le a Stefan—Boltzmann-torvényt a szokdsos mdédon a kovetkezd
feltevések alapjan:

a) az u energias(iriiségii elektromagneses sugdrzas nyomdsa az lreg faldra
P =u/3,

b) az energiastiriiség csak a hémérséklettdl fiigg,

c) az elektromégneses sugédrzdssal telt lireg entropikus, tehét fenndll a

oF oP

sziikséges feltétel, ahol F = uV.
Kérdéses azonban ennek a levezetésnek a jogossiga, hiszen nincs értelmezve
a sugarzas hémérséklete; a szoban forgé homérséklet az lireget koriilvevo testé.
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A legfontosabb osszefiiggések tablazata

1. Egyszerili anyagok

1. Formalis jelek

a fajlagos bels6 eneriga,

a fajlagos térfogat,

a hémérséklet,

a nyomas,

a kémiai potencidl,

s = HP# a fajlagos entroépia,

h:=e+4+ Pv=pu+Ts afajlagos entalpia,
fi=e—Ts=pu— Pv a fajlagos szabadenergia.

=N o

Az entropikusség feltétele:

Tds = de + Pdv.

A Gibbs—Guhem-reldcié (ekvivalens az entropikussag feltételével):

dp = vdP — sdT.

2. Fiiggvények jelolése

(v,7) (ev)  (T,P)
valtozéban véltozéban valtozéban
fajlagos bels6 energia [ e e
fajlagos térfogat v v v
homérséklet T T T
nyomas P P P
kémiai potencial M " I
fajlagos entrépia 5 s s
fajlagos entalpia b h h
fajlagos szabadenergia f f f

3. Osszefiiggések a (v, T)-valtozéban illetve az (e, v)-véltozéban megadott
fliggvények parcialis derivaltjai kézott:

363
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oT 1 oT Je
= e, v,
66 2T 3’1) T
1o Oe
o°_5, WCW&Wg»,
Oe 8778“ ov ov oT 672‘
de 1 de er
or ~ o™ go = or*
Oe Oe
op & op [(oP oP 2T
_— = € o - = _ _ __ ov °
oT %—’f ’ ov ov de %—f

4. Osszefiigések (egy fazisra vonatkozéan) a (v, T')-valtozéban illetve a (T, P)-
valtozéban megadott fliggvények parcialis derivaltjai kozott:

Ov _ 1, o _ oF,

op ~ 2% T ™

%:ﬁ. de _(0e e G R

op ~ 22" or  \or avor |

oP 1 or &

— = e, — = — 5 e,

ov g—l’; oT g—};

o _ 55, 9;«%_%5»
ov ov

ov 5P oT oT 3Pﬁ

5. A belsé stabilitdsi feltételek
- a (v, T)-véltozéban:

Oe oP
5'_T > O, % < O7
— az (e, v)-véltozéban:
oT oPOT 0OPOT
2> % BB de g0 ~ deD(TP) <0

6. Az entropikussag feltétele
- a (v, T)-véltozéban:

Os Oe Os  Oe
or ~ o1 Tov=a0 ™7

— az (e, v)-véltozdban:

Os 1 0s

de T’ Ov
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Az entropikussaggal egyenérték{i Gibbs—Duhem-reléci6
—a (v, T)-véltozdéban:

op 0P op oP
o "o ar - *TVar
—a (T, P)-véltozéban (egy fazisban):
W o

or — %  ap "

7. Az entropikussag sziikséges feltétele kétszer differencidlhatdsig esetén
— a (v, T)-valtozéban:

IOP  Oe
ar ot

— az (e, v)-valtozéban:

oT oT oP
— =P—-T—.
v de Oe
8. Entropikus anyagra a fajlagos entrépia mésodik derivéltja az (e,v)-val-
tozoban
oT oT
9 1 e v
D°s = 7@
T oP T P
Pa — T3 Po —To
Ebbél

1
detD?s = —FdetD(T,P) > 0.
9. A hétagulési tulajdonséag:

ov oT
10. A fajhék:
Oe Oe oz (8—7))2
ov ov

a harmadik egyenl6ség entropikus testre érvényes.

11. Nevezetes 0sszefliggések bizonyos parcidlis derivaltakra entropikus anyag
esetén:

—a (v, T)-véltozéban:

o,
o or 7
_ f .
=i Tor
—a (T, P)-véltozéban (egy fdzisban):
OR(T, P
% = cp(Ta P)u
B 28
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2. Egyszeru testek

1. Formalis jelek:

N  a részecskeszam,
E = Ne a (teljes) bels eneriga,
V =Nv a (teljes) térfogat,

a (teljes) entrépia,
H:=Nh=E+ PV =uN+TS a (teljes) entalpia,
F:=Nf=FE-TS=uN—PV a (teljes) szabadenergia.

S :=Ns= 7E+P¥7”N

Az entropikussédg feltételébél:
TdS = dE + PdV — pdN.

2. Flggvények jelolése (a felkidlto jel arra hivja fel a figyelmet, hogy ugyanaz
a betli két kiilonbozé fliggvényt jeldl):

— a (V,T, N)-valtozéban:

€ belsé energia, E(V,T,N) = Ne(V/N,T)

P nyomads, PV, T,N)=P(V/N,T) ()

# kémiai potencidl, p(V,T,N)=n(V/N,T) (!

S entrépia, S(V,T,N)= Ns(V/N,T)

'H entalpia, H(V,T,N) = Ny(V/N,T)

F szabadenergia,  F(V,T,N)= Nf(V/N,T)

— az (E,V, N)-valtozéban:

T hémérséklet, T(E,V,N) = T(E/N,V/N) (!)
P nyomas, P(E,V,N)=P(E/N,V/N) ()
p kémiai potencidl, p(E,V,N)=u(E/N,V/N) (1)
S entrdpia, S(E,V,N) = N (E/N,V/N)
H entalpia, H(E,V,N) = Nh(E/N,V/N)
F szabadenergia, F(E,V,N) = Nf(E/N,V/N)

3. Parcidlis derivéltak a (V,T, N)-véltozéban (kétértelmi jeloléssel: a bal
oldalon (V, T, N) a véltozd, a jobb oldalon (v,T) és N, ahol v := V/N):

op_1oP 0P _1( OP
oV " Now  oN N\ o)’
és hasonl6 igaz p-re is;
08 _oe 0E_joc 08 e
ov o or or  oN _ ° 'ov
és hasonlo Oszefiggések allnak fenn S-re, F-re és H-ra is.
Entropikus testre:
os _oe ., 08 _0e oS _0e
v —ov ' ar — o1’ N — aN
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oF oF oOF
v " =S v
oF

4. Parcidlis derivéltak az (F,V, N)-véltozéban (kétértelmii jeloléssel: a bal
oldalon (F,V,N) a véltozd, a jobb oldalon (e,v) és N, ahol e := E/N v :=
V/N):

or _ 19T or _ 19T or _1( or OT
9E Noe' oV Now  oN N\ e Vo)

és hasonl6 igaz P-re is, p-re is;

0S  0Os oS  0s os Js Js
9E 9’ oV o oN o ‘e “ov
és hasonlo Osszefiiggések allnak fenn H-ra is, F-re is.
Entropikus testre:

s 1 S P S  u

OE T o9V T  ON T
5. Entropikus testre az entrépia mdsodik derivaltja az (E, V, N)-valtozéban:

T oT T
OF oV ON

].

oT 9 oT 9 oT o]
—MaE T Tﬁ —May T Tﬁ —MUaN T Tﬁ

3. Osszetett anyagok (elegyek, keverékek)

1. Formalis jelek:

e a fajlagos bels eneriga,

v a fajlagos térfogat,

c=(ct,...,c") a koncentracid,

T hoémérséklet,

P anyomsés,

u® az a-ik 6sszetevo kémiai potencidlja az elegyben,

g:= Y. u%® a fajlagos Gibbs-fliggvény,
=1

a=

e+ Pv—g . .
$i=——p—— a fajlagos entrépia,
h:=e+4+ Pv=g+Ts afajlagos entalpia,

fi=e—Ts=g— Pv a fajlagos szabadenergia.

Az entropikussédg feltétele:
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Tds =de+ Pdv — Z ude

a=1

A Gibbs-Duhem-reldci6 (ekvivalens az entropikussag feltételével):
Z c*dp® = —sdT + vd P,
masképpen ugyanez:

dg = —sdT + vdP + Z pedc”.

a=1

2. Flggvények jelolése a (v, T, c)-véaltozdban, az (e,v,c)-valtozéban és a
(T, P, c)-véltozéban értelemszeriien ugyanaz, mint a megfeleld jelek az egyszerti
anyagokra, azaz e, T, wvyz stb; ezen til még a Gibbs-fiiggvény jele a valtozdk
adott sorrendjében:

9 g g-

3. Az entropikussag feltétele
—a (v, T, ¢)-valtozéban:
0Os Oe T85 Oe 85 8e

P 30

_ = — 1 m
or 0T’ ov O —h )

— az (e, v, ¢)-valtozéban:

os 1 Js P Os [[,L,...,p,m]
de T’ ov T’ dc T

Az entropikussaggal egyenérték{i Gibbs—Duhem-reléci6

—a (v, T, ¢)-valtozéban:

s P N L ope oP
;C o~ "ou O;C or ~ Ve
maésképpen ugyanez:
g . oP Jg N oP Jg _ 1 m
a3 ar - STUar ae Vae T

—a (T, P, ¢)-valtozéban (lokélisan egy fdzisban):

m m
o O o Op”
2o = T
a=1 a=1
masképpen ugyanez:
99 _ o 99 _, 99 _am
oT " OP ’ Jc Boyema bl
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4. Nevezetes Osszefiiggések bizonyos parcialis derivaltakra entropikus anyag
esetén:

—a (v, T, c)-véltozéban:

A N
ov ’ or ° (’9c7[}1"”"}1 J
I
=rTor

—a (T, P, ¢)-véltozéban (egy fdzisban):

Oh(T,P,c)
aT cp(Ta P7C)a
dg
h=g——.
oT

4. Osszetett testek

1. Formalis jelek:
N  az a-ik Gsszetevo részecskeszama,
n
N := > N% az Osszes részecske szdma, N® = Nc®,
a=1

E = Ne a (teljes) belsd energia,
a (

V =Nv teljes) térfogat,

G:=Ng= > u*N* a (teljes) Gibbs-fiiggvény,
a=1
E+ PV —

S:=Ns= # a (teljes) entrépia,

H:=Nh=E+PV=G+TS a (teljes) entalpia,
F:=Nf=E-TS=G-PV a (teljes) szabadenergia.

Az entropikussédg feltételébél:
TdS =dE + PdV — »  u*dN*®.
a=1

2. Fiiggvények jelolése az N := (N1,..., N™) szimbdlummal (a felkidlt6 jel
arra hivja fel a figyelmet, hogy ugyanaz a betii két kiilonboz6 fiiggvényt jelol):
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—a (V, T, N)-véltozéban:

£ belsé energia, E(V,
P nyomds, PV,
H* az a-ik Osszetevo
kémiai potencidlja, yo‘(V T,N)=p*(V/N,T,N*/N,...,N™/N) ()
G Gibbs-fiiggvény, g Ng(V/N T,N'/N,...,N™/N)

S entrépia, S = Ns V/NTNl/N...,Nm/N)

M entalpia, H(V,T,N) = No(V/N, T, N\/N, .., N""/N)

F szabadenergia, F ,N) = Nfj(V/N,T,N'/N,...,N™/N)

,N) = Ne(V/N,T,N'/N,...,N™/N)
\N) = P(V/N,T,N/N, ..., N"/N) ()

S~—
|

= T(E/N,V/N,N'/N,...,N"/N) (1)

T hémérséklet, T(E,V,
E =P(E/N,V/N,N'/N,...,N™/N) (!)

P nyomas, P(E,V,
pe az a-ik 6sszetevo

kémiai potencidlja, “(E,V,N)=p*(E/N,V/N,N'/N,...,N™/N) (!)

n
G Gibbs-fiiggvény, G(E,V,N) = Ng(E/N V/N,N'/N,...,N™/N)
S entrépia, S(E,V,N) = Ns(E/N,V/N,N'/N,...,N™/N)
H entalpia, H(E,V,N) = Nh(E/N V/N,NY/N,...,N™/N)
F szabadenergia, F(E,V,N) = Nf(E/N,V/N,N'/N,...,N™/N)

—a (T, P,V,N)-valtozéban (lokélisan egy fazisban):

u™ az a-ik Osszetevd

kémiai potencidlja,  p*(T, P,N) = u*(T,P,N'/N,...,N™/N) (!
G Gibbs-fiiggvény, G(T,P,N)= Ng(T,P,N'/N,...,N™/N)

H entalpia, H(T,P,N)= Nh(T,P,N'/N,...,N™/N)

3. Parcialis derivaltak a (V, T, N)-valtozéban a V és T szerint ugyanazok,

mint egyszerl testek esetén, tovabbd, ha az elsé m — 1 koncentraciét vessziik
fliggetlennek,

1

oP 1 377 oP ¢
W:N<_” 5 Z”m) (B=1,....m~1),

oP 1 —
T _ ___E:w
IN™ N< 607)7

és hasonlok igazak m“-ra is;

o€ de de T e

_— — —_— —_— — v - -

NP e U8v+8cﬁ E: o B=1,....m—1),
O de T e

— 2

aNm ¢ Yo € Ber
~y=1
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és hasonlo Osszefiiggések dllnak fenn S-re, F-re és H-ra is.
Entropikus testre:

95 o€ oS 0g s o .
Tov=av P Tor=or Tona=ana ¥ (@=Ll...m).
OF OF OF a _
v oS gne W leslem)
oOF
= _T_-
E=F T

4. Parciélis derivéltak az (E,V, N)-véltozéban az E és V szerint ugyanaz,
mint egyszerll testek esetén, tovabba ha az els6 m — 1 koncentraciot vessziik
fliggetlennek:

ONS N Oe Ov  OcP

oT 1 oT  OT oT
[ ——— oy S A
ON™ N( “oe ~ "ou ;C aa)’

és hasonl6 igaz P-re is, p®-ra is,

m—1
oT :L(_ea_T_Ua_Tﬁ_T_ch@_T) B=1m ),
y=1

oS ds Os Os I 9s
R — gy - Y — _
aNF — 5 %5, v8v+6cﬁ anw B=1,...,m—1),
oS 9s  0s " 9s
R — oy gy~ Y
anm ~ ° " Y8 You > c B’

és hasonlo Oszefiiggések allnak fenn H-ra is, F-re is.
Entropikus testre:
s 1 oS P os  p°

—— (a=1,...,m).

9E T 9V T ONe T

5. Néhany fontos dsszefiiggés a (T, P, N)-valtozéban:

G G oG . .
o =S ap =V N la=loom)
0G
H = - T—
G oT’
1 m
OH(T,P,N'...,N )chp(T,P,N).

orT
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Figgelék

1. Mértékegyenesek

A fizikai mennyiségek értékei egy dimenzids irdnyitott valds vektorteret, ugy-
nevezett mértékegyenest alkotnak. Ez azt jelenti, hogy egy adott fizikai meny-
nyiség barmely értéke egy adott értéknek egyértelmilen meghatarozott szamszo-
rosa (ez adja a vektortér-szerkezetet, vagyis az Osszeaddst és a szdmmal szor-
zést), és ki van jelolve a pozitiv értékek halmaza (ez adja az irdnyitdst). Példdul
a tavolsagok mértékegyenese a méter szamszorosai; a méter pozitiv szamszorosai
birnak fizikai jelentéssel.

Ha tehét D mértékegyenes, akkor barmely 0 < m € D esetén D = {am | a €
R}. m a vélasztott mértékegységet reprezentdlja (ha D a tavolsdgok mértéke-
gyenese, akkor m a méter). Ezért célszerii a mértékegyenesre a mértékegységén
keresztiil hivatkozni, azaz D helyett (m)-et frunk. A pozitiv értékek jelolésére
(m)* szolgél, azaz (m)* := {am | @ > 0}. Hasonl6 értelmti az (m)J jel a
nemnegativ értékekre.

Pontos értelem adhaté a mértékegyenesek (®-tel jelolt) szorzatdnak, amely
a szokdsos szabdlyoknak tesz eleget; példaul (m) ® (kg) = (mkg).

Egy mértékegyenes dudlisa a "reciproka”; példaul (m)* = (%) A mértéke-
gyenes egy elemének és a dudlisa egy elemének a szorzata valds szam. Mérték-
egyenesek hanyadosa a dudlissal valo szorzassal értelmezhetd; példaul

(m)

T = me/s)= (%)

2. Inverz- és implicitfiiggvény-tétel

Az inverz- és implicitfiiggvény-tételt a termodinamikdban valé alkalmazdsara
vald tekintettel csak specialis alakban fogalmazzuk meg.
Legyen n € N és Iy, ..., I, valamint Ji,...,J, egy dimenziés valds vektor-
terek (specidlisan mértékegyenesek).
n

n
Ha f = (f1,...,fn): i>:<1 I — k):<1 J}, differencidlhaté az értelmezési tartoma-

n n
nydnak x bels§ pontjdban, akkor f derivéltja z-ben, Df(z) az az _X1 I, — kxl Jx
1= =

linearis leképezés, amelynek matrixa
{0ifr(x) | kyi=1,...,n}.

Allit4s (Inverzfiiggvény-tétel) Legyen f : ‘X1 I, — 'X1 J; folytonosan diffe-
1= 1=

rencidhatd figgvény. Ha a € Domf ésDf(a) in}ektz’v, akkor van az a-nak olyan
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U kérnyezete, hogy flu injektiv, f[U] nyilt, és (fly)~t folytonosan differenci-
dlhatd.

A tétel tartalma nyilvdnvalé. Azt érdemes megjegyezni, hogy D f(a) injektivi-
tésa azzal egyenértékii, hogy determindnsa (az igynevezett Jacobi-determinéns)
nem nulla.

Legyen most m,n € N, és I,..., L4, valamint Jp,...,J, egy dimenzids
valds vektorterek, és vegytik az

m+n m m+n

X IkE(XIk)x( X 1,»)

k=1 k=1 i=m+1
azonositast.

m m+n
Ha f = (fi,.... fa): (,X1[¢> X ( X I> — X J; differencidlhaté az ér-

telmezési tartomanyanak (z1,x2) belsé pontjaban akkor f-nek az els6 valtozo-
csoportJa (Vagyls az elsd m valtozdja) szerinti derivdltja (x1, x2)-ben, Dy f(x1, x2)

az az X I, — X Ji linedris leképezés, amelynek métrixa

{0ifr(x1,22) | k=1,....,n,i=1,...,m}.

Hasonl6an, f-nek a mdsodik véltozécsoportja (vagyis az utolsé n véltozd-
m+n
ja) szerinti derivéltja (z1,z2)-ben, Dy f(x1,x2) az az X I — X Jp, lineéris
ﬂ

leképezés, amelynek matrixa

{0ifr(z1,22) | k=1,...,n,i=m+1,..., m+n}.

m m—+n

Ugyeljiink arra, hogy itt z1 € X I, zs € —X+1 I;.

, m m—+n n
Allitas (Implicitfiiggvény-tétel) Legyen f : ('X1 IZ-) X ( XHL-) — kXI Jk

1= =m =
folytonosan differencidlhatd figgvény. Ha (a1,as) € Domf ésDaf(a1,as) injek-
tiv, akkor van az ai-nek olyan G C R™ kornyezete, és olyan egyértelmien meg-
hatdrozott p : G — R™ folytonosan differencidlhato fliggvény, hogy Graphy C
Domf, p(a1) = ag, és

[z, 0(x1)) = flar,a2) (21 € G);

ekkor
Dp(z1) = — (Df (21, 9(21))) " Dfi(@1, (1)),

Az implicitfiiggvény-tétel tartalma az, hogy az adott feltétetelek mellett az
f(x1,22) = f(a1,as) ”egyenlethbdl” xo kifejezhetd az x; fliggvényében (lokélisan,
azaz (a1,a2) egy kornyezetében).

Felirjuk az implicitfiiggvény-tételnek egy specidlis alakjat, hogy bevezessiink
egy jelolés-megdllapoddst. Tekintsiik az R® »— R, (z,vy,2) — f(z,v, 2) folyto-
nosan differencidlhaté fiiggvényt, és tegytik fel, hogy 95 f(xo, Yo, z0) # 0. Ekkor
van az (o, yo) egy kornyezetén értelmezett egyértelmiien meghatdrozott foly-
tonosan differencidlhaté 3 : R? ~— R fiiggvény tigy, hogy 3(xo,v0) = 20 és a 3
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értelmezési tartomanyaban levé minden (x,y)-ra f(x,y,3(x,y)) = f(zo, Yo, 20)
teljesiil. A 3 parcidlis derivaltjaira

aif(x,y,z(x,y))

"0l (@ y.3(x, 1)) (i=12)

teljesiil. Ez utébbit szokas (pl. az elsé valtozdra vonatkozdan)

)
9% _ a£
o=
ox oL

alakba frni, ami félrevezetd, mert a jobb oldalon méshol (R3-ban) értelmezett
fiiggvény all, mint a bal oldalon (R2-ben): ugyanis elhagyjék, hogy jobb olda-
lon be kell irni a harmadik valtozé helyébe az implicit médon meghatarozott
fliggvényt.

Minthogy a termodinamikdban a valtozdk “nevével” jeloljiik a parcialis de-
rivéltakat, az implicit fliggvény parcialis derivaltjaira a fentihez hasonlé jelolést
alkalmazunk egy kis médositassal: egy “kovér” kompozicidjellel (teli korocské-
vel) fejezziik ki, hogy a jobb oldalon 4116 mennyiséget be kell kompondlni az imp-
licit fliggvény gréfold leképezésével, azaz a fenti esetben az (z,y) — (x,y,3(x, y))
leképezéssel:

% _ o
Ox %

3. Részsokasagok

Legyen n,m,k € N, m < n. Az X véges n dimenziés vektortér U részhalma-
zét m dimenziés C*-részsokasdgnak hivjuk, ha az U minden pontjinak létezik
G kornyezete, és p : R™ »— X lokdlis paraméterezés gy, hogy

— p injektiv, az inverze folytonos,

— p k-szor folytonosan differencidlaté (tehdt p is folytonos),

— Dp(¢) injektiv minden £ € Domp esetén,

— Ranp = G.

A C'-részsokasigot egyszeriien részsokasdgnak nevezziik.

Ha x az U részsokasag eleme, p lokdlis paraméterezés az x kornyezetében,
akkor

T, (U) := RanDp(p~ ()

az U érint6tere xz-ben. Meg lehet mutatni, hogy a definicié fiiggetlen a para-
méterezéstol.

Ha F : X »— R™ ™ k-szor folytonosan differencialhaté, akkor minden a €
RanF' esetén

U := {z € DomF | DF(z) szlirjekcié}

Ci-részsokaség, és
T.(U) = KerDF(z).
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4. Stabilitaselmélet

4.1. Legyen X véges dimenzids vektortér, R : X — X folytonosan differen-
cidlhato fliggvény, és tekintsiik az

(x:R»— X)? & = R(z) (%)

differencidlegyenletet.

Az x, € DomR egyensily, ha R(x,) = 0. (Ez egy kicsit eltérd széhaszna-
lat a termodinamikaban megszokottdl, ahol az ilyen z,-t nyugalmi allapotnak
nevezzik).

A DomR-nek az U részhalmaza invaridns a differencidlegyenletre, ha minden
r megoldésra igaz, hogy ha Ranr N U # (), akkor Ranr C U.

Legyen U invaridns részhalmaz, z, € U egyensuly.

Az z, egyensuly stabil az U feltétel mellett, ha az x,-nak minden G kor-
nyezetéhez van olyan D kornyezete, hogy a D N U-bdl indulé minden megoldés
G-ben (tehdt az invariancia miatt G N U-ban) halad, azaz ha r(tg) € DNU,
akkor r(t) € GNU minden t > ty esetén.

Az z, egyensuly aszimptotikusan stabil az U feltétel mellett, ha stabil
az U feltétel mellett, és van az z,-nak olyan A koérnyezete, hogy a A N U-bdl
indulé minden r megolddsra tlirgo r(t) = z, teljesil.

Az U-beli egyenstilyok FE Osszessége szigorian aszimptotikusan stabil
az U feltétel mellett, ha az E minden z, elemére teljesiil, hogy

— stabil az U feltétel mellett,

— van olyan A kornyezete, hogy a A N U-bdl indulé minden megoldasra
tli>I£1<) r(t) € E.

Természetesen, U = DomR is lehetséges; ekkor elhagyjuk az “U feltétel
mellett” jelzot.

4.2. A stabilitdselmélet alapvet6 tételei a kovetkezok.
Egy L : X — R folytonosan differencialhaté fliggvényre vezessiik be az

L =DL-R:X —R

jelolést (ez a fuggvény az L-nek az R vektormezd szerinti derivéltja), amelyet
szokds az L differencidlegyenlet menti derivaltjanak is hivni.
Ha r a differencidlegyenlet megolddsa, akkor

(Lory=Lor.

Ha z, a differencidlegyenlet egyensilya, akkor L(z,) = 0.

1. Allitas Legyen xz, a 4.1. (%) differencidlegyenlet egyensilya. Ha létezik az
To eqy kornyezetében értelmezett folytonosan differencidlhato L fligguény gy,

hogy
— L-nek szigori lokdlis maximuma van xo-ban,

— L-nak (szigori) lokdlis minimuma van x,-ban,
akkor x, (aszimptotikusan) stabil egyensily.

Ha
— L-nek nincs lokdlis marimuma van x,-ban,

— L-nak szigoru lokdlis minimuma van x,-ban,
akkor x, instabil egyensily.
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2. Allitas Legyen most R(z) = Az, ahol A : X — X linedris leképezés, és
Az, = 0.

(i) Ha az A linedris leképezés minden sajdtértékének a valds része negativ,
akkor x, aszimptotikusan stabil egyensily.

(i1) Ha az A linedris leképezésnek van olyan sajdtértéke, amelynek a valds
része pozitiv, akkor x, instabil egyensuly.

(iii) Ha az A linedris leképezésnek nincs pozitiv valds részi sajdtértéke, to-
vabba

— minden nulla valds részii sajatértékének algebrai és geometriai multiplici-
tdsa megegyezik, akkor x, stabil egyensily,

— van olyan nulla valés részi sajatértéke, amelynek algebrai és geometriai
multipicitdsa kulonbozik, akkor x, instabil egyensuly.

(iv) Ker A akkor és csak akkor szigorian aszimptotikusan stabil, ha az A nul-
la sajatértékének algebrai és geometria multiplicitdsa megegyezik, minden mds
sajdatértékének a valds része negativ.

3. Allitas Legyen o a 4.1. (x) differencidlegyenlet egyensilya. Ha a DR(x,)
linedris leképezés

(i) minden sajdtértékének a valds része negativ, akkor x, aszimptotikusan
stabil,

(i1) valamelyik sajatértékének a valds része pozitiv, akkor x, instabil.

4. Allitas Legyen H := {x, € DomR | R(x,) = 0}, és tegyiik fel, hogy
(i) létezik olyan mem nulla dimenzids V' valddi linedris altér X-ben, hogy

H =V NDomR,

(ii) minden x, € H esetén DR(x,)-nak
- a magja (a nulla sajdtértékd sajdtaltere) V,
— a nulla sajdtértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa egyenld,
— minden nem nulla sajdatértékének valos része negativ.

Ekkor H szigorian aszimptotikusan stabil.

4.3. Ha az U invaridns halmaz u dimenzids részsokasag, akkor az U egy
p: R* — X (lokélis) paraméterezésével az © = po & meghatarozdssal a differen-
cidlegyenlet U-ra (Ranp-re) valé lesziikitését az

(€:R—R")?  £=Dp(&) ' R(p()) (%)
differencidlegyenletre redukdljuk.

1. Allitas Ha U invaridns részsokasdga X -nek, és van olyan L : X — R foly-
tonosan differencidlhato fiiggvény, amely értelmezve van az x, egyensuly egy
kornyezetén, és

(i) L-nek x,-ban szigord mazimuma van az U feltétel mellett,

(ii) L-nak xo-ban (szigorid) minimuma van az U feltétel mellett,
akkor x, (aszimptotikusan) stabil az U feltétel mellett.

Bizonyitis Emlékeztetiink, hogy a feltételes szélsdérték azt jelenti, hogy L|y-

nak illetve i|U—nak van szigori maximuma illetve (szigori) minimuma.

Legyen p az U egy paraméterezése az x, egy kornyezetén. Nyilvanvald, hogy
& = p~1(z,) a redukélt differencidlegyenlet egyensilya. Legyen A := L o p.
Vildgos, hogy A-nak szigori maximuma van &,-ban.
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Mivel DA = (DL o p)Dp, A-nak a redukélt differencidlegyenlet szerinti deri-
valtjara
A= (DLop)(fop)=Lop
teljesiil, és igy (szigori) minimuma van &,-ban.
Ezek azt jelentik, hogy &, (aszimptotikusan) stabil egyensilya a redukalt

differencidlegyenletnek, amibdl azonnal kovetkezik, hogy x, az eredeti differen-
cidlegyenletnek (aszimptotikusan) stabil egyensilya az U feltétel mellett.

2. Allitas Legyen U invarians részsokasaga X -nek, és E az U-beli egyensilyok
osszessége. Tegyik fel, hogy
(1) E is részsokasdy,
(2) minden x € E esetén a DR(x)|r, v : To(U) — Tp(U) linedris leképezés
(i) magja T,(E),
(ii) nulla sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik,
(iii) nem nulla sajdtértékei negativok.
Ekkor E szigorian aszimptotikusan stabil az U feltétel mellett.

Bizonyitas Legyen e és u az F illetve az U dimenzidja. Van az U-nak olyan
p: R x R*7¢ — X lokélis paraméterezése, hogy p(-,0) : R® — X az E para-
méterezése. Ekkor

Ran (Dp(1, 0) |re x {0}) = Tp(n.0) (E)-
A (x) redukélt differencidlegyenlet egyensilyainak halmaza
p~H(E) = (R x {0}) N Domp,
amelynek érintStere (7, 0)-ban

R® x {0} = Dp(1,0) " [Tp(n,0)(E)].

A redukélt differencidlegyenlet jobb oldaldnak deriviltja egy (1,0) egyen-
stulyban
D(1,0) := Dp(n,0)”'DR(p(n, 0))Dp(n, 0).
Mivel

KerD(,0) = (Dp(n,0)) ™ [KerDR(p(1,0))] = R x {0},

és jol ismert egyszerii tény, hogy D(n,0) spektralis tulajdonsdgai megegyeznek
DR(p(n,0)) spektralis tulajdonsdgaival, vagyis ugyanazok a sajatértékeik és azok
geometriai és algebrai multiplicitdsa, a redukalt differencidlegyenlet egyensulya-
inak halmaza szigorian aszimptotikusan stabil.

5. Linearis és bilinearis leképezések

5.1. Legyen m,n € Nés I1,..., I, J1,-..,Jn egy dlmenmos valos vek-
torterek (specialisan mértékegyenesek). Ekkor egy L : X I, — X Ji linedris

leképezés reprezentdlhato egy

{L;ﬂ-EJk®IZ-*|k:1,...n7i:1,...,m)
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matrixszal a szokdsos szabalyok szerint.

Specidlisan, ha m = n, akkor L négyzetes métrix. Ennek a szimmetrikussa-
ga azonban csak akkor értelmes, ha Ji = I} minden k = 1,...,n esetén (vagy
ami ugyanaz, I; = J minden ¢ = 1,...,n esetén). Ilyen szimmetrikus matrix
pozitiv (negativ) definitdsa illetve szemidefinitdsa a szokdsos médon van értel-
mezve, és igaz a valds matrixokra megismert tétel, amely szerint a definitast a
sarokaldeterminansok eldjele mutatja meg.

Tovabba a négyzetes matrix sajatértékérol csak akkor értelmes beszélni, ha
Jr = I minden k = 1,...,n esetén.

Osszefoglalé (és altalanosits) jeloléssel a kovetkezSt mondhatjuk.

Legyen X véges dimenzids valds vektortér; X dudlisa a X — R lineéris leké-
pezések Osszessége: X* :=L(X,R). Hape X*, x € X, akkorap-z:=z-p:=
p(z) jelolést alkalmazzuk.

Egy A : X — X* linedris leképezés szimmetrikus, ha y - Az = x - Ay
minden x,y € X esetén; pozitiv definit, ha x - Az > 0 minden 0 # z € X ese-
tén. Teljesen hasonléan értelmezhet6 az, hogy egy X* — X linearis leképezés
szimmetrikus, pozitiv definit stb.

Egy L : X — X linearis leképezésnek A a sajatértéke, ha van olyan nem
nulla z € X, amelyre Lz = Ax. Teljesen hasonldan értelmezhet6 egy X* — X*
linearis leképezés sajatértéke.

5.2. Legyen D C X nyilt halmaz, és A : D x D — L(X, X*) folytonos
leképezés.

1. Allitas Tegyiik fel, hogy minden x,y € D esetén

(z—y) Alz,y)(z—y) >0

és nulla csak akkor teljesil, ha x = y; ekkor A(x,x) pozitiv szemidefinit minden
x € D esetén.

Bizonyitas Rogzitsiik az x elemet D-ben. A nulla eleme a D — D nyilt halmaz-
nak, tehdt D — D tartalmazza a nullanak egy G konvex kornyezetét. Ha tehét
0 # v € G, akkor van olyan r, > 0, hogy minden 0 < |\| < r, esetén \v € G, és
az y := x + Av helyettesitéssel

(W) - A(z,z — Av)(Av) > 0,
amib6l \2-tel valé osztds utén
v-Alz,x — Iv)v >0
adédik. Tartsunk A-val nulldhoz; a folytonossag kovetkeztében azt kapjuk, hogy
v- Az, x)v > 0.

Mivel ez igaz a nullanak egy kornyezetében levé v-kre, megallapithatjuk,
hogy A(z,x) pozitiv szemidefinit, amit bizonyitani akartunk.

2. Allitas Tegyiik fel, hogy minden © € D esetén Az, x) pozitiv definit. Ek-
kor van X-ben a nulldinak olyan G konvex kérnyezete, hogy minden x,y € D,
x—y € G esetén

(z—y)- Az, y)(r —y) >0,

és nulla csak akkor teljesiil, ha x = y.
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Bizonyitas frjuk at ismét a bizonyitandé tulajdonsagot:
u-A(x,x —uw)u>0 ha ze€D,0£ueQqG.

Viélasszunk akarhogy egy normadt, és tegyiik fel, hogy a fenti tulajdonsig nem

teljesiil, azaz minden n € N esetén létezik 0 # w, tgy, hogy |[u,|| < % és

Up - A(z,x — up)u, < 0, amibdl a v, = IIZ—nH meghatarozdssal v, - A(z,x —
Up )y < 0 adédik. Az n +— v, sorozat korldtos, ezért van konvergens részso-
rozata; vegyiink egy ilyen konvergens részsorozatot, és az egyszerliség kedvéért
jeloljiik ugyanigy. Tehdt 1étezik lim v,, =: v, és nyilvdnvaldan |[v|| = 1. Tovab-
n
b4 az is nyilvdnvald, hogy limw,, = 0, ezért a folytonossdg miatt v- A(x, z)v < 0,
n
ami ellentmondés.

5.3.
Allitas Legyen
(i) B € Lin(X*, X) szimmetrikus és pozitiv definit,
(i) F € Lin(X, X*) szimmetrikus és negativ szemidefinit.
Ekkor BF € Lin(X, X)
— minden sajatértékenek az algebrai és geometriai multiplicitisa megegye-
zik,
- nem nulla sajdtértékei negativok.
Bizonyitds Ekkor ugyanis B~! € Lin(X, X*) is szimmetrikus és pozit{v definit.
Kovetkezésképpen
(2,y) <@,y >= (B ')y

skaldrszorzat X-n. BF szimmetrikus és negativ szemidefinit erre a skalarszor-
zatre nézve, ugyanis

< x,BFy >= (B 'z) - (BFy)=x-Fy= (Fzx) -y=< BFz,y >

<z,BFr>=z -Fx <0.

Ezekb6l mar jol ismert algebrai tény, amit a sajatértékekrdl allitottunk.

5.4. Legyen K az X véges dimenzids vektortér linearis altere, és jeldlje
i: K — X a kanonikus bedgyazast. Ekkor i* : X* — K* az a linedris sziirjek-
cid, amelyre i*p = pi := poi = p|g. K annulldtora,

K°:={pe X" |i"p=0}

linedris altér X*-ban, dimK° = dimX — dimK. K* azonosithaté X*/K°-gal
i*p = p + K° mddon.

A kovetkezd harom allitasban By : K* — K adott linedris leképezés, és
B :=iBgi": X* — X.

1. Allitas A fenti azonositasban
KerBx = KerB/K°.
Kovetkezésképpen KerBg = {0} akkor és csak akkor, ha KerB = K°.

2. Allitas By akkor és csak akkor szimmetrikus, ha B szimmetrikus.
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Bizonyitas Ha Bg szimmetrikus, akkor
qBp = qiBgi"p = (i"q) Bk (i"p) = (i"p) Bk (i"q) = pBq

minden p,q € X* esetén. Ha pedig B szimmetrikus, akkor — mivel minden
h,k € K* esetén létezik p,q € X* tgy, hogy h = i*p, k = i*q —,

kBxh =1i"qBgi*p = ¢qBp = pBq = hBgk.

3. Allitas By akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha B pozitiv szemidefi-
nat.

Bizonyitas Ha B pozitiv szemidefinit, akkor — mivel minden h € K* esetén
létezik p € X* dgy, hogy h = +*p —, hBgh = i*pBgi*p = pBp > 0. Ha Bg
pozitiv szemidefinit, akkor pBp = piBki*p = (i*p) Bk (i*p) > 0 minden p € X*
esetén.

A kovetkez6 két allitasban B : X* — X adott linedris leképezés.

4. Allitds Ha RanB C K és B szimmetrikus, akkor létezik By gy, hogy
iBgi* = B.

Bizonyitis A Bii*p := Bp (p € K) formuldval meghatdrozott By rendelkezik
a kivant tulajdonsiggal, és jol van definidlva: ha i*p; = i*pa, akkor (p1 —p2)B =
0, és B szimmetrikussdga folytdn B(p; — p2) = 0 is teljesiil.

5. Allitas Akkor és csak akkor létezik B-hez By ugy, hogy iBgi* = B, ha
RanB C K és K° C KerB.

Bizonyitas A feltétel nyilvanvaléan elégséges. Ha a feltétel teljesiil, akkor
Bgi*p:= Bp (p € K*) megfelel§ definicié, hiszen ha i*p = 0, akkor Bp = 0.

6. Koncentraciok

6.1. Legyen m € N. Ekkor

D,, = {(ml,...,xm) eR™

z": % = 0}
a=1

m — 1 dimenzids linedris altér. Nyilvanvald, hogy tetszéleges v = 1,..., m ese-
tén az a-ik tag elhagydséaval linedris bijekciét 1étesithetiink D,,, és R™ ! kozott,
azaz koordinatazzuk D,,-et. Példdul

K, D, —»R™L (@l ™) e (2t 2™

egy ilyen koordindtazas, amelynek inverze a
m—1
P :R™' =D, (..., 2™ (2. 2™ — E )
a=1

paraméterezés.

Jelolje i : D,;, — R™ a kanonikus bedgyazast; ennek transzpondéltja, i* :
(R™)* — D,, linedris sziirjekcié. Mint szokdsosan, R™ dudlisét azonositjuk
R™-mel. Vezessiik be a

bl =['....p" =" ...p™)  (pER™)
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jelolést. Tehat ha p € R™ és « € D,;,, akkor
[p] o= pa.
a=1

Egyszerii tény, hogy [p] = [g] akkor és csak akkor, ha létezik a € R 1gy, hogy
p* —q* =a minden o = 1,...,m esetén.
Az ismertetett koordinatazas meghatarozza D}, koordinatazasét is, amely

(K, :Dp = R™H [p]l e (ph = p™, ..., p" = p™).

6.2.

n
D,, := {(cl,...,cm) eR™ an = 1}
a=1
m — 1 dimenziés affin altér D,, felett. Ez is természetszeriileg koordinatazhato
akarmelyik koordindtdjanak elhagyasaval, példaul

Ky :Dp — R (e e™) e (e emh),

amelynek inverze a
.mm—1 1 m—1 1 m—1 @
P,:R — Dy, (.., )= (e, cM 1= E %)

paraméterezés.

Ha f : D,, — R differencidlhaté fiiggvény, akkor Df(c) € D¥,. Igen fontos,
hogy f parcidlis derivaltjainak nincs értelme: ¢!, ..., c™ D,,-ben nem véltozhat
egymistol fuggetlentil. Df tehat nem &llithato el6 parcidlis derivaltak egyiitte-
seként. Azonban, ha koordinatdzzuk D,,-et, akkor mar parcialis derivaltakkal
reprezentdlhatjuk Df-et. Kozelebbrél, ha Df(c) = [p], akkor

Of (P (ct,...,cm ! o m
1 (Caca ¢ )):p —-p (a=1,...,m—1).

Természetesen, ha ¢ : D,, — D7 differencidlhaté fliggvény, akkor D¢(c) €
L(Dy,, D)), és értelmes ennek a (pozitiv, negativ) definitségérél beszélni. Ha
¢ = [¢%,...,¢™], és mint az eldbb az elsé m — 1 komponenssel koordindtdzzuk
D,,-et, akkor D¢ pozitiv definitsége egyenértékii a

{a(wﬂ —¢™) 0 Py)

9ea a,ﬂl,...,ml}

métrix pozitiv definitségével.
6.3. Tekintsiik most a
Cmi={c€Dp|c*>0,a=1,...,m}
nyilt részhalmazt, amelynek lezéartja

Cp={c€Dy|c*>0,a=1,...,n}.
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Nyilvanvald, hogy C,, illetve C,, minden elemére 0 < ¢ < 1 illetve 0 < ¢* < 1
(a=1,...,m) teljesiil.

Vegyiik észre, hogy ha C,, egy c elemének valamelyik komponense egy, akkor
a tobbi komponense nulla. Bevezetjiik az (1)* jelet arra az elemre, amelynek az
a-ik tagja 1, a tobbi nulla.

Legyen n < m. Ha a € C,, akkor (a,...,a",0,...,0) € C,,, ahol ter-
mészetesen (m — n) nulla all a zaréjelben. A nulldval vald ilyen kiegészitéssel
gy tekintjiik, hogy C,, C C,,. Ezel a megéllapodassal C,, elemei a C,, torls-
dési pontjai, tehat értelmes olyan hatarértéket tekinteni, amelyben C,, elemei
tartanak C, egy eleméhez.

7. Egyéb tudnivald

Legyen I nyilt intervallum, f, : I — R (n € N) injektiv folytonos fiiggvé-

nyek, és létezzen f := lim f,,, szintén injektiv folytonos fliggvény. Azt vizsgaljuk,
n
milyen feltételek mellett igaz, hogy lim f,; 1 = f~1.
n

Az intervallumon értelmezett injektiv folytonos fiiggvények szigorian mono-
ton nonek vagy fogynak; tegyiik fel az altaldnossag megszoritasa nélkil, hogy
az itteni fiiggvények szigoriian monoton nének.

Legyen y € Ranf, azaz y = f(x) valamely z € I esetén. Ha x1,20 € [
és v1 < x, wy > x, akkor lim f,(z1) = f(z1) < y < lm fr(z2) = f(x2).

n n

Ez azt jelenti, létezik olyan n > 0 és n, € N, hogy minden n > n, esetén
fa(T1) <y—mn, y+n < fa(za). Intervallum folytonos képe intervallum, ezért
az iménti egyenlStlenség kovetkeztében y (s6t y-nak egy egész kornyezete) benne
van f, értékkészletében, ha n > n,.

Tovabba f = lim f,, miatt nyilvanvalé hogy y-nak minden U kérnyezetéhez

n

létezik ny € N 1igy, hogy minden n > ny esetén f,(f~*(y)) € U.
Ezen el6késziilet utan megmutathatjuk, hogy ha f, ! differencidlhaté minden
n-re, és az y-nak van olyan K kornyezete, hogy

L= sup{‘(f;l)/(z)‘ <oo|zeKneN,

alkkor lim £ (y) = f~ (y).
n
Ugyanis, ha n > max{n,, nk}, akkor a kozépértéktétel szerint

@) = ) = 1 ) = £ (P )| < Lly = fu(F )],

és a jobb oldal nulldhoz tart, mikézben n tart a végtelenhez.



