1. Altalanos valészintiségelmélet

1.1. Események

Valyamely fizikai (vagy egyéb, példaul gazdasagi) rendszer leirdséhoz intuitiv
képiink van arrél, mik lehetnek a rendszer lehetséges eseményei és az azok
kozotti kapcesolatok. A legegyszeriibben, a szokasos modon a kockadobalassal
vilagithatjuk meg az idevago6 fogalmakat. A lehetséges események az 1-t6l a 6-ig
a szamok (ezek az ugynevezett elemi események), aztan a 4-nél kisebb széam,
a 2-nél nagyobb szam, paros szam, stb. Roéviden: az {1,...,6} halmaz Gsszes
lehetséges részhalmaza. Az egész halmaz (barmely szam) a biztos esemény, az
tires halmaz (semmilyen szam) a lehetetlen esemény. Tudjuk, mit jelent

— az hogy, egy esemény maga utan von egy masik eseményt (ha 2, akkor
paros),

— két esemény egyiittese (4-nél kisebb és 2-nél nagyobb),

— két esemény akarmelyike (4-nél nagyobb vagy 2-nél kisebb),

— egy esemény ellentettje (a 4-nél kisebb ellentettje a 4-nél nagyobb vagy
egyenld).

Altalaban sokkal tobb (végtelen sok) esemény van. A klasszikus valészintiség-
elméletben azt teszik fel, az események egy alaphalmaz — jeldljiik S-sel — bizonyos
halmazainak o-algebréja — jeloljiik ezt B(T)-vel —, ami azt jelenti, hogy az egész
halmaz, az iires halmaz benne van B(T)-ben, tovabba a B(T) megszamlalhato
sok elemének a kozos része és egyesitése is benne van B(T)-ben, valamint a
B(T) minden elemének a komplementere is benne van B(T')-ben. Ekkor, ha
A,B e B(T), A, € B(T) (n e N), akkor

— A C B fejezi ki, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,

— ) A, jelenti az események egylittesét,
neN

U A, jelenti az események akérmelyikét,
neN

— A% := S\ A az A ellentettje.
Egy ilyen o-algebranak alapvet6 tulajdonsaga (a halmazelméleti miveletek
tulajdonsaga szerint) a disztributivitas:

AUBNC)=(AUC)N(AUC), AN(BUC)=(ANC)U(ANC).

A kvantummechanika a klasszikus valoszintiségelmélet eredményeitél eltérd
eredményekre vezetett. Ezért altalanositani kell az események fenti struktarajat
a kovetkezGképpen.

Egy S halmazon egy rendezés a < szimb6lummal jeldlt relacid, amely

— reflexiv, azaz a < a,

— antiszimmetrikus, azaz ha a < b és b < a, akkor a = b,

— tranzitiv, azaz ha a < bés b <c, akkora <c<b
az S barmely a,b,c elemére. Korlatosnak mondjuk a rendezést, ha van az
S-nek egy 1l-gyel és egy O-val jelolt legnagyobb, illetve legkisebb eleme, azaz
minden méas a elemre a < 1 és 0 < a teljesiil.

Az a,belemek legkisebb felsG korlatja, ha létezik, az az aVb-vel jel6lt elem,
amely nagyobb-egyenld mind a-nél és b-nél, és az ilyen tulajdonsagi elemek
koziil a legkisebb; hasonldéan értelmezzitk a A b-t, az a és b legnagyobb also
korlatjat. Hangsdlyozzuk, nem akarmilyen rendezés esetén léteznek barmely



két elemre az igy értelmezett korlatok. Hasonléképpen értelmezziik nem csak
kettd, hanem akarhany elem legkisebb felss és legnagyobb alsé korlatjat.

1. Definicié. Az L halmazt ortomodularis o-halénak hivjuk, ha adott rajta

— eqy korldtos rendezés gy, hogy bdrmely megszamldlhato sok elemnek
létezik legkisebb felsd és legnagyobb alsd korldtja azaz minden a, € L (n € N)
esetén létezik

Va6 Ao

neN neN

~ egy L — L, a+ a* ortokomplementacié az
(i) (@9 = a,

(i) ha a < b, akkor b+ < a*,

(iii) a A a* = 0, avat=1

valamint az ortomodularitasnak nevezelt

(iv) ha a < b, akkor b=aV (bAa™t)
tulajdonsdggal.

a < b esetén hasznéljuk a b\ a := b A at jeldlést.

Ha a < bt (és (i) miatt ezzel egyidejileg b < at), akkor azt mondjuk, hogy
a és b ortodiszjunkt, jelolésben a lb.

Igen egyszerii belatni, hogy 0+ = 1, 1+ = 0. Tovabba, ha alb, akkor
a AN'b = 0. Fontos viszont, hogy forditva nem feltétleniil igaz: a A b = 0 nem
vonja maga utan, hogy alb.

Nyilvanvalo, hogy egy halmaz-o-algebra ortomodularis o-halé a halmazelmé-
leti rendezéssel és komplementécioval. Az a fontos, hogy édltalaban egy ortomod-
uléaris o-halo nem disztributiv, azaz példaul a A (bV ¢) nem feltétleniil egyezik
meg (a A b) V (a A ¢)-vel. Az ortomodularitas a disztributivitdsnak egy igen
gyengitett valtozata, ugyanis ha a definialé tulajdonsagot kifejtjiik a disztribu-
tivitas szerint, egyenldséget kapunk: aV (bAat) = (aVb)A(aVal) =bA1l =b.

1. Allitas. Ha a, € L (n € N), akkor

(\/%)L A an. </\an>L: \/ at.

neN neN neN neN

Bizonyitds Az elsG egyenldséget bizonyitjuk, a masodik mar kévetkezik ebbol
az ortokomplementacié tulajdonsigaiboél.
. ) 1L 1
Minden m-re a,, <\, cy @n, ezért (\/neN an) <al, a”) <
1
/\mEN A -
1

. , L 1
Mésrészt minden n-re A, .yam < an, ezért an < (A,,cn0m)), amibél
1yt 1 1
vneN an S (/\mEN am)) , 4zaz /\mGN U, S (\/neN a’”/) :
2. Definicio. Az L ortomoduldris o-hdlé eqy L, részhalmazdt részobjektum-

nak hivjuk, ha minden a,a, € L, (n € N) esetén a™, Voen @n €5 N\, cnan is a
L, eleme.

amib6l (Ve

Egyszeri tény, hogy a fenti definiciéban szerepl§ els6 és masodik tulajdonsag-
bol kévetkezik a harmadik, illetve az els6 és harmadik tulajdonsagbol kévetkezik
a méasodik.



Nyilvanvalo, hogy részobjektumok metszete részobjektum, ezért értelmes az
L barmely R részhalmaza altal generalt részobjektum, mint az R-et tartal-
mazo legsziikebb részobjektum.

Erdemes megjegyezni, hogy egy R részhalmaz elemeibél a A, V és | miivele-
tekkel képezett Gsszes lehetséges elem benne lesz az R 4ltal generélt részobjek-
tumban, de altaldban annak nem minden eleme allithat6 el6 igy.

3. Definicio. Az L ortomoduldris o-hdlé egy e elemét atomnak hivjuk, ha
abbél, hogy a < e, a = e vagy a = 0 kévetkezik.

Halmaz-o-algebrakban az egypont-halmazok az atomok.

4. Definicié. Legyen KC és L ortomoduldris o-hdlé. Egy u : KK — L leképezést
orto-c-homomorfizmusnak hivunk, ha

= () = u(h),
(V) = Vo),

neN neN
~u( Am) = Autr)
neN neN

minden h, h, € K (n € N) esetén.

Egyszeri tény, hogy a fenti definiciéban szerepl§ els6 és masodik tulajdonsag-
bol kovetkezik a harmadik, illetve az elsé és harmadik tulajdonsagbol kovetkezik
a masodik. Ez azért fontos, mert ha egy leképezésrdl be akrjuk latni, hogy
orto-o-homomorfizmus, akkor elég az els§ és masodik, vagy elsé és harmadik
tulajdonsagot bizonyitani.

Igen egyszerd belatni, hogy w(0) = 0, u(1) = 1, és ha a < b, akkor u(a) <
u(b).

Tovabba u értékkészlete az L részobjektuma; fontos tudnivald, hogy ha az u
értelmezési tartomanya disztributiv, akkor az értékkészlete disztributiv részob-
jektum.

Ugyancsak egyszertd beldtni, hogy ha az u és v orto-o-homomorfizmusok
megegyeznek egy halmazon, akkor megegyeznek a halmaz altal generalt részob-
jektumon is.

Feltessziik, hogy a fizikira alkalmazott altaldnos valoszintiségelméletben az
események egy L ortomoduléris o-halét alkotnak. Eszerint a tovabbiakban £-t
egyszeriien eseményalgebranak elemeit eseményeknek nevezziik; az atomok
az elemi események. Az ortodiszjunkt eseményeket egymast kizarénak
mondjuk.

1.2. Fizikai mennyiségek

Egy véges dimenzios V vektortér (s6t affin tér) Borel-halmazainak B(V)-vel
jelolt 6sszessége a nyilt halmazok altal generalt o-algebra; nyilvanvaldéan ez meg-
egyezik a zart halmazok generalta o-algebraval.

A klasszikus valoszintiségelméletben — ahol az eseményalgebra B(T'), ame-
lyrél (ezért is jeloltiik igy) feltessziik, hogy Borel-féle o-algebra — valdszintségi
valtozénak a S-en értelmezett valos értéki Borel-mérhets fliggvényeket neveznek;
altalanosabban, valoszintiségi vektorvaltozo a S-en értelmezett V értékii Borel-
mérhet§ fuggveny Egy f : S — V fliggvény Borel-mérhet, ha minden F 6

B(V) esetén f( ) € B(T). Tudjuk — és egyszertien bizonyithaté —, hogy f



megtartja a halmazmiveleteket, azaz halmazok metszetének, unidéjanak az f
altali 6sképe az Gsképek metszete, illetve unidja, egy halmaz komplementerének

az Gsképe az Gskép komplementere. Mas szoval f : B(V) — B(T) orto-o-
homomorfizmus.

A klasszikus mechanika és statisztikus fizika szokasos megfogalmazasdban
az események a fazistér Borel-halmazai, és a fizikai mennyiségek a fazistéren
értelmezett vektor értéki fiiggvények. A fizikai menyiségektsl bizonyos jo tula-
jdonsagokat — példaul folytonossag, differencidlhatésag — szokas megkovetelni.
A legaltaldnosabb ilyen kovetelmény a Borel-mérhet&ség.

Tehat a klasszikus fizikai mennyiségek a valoszintiségelmélet fogalmaival valo-
szintiségi vektorvaltozok.

Ennek megfelelGen, a fizikira alkalmazott altalanos valoszintségelmélet £
eseményalgebraja esetén fizikai mennyiségnek egy u : B(V) — L orto-o-
homomorfizmust neveziink.

5. Definicio. Egy u: B(V) — L fizikai mennyiség tartéja a
Supp(u) :={v € V | u(G) # 0,v € G,G nyilt}

halmaz.

s € V azu éles pontja, ha u({s}) # 0; az éles pontok 0sszességét a Sharp(u)
jeléli.

Egyszerd tények a kovetkezdk:

— Sharp(u) C Supp(u),

— Supp(u)® = {G nyilt | u(G) = 0},

— Supp(u) = ({F zart | u(F) = 1}.

Egy éles pont jelentése: van olyan esemény, amelynek bekdvetkeztekor a
fizikai mennyiség a széban forgd értékét veszi fel.

Egy tartobeli pont jelentése: van olyan esemény, amelynek bekovetkeztekor a
fizikai mennyiség ,lényegében”a szoban forgo értékét veszi fel; pontosan: a tartd
adott pontjat tartalmazo barmely (kis) nyilt halmazhoz van olyan esemény, ame-
lynek bekovetkeztekor a fizikai mennyiség az értékét abban a nyilt halmazban
veszi fel.
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Ha £ =B(T) és uw = f, akkor Sharp(u) = Ran(f) és Supp(u) = Ran(f).

A Kklasszikus valészintségelmeéletben valoszintségi valtozok (a klasszikus fizi-
kaban fizikai mennyiségek) egymashoz valo viszonyat is szoktak vizsgalni gy,
hogy az f; : S = V; (i = 1,...,n) figgvények f := (f1,...,fn) : S = V1 x
-+ x V, egylittes fiiggvényt tekintik. Jeldlje pr; : Vi x - x V,, — V; az i-dik

-1 -1 _
komponensre val6 vetitést. Nyilvanvalo, hogy f; = pr;o f, amibdl f; = f o prli.
Ez indokolja a kovetkezd meghatarozasunkat, ahol n természetes szam.

6. Definicio. Az u; : B(V;) — L (i =1,...,n) fizikai mennyiségek egyiittese

eqy olyan w : B(Vy x -+ - x V) = L orto-o-homomorfizmus, amelyre u; = u Op_rl,-

teljesiil minden i esetén.

Altalaban fizikai mennyiségek egyiittese nem feltétleniil létezik. Ha létezik,
akkor egyértelmd, ugyanis a definiciébol kévetkezGen meg van hatarozva a szorzat-
tér Borel-oldal téglain, amelyek generaljak a szorzattér Borel-halmazait (ugya-
nis példaul R™ barmely nyilt halmaza el6all a benne levé racionélis koordinataja
pontok koriili nyilt téglak megszamlalhaté uniojaként).



Ran(u;) mindegyike disztributiv részobjektum, és — ha u létezik — benne van
az ugyancsak Ran(u) disztributiv részobjektumban. Ezért a fizikai mennyiségek
egyiittese csak akkor létezhet, ha az u;-k kompatibilisek az alabbi meghatarozas
szerint.

7. Definicié. Az u; (i = 1,...,n) fizikai mennyiségek kompatibilisek, ha a
\U; Ran(u;) generdlta részobjektum disztributiv.

Tehat az egyiittes fizikai mennyiség létezésének szitkséges — de altaldban nem
elégséges — feltétele a kompatibilitas.

A Kklasszikus valoszintiségelméletben valoszintiségi valtozok Gsszegét, szorza-
tat is szoktdk tekinteni. Az f; : S — V és fo : S — V filiggvények Osszege
nem mas, mint a fliggvények f := (f1, f2) egyiittesének a + : V. xV — V
osszeadasssal vett kompozicija. Attérve a teljes inverzekre latjuk, hogy ennek
megfelelden az uy : B(V) — L és uy : B(V) — L fizikai mennyiségek Osszege
akkor értelmezhetd, ha létezik a mennyiségek u egyiittese, és ekkor az Osszegiik
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az uo + : B(V) — L fizikai mennyiség. Ertelemszertien hasonléan hatarozzuk
meg valos fizikai mennyiségek szorzatat, két vektori fizikai mennyiség skaléris
szorzatat (ha V-n adott skalaris szorzat), stb.

1.3. Allapotok

A klasszikus valoszintiségelméletben az események bekovetkezésének relativ gya-
korisagat egy a B(T')-n értelmezett, értékeit a [0, 1] intervallumban felvevs mérték-
kel jellemzik. Ez a valészintiségi mérték fiigg a vizsgalt rendszer aktudlis koriilmé-
nyeitél. Gondoljunk a kockadobalasra: ha a szokdsosan végezziik, akkor minden
elemi esemény valészintisége %; ha ugy ejtjiik le a kockat koriilbelil 4 cm ma-
gasrol, hogy kezdetben mindig a 6-os van feliil, akkor a 6-o0s valoszintisége joval
nagyobb lesz %—nal, az 1-es valbszintisége pedig elenyész@en kicsi. A havazas,
szélvihar stb. valoszintisége a légkor aktualis viszonyaitél — allapotatol — fligg.
A mondottak indokoljék a kévetkezs meghatéirozést.

8. Definicié. Az L eseményalgebrdin egy p : L — [0, 1] leképezést allapotnak
hivunk, ha

- p(l) = 1}
— ha ay, (n € N) egymdst pdronként kizdré események, akkor

P (\/ an> = plan).

neN neN
p(a) az a valdszintisége a p dllapotban.

2. Allitas. Ha p dllapot, akkor

(i) p(0) =0,

(%) a < b esetén p(a) < p(b).

Bizonyitds (i) 0L1, igy p(1) = p(0 Vv 1) = p(0) + p(1).

(i) Az ortomodularitds szerint b = a V (b A at) és nyilvan a L(b A at), ezért
p(b) = p(a) + p(b Aa).

9. Definicio. Egy dllapotot szérasmentesnek hivunk, ha csak a 0 és 1 értéket
veszi fel.



10. Definicidé. A pdronként kilonbizd p, (n € N) dllapotok o-konvex kom-

binacidja eqy > A\npn alaki, ,pontonként” értelmezett fiigguény, ahol N, > 0
neN
és > A, = 1. Trivialis a o-konvexr kombindcid, ha egy kivételével az dsszeg
neN
minden tagje nulla.

3. Allitas. Allapotok o-konvex kombindcidja dllapot.

Bizonyitds Nyilvanvalo, hogy (Z )\npn> (1) = 1. Tovabba egymast kizaro
neN
események esetén — a pontonkénti értelmezés szerint —

o)1) 5 )
neN meN neN meN
= Z An Z pn(am) = Z (Z )\npn> (am)'

neN meN meN \neN

O

Megjegyezziik azt az egyszerd tényt, hogy ahol egy o-konvex kombinacio

az 1, illetve a 0 értéket veszi fel, ott a benne szereplé nem nulla egyiitthatoja
allapotok is az 1, illetve a 0 értéket veszik fel.

11. Definicié. Egy dllapotot tisztanak hivunk, ha nem dll eld nem trividlis
o-konvex kombindcidként.

Az el6bbi megjegyzésiinkbdl azonnal kévetkezik:
4. Allitas. Szérdsmentes dllapot tiszta.

Klasszikus esetben egy allapot p : B(T') — [0, 1] szokasos mérték. A tartojat
azok a s € S elemek alkotjak, amelyekre igaz, hogy barmely az s-et tartalmazo
N nyilt halmazra p(N) # 0.

Kiilénosen érdekesek a Dirac-féle mértékek, amelyeknek a tartdja egyetlen
pont. d; -vel jeldljiik azt a Dirac-mértéket, amelynek a tartoja {s}, azaz barmely
E € B(T) esetén p(E) =1, has€ E ésp(F)=0,has ¢ E.

5. Allitas. Klasszikus esetben egy dllapotra a kivetkezd igaz:

Dirac-féle <= szoérdsmentes <= tiszta.

Bizonyitds Dirac-féle allapot nyilvan szoradsmentes, az pedig tiszta. Tehat
csak azt kell, belatnunk, hogy egy tiszta allapot Dirac-féle.

Tegyiik fel, hogy a p tiszta allapot nem Dirac-féle, azaz a tartéjaban van két
kiilonb6z6 ¢y és to pont. Legyen N; és Ny olyan diszjunkt nyilt halmaz, hogy
t1 € N1, to € No. Ekkor p(N7) # 0, p(N1°) > p(N3) # 0. Definialjuk a

(ENDNy)

b
p1(E) = P o) = pi(E NN°)

PalE) = p(N:°)

allaptokat. Nyilvan p; # po és p = p(N1)p1 + p(Nlé)pg, azaz p nem tiszta, ami
ellentmondas.



1.4. Varhaté érték, szoras

Klasszikus valdszintiségelméletben az f : S — R valdszintiségi valtozonak a p
valoszintiségi mértékre vonatkozé m-ik momentuméat az f™-nek (m € n € N) a
p szerinti integraljaként értelmezik (feltéve, hogy az integral létezik). Az ismert
integraltranszforméaciés formula szerint

-1

[t = [ mawe F.

Valoszintiségi vektorvaltozokra is értelmezhetSk a momentumok, deaz 1 <m
esetben a definicié koriilményesebb; az egyszertiség kedvéért maradunk a valds
esetnél, a lényeget ez is jol mutatja.

A mondottak alapjan fogadjuk el a kovetkezd meghatarozasokat.

12. Definicié. Azu: B(V) — L fizikai mennyiségnek ap : L — [0, 1] dllapotbeli
eloszlasa a pou : B(R) — [0, 1] valdsziniségi mérték.

13. Definicié. Az u valds fizikai mennyiségnek a p dllapotbeli
- m~ik momentuma n,()m) (u) :== [pidgd(pou), feltéve, hogy az integrdl
létezik,

— varhato értéke oz elsé momentuma, np(u) = ﬁ;()l)(u),
» » 2 2
- szérasa o,(u) = \/771(> )(U) — (ﬂp(u)) :

6. Allitas. Szérdsmentes dllapotban biarmely valds fizikai mennyiség
— eloszldsa Dirac-féle mérték,
— szordsa nulla.

Bizonyitds Mivel a p szoérasmentes allapot csak a 0 és 1 értéket veszi fel, igaz
ez p o u-ra is barmely u esetén, tehat ez Dirac-mérték. Ha {t} a p o u tartdja,

akkor m(,m) (u) = t™, amibél kovetkezik, hogy a szoras nulla.

2. Kvantumvalbszintiség

Ebben a fejezetben H egy komplex Hilbert-teret jelol. I a H identititas-operatora.
A Hilbert-tér operatorai vonatkoz6 alapvets ismeretek a mellékletben talal-
hatok.

2.1. Események: zart linearis alterek

Legyen M(H) a Hilbert-tér zart lineéris altereinek osszessége. Jol ismert, hogy
egy M zart linearis altér ortogonélis kiegészit§je szintén zart linearis altér, ame-
lyet szokdsosan M™ jelsl. Ha a zart linearis alterek kozott értelmezziik a ren-
dezést a halmazelméleti tartalmazassal, az ortokomplementaciét az ortogonélis
kiegészitével, akkor M(H) ortomodularis o-halo lesz:



M<N = MCN,
1 = H,
= {0}

/\ M, = rw hdn7

neN neN
\/ M, = Span <U Mn) ,
neN neN

M- = M*

)

ahol Span(-) az adott halmaz altal generalt zart linearis alteret jeloli, és nyil-
vanvaléan igaz, hogy ha M < N, akkor N = M vV (N A M*).

Igen fontos, hogy ha dim H > 1, akkor (H) nem disztributiv. Legyen ugya-
nis M és N olyan kiilénb6z6 egy dimenzios altér, amelyek nem ortogonalisak
egymasra. Ekkor M AN = {0}, NV M = H, és ezért

MAN)VM* =M+ #H=MVM)A(NVM.

Megjegyezziik, M(H) teljes ortomoduléris halo, azaz nem csak megszamlal-
hato sok, hanem tetszéleges szadmossagi zart lineéris altérnek is 1étezik legkisebb
felsé korlatja és legnagyobb alsé korlétja.

Az elemi események az egy dimenzids linearis alterek.

2.2. Események: ortogonilis projektorok

14. Definici6. A P: H — H folytonos operdtort ortogonalis projektornak
nevezziik, ha P? = P és P* = P,

Erdemes megjegyezni a definiciébol ereds kévetkezs, gyakran hasznalt 6ssze-
fliiggéseket:

(y, Pz) = (Py,z) = (Py, Px)
minden x,y € H esetén, aminek specilis eseteként
(z, Pz) = || Px|*.
7. Allitas. Ha P ortogondlis projektor, akkor Ran(P) = {x € H|Px = z}.

Bizonyitdis Ha Px = x, akkor x € Ran(P); ha pedig x € Ran(P) akkor van
olyan y, hogy = Py, és Pr = P2y = Py = x. O

8. Allitas. Ha P ortogondlis projektor, akkor Ran(P) és Ker(P) zdrt linedris
alterek és Ran(P)+ = Ker(P).

Bizonyitds Folytonos operator magja zéart linearis altér. Ezért Ker(P) zart
linearis altér, Ran(P) pedig az elézek szerint az I — P operator magtere.

A minden z € H esetére fennall6 0 = (y, Pz) = (Py, z) egyenlSségbdl azon-
nal adédik, hogy y € Ran(P)* pontosan akkor, ha y € Ker(P). O



Eredményeinkbdl rogton kovetkezik, hogy P # 0 esetén ||P|| =1 és Px =«
pontosan akkor, ha ||Pz|| = ||z||. Ugyanis ||z||* = |Pz + (I — P)z|]* = || Pz|]® +
(I — P)z||?, amibdl altalaban ||Pz| < ||z| adédik, és ha ||Pz| = ||z|, akkor
(I-P)x=0.

Ha M zart lineéaris altér, akkor a Riesz-féle felbontési tétel szerint létezik
egyértelmten egy xpg € M és egy oy € M vektor gy, hogy © = oan + 2L -

9. Allitas. Ha M zdrt linedris altér, akkor a PpvpH—H, z—axn leképezés
ortogondlis projektor, Ran(Py)=M és Ker(Py)=M> .

Bizonyitds FEgyszeri tény, hogy Py linearis. Definicoja szerint minden
y € H esetén Pyp(y) € M az egyetlen olyan vektor, melyre y—Pp(y)eM*
teljestil. Ezért minden x€H esetén

P (2)—Pyv(Pa(z)) € MNME = {0},

kovetkezésképpen Pyi(x)=Pym(Pum(w)), azaz P = Pu.

Tovabba minden z, yH esetén (y, Pmx) = (ym + Yy, 2m) = (UM, TM) =
(ym; +eM + z51) = (Pmy, x), ami azt mutatja, hogy Piy = Pwm, tehat Pu
valéban ortogonalis projektor.

Nyilvanvalo, hogy Ran(Pyn)=M. Tovabba Py (z)=0 definici6 szerint ekvi-
valens azzal, hogy €M™, ezért Ker(Py)=M*. O

Tehat a zart linearis alterek és az ortogonalis projektorok kélcséndsen egyértel-
mien megfeleltethetSk egymasnak. Ugyanis, ha M zért lineéris altér, akkor Py
olyan ortogonalis projektor, hogy Ran(Py)=M. Ha P ortogonalis projektor,
akkor Ran(P) zart lineéris altér és Pran(py=F.

Ezért az ortogonélis projektorok Osszessége ortomodularis o-halé a zart linea-
ris alterek mitiveleteinek az atvételével:

P <@ := Ran(P)<Ran(Q),
1 = 1
0,
/\ P, = /\ Ran(P,) projektora,
neN neN
\/ P, = \/ Ran(P,) projektora,

neN neN
Pt =(Ran(P))* projektora.

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért csak projektort mondunk orto-
gonalis projektor helyett; 6sszességiiket P(H) fogja jelelolni.

10. Allitas. P < Q pontosan akkor, ha PQ = QP = P

Bizonyitds Az értelmezés szerint P < @) egyenértéki azzal, hogy QPx = Px
minden z vektorra, azaz QP = P. Tovabba PQ = P*Q* = (QP)* = P* =
P. O

11. Allitas. (i) Pt =1- P,
(i) Ha PQ = QP, akkor PANQ = PQ és PV Q=P+ Q — PQ,
(iii)) P < Q esetén Q\ P:= QAP+ =Q - P,
(iv) PLQ akkor és csak akkor, ha PQ = QP = 0.



Bizonyitds (i) Nyilvanvalé az eddigekbél.

(ii) Ha PQ = QP, akkor (PQ)? = PQ és (PQ)* = PQ, azaz PQ = QP
projektor,

— amelynek az értékkészelete része Ran(P)-nek és Ran(Q)-nak is, tehat
PQ<PAQ,

— amelynek az értékkészlete tartalmazza Ran(P) és Ran(Q)) metszetét,
ugyvanis ha Pz = x és Qx = z, akkor PQz = z, tehat P A Q < PQ.

Tovabba PV Q = (PLAQY): =1 — (I - P)I - Q) =P +Q — PQ.

(iii) Nyilvanvalo az el6z6ekbdl.

(iv) P < Q1 akkor és csak akkor, ha P = P(I — Q) azaz P = P — PQ,
ami egyenértékii azzal, hogy azaz PQ = 0. P és ) szerepét felcserélve kapjuk a
mésik egyenl&séget.

12. Allitas. A P és Q projektorra P < Q pontosan akkor teljesiil, ha (x, Px) <
(z,Qx), vagy ami ugyanaz, |Pz|?* < ||Qz|*> minden x € H esetén.

Bizonyitds Ha P < Q, akkor (z,Qz) = (z,Q(P + (I — P))z) = {(x, Pz) +
(x,(Q — P)x) > (z, Px).

Ha (z, Px) < (x,Qz), akkor « € Ran(P) esetén ||| = | Pz| < ||Qz| < |||,
tehat mindeniitt egyenlGségnek kell allnia, ami azt jelenti, hogy « € Ran(Q). O

13. Allitas. (i) Legyen P, projektor, P, > P,.1 (n € N). Ekkor

N Po = (s)lim P,,
neN "

(i) Legyen P, projektor, P, < P,+1 (n € N). Ekkor

VP:@mm
neN "

ahol (s)lim a pontonkénti (dgynevezett ,erds”) limeszt jeloli.

Bizonyitds A mésodik Osszefliggést mutatjuk meg, az els6 masikat teljesen
hasonléan kezelhetjiik.

Azt kell tehat beldtnunk, hogy minden z-re létezik lim,, P,z =: Px, az igy
definialt P projektor, amely a P,-ek legnagyobb also korlatja.

n +— (x, P,z) > 0 monoton csékkend, alulrdl korlatos szamsorozat, tehat
konvergens. Kovetkezésképpen Cauchy-féle, azaz |(z, P,z) — (z, Pnhz)|| ,elég
kicsi, ha n és m elég nagy”. Ezt atirva |(z, (P, — Pn)x)| = ||[(Py — Pn)x|?
adodik, hiszen P, — P, illetve P,, — P,, projektor, ha n < m, illetve m < n.
Ebbél az kovetkezik, hogy n — P,z Cauchy-sorozat a Hilbert-térben, tehat
konvergens.

A hatartékkel definialt P korlatos (folytonos), mert ||Pz|| = || lim, P,z| =
lim, || Poa| < lim, |l2]] = [l2].

Onadjungalt, mert

<y7 P$> :<ya lim an> = hm<ya Pn]7 = lim<Pnya Jj> =
=(lim Py, z) = (Py, z).
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Idempotens is (a négyzete 6nmaga), mert

P?z =Plim P,z = lim PP,z = lim(lim P,, P,z) = lim(lim P,,z) = lim Pz =

n m n m

=Pzx.

Az utolso el6tti egyenlGségnél azt hasznaltuk ki, hogy ha m > n, akkor a monotn
csOkkenés miatt P, < P,.

P tehat projektor. Mint az elébb, PP,z = lim,, P,, P,z = lim,, P,z = Pz,
ami azt jelenti, hogy P < P, minden n-re, azaz P < A\ .y Pn. Ha z € RanP,
minden n-re, akkor P,z = z és igy Pz = lim,, P,x = x, ami azt jelenti, hogy
/\neﬁlf% < p. O

14. Allitas. (i) Legyenek P, (n € N) pdronként felcserélhetd projektorok. Ekkor

/\ P, = (s)lim H P,.

neN neN

(%) Legyenek P, (n € N) pdronként egymdsra ortogondlis projektorok. Ekkor

\ Po=(s))_ Pa.

neN neN

Bizonyitds (i) A jobb oldali szimbolum az n — @, := P1Ps... P, sorozat
pontonkénti hatarértékét jelenti. Korabbi erdményiink szerint @, = A PF;
n

i=1,...,
és Qny1 < Qyp, és /\neN P, = /\neN Qn = lim, @,
(ii) A jobb oldali szimbolum az n — Q, := P, + P> + --- + P, sorozat

pontonkénti hatarértékét jelenti. Korabbi erdményiink szerint @), = 1\/ P;
i=1,....,n

és Qn < Qny1, 6 V ey Pn = V ey @n = limy, Q. O

Két felcserélhetd projektorra A és V egyszerd algebrai muveletekkel kife-
jezhets. Nem felcserélhetSkre is ismert egy formula (nem lesz sziikségiink ra),
amelyet bizonyitas nélkiil kozliink:

PAQ = ()lm(PQ)" = (s) im(QP)" = (s) im(QPQ)" = (s) lm(PQP)".

15. Allitas. A P(H) egy részobjektuma akkor és csak akkor disztributiv, ha
kommutativ.

Bizonyitdis Ha a részobjektum kommutativ, akkor az el6z6 eredményeink
alapjan (PVR)A(QVR) = (P+R—PR)(Q+R—-QR) = PQ+PR— PQR+
RQ + R? — RQR — PRQ — PR? + PRQR=PQ+ R—- PQR=(PAQ)VR.

Ha a részobjektum disztributiv, akkor barmely P, Q eleme esetén P A (P A
Q)+t =PAPEVQRY) = (PAPHV(PAQY) = PAQT < Q1. tehat
PA(PAQ)t = P—PAQ ortogonalis Q-ra, tehat (P—PAQ)Q = Q(P—PAQ) =
0, amibsl (PAQ)Q = Q(P A Q) =P AQ alapjan PQ = QP.

16. Allitas. P(H) pdronként felcserélhetd projektorokbol dllo R részhalmaza
dltal generdlt részobjektum disztributiv.

Bizonyitdis Az R altal generalt az A egységelemes operatoralgebra kommu-
tativ. Ennek az erGs topolégidban vett A lezartja is kommutativ; ugyanis, ha
A,B € A, akkor A = (s)lim; 4;, B = (s)lim; B;, ahol A;, B; € A alalanosi-
tott sorozatok elemei, és a szorzis meg az er6s limesz felcserélhetGsége szerint

11



AB = BA. Az eddigi eredményeink alapjan az A-beli projektorok Osszessége
disztributi részobjektuma P(H)-nak, amely tartalmazza R-et. O
A Hilbert-halok orto-o-homorfizmusairol kevés jol hasznalhato eredmény
van, kivéve egy igen fontosat, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink.
Ismert: Hilbert-terek kozotti skalarszorzat-tarté linearis bijekciét unitérnek
hivunk.

15. Definicio. Legyen H és H' Hilbert-tér. Eqy U : H — H' leképezés antiu-
nitér, ha

— bijekcid,

— kongugdlt linedris, azaz U(ax + By) = o*Ux + *Uy,

— skaldrszorzat-fordits, azaz (Ux,Uy) = (y, x).

Ha U : H — H' unitér, vagy antiunitér, akkor nyilvanvalo, hogy M(H) —
M(H'), M — U[M] orto-o-izomorfizmus, tovabba U és AU ugyanazt az orto-
o-izomorfizmust hatarozza meg minden A\ egységnyi abszolut értékd komplex
szam esetén. Ennek bizonyos forditottja is igaz:

17. Allitas. (Wigner tétele) Legyen H és H' kettdnél nagyobb dimenzids Hilbert-
tér, és S : M(H) - M(H') orto-o-izomorfizmus. FEkkor egységnyi abszolit
értekid szorzd erejéig egyértelmien létezik U : H — H' unitér vagy antiunitér
leképezés ugy, hogy S(M) = U[M].

A projektorokra atvive, az izomorfizmusra a
PH) - PH'), P—UPU!

képletet kapjuk. Ugyanis ha az M altér projektora P, az U[M] projektora P’,
akkor ' € UM] esetén P'z’ =2/, PU 2/ = U2/ és UPU 12’ = 2.

Két dimenzios Hilbert-térre nem igaz az allitds. Ime az ellenpélda: legyen
My egy dimenziés altér; az My — Mg, M — M (M # M) leképezés orto-
o-izomorfizmus, de nyilvanvaléan nem lehet unitér vagy antiunitér operatorral
megadni.

2.3. Fizikai mennyiségek

Az altalanos definicionak megfelelen a P(H) eseményalgebra esetén egy fizikai
mennyiség valamely véges dimenzios V' vektortér (vagy aflin tér) Borel-halmazain
értelmezett P(H) értéki orto-o-homomorfizmus, vagyis projektormérték.

A prjektormértékekre vonatkozo és a hozzajuk kapcsol6dé fontos tudnivalok
a mellékltben talalhatok.

A spektraltétel szerint valos projektormértékek és onadjungalt operdtorok
kozott természetes kdlesonosen egyértelmi kapesolat all fenn az idg-nek a pro-
jektormérték szerint integralasa altal.

Ez magyarazza, miért bukkannak fel énadjungilt operdtorok a kvantum-
mechanikdban. Meg kell azonban jegyezni, hogy a nem valds projektormértékhez
nem lehet 6nadjungalt operatort tarsitani. Példaul a sokat hasznalt (nemrela-
tivisztikus) helyzetvektor fizikai mennyisége Q : B(E) — P(H) projektormérték,
ahol E az abszolut térszertd vektorok Gsszessége. Persze, ha egy bazis szerint
koordindtazunk és K; : E — R az i-ik koordinatafiigvény, akkor a helyzet i-ik

12



-1
koordinétaja a Q; := @Q o K; valés projektormérték, amelyhez tartozo énadjun-

.-

jgalt operator @ o Kli(idR) = Q(Ki). Hasonlo mondhat6 az impulzusrol, amely
P : B(E*) — P(H) projektormérték.

Egy fizikai mennyiség — projektormérték — éles pontjainak és tartojanak a
jelentését ismerjiik. Ez magyardzza egy onadjungalt operator sajatértékeinek
és spektrumanak valészintségelméleti jelentGségét: ezek a spektralfebontasinak
az éles pontjai, illetve a tartdja.

Két 6nadjungalt operator mint fizikai mennyiség akkor kompatibilis, ha
ergsen felcserélhet&k. Fontos, hogy a formalis felcserélhet&ségbdl nem kévetkezik
az erds felcserélhetdség. Ezt azért érdemes hangsilyozni, mert fizikai alkalmaza-
sokban formalis felcserélhetdséget szoktak tekinteni (mert azt egyszerd bizonyi-
tani), és abbol allitjak, hogy a mennyiségek kompatibilisek.

A fizikai mennyiségek kompatibilitdsa — projektormértékek felcserélhetsége
— elegendd ahhoz, hogy legyen egyiittesiikk (amit a projektormeértékek szorzata-
nak szokas nevezni).

Legyen P a Py és P, (az egyszertiség kedvéért valos) felcserélhets projektor-
mértékek szorzata. Ez B(R?)-n van értelmezve és az jellemzi, hogy P(E) x Es) =
Py (Ey)P2(Es); természetesen P, = P o ﬁrll (i = 1,2). Ha 6nadjungalt operator-
ban gondolkozunk, akkor S; := P;(idg) = P(pr;).

Altalaban értelmeztiik két olyan fizikai mennyiség 6sszegét, amelyeknek van
egyittese. Tehat az el6bbi P; és P, felcserélhets projektormértékek mint fizikai

mennyiségek Gsszege a P o —1—1 projektormérték (ahol persze +: R xR — R az
dsszeadss-fiiggvény). Onadjungalt operatorokban: S := P(+) és S; + S5 C S.
Vagyis altalaban nem az énadjungalt operatorok dsszege maga fizikai mennyiség,
hanem az Gsszeg egy Onadjungalt kiterjesztése.

Erdekes, hogy nem kommutalé S és T 6nadjungélt operdtoroknak, mint
fizikai mennyiségeknek az Gsszegét is tudjuk értelmezni bizonyos feltételek mel-
lett. Kinalja magat az S + T Osszeg, csakhogy ez dltaldban nem 6nadjungalt,
csak szimmetrikus ((S +7T)* D S* 4+ T* = S+ T). Az Osszeg fizikal mennyiség
csak akkor értelmezhetd, ha S+T-nek van 6nadjungalt kiterjesztése. Viszont &l-
taldban az ilyen kiterjesztés nem egyértelmd, tehat kérdéses, melyik kiterjesztést
fogadjuk el fizikailag értelmesnek. Kivétel, ha S + T lényegében Snbadjungalt,
azaz egyetlen 6nadjungalt kiterjesztése van.

2.4. Allapotok

2.4.1. Az allapotok jellemzése
Legyen e € H, |le|| = 1. Egyszert tény, hogy

pe : P(H) — [0,1], P (e, Pe) = || Pe|)? (1)

o-additiv leképezés, azaz allapot. Ez az allapot az e altal kifeszitett egy di-
menzios altér projektoran az 1 értéket veszi veszi fel, az erre ortogonalis projek-
torokon a 0 értéket; minden egyéb projektoron pedig 0-nal nagyobb, de 1-nél
kisebb értéket. Tehat egy ilyen allapot nem szérasmentes.

Vilagos, hogy p. = p. akkor és csak akkor, ha e’ = ae, ahol |a| = 1.

Ilyen allapotok o-konvex kombinaciéja is 4llapot. Nem bizonyitjuk a kévetkezd
igen fontos eredményt:
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18. Allitas. (Gleason tétele) Ha H szepardbilis és dimH > 2, akkor P(H)-n
minden dllapot egységuektorok meghatdrozta dllapotok o-konvexr kombindcidja.

Két dimenziés Hilbert-térre nem igaz az allitds. Legyen ugyanis Py egy
dimenziés projektor; az az allapot ad egy ellenpéldat, amely Fy-hoz és 0-hoz
nullat P;--hoz és I-hez 1-et rendel, minden mas P projektorhoz 1/2-et.

19. Allitas. Kettonél nagyobb dimenzids Hilbert-tér esetén nincs szérdsmentes
dllapot. Az egységuektorok meghatdrozta dllapotok tisztdk.

Bizonyitds A nem-szérasmentesség nyilvanvalo.

Tegyiik fel, hogy az e egységvektorhoz léteznek e,, (n € N) egységvektorok
és 0 < A\, < 1 szamok, Y A, = 1 gy, hogy pe = >, AnDe,. Ekkor az e
kifeszitette altér P projektorara 1 = > A,|Pey|, ami csak ugy lehet, hogy
|Pen|| = 1, azaz e, = ane (Jan| = 1), ha A, # 0, tehat p., = pe: a szoban
forgd allapot tiszta. O

Ellentétben a klasszikus esettel, ketténél nagyobb dimenziés szeparabilis
Hilbert-tér esetén Gleason tétele értelmében

— nincsenek szérasmetnes allapotok,

— minden allapot tiszta allapotok o-konvex kombinécidja.

Altalaban egy allapot nem hatarozza meg egyértelmten azokat a tiszta &l-
lapotokat, amelyeknek a o-konvex kombinéciéja. Valoéban, legyen példaul e; és
eo nem parhuzamos egységvektor, és p := %(pe1 +%pe2)~ A £ := (eq, 1) jeloléssel
az

!/

_ 1 _ & po_ 1 £
TSI ( |562>’ 2m(§|61+62)

egységvektorok ortogonélisak egymasra, és

1-— 1+
po VI, VITE,

Egy kicsit kényelmesebben kezelhetd forméba 6ntjiik az allapotokat. Idézziik
fel az operatorok nyoméara vonatkozo ismerteinket. Jelolje |e)(e| az e egységvek-
tor alterére vetits projektort. Ekkor barmely P projektorra Ple)(e| nyomoperé-
tor, hiszen tetszdges x; (i € N) teljes ortonormalt rendszer esetén

D (i, Ple)(elzi) = Y (wi, Pe){e,wi) = (e, Pe)

a Parseval-formula szerint; ezért
pe(P) = (e, Pe) = Tr(Ple){e|).

Tehat a p. allapotot az |e)(e| onadjungalt nyomoperatorrral reprezental-
hatjuk dgy, hogy az altala meghatarozott valdszintiségeket a fenti nyom-képettel
szamithatjuk.

A > Aupe, o-konvex kombinacidhoz pedig a

(3) Z)‘n‘en><en|

onadjungalt nyomoperatort rendelhetjiik tgy, hogy a valészintségek operatorok
nyomaként jelenik meg. (Nyomoperatorokra vonatkzoan lasd a mellékletet.)
Ezzel atfogalmazhatjuk Gleason tételét:
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20. Allitas. Ha H szepardbilis és dimH > 2, akkor P(H)-n minden p dl-
lapothoz létezik egy egyértelmien meghatdrozott W, egység nyomi énadjungdlt
nyomoperdtor — neve: Gleason-operdtor — gy, hogy birmely P esemény (pro-
jektor) valdszindségét

p(P) = Te(PW,) = Te(W, P)
adja meg.

A tovabbiakban kényelmes lesz magat a W Gleason-operatort allapotnak
hivni, és az &ltala meghatirozott valészintiséget pyy-vel jeldlni.

A Gleason-opratorokra vonatkozo alapvets tudnivalok a mellékletben talal-
hatok.

Egy Gleason-operétor a spektraltétel szerint elGall

(u) Z )‘n‘en><en|

alakba, ahol a A,,-k a sajatértékei (multiplicitasssal szamitva) és az e,-ek sajat-
egységvektorai. Ez mutatja, hogy egy nem tiszta allapotot mindig felfoghatunk
egymésra ortogonalis egységvektorokhoz tartozé tiszta allapotok o-konvex kom-
multiplicitasa nagyobb 1-nél, akkor nem egyértelmtiek azok a tiszta allapotok,
amelyek a o-konvex kombinaciéban szerepelnek.

A tiszta allapotok és az elemi események kozott a fentiek szerint természetes
egy-egy értelmd kapcsolat van. Az |e)(e| tiszta allapotban egy P esemény
valoszintségét a (1) képlet adja meg. Ha P elemi esemény, azaz P = |z)(z]
valamely z egységvektorral, akkor

pe(lz)(z]) = [{e, z)|*. (2)

le){e] tiszta allapot helyett értelemszertien mindig tekinthetjik az e egységvek-
tort; igy szokas a fizikaban. Ezért a fenti képletet két allapot egymasra vonatkozé

szot ejtiink).

2.4.2. Szuperpozicié és keverék

Tekintsiik a ¢ és ¢ egységvektoroknak megfelel tiszta allapotokat; ezeknek

— egy szuperpozicidja egy av + by alaki egységvektornak megfelel§ tiszta
allapot, ahol a,b nemnulla komplex szdmok gy, hogy |a|? + 2Re(a*b(, ¢)) +
b2 =1

— egy keveréke egy a|){(y| + Blo){p| Gleason-operator, ahol «, 8 pozitiv
szamok tgy, hogy a+ 8 = 1.

Nem kell magyarazni, hogy a szuperpozicié és keveverék lényegesen kiilon-
b6z8, de érdemes ezt konkrét formaldkkal megmutatni. A P esemény (projektor)
valészintisége a szuperpoziciéban

|al?[| PY[|* + 2Re(a*b(Pv, Pg)) + [b*[|Pel|?,

a keverékben
al| PY|1* + || Peol|>.
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Ezek nem lehetnek egyenl6k minden P esetén.

Ha P és Py ortogonalisak, és o = |a|?, B = |b|?, akkor persze egyenléség 4ll.
Specialisan, ha 1 és ¢ ortogonélisak, és P a 1 vagy a ¢ altal meghatarozott elemi
esemény. Ez a néhany egyenlség azonban nem jelenti a két allapot egyenlGségét.

Arrol nem is szélva, hogy egy tiszta allapotot sokféleképpen lehet szuperpozi-
cioként elgallitani, igy ugyanazon allapotnak sokféle keverék volna megfeleltet-
het$; melyik az ,igazi”? Lassunk egy konkrét példat! Tekintsiik C3-ban a
v:=(0,0,1) vektor meghatarozta tiszta allapotot. Legyen

= (o) = (-0 ),

ekkor v egyenld a
1o, 1 11
Evl + Evl és ﬁ% + E%
szuperpozicidkkal. Az ezeknek megfelel§ keverékek Gleason-operatora

1 1, ., _ . 1 1, _,
ST+ Slor o], dlletve S fod ) vg| + Slug ) vz |,
amelyek a vfr és vy Altal generdlt sik projektora, illetve a v; és v, Aaltal generdlt,
az el6zére merdleges sik projektora.

2.5. Varhato6 érték, széras

Mint tudjuk, egy valds fizikai mennyiség (valoszintiségi valtozo) egy P(-) :
B(R) — P(H) projektormérték. Legyen A := P(idg) a hozza tartozé énad-
jungalt operator. Az altaldnos definicié szerint a fizikai mennyiség eloszlasa a
W =>" Anlen){en| allapotban az

E s Te(P(E)W) =Y Anlen, P(E)en)

valoszintiségi mérték.

Legyen p, (E) := (e,, P(E)e,) (a projektormérték szerint integralasnal hasz-
nalt jeloléssel fin, = fe,, e, ). A fizikai mennyiség eloszlasat tehat » , A, p, alak-
ba frhatjuk.

Az A 6nadjungalt operdtorral reprezentalt fizikai menyyiség m-ik momentu-

ma a W allapotban
P (4) = /R jaz (Z )\nu”> ,

feltéve, hogy az integral létezik.

Ebbdl azonnal adodik, hogy ha W véges Gsszeg, és minden e,, benne van az
A™ értelmezési tartomanyaban vannak, akkor létezik az m-ik momentum (lasd
a prjektormérték szerinti integrélast):

N
m (A) = (en, A"en) = Te(A™W).
n=1
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Ami Tr(A™W)-t illeti, a mellékletben szerepld formulat kell alkalmazni véges
Osszegre, az erdmény nyilvanvalé.

Vigyéazat! Ha A nem mindeniitt értelmezett, akkor Tr(WW A™) biztosan nem
létezik, mert ekkor valaszthatd olyan teljes ortonormalt rendszer, amelynek
legalabb egy tagja nincs benne A értelmezési tartomanyaban.

Ha W nem véges rangi, de A korlatos operator (a P spektralfelbontésa
kompakt tartéja), akkor fel lehet cserélni az integralas és Osszegzés sorrendjét
B.Levi tétele alapjan, és ekkor

ny (A) =3 (en, ATe,) = TH(A™W) = Te(WA™),
n=1

21. Allitas. (Heisenberg-féle hatdrozatlansig) Legyen A, B és C inadjungdlt
operdtor (azaz valds fizikai mennyiség). Teljesiiljenek a kévetkezdk:

(i) létezik egqy D C DomA N DomB N DomC' mindeniitt sird linedris altér,
amely invaridns mindhdrom operdtorra,

(i) (AB — BA)x =iCx (x € D).

(tit) Legyen tovdbbd W = > Anlen)(en| olyan dllapot, amely véges rangi,
ha A, B,C valamelyike nem korldtos, és e, € D minden n-re.

Ekkor

ow (A)ow (B) 2 2 lnw ()] 3)

Bizonyitas Az adott feltételek mellett léteznek a szoban forgd szorasok
és varhato érték. Ezért az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
nw(A) = nw(B) = 0. Ugyanis, ha nem igy volna, akkor az A" := A — nw (A)I,
B’ := B —nw(B)I (I az egységoperator) mennyiségek varhaté értéke nulla, és
A’ B, C teljesitik a fenti feltételeket.

Vezessiik be tetszdleges o valos szamra a T, := A + aB operatort; D benne
van ennek az értelmezési tartomanyaban, és invardans rd. Az adjungalas ismert
tulajdonsaga szerint T D A—iaB, és T:T, is értelmezve van D-n. Ezért létezik

To(TTW) = Anlen, TaTaen) = > A (Taen, Taen) > 0.
n n

Kifejtve a bal odlalt,
Tr(A?W) + iaTr(ABW) — iTr(BAW) 4 o*Tr(B*W) > 0.

A kozépso két tag helyett —aTr(CW) frhat6. Az a-ban masodfoku kifejezés
nem lehet negativ, tehat a diszkriminansa nem lehet pozitiv, azaz

Tr(CW)? — 4Tr( AW (Tr(B*W) < 0.

Ezzel igazoltuk az &llitast, hiszen Tr(CW)?2 = nw (C)?%, Tr(A2W) = ((Tw(A))2
és Te(B2W) = (ow(B))”. O

Igen erds ennek a hatarozatlansagi relacionak a mondandoja, ha C az egység-
operator ¢ szdmszorosa. FEkkor a két fizikal mennyiség szérdsanak a szorzata
barmely, a feltételnek eleget tevs dllapotban nagyobb vagy egyenls, mint %

Viszont j6 tudni, hogy ez utébbi esetben A és B nem lehet korlatos, tehat ko-
rantsem kell minden &llapotra teljesiilnie a Heisenberg-féle hatarozatlansagnak.
Ime:
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22. Allitas. Legyen A és B mindeniitt értelmezett korlitos operdtor gy, hogy
AB — BA = cl valamely ¢ szamra. Ekkor ¢ = 0.

Bizonyitis A’B — BA%? = A’B — ABA + ABA — BA? = 2cA. Teljes
indukciéval arra jutunk, hogy

A"B — BA" = cnA™!'  (n €N).

Ha A nilpotens, azaz létezik n természetes szam gy, hogy A™ = 0de A"~ ! #
0, akkor nyilvan ¢ = 0.

Ha A™ # 0 minden n-re, akkor véve a fenti egyenléség mindkét oldalanak a
norméjat, a 2||A[l |A" [ | B|| > |e| n]|A"~1|| becslésbél

2l Al 1Bl

e <
n

adédik minden n-re, azaz ¢ = 0. O

3. Elmélet és val6sag

3.1. Modellalkotéas

Vizsgaljuk meg most egy kicsit alaposabban azt, hogyan jutunk el az események,
fizikai mennyiségek, allapotok fogalmahoz.

A val6sag egy bizonyos, jol elkiilonithetd részének — egy ,rendszernek” — a
jelenségeit, torténéseit akarjuk leirni. Itt az els§ bokkend: soha, semmi sem
kiilonithetd el teljesen a valosag tobbi részétsl. Tehat kérdés, mi is az a rend-
szer. A fizikit tekintve a valosdg szembeotld objektumait els kozelitésként két
csoportra vagjuk szét: targyakra” és ,fényekre”. Természetesen, tapasztata-
lataink szerint, ezen csoportok objektumai nem fiiggetlenek egymastol, kéleson-
hatnak egymaéssal. Az elsé csoportba tartoznak a mechanikai rendszerek, ame-
lyekkel foglalkozni fogunk. Mondandoénk eleve akkor lesz érvényes, ha ezeknek
az elektromagneses mezével (fénnyel) valo kapcsolata elhanyagolhato.

Ha le akarjuk irni a jelenségeket, akkor informéciot kell roluk gyiijteniink,
az pedig csak tgy lehetséges, ha mi — legalabbis olykor-olykor — kapcsolatban
allunk a rendszerrel. Ezen kapcsolat révén kapunk intuitiv képet arrol, hogy
mik toérténhetnek meg a rendszerrel; ezeket a rendszer eseményeinek nevez-
ziik. A sziikséges informéciokhoz bizonyos mérésekkel jutunk. A mérések arra
irdanyulnak, ,bekivetkezett-¢” egy esemény vagy sem: ugy fogjuk fel, hogy a
mérés az esemény bekdvetkezésére vonatkozo igen-nem kérdésre adott valasz.
Itt az Gjabb, nagy bokkend: mit jelent a bekdvetkezés, mikor allithatjuk, hogy
egy esemény bekévetkezett.

A rendszer bizonyos eseményei ,azonos jellegliek”, egy ilyen jelleg szerint
csoportositott eseményekkel jutunk el a fizkai mennyiség fogalmahoz.

A méréseket bizonyos megadott eljarasokkal végrehajtott ,elckészitések” utan
végezziik. Egy ilyen elSkészités létrehozza a rendszer egy allapotat. Sok-sok
azonos el6készités utini — tehat azonos allapotbeli — mérésekkel megallapitjuk
az események relativ gyakorisagat, amivel jellemezziik az allapotot.

A méréseket az el6készités utan, tehat bizonyos id6 elteltével végezziik; arrél
is van valami tudomasunk, elképzelésiink, hogy a rendszer hogyan valtozik az
id6 mulasaval, szokasos széval élve, milyen a rendszer idéfejlédése.
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A mondottakban mindeniitt ott van a bizonyos. Igy ez nesze semmi fogd
meg jol.

Megfoghatova tessziik gy, hogy matematikai modellt alkotunk, vagyis pon-
tos matematikai struktiraba foglaljuk tapasztalatinkat. Igen fontos:

(i) a matematikai modell nem a valésag, hanem annak — s6t csak egy részének
— az égi masa,

(ii) a modell nem tiikrézi a teljes valosagrészt, és tartalmazhat olyan mate-
matikai objektumokat, amelyek nem feleltethetSk meg tapasztalatainkak,

(iii) a modellen kiviil esik az, hogy a benne szerepl$ matematikai fogalmak-
nak milyen valésag-interpretaciot adunk,

(iv) a modell nem irja le a modell-alkot4sban alapvetd szerepet jatszo infor-
mécidszerzésiink mikéntjét, vagyis a méréseket,

(v) miutdn megalkottuk a modellt, szigortian ragaszkodnunk kell a benne
foglaltakhoz, nem szabad kiviilrél behozott fogalmakkal érvelniink.

Az eddig tanulményainknak megfelelGen egy mechanikai modell egy

(L, F,P,T)

rendezett négyes, ahol

1. £ egy ortomodularis o-héld, elemei a rendszer eseményei,

2. F ={(ug : B(Sk) = L | k € H}, ahol H valamely véges halmaz, ux-k
orto-o-homomorfizmusok, a rendszer fizikai mennyiségei, amelyek értékkész-
letei generaljak L£-t (.elég sokan vannak a rendszer eseményeinek a jellemzére”),
(Ha £ halmazalgebra, akkor a fizikai mennyiségek fiiggvények teljes inverzei,
ezért kényelmes magukat a fliggvényeket teinteni fizikai mennyiségeknek.)

3. P az L-n adott valészintiségi mértékek egy o-konvex halmaza, a rendszer
allapotai, amelyek szétvalasztjak £ elemeit, azaz ha a,b € L, akkor van olyan
p € P, hogy p(a) # p(b),

4. T:IxIxP—7P,(ts,p)— T sp arendszer id6fejlédése, ahol I az
idépontok halmaza, és jelentését tekintve T; sp az a t pillanatbeli allapot, amely
az s pillanatbeli p allapotbdl jott 1étre.

Itt meg kell jegyezniink, amirél eddig még nem széltunk: ahhoz, hogy min-
den a helyén legyen, a téridérél is kell valamit mondanunk, mert csak ezzel
nyer pontos értelmet az, hogy én - egy megfigyel§ — csindlom a kisérleteket,
tehat valojaban nem a rendszer énmagéban valé eseményeirdl van sz6, hanem
az Altalam észlelt eseményekrdl; més, mas eseményeket észlelhet. Tovabba az
id6 fogalma is megjelnik a modellalkotasban; ilyen formaban csak a nemrela-
tivisztikus tériddben helytdllo.

Alapvetd elvarasunk, hogy tapasztalataink szerint kiilonb6zd, de ,,ugyanolyan
rendszereknek modelljei, illetve egy rendszernek kiilonféle megfigyelSk felallitot-
ta modelljei legyenek ,ugyanolyanok”, matematikai nyelven ,jizomorfak”, kiilon-
bozéké pedig legyenek kiillonbozsk, azaz nem izomorfak.

Azt mondjuk, hogy az (L, F,P,T) és (L', F',P',T") mechanikai modell izo-
morf, ha — értelemszerd jeloléssel —

(i) létezik h : L — L' orto-o-izomorfizmus,

(ii) létezik r : H — H' bijekcio,

(iii) minden k € H esetén létezik fj : S’,(k) — Sk bijekcid, ugy, hogy

T

”

-1
1. fp:B(Sk) — B(Svﬁ(k)),
—1
2. houy :u’r(k) o fu,
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3. P = P, p — p oh bijekcio,
4. (T} ;p') o h =Ty s(p/ o h) minden ¢, s és p’ esetén.

3.2. Szemléltetés

A kockadobalas ,rendszerei” nem mechanikai rendszerek, de kival6an alkalmasak
arra, hogy az idéfejlédést kivéve szinte mindent jol megmagyarazzunk veliik.

Vegyiink egy szokasos kockat, oldalain a pontozédsokkal, és dobjuk egy sima,
vizszintes lapra. Tapasztalatunk szerint egy darabig pattog, gurul, aztdn megall.
Nem érdekel minket, mennyit pattog, gurul, csak az, hogy megall, és melyik
lapja néz folfelé: ezek az elemi eseményei, vagyis az események Osszessége a
{{e},{e® o},...,} hat elemii halmaz Osszes részhalmaza. Egyetlen fizikai men-
nyisége az L identitasa. Allapotai a dobasok mindGségét jelentik: attél fiiggsen,
hogyan készitjiik el6 dobast, jol megrazva elég magasrol, vagy épp ellenkezsleg,
elég alacsonyroél, meghatarozott allasbél, mas és mas lesz az események relativ
gyakorisaga.

Vegyiink egy masik kockat, amelyiknek az oldalai arab szdmokkal vannak
megjelolve, minden méast ugyanigy tegylink vele, mint az el6zével. Ez maés
rendszer lesz, de izomorf az el6zével. Az is ezekkel izomorf rendszer lesz, ha a
oldalak kiilonb6z6 szintek.

Vegyiink most egy olyan kockat, amelynek szemben levé oldalain az 1,2,3
szamok szerepelnek, és a szemben levd oldalak koziil az egyik fehér, a masik
fekete. Ennek a rendszernek az elemi eseményei az L := {1, 2, 3} x {fehér fekete}
halmaz elemei. Két fizikai mennyisége van: az L — {1,2,3} és az L —
{fehér fekete} kanonikus projekci6 teljes inverze. Allapotait ugyantigy hataroz-
zuk meg, mint elébb. Ez a rendszer nem izomorf az elézéekkel, mert ott egy, itt
két fizikai mennyiség van.

Vegyiink most egy olyan kockat, az egyszertiségért arab szamokal, amely
HJhem tisztességes™ egy kis 6lomgolyé van benne a kozépponttol valamelyik
oldal iranyaban. Az események maradnak, amik voltak, az allapotok is, de
adott elSkészitéshez (razashoz) mas allapot (relativ gyakorisag) jon létre, mint
az el6z6eknél. Ezt azzal tudjuk kifejezni a modellben, hogy 1j fizikai mennyi-
ségeket vezetiink be, amely jellemzik a golyd tomegét és helyzetét; a tomeget
a kocka tomegéhez viszonyitott aranyaval, egy L — [0, 1] konstans fiiggvénnyel
jellemezziik, helyzetét pedig egy a : L — [—1, 1] fuggvénnyel, tigy hogy példaul
a(2) = a(4) = a(3) = a(5) =0, a(l) = 0,2, a(6) = —0,2 azt jelenti, hogy a
goly6 a 6-os oldal felé a kdzéppontdl a tavolsag 6t6dén helyezkedik el.

Eddigi példaink azt mutattdk, ugyanolyan koriilmények kozott mas-mas ob-
jektumok alkottak mas-mas rendszert. A kovetkezs példa arra vilagit ra, hogy
ugyanaz az objektum kiilénféle koriilmények kozott kilonféle rendszert ered-
ményez.

Maradjunk a szokésos kockanal, az egyszertiség kedvéért arab szamokkal.
Azonban ne sima lapra dobjuk, hanem olyanra, amelyen bevagésok vannak, és
ezeknek a kovetkeztében a kocka megallhat gy is, hogy egy éle van felfelé. Egy
ilyen élet a két Osszefutd oldal szdmaival jellemezziik. Ekkor tehat a rendszer
elemi esemeényei az {1,...,6,(1,2),(1,3),...,(5,6)} halmaz, vagyis az LU ((L x
L)\ {(1,6),(2,5),(3,4)}) halmaz elemei. Az eseményeket ,jellegiiknél” fogva
két csoportra oszthatjuk: lapok és élek. Ezért két fizikai mennyiséget vezetiink
be:

f1(7,) = i, fl(i, k‘) = O,
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f2(i) :==0, f2(i, k) == (i, k).

Az allapotelSkészitések ugyanazok, mint elgbb, de az dllapotok merében masok,
hiszen itt 1ényegesen tSbb az esemény.

A téargyalt rendszerek mechanikai analogonjai:

1. ugyanolyan kiiriilmények kozott kiillonb6zd témegpontok: példaul ugyana-
zon a két-réses falon 4thaladé elektron, illetve proton,

2. kiilonbo6zd koriilmények kozott ugyanaz a tomegpont: példaul egy-réses,
illetve két-réses falon athalado6 elektron,
méas-mas rendszerek, és ugyanolyan allapotelGkészités utdn mas-mas az allapot
(amit az erny6n a kiilonboz eloszlas mutat).

Még egy megjegyzés kivankozik ide: egy mechanikai rendszer sok-sok azonos
eljarassal elSkészitett példanyanak Gsszességét statiszikai sokasagnak nevez-
ziik, egy példanyt pedig a sokasag egy egyedének. A szoban forgo értelmezéssel
nyilvanvald, hogy az allapot a sokasagra vonatkozik, nem az egyedekre kiil6n-
kiilon. Kérdéses tehat, jogos-e azt mondani a sokasdg egy elemére, hogy az adott
dllapotban van; mar pedig ez szokésos.

3.3. Klasszikus leiras

A klaszikus mechanika megalkotta a fazistér fogalmat, azt a szinteret, ahol a
torténések zajlanak. A klasszikus statisztikus fizika is a fazistérre épit, azon
ad meg eloszlasokat, amellyel valoszintiségi formulakat hataroz meg. Egyszertd
tény, hogy

1. egy mechanikai rendszer eseményei a fazisterének Borel-halmazai,

2. fizikai mennyiségel a fazistéren értemezett fliggvények (teljes inverzei)

3. allapotai kdzdnséges valdszintiségi mértékek a fazistéren,

4. idofejlédesét a Newton-egyenlet (vagy a Hamilton-egyenlet) megoldasai
adjak meg.

Egy kicsit kozelebbrél: egy kényszermentes témegpont fazistere a helyzetek
E és az impulzusok E* terének Descartes-szorzata, F : Ex E*. A fizikai mennyi-
ségek kozott mindenképpen szerepel a helyzet és az impulzus, a Q : F - E és a
P : F — E* kanonikus projekcidk, ezek teljes inverzeinek értékkészlete generalja
a fazistér Borel-halmazait. Az dllapotok az Osszes valoszintiségi mérték.

Eddig minden ugyanaz minden témegpontra. A modellben tiikrozddnie kell
annak, hogy kiillonb6zé tomegl pontokrdl lehet szd, kilonbozs koriilmények
kozott (erShatasok alatt).

Ezt a Hamilton-fliggvénnyel valositjuk meg: egyrészt, mint a helyzeten és
impulzuson tdl egy 4j fizikai mennyiséggel, masrészt mint az idsfejlédést gene-
ralo fliggvénnyel.

Két tomegpont fazistere az egy-pont fazisterek Descartes-szorzata, igy nyil-
vanvalo, hogy két tomegpont esemény-héloja (Borel-halmazainak Gsszessége)
nem izomorf egy tomegpont esemény-héldjaval, tehat semmilyen két tomegpon-
ta rendszer nem lehet izomorf egy témegponti rendszerrel.

Végiil még szoba kell hoznunk valamit. Nevezetesen, helyzete és impulzusa
egy tomegpontnak énmagaban nem létezik, csak helyzete és impulzusa egy meg-
figyel6hoz képest. A fazistér tehéit nem a részecskék 6nnon jellemzéje. A fazistér
Borel-halmazai nem a részecske eseményei, hanem az eseményei, ahogy egy meg-
figyel$ észleli. Mas megfigyel$ szerint mésok a helyzetek, az impulzusok, més a
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fazistér, s6t mas az id6fejlédés is. Persze a kiilénb6z6 megfigyel6k szerint ugyan-
arra rendszerre megalkotott modellek izomorfak a megfigyelGket Gsszekapcsold
Noether- (Galilei-)transzformacio altal.

Tovabba, ha téridén megfigyel6-mentes megfogalmazast akarunk adni, akkor
kideriil, hogy at kell értékelni az eddig mondottakat, nevezetesen egy témegpont
elemi eseménye nem egy helyzet- és imulzusérték, (nem itt van és ennyi az
impulzusa”), hanem egy folyamat (,ez torténik vele”), vagyis az idéfejlédés az
események ,belss tulajdonsaga”.

3.4. Kvantumos leiras

A kvantummechanikdban a fazistér helyett megjelenik egy Hilbert-tér, és a
kévetkezé mondhato.

1. Egy kvantummechanikai rendszer eseménytere egy szeparabilis Hilbert-tér
projektorhéléja,

2. fizikai mennyiségei projektormértékek,

3. allapotai Gleason-operatorok (altal meghatarozott valoszintiségi mértékek),

4. idsfejlédését a Schrodinger-egyenlet megoldasai adjak meg.

Egy tomegpont fizikai mennyiségei, analégidban a klasszikus esettel, a @ :
B(E) — P(H) helyzet és a P : B(E*) — P(H) impulzus, amelyeket a Heisenberg-
fele felcserélés (pontosabban a Fourier-transzformacio) kot ossze, és amelyek
generaljak az esemeényteret; tovabba az energia (Hamilton-operator), és ez utob-
bi hatarozza meg az idéfejlédést is. Ily mddon a kiilénb6zé témegpontoknak
kiilénb6zd koriilmények koézotti modelljei nem izomorfak.

Két tomegponttal kapcsolatban egy kicsit méssal taldljuk magunkat szem-
be, mint klasszikusan, ugyanis minden esetben az eseménytér egy szeparabilis
Hilbert-tér projektor-haloja, és ezek izomorfak. Igaz, ha egy témegpont Hilbert-
tere H, akkor két tomegpont Hilbert-terét H®H alakban szokas venni, azonban
H és H ® H mindkett§ szeparébilis, ezért 1étezik kozottiik unitér leképerés, igy
a projektorhéléik izomorfak.

Itt nagyon hatasosan a fizikai mennyiségek kiilonboztetik meg a rendszereket.
Nevezetesen, két tomegpont esetén Q1 := Q®1I : (E) = P(H®H), Q2 := I®Q,
P := P®I és P, := IQP generaljak az esemény-halot, amelyet azért allitunk el
tenzorszorzat alakban, hogy ezeket a fizikai mennyiségeket kényelmesen tudjuk
megadni.

Természetesen itt is felmeriil a kérdés a megfigvel6tdl valo fliggés, és hasonlo-
képp (csak matematikailag bonyolultabban) kapjuk, hogy a kiilonbozé megfi-
gyelSk szerint ugyanarra rendszerre megalkotott modellek izomorfak.

3.5. A klasszikus mechanika ideolégiaja

Tekintsiink tomegpontok rendszerét. A rendszer allapot-elSkészitése a helyzet-
és impulzusértékek megadésa. Ez elvben lehetséges; ha csak egy-két tomegpon-
trél van sz6, akkor lényegében gvakorlatilag is lehetséges. Nagyon sok tomegpon-
tra — egy test molekuldira — azonban méar gyakorlatilag lehetetlen. A klasszikus
statisztikus mechanika felfogasa szerint a sok-részecske rendszer valéjdban pon-
tosan meghatarozott, a leirasra hasznalt valoszintiség csak gyakorlati sziikség-
szeriség, amely a mi tudasunk hidnyaban jelenik meg. Persze nem csak sok
részecskére, hanem egyetlenre is felmeriilhet a gyakorlatban a val6szintiség.
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Egy statisztikus sokasag nem tiszta allapotat ugy lehet elképzelni, hogy pon-
tosan meghatarozott kiilonféle tiszta allapotiu egyedekbdl all.

Osszefoglalva:

C.1. Egy klasszikus rendszer létezésének folyamata bizonytalansdgtol mentes;
elvben ezt a bizonyossdgot a tiszta, azaz szérdsmentes dllapotok tikrizhetik (ezek
Dirac-mértékek). A nem tiszta azaz nem szordsmentes dllapotok csak tuddsunk
hidnydt tikrozik: o valdszindség szubjektiv jellegi. Egy statisztikus sokasdg pon-
tosan meghatdrozott kilinféle eqyedekbdl dll.

A Kklasszikus mechanika a lathato, kézzel foghaté — makroszkopikus — objek-
tumok leirasaval alakult ki, ezért fogalmai is ezekhez a objektumokhoz kotsdik.
Ezért nem szokAs mérésrsl beszélni a klasszikus mechanikiban; a mérés nem
okoz problémét: latjuk, tapintjuk, mi torténik, és ez nem befolyésolja a rendsz-
er létezésének a folyamatat. Egy madar ropte, egy labda guruldsa lényegtelen
véltozast szenved azéltal, hogy egy fénycséva vetiil ra.

Osszefoglalva:

C.2. Egy rendszeren végrehajtott mérés nem zavarja meg (nem befolydsolja)
a rendszert.

Ez maga utdn vonja, hogy elvben nem csak igen-nem kisérlet valésithato
meg: egymasutani (gyors) eldontends kérdeésekre kapott igen-nem feletekkel
megvalaszolando6 kérdést is eldénthetiink, mint a barkochbaban.

Ebbdl az elvbdl szarmazik az dllapotbeugrds képzete. Tekintsiink ugyanis
egy rendszert, amelyrél hidnyos az informéaciénk, azaz nem-tiszta allapottal ir-
juk le. Ha végrehatjunk rajta egy mérést, a méréssel kapott informacié segit-
ségével modositjuk a leird allapotot: az allapot beugrik egy masik, a mérés altal
meghatérozott dllapotba. Ez allapotbeugras azonban nem a rendszer valésagos
fizikai torténése, hiszen a rendszerrel semmi sem tortént, a mérés nem befolya-
solta; a tudatunkban tortént valtozés: a beugras, csak ugy, mint a valészintiség,
szubjektiv.

3.6. A kvantummechanika ideolégiaja

A kvantummechanikaban nincs szérasmentes allapot, tehat elvben is lehetetlen
mindent pontosan meghatarozni. Egy allapot elGkészitésében persze a tuda-
sunk, képességeink korlatai is okozhatnak bizonytalansidgot. Egy statisztikus
sokasag nem tiszta allapotat nem lehet tgy elképzelni, hogy kiilonféle pontosan
meghatarozott tiszta allapota egyedekbdl all (egy Gleason-operatort sokfélekép-
pen lehet tiszta allapotok o-konvex kombinacioja).

Osszefoglalva:

Q.1. Egy kvantumos rendszer létezésének folyamata mindig magdban foglal
valamely bizonytalansdgot; ezt az objektiv bizonytalansdgot a tiszta dllapotok
titkrozhetik. A mem tiszta dllapotokban a szubjektiv és objektiv valdsziniség
dsszekeveredik: eqy statisztikus sokasdg nem pontosan meghatdrozott kildnféle
egyedekbdl dll.

Tekintsiink csak egyetlen részecskét. Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a
tiszta allapotok objektiv valoszintsége azt jelenti, hogy maga a részecske se tudja
pontosan, mi van vele. A kevert allapotok szubjektiv-objektiv valoszintisége azt
jelenti, hogy mi még azt sem tudjuk, amit tudhatnank.

A kvantuméllapotok fizikai valdsidganak elképzelése azonban olykor szinte
lehetetlen (a klasszikus fogalmaink beidegz&dése miatt).
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Egy szokasos hullamcsomagot (tiszta allapot) még csak elképzeliink, elég
szemléletes: a részecske ott koszal, maga sem tudja pontosan miként, a hullam-
csomag kozéppontja koriil. De hogyan képzeljiik el azt a tiszta allapotot, amely
két egymastol igen tavoli kdzépponttal rendelkezs ,két pupt” hullamcsomag? A
részecske maga sem tudja, hogy itt koszal-e vagy kétszaz kilométerrel arrébb?

Ezt a  lehetetlenséget” szoktak kivédeni azaltal, hogy arra gondolnak: a
részecske tudja, hogy itt vagy ott kdszal, csak mi nem. Kozelebbrél: egy szu-
perpoziciot (példaul két ,egy pupt” hullaimcsomagét) keveréknek fognak fel. Ez
azonban mindenképpen kétséges, amint azt 2.4.2-ben lattuk.

A kvantummechanika kézvetleniil nem érzékelhets — mikroszkopikus — objek-
tumok leirasara vonatkozik. Ezért itt a mérés mikéntje alapvets fontossagu elvi
kérdés, amely még ma sincs tisztazva. Rengeteg probalkozas van a méréseknek
a kvantummechanikan beliili megfogalmazasara; ez azonban eleve kudarcra itélt
igyekezet, hiszen, mint azt az altalanos keretek kozott is mondtuk, a mérések
kiviil esnek a modelleken. Marcsak azért is, mert kvantummechanika érvényessé-
gi kdrén kiviil es6 fizikai jelenségeket, objektumokat hasznalnak fel a mérések,
példaul a fényt.

A mérés altalaban ersen befolyasolja a rendszer 1étezésének a folyamatat.
Egy elektron lényegesen megvéltoztatja a palyajat, ha iitkozik egy fotonnal.

Osszefoglalva:

Q-2. Egy rendszeren végrehajtott mérés dltaléban megzavarja (befolydsolja)
a rendszert.

Emiatt megvalaszolandé kérdésekre altalaban nincs felelet.

A kvantummechanika szokésos targyalasaiban elfogadott képzet (s6t olykor
posztulatum), hogy ha egy igen-nem kérdésre a mérés valszt ad, akkor a rendszer
allapota beugrik a vélasznak megfelels allapotba (lasd alabb). Ez a klasszikus
szubjektiv beugrasnak (amikor valdjaban semmi sem torténik a rendszerrel)
az indokolatlan atvitele egy objektiv beugrasra; a mérés sordn ugyan valéban
torténik valami a rendszerrel, hiszen a mérés megzavarja, de altaldban sem-
mi sem indokolja, hogy ez a megzavaris egyértelmtien a rendszer mondott 4j
allapotat valositja meg. Mar csak azért sem, mert a legtobb mérés (példaul
detektorba torténd becsapodas) nem 4j allapotot, hanem 4j rendszert hoz létre.

Sokszor mondjak, hogy kétféle allapotvaltozas van a kvantummechanikaban:
az egyik, a folytonos, amelyet a Schrédinger-egyenlet allapot ir le, a masik a
diszkrét, amikor mérésnél atugrik mas allapotba. Erre nekem az a kérdésem:
honnan tudja a részecske, hogy most nem meérik, tehat folytonosan
kell valtoznia, most meg mérik, tehat ugrania kell? Es az az allita-
som, hogy ha ragaszkodunk ahhoz, hogy ne beszéljiink olyanrél, ami nincs
a modellben, mas széval, minden, amirsl beszéliink, formalizalva legyen a
matematikai modellben, mar pedig ragaszkodunk, akkor vagy hagyjuk el a
beugras képzetét, vagy adjunk pontos definiciét a mérésre (de ez utébbi
eleve kudarcra van itélve).

Legyen P projektor (esemény), és |¢){p| tiszta allapot. Azt mondjak, hogy
ha P bekovetkezik (egy mérésben az igen valaszt adja a megfelels kérdésre, azaz

azaz Py # 0), akkor a rendszer beugrik a % allapotba. Specialisan, ha

P = |9)(¢| (,0 egy fizikai mennyiség sajatvektora”), akkor az 1j allapot |¢) ()]
(,a részecske beugrik a megfelels sajatallapotba’).

Ezért honosodott meg a helytelen 4tmeneti valosziniiség elnevezés is. Valoja-
ban |{,1)|? annak a valészintisge, hogy a ¢ altal jellemzett allapotban a 1 altal
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jellemzett esemény bekdvetkezik, és nem annak, hogy a rendszer a mérésnél
beugrik (dtmegy) a ¢ altal jellemzett allapotbdl a 1) altal jellemzett &llapotba.

3.7. A mechanikik érvényességi kore

A klasszikus mechanika az elsé fizikai elmélet, amely régota igen jol kidolgozott,
pontos matematikai alapokon nyugszik. Nagy sikere arra inditotta el6deinket,
hogy azt higgyék, a vilagot a klasszikus fizika torvényszertiségei igazgatjak. Az
a meggy6zddés alakult ki, hogy a vildg determinisztikus, azaz bizonytalansag,
valosziniség csak a tudasunk hidnyanak a kévetkezménye. Tovabba a folyama-
tok reverzibilisek, ami azt jelenti, hogy egy jelen allapotboél egyértelmiien meg
lehet hatarozni barmely miltbeli 4lapotat.

A Kklasszikus statisztkus mechanika az igen nagy részecskeszamu rendszerek
elméleteként alakult ki. Alapul azt fogadtéik el, hogy a részecskerendszer folya-
matait a Hamilton-egyenlet (Newton-egyenlet) igazgatja, de képtelenség a 10 a
sokadikon adatot mind ismerniink, tehat kénytelenek vagyunk valészintiséghez
folyamodni. A ,molekuléris kdosz” feltételezése és bizonyos elhanyagolasok,
transzforméciok utan a statisztikus mechanika magyardzatot ad az indeter-
minisztikus és irreverzibilis jelenségekre. Ez azonban logikai nonszensz: ha a
kindulési elv determinisztikus és reverzibilis, akkor semmilyen tisztességes ma-
nipulacié nem indokol indeterminisztikus vagy irreverzibilis eredményt.

Epp forditva all a helyzet. A valésagban a folyamatok nem tisztan mechanika-
iak, a részecskék a kolcsonhatasuk soran elektromagneses sugarzast bocsatanak
ki, nyelnek el. Ezek a folyamatok eleve indeterminisztikusak és irreverzibilisek,
sajnos azonban egyel6re nincs egyenletiink a leirasukra. Ha elhanyagoljuk a
sugarzast (amely viszont egy mikroszkopikus részecskékbol allo rendszerben
igencsak jelentGs tényezGje a folyamatoknak), akkor jutunk klasszikusan a de-
terminisztikus és reverzibilis Hamilton-egyenlethez, kvantumosan a Shrodinger-
egyenlethez.

Mind a klasszikus mechanika, mind a kvantummechanika akkor ad jo leirdst,
ha az elektromdgneses sugdrzds (és eqyéb nem mechanikai, példdul gyenge, erds
kélesonhatds) elhanyagolhato.

Ez az elhanyagolas elfogadhaté makroszkopikus testek alkotta rendszerek
esetén, tehat a klasszikus mechanika, a Hamilton-egyenletek érvényességi kore
viszonlyag széles.

Mikroszkopikus testekre azonban ez az elhanyagolas mar csak nagyon specialis
esetkben alkalmazhat6. A kvantummechanika érvényességi kore igen sziik. A
Schrédinger-egyenlet csak akkor ad megfelel§ eredményt, ha a sugarzas kicsi;
ez lényegében csak az alacsony energias szorasokndl, valamint a stacionarius al-
lapotoknal (amikor egyaltalan nincs sugarzas) teljesiil. Ez utobbi szemléletesen
igy fogalmazhaté meg: egy atomban az elektron energia-értékeit — a Hamilton-
operator sajatértékeit — jol adja meg a kvantummechanika; azonban a fény el-
nyelését (az atom gerjesztését) és a fény kisugarzasat (a gerjesztés megsziinését)
mar nem irja le (lasd késtbb).
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3.8. Egyiittes rendszerek
3.8.1. Egyesités, szétbontas

Tapasztalataink szerint a valésdgban eléfordul, hogy kordbban kiilonall6, kol-
cson nem hato részecskék elég kozel keriilnek egymashoz (,megérzik egymaést”),
és kolcsonhatasba lépnek egymassal, azaz egy 1j, egyiittes rendszert alkot-
nak. Forditva is, eredetileg kdlcsonhato részecskék eléggeé eltdvolodva egymastol
megsz{innek kélesonhatni, és igy 4j egyedi rendszereket alkotnak.

Kérdéses, hogyan lehet leirni ilyen folyamatokat. Ami fontos az az, hogy az
egylittes rendszer nem egyszer( Osszetevése az egyedi rendszereknek, illetve az
egyedi rendszerek nem egyszerd szétbontisai az egyiittesnek. Ezt jol lathatjuk
mind klasszikusan, mind kvantumosan, mert a kolcsonhatast leir6 potencial
(ha egyéaltalan leirhato igy a kélcsonhatéds) nem tehetd Gssze egy-pont fizikai
mennyiségekbdl, és az egyiittes id6fejlédése merdben mas, mint kdlestnhatés
nélkil volna.

Ezeket a kérdéseket vizsgaljuk meg most kdzelebbrdl.

3.8.2. Klasszikus eset

Vegyiink két klasszikus rendszert Fi, illetve Fy fazistérrel. Ekkor egy ezekbdl
Josszetett” (idézdjel azért, mert valojaban nem Osszetett, épp az elézdekben
mondottak szerint) egylittes rendszer fazistere Fy x Fy; jelolje pry és pry a
megfelel§ kanonikus projekcidkat. Ekkor

pry B(Fl)%B(Fl XFQ), A1I—>A1 XF27

1:)_1"12 : B(Fg) — B(Fl X FQ), A2 — F x A2

beinjektalja az egyedi eseményeket (Borel-halmazokat) az egyiittes események
kozé; természetesen ezeken til igen sok mas egyiittes esemény is létezik.
Az Ay és As egyedi esemény egylittese (Ay X Fo) N (F1 x Ag) = Ay X As.
Ha {a1} és {a2} elemi egyedi események, akkor

({a1} x F2) N (F2 x {az}) = {(a1,a2)},

vagyis

Helemi egyedi események eqyiittese elemi egyiittes esemény”,

és

Sminden egyiittes elemi esemény elemsi egyedi események egyiittese”.

Ha f, az elss rendszer fizikai mennyisége, azaz Fi-en értelmezett fliggvény,
akkor fi opr, az egyiittes rendszer fizikai mennyisége, és hasonlét mondhatunk
a mésodik rendszerre vonatkozéan. Hogy még jobban lassuk, mir6l van szo,
irjuk fel a fizikai mennyiségek eredeti meghatarozasanak megfelelGen a teljes

inverzeket is:
-1

RS
(Pfl o fl) (Er) = [1(E1) x By,
1 -1 -1
(srso 72) () = Py x £ o)
Vilagos, hogy nem minden, az F} x Fy-n értelemezett fliggvény — példaul az,

amely a kolcsonhatast irja le (ha egyaltalan leirhatoé igy) — ilyen alaka.
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Ha p1 és po az elsd, illetve a méasodik rendszer allapota, azaz F1, illetve Fb
Borel-halmazain értelmezett valészintiségi mérték, akkor a

(1 ® p2) (A1 X Az) := p1(A1)pa(A2)

formulaval értelmezett mérték (kiterjesztve az Gsszes Borel-halmazra) allapot
az egyittes fazistéren. Nyilvinvald, hogy ott nem minden allapot ilyen szorzat
alakd.

Forditva, ha p allapot az egyiittes fazistéren, akkor

—1
Al i—>p1(A1> = (poprl) (Al) :p(A]_ X FQ,

Az > pa(A) = (popry) (42) = p(F X A2)

allapotok az egyedi fazistereken, és altalaban p # p; ® pa.

Igen fontos: kiillonboézé egyiittes allapotokbdl igy szarmaztatott egyedi al-
lapotok megegyezhetnek, azaz a p-b6l szarmazé p; és pe nem hatarozza meg
p-t; ugyanis példaul az egyiittes p; ® po is ugyanazokat az egyedi allapotokat
adja, mint p. Fitikailag ez azt jelenti hogy egy egyiittes allapotot nem tudunk
megallapitani azaltal, hogy csak a részrendszerek eseményeinek valdszintségét
(relativ gyakorisagat) mérjik ki.

Tekintsiik az egyedi rendszerek 0., és d,, tiszta allapotat. Az ezeknek
megfelel§ egyiittes allapot 04, ® dq, = 04,4, Szintén tiszta.

Vegyiik most az egyiittes rendszer d,, 4, tiszta allapotat. Ennek megfelel§
egyedi allapotok,

-1
6a1,a2 opry = 6a17
day a3 © pr12 = da,
szintén tisztak.

Tehat
0z egyedi rendszerek tiszta dllapotainak szorzata az egyiittes rendszer tiszta dl-
lapota”,

Sminden egyiittes tiszta dllapot egyedi tiszta dllapotok szorzata”,
02 eqylittes rendszer minden tiszta dllapotdnak megfeleld egyedi dllapotok szintén
tisztak”.

3.8.3. Kvantumos eset

Vegyiink két kvantumos rendszert H, illetve Hy Hilbert-térrel. Ekkor egy ezek-
b6l ,Gsszetett” (idézdjel mint el6bb) egyiittes rendszer Hilbert-terét Hy ® Ha-nek
tekintjiik oly médon, hogy

h1:79(H1)—>73(H1 (8}12)7 P1I—>P1 ®Ig,

h2 P(HQ)_)P(Hl XHQ), PQHIl XPQ

injektalja be az egyedi eseményeket (projektorokat) az egyiittes esemeények kozeé,
ahol I-k az identitasok (egységoperatorok); természetesen ezeken tul igen sok
més egyiittes esemény is létezik.

A Py és Py egyedi esemény egylittese (Pr @ Io) A (I1 @ Po) = P ® Ps.

27



Ha Py := |p1)(p1] és Py := |p2){p2]| elemi egyedi események, akkor

Pr® Py = (le1)(e1]) @ (lp2){p2]) = [p1 @ p2){p1 ® pal,

vagyis

Helemi egyedi események eqyittese elemi egyiittes esemény”,

de

»de nem minden egyiittes elemi esemény elemi egyedi események egyittese”,

hiszen H; ® Ho nem minden eleme tenzorszorzat alakda.
Ha P (-) az els6 rendszer fizikai mennyisége, azaz P(Hy) értékid projektor-
mérték
(h1 o P1)(E1) = Pi(Ey) ® Iy,
(he 0 Po)(E2) =11 ® Pa2(E»)

az egyiittes rendszer fizikai mennyiségei.

Onadjungalt operatorban gondolkozva projektormérték helyett, az S és So
egyedi 6nadjungalt operatoroknak igy az S; ® Io, illetve [1 ® So egylitttes 6nad-
jungélt operator felel meg.

Vilagos, hogy nem minden, a P(H, ® Hs) értéki projektormeérték (H; ® Ho-n
értelmezett 6nadjungalt operator) ilyen alaku.

Ha W, és W5 az elsé,illetve a méasodik rendszer Gleason-operatora, akkor
W1 ® Wy az egyiittes rendszer Gleason-operatora, és

= TI'((Wl (24 Wg)(Pl (24 PQ)) = Tl“((Wlpl) (24 (WQPQ)) = TY(Wlpl)TI'(WQPQ),

ami azaltal lathato be, hogy ha @1, és @2, az egyes Hilbert-terek ortonor-
malt bazisa, akkor p1., ® w2,m (n,m € N) a Hilbert-terek tenzorszorzatanak
ortonormélt bazisa. Nyilvanval6, hogy nem minden egyiittes Gleasn-operator
ilyen szorzat alaka.

Forditva, ha W Gleason-operator az egyiittes Hilbert-téren, akkor

P Te(W(P, ® 1)), Py = Tr(W (I ® Py))

allapotok az egyedi Hilbert-tereken, tehat van olyan W1 és Wy Gleason-operator,
hOgy TI‘(Wlpl) = TI'(W(Pl ®IQ)) és TI'(WQPQ) = Tr(W(h ®P2)), és altalaban
W # Wi @ Wa.

Igen fontos: kiilonbo6zé egyiittes allapotokbdl igy szarmaztatott egyedi al-
lapotok megegyezhetnek, azaz a W-bél szarmazé Wi és Ws nem hatérozza meg
W-t; ugyanis példaul az egyiittes W1 ® W5 is ugyanazokat az egyedi allapotokat
adja, mint W. Fitikailag ez azt jelenti hogy egy egytittes allapotot nem tudunk
megallapitani azaltal, hogy csak a részrendszerek eseményeinek valdszintségét
(relativ gyakorisagat) mérjik ki.

Részletesen kifejtve a kovetkezdket mondhatjuk.

Legyen W1 := |p1){p1| és Wa|p2)(p2| az elsd, illetve a masodik rendszer
tiszta allapota, azaz Gleason-operator Hi-en, illetve Ho-n. Ekkor, az elemi
eseményeknél mar levezetett formula szerint

W1 @ Wa = |p1 @ pa) (1 ® pal,

vagyis egyedi tiszta allapotok szorzata tiszta egyiittes allapota. Vilagos, hogy
az egylittes rendszer nem minden tiszta allapota ilyan szorzat alak.
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Teljesen hasonléan lathatjuk kevert allapotokra is, hogy

(Z /\1,n ﬁpl,n,><@1,n|> & <Z >\2,m|§02,m><§02,m|> =

= Z A1,n)\2,n|901,n & 992,m><<p1,n & 902,m|-

n,m

Wi ® Wy

Vizsgaljuk meg az egyiittes rendszer egy |¢)(¢| tiszta allapotanak megfelels
egyedi allapotokat. A szoban forgo vektor elgallithato

¢ = ZanSOI,n Q@ Ya.n

n

alakban, ahol ||p1.|| =1 n € N és (p2n,92.m) = Onm (n,m € N), valamint

> lan)? =1
Mivel

(P ® 1) (Z o1 ® 502,n> = (Z o Pror, ® <P2,n> ,

(6, (PL@ I)¢) = > |ap{p1,ns Prprn),

n

vagyis a |¢)(¢| egylittes tiszta allapotnak megfelels els§ egyedi allapot kevert,
amelynek a

Wii= 3 fanPlera)eral v

Gleason-operator felel meg. Felhivjuk a figyelmet, hogy itt a kiilonb6z6 ¢-k nem
sziikségképpen ortognalisak.

Természetesen hasonlé mondhaté a masodik egyedi allapotrol is; akkor ¢-t
ugy allitjuk els, hogy o1 n-ek alkotnak ortonormalt rendszert.

Az is latszik persze, hogy ha ¢ szorzat alaki — azaz csak egy a nem nulla —,
akkor, és csak akkor, az egyedi allapotok is tisztak.

Osszefoglalva:
0z eqyedi rendszerek tiszta dllapotainak szorzata az egyiittes rendszer tiszta dl-
lapota,

Lnem minden egyittes tiszta dllapot egyedi tiszta dllapotok szorzata,

0z egylittes rendszer tiszta dllapotdnak megfeleld egyedi dllapotok akkor és csak
akkor tisztdk, ha az egyiittes dllapot az egyedi rendszerek tiszta dllapotainak
szorzata.

Jegyezziik meg tehat azt a fontos tényt, hogy ha valamiképp szétbomlik a
tiszta allapotban levs egyiittes rendszer egyedi rendszerekre, azok allapota méar
altalaban keverék lesz, ellentében a klasszikus esettel.

Végiil felhivjuk a figyelmet arra, hogy azonos részecskék valami misztikus
kolcsonhatéssal érzik meg egymést, és bonyolultabb eset az egyiittesiik, mert
akkor az egyedi Hilbert-terek szimmetrikus vagy antiszimmetrikus tenzorszorza-
ta szerepel.
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4. A kvantummechanikail mérésekrdl

4.1. Egyszerre mérés?

Valamely mennyiség tobbszori mérésével kapott eredményeink sohasem adnak
egyetlen eredményt, hanem &ltaldban tobb, egyméshoz tSbbé-kevésbé kdzeli
,szort” értékeket. Ennek a jelenéségnek két szélsGséges magyarazata a kovetkezs:

1. A mérend§ mennyiség pontosan meghatirozott értékkel bir, az ered-
mények ingadozasa a méreszkoziink pontatlansaganak a kovetkezménye,

2. A mérgeszkoziink pontos, az eredmények ingadozisa a mérends mennyiség
pontatlan meghatarozottsaganak a kdvetkezménye.

Természetesen lehet — s6t ez a legaltalanosabb —, hogy sem a mennyiség, sem
a mér@szekdz nem pontos.

A modellek felépitésében figyelembe vett tényezéknél hallgatolagosan ab-
szolat pontos mérési eredményeket feltételeziink. Tehat egy fizikai mennyiség
szorasa, ahogy a modellben definidltuk, a fizikai mennyiségnek az adott allapot-
beli hatarozatlansagat jellemzi.

A Heisenberg-féle (3) hatarozatlansagi relaciéban szorasok szerepelnek. Ezért
teljesen vilagos, hogy tarthatatlan a reldciénak az a szokisos értelmezése, hogy
wnem felcserélheté fizikai menniségek egyszerre nem mérhetsk tetszéleges pon-
tossaggal”.

Hangsulyozzuk, ez a hatarozatlansagi relacié téves felfogisa: a valoszintiség
— ezéltal a szoras és a varhato érték is — a méréseken keresztiil a relativ gyako-
risdggal van kapcsolatban, amelynek értelmezése

— mnem szdl egyidejti vagy kiilénidejd mérésrdl,

— elvben pontos méréseket feltételez,

— a szoérés a fizikai mennyiségre vonatkozik és nem a mérés hibajara.

Szokés még tovabb menni, és a pontatlansdgot kihagyva azt is allitani, hogy
,hem felcserélhetd fizikai mennyiségek egyszerre nem mérheték”. Errdl sincs szé
a kvantummechanikaban.

Ezek az alaptalan képzetek sok félreértésre vezettek.

Van viszont egy érdekes eredmény, amely ide kivankozik, mér csak ezért is,
mert a Heisenberg-féle hatarozatlanséigi relaciot leggyakrabban a helyzetre és az
impulzusra emlegetik.

23. Allitas. Legyen Q az L?(R®) karakterisztikus projektormértéke (helyzet) és
P ennek a Fourier-transzformdltja (impulzus); ha E és F korldtos Borel-halmaz,
akkor Q(E) A P(F) = 0.

Szavakban: lehetetlen az az esemény, hogy a helyzet értéke is és az impulzus
értéke is korlatos halmazba esik.

A lehetetlen esemény a modell fogalmain beliil maradva azt jelenti, hogy a
valészintisége barmely &llapotban nulla, vagyis barmely koriilmények kézott az
igen-nem kisérletre a vilasz mindig ,nem”. Ez nem azt, jelenti, hogy lehetetlen
mérni az eseményt, azaz hogy nincs, nem lehet ra igen-nem kisérletet elgallitani.

A fenti megleps eredmény — lehetetlen példaul az az esemény, hogy egy
részecske Eur6paban van és sebességének a nagysiga kisebb a fénysebesség
felénél — nem azt mondja, hogy lehetlen azt mérniink, azt kérdezniink, FEu-
ropaban van-e és a sebessége kisebb-e a fénysebesség felénél, hanem azt, hogy
erre kérdésre a részecske barmely allapotaban a valasz ,nem”.
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Persze tudnunk kell, hogy a modell nem a valésag. Ha esetleg mégis kapunk
sgen” vilaszt a fenti kérdést feltevs kisérletben, az csak a valosag és a modell
eltérését mutatja. Ha az eltérés nem lényeges, nem kell {igyet vetniink ra. Ha
lényeges, akkor valtoztatnunk kell a modellen.

4.2. Méréselmélet?
4.2.1. Igen-nem kisérletek?

Elvben kénnyi beszélni az igen-nem mérésekrdl és relativ gyakorisagrol, gyako-
rlatilag azonban a mérések egészen méasfélék, és a mérési eredményekbdl levont
kovetkeztetések sokszor kétségesek.

Tekintsiik példaul a hidrogénatom energiaszintjeinek mérését. Azt az el-
dontendé kérdést tessziik fel az atomban valamely allapotban levs elektronnak,
hogy ,ennyi az energiaértéked?” Dehogy! Fénnyel bevilagitjuk az alapallapota
hidrogénatomot (valojaban sokat egyszerre, igy valositva meg a sokasagot),
aztdn megmérjiik a kibocsatott fény frekvenciajat és intenzitasit. A kibocsa-
tott fény intenzitasa adja meg annak a valosziniiségét, hogy a frekvencidjanak
megfelel§ energia-érték esemény bekdvetkezett.

Emogé szokas tenni azt a képet, hogy a bevilagitas gerjeszti az atomot, az
ezaltal atugrik egy mésik allapotba (de ez nem a korabbiakban emlitett, a mérés
eredménye altal létrejott beugras!), majd fény kisugarzasa kozben visszaugrik
az alapéllapotba (ez sem olyan beugras), és a kisugarzott fény intenzitasa adja
meg az atugras valészinlségét. Ez igen szemléletes, minden bizonnyal valami
hasonlé torténik, csak a kvantummechanika nem tudja ezt a folyamatot leirni,
amint azt a perturbaciokrol sz6lo alfejezetben latjuk.

Hasonléan, a spinmérésekkel kapcsolatos kdvetkezs, részletesebb vizsgalataink
is azt mutatjak, hogy a valédi kisérletek tavol allnak az igen-nem mérésektsl.

4.2.2. Mérés a modellben?

A kvantummechanika elvi kérdéseinek tisztazasara iranyuld kutatasok egyik f6
fejezete az tigynevezett méréselmélet, amely a méréseket akarja megmagyarazni
a kvantummechanika keretein beliill. A méréselméleti torekvések sorén sza-
mos paradoxon sziiletett, amelyekkel kétségbe vonjak, hogy jé elmélet a kvan-
tummechanika. Pedig csak az ilyesféle méréselmélet helyénvaldsagat tagadjak.
Ugyanis

— a kisérletek, mérések eredményei adjak azokat az intuicidkat, amelyek
alapjén felallitjuk egy elmélet modelljeit, tehat a méréseknek az elméleten beliili
magyarazata fabol vaskarika,

— a mérbeszkozok miikodése nem korlatozodik mechanikai jelenségekre (a
fény mindig szerepet jatszik), mar csak emiatt sem lehetne a méréseket a kvan-
tummechanikai modellek keretei k6zott targyalni,

— a méréselmélet sokszor kodos fogalmakat haszndl, ezért bizonyos jol
hangzo allitasai értelmetlenek.

Végiil egy kérdés: miért nincs méréselmélet a klasszikus mechanikaban, miért
nem akarjak leirni a méréseket a klasszikus mechanika keretei kézott?
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4.2.3. Spinoperatorok

A meérésekkel kapcsolatos szokasos elvi kérdések és kisérletek tobbnyire a spinhez
kapcsoldédnak, ezért most attekintjiilk az ide vonatkozé tudnivalokat az dgy-
nevezett feles spinek esetén.

Minden a € R?, |a] = 1 esetén adott egy a irdnyd S, spinoperator C2-n
ugy, hogy S5y — SpSe = 1Saxp (A := 1) &8 Saatsp = aSq + BSp, specidlisan
S_o=—5.

Minden a esetén S, sajatértékei % és —%, sajatvektorai kifeszitik C?-t. Az
Sg-nak a pozitiv értékd sajatvektorat a szerint ,fel” | a mésikat a szerint ,le”
sajatvektornak nevezziik az elterjedt szohasznélatot kovetve. Természetesen,
ami a szerint ,fel”, az —a szerint ,le”.

Ha v, és v_. az S.-nek ,fel”, illetve ,le” sajatvektora, akkor S, sajatvektorai

Vg = Qi Ve + a_0, Vg = —0_Ve + 0l v_, (%)

ahol az egyiitthatokat Ggy valasztottuk meg, hogy a_ valos.
A Pauli matrixok

(0 1 (0 —3 (10
g1 i— 1 0 ; 09 — i 0 s 03 1= 0 1)

o?+0o3+os+=31

ameyekre

(1 az egységmatrix) és
0109 — 0901 = 03, stb.

teljesiil.
Ha valasztunk harom mer6leges iranyt, és az ezen irdnyt spinoperatoroknak
a Pauli-méatrixok 1/2-szeresét rendeljiik, akkor

1 1 e a—ie
Sa — §(a10'1 + ag09 + a303) - 5 (al + a9 —as .

Vegyiik a * egyenl@ségben szerepl§ c-nek a ,harmadik” iranyt, azaz legyen
Ve = (17O)a Ve = (07 1), ekkor

a1 + tas 1—oasg

Ay = —F/— a_ =
T 20— a) 2

Ebbdl azonnal adédik, hogy

(v, ve)[2 = a1 + tag a? + a3 _1+a3 1+4a-c
o 21 —az)| 2(1-as) 2 2
és 1 ]
(a0} P = =52 = ==

2 2 7
ahol végiil megszabadultunk a secialis irany-elGallitastol, hiszen ag az a irdnynak
a c irnyra valo vetiilete, amit az R3-beli - skalarszorzattal tudunk jol kifejezni.
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Egy feles spint részecske Hilbert-tere H®C?, ahol H egy témegpont Hilbert-
tere, ugy, hogy Q : B(E) — P(H) és P : B(E*) — P(H) a tomegpont helyzete
és impulzusa. Ekkor a részecske helyzete és impulzusa

Q=Q®1, P:=P®1,

a irdnyd spinje -
S, =1I®8S,.
Igen fontos: a helyzet és impulzus létezs fizikai mennyiségek, amelyek kom-
ponensei valamely koordinatarendszerben az

/prkda, /prkdp (k=1,2,3)

onadjunalt operatorok, viszont nincs egy spin fizikai mennyiség, amelynek
komponensei volnanak Si-k, hiszen ezek az operatorok nem felcserélhetsk.
Viszont van spinnagysag fizikai mennyiség: a hirom merdéleges irdnyt spin
négyzetének Gsszege az identitas tobbszordse.

Leggyakrabbban a témegpont Hilbert-terének L2(R®)-t vessziik 1y, hogy
a helyzet a karakterisztikus projektormérték, az impulzus ennek a Fourier-
transzformaltja. Ekkor a feles spinti részecske Hilbert-tere L?(R?;C?) (a C?
értekii négyzetesen integralhaté fiiggvények tere), és ha ¢ : R — C? ilyen
fiiggvény, akkor

(Sa0)(@) = Sal@(x))-

4.2.4. Spinmérés?

Vizsgéljuk meg a Stern—Gerlach-kisérletet, amelyrdl azt szokids mondani, hogy a
spin mérését teszi lehetévé. Azonnal szogezziik le, hogy ez félrevezetd szohaszna-
lat, mert nincs spin fizikai mennyiség.

A kisérlet a kovetkezd. Egy adott spinallapott részecskenyaldbot keresztiil
bocsatanak egy térrészen, amelyben kozelitGleg homogén méagnes mez3 van.
A térrész mogotti ernyén detektdljuk a részecskék becsapodasat, amelyek al-
talaban ket jol elkiiloniils pont koriil koncentralédnak. Ha az egyik becsapodasi
pontnal az erny6t egy masik méagneses mezével helyettesitik, és hatrébb 4j erny6t
helyeznek el, akkkor az 0j ernyén egy vagy két becsapodasi pont lesz attél fiig-
g6en, hogy az Uj magneses mezd parhuzamos-e az eredetivel vagy sem.

Ebbdl arra kovetkeztetnek, a mégneses mezd beugratja a spint a magneses
mezdvel parhuzamos (,felfelé”), illetve azzal ellentétes (,lefelé”) iranyba; a nyalab
eszerint két részre bomlik, a részecskék egy része ,fent” csapodik be, egy masik
része meg ,lent”; a becsapddasok mennyiségi ardanya azt mutatja, milyen volt az
erdeti nyalab spinallapota, vagyis mi a valésziniisége az eredeti spinéllapotbdl
a fel”, illetve a ,le”’ allapotba valdé adtmenetnek. A kép szemléletes, minden
bizonnyal valami hasonlé torténik, de a kvantummechanika nem igy irja le a
folyamatot.

Ugyanis a kisérlet kvantumechanikai leirasa — legalabbis a becsapodéasokig —
jol ismert.

Legyenek v, illetve v_. a mégneses mez§ c irdnyaval parhuzamos irdnyta
spinoperator ,fel”, illetve ,le” sajatvektorai.
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Tegyiik fel, hogy a részecske kezdetben valamely a iranyt spinnek a (x)-beli
v, vektorral leirt sajat-allapotaban van, azaz egy

Y(agve + a_v_c)

térben négyzetesen integralhatoé fiiggvénnyel leirt tiszta allapotban, ahol ¥ egy
hullamcsomag. A Schrodinger-egyenlet szerint a részecske allapotat minden
pillanatban

'L/}+Uc + ¢Jffc

alaku fliggvény irja le. FElég hossza id6 utan ¥, és ¢_ lényegében egy-egy ,
egymistol tavoli kdzéppontd hulldimcsomag szamszorosa. Vagyis, feltéve, hogy
1y és Y_ mar teljesen szétvaltak, seholsem fedik egymaést, az allapotot

Bro+ve + Bp-v_c (s)

irja le, ahol B4 := 1 és By := ||¢+]|.e Az eredmény egy ,két ptpd” hullam-
csomag, egy ,felfelé” spiniranyt és egy ,Jlefelé” spiniranyt hullamcsomag szuper-
pozicidja, vagyis egy tiszta allapot.

Azt mondjak, hogy a Stern—Gerlach-kisérlettel megmérjiik a spint: a ,felfelé”
halad6 nyalabban a ,fel” spinallasu (allapotd) részecskék vannak, a méasikban
pedig a ,le” spinallasuak. Ez az interpretacio, helyesen fogalmazva (azaz keriilve
a spin megmérése, a spin allasa félrevezetd kifejezéseket) akkor lehetne helytallo,
ha az allapot nem a hullamcsomagok szuperpoziciéja, hanem

/Bi|‘p+vc><(p+vc| + 5% |907Ufc> (@,v,c|

keveréke volna.

Mi tobb: a kisérletben nem is spinirdnyt, hanem helyzetet mérink! Pontosan
fogalmazva, a kisérlet nem azt az igen-nem kérdést teszi fel, hogy ,felfelé” all-e
a szoban forgo iranyd spined, hanem azt, hogy itt vagy-e az erny6nek ezen a
részeén.

Vizsgaljuk meg ezt a kérdést kozelebbrsl!

Az el6bbi pontban mondottak szerint egy spines részecske formélisan olyan,
mintha egy H Hilbert-ter tomegpont meg egy C? Hilbert-tert ,spinrendszer”
egyittese volna. Ha csak a témegpont eseményeire kérdeziink ra, példaul a
helyzetének az eseményeire, mint a Stern—Gerlach-kisérletben, akkor a a 3.8.3-
beli (x) eredményt alkalmazva azt kapjuk, hogy a részecske () tiszta allapoté-
nak a tomegpont

BYle ) o] + B2 le-)(p-|

kevert allapota felel meg.

Tehat a helyzetmeérés szempontjabol valéban gy tlinik, mintha szuperpozi-
ci6 helyett két hullamcsomag keverékével volna dolgunk.

Hasonloan, ha valoban csak a spiniranyt mérnénk (de nem tudok ilyen kisér-
letrol), akkor — — a spiniranyra a

ﬁi |UC> <U0| + 53 ‘Ufc> <U76|

kevert allapotot kapnank.

Hogy egy tiszta dllapot miként jelenik meg nekiink kevertekként, ha csak egy-
egy oldalrél vizsgaljuk, nehezen (vagy sehogysem?) foghato fel a klasszikusra
edzett agyunkkal.
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4.2.5. Spinkorrelaciés kisérlet

Tekintsiink két feles spinti részecskébdl Gsszetett rendszert, és egyeldre vegyiik
ugy, a szokdsnak megfelelGen, mintha a spin-eseményeken kiviil semmi més ese-
ményiik nem volna, vagyis a Hilbert-tér C? @ C2.

Az a iranyu Osszspin S, ® 1 +1® S,.

Egyszerien meggy6z&dhetiink arrél, hogy minden a és c irdny esetén

1 1
ﬁ(va RVUeg — Vg ®Vq) = E(vc RU_e —V_e @ V).
Ez az Osszetett vektor minden irdny 6sszspinnek nulla sajatértéki sajatvek-
tora. Az ennek megfelels tiszta allapotot szokés szinglettnek nevezni.
Most v, ® v, egységvektor kifeszitette altér az az esemény, hogy a ,bal oldali”
a irdnyu spin értéke is, a ,,jobb oldali” ¢ irdnyu spin értéke is pozitiv (azaz ,fel”).
Ennek az eseménynek a valészintsége a szinglett allapotban
1 1 l—a-c
7|<’Uc RU_e —V_c® Vey Vg & /Uc>|2 = *‘(U,C, Ua>|2 e — (*)
2 2 2
a 4.2.3 formulai szerint.
Az a = c eset a két oldalon a c irdnyu ,fel” spinértékek eseményének a

valosziniiségét adja; ez nulla. Az a = —c eset a jobb oldalon a c iranya ,fel” és
a bal oldalon a c iranyu ,le” spinértékek eseményének a valdszintiségét adja; ez
1/2.

Teljesen hasonléan, két oldalon a c irdnyd ,le” spinértékek eseményének a
valészintisége nulla, és a jobb oldalon a c irdnyi ,le” és a bal oldalon a c¢ iranya
Jfel” spinértékek eseményének a valoszintisége 1/2.

Osszegezve: nulla a valoszintisége a két oldalon azonos iranyu spinértékek
eseményének, és 1 a valoszinilisége a két oldalon ellentétes iranyu spinértékek
eseményének.

A szokasos kisérletben két feles spinii részecske szinglett allapotban indul
egy ,forrasbol”, az egyik ,,jobbra”, a mésik ,balra”; az egyik athalad egy c irdnyt
méagneses mez6n, a méasik egy a irdnytn, és aztan szamlaljdk egy-egy ernyén az
egyideji ,fenn-fenn” és  fenn-lennnnak a a gyakorisigit szamlaljik. Az ered-
mények igazolni latszanak a (x) értékeket.

Targyaljuk pontosan a kisérletet! A kezdsallapotot

w«)w(e)%(va@v,a—v,a@va) - % ()00 @B g ()00 @(—)e]

irja le, ahol ¥ egy hullmcsomag, és <, illetve — a ,bal”, illetve ,jobb” oldali
részecske helyzet-valtozojat jelképezi.

Haladjon at a ,bal oldali” részecske egy a irdnyt méagneses mezén, a ,,jobb
oldali” egy c irAnytan. Ekkor, mint az el6z6 pontban lattuk, az idé mulasaval az
allapot

1
7 [p1 e ® (P )v—c + 9 (=)ve) = - (-0 @ (p+ (Ve + - ()v—c)]

allapotta fejlodik.
Az egyiittes rendszernek az az eseménye, hogy a ,bal oldali” részecske a
irAnyd spin értéke is, a ,,jobb oldali” részecske c irdnyu spin értéke is pozitiv
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(azaz fel”), barhol vannak is a részecskék, (I ® |vg)(vq|) @ (I ® |ve)(vc|). Ennek
valoszintsége barmely pillanatban a (x) érték.

Eddig rendben van. Csakhogy, mint a Stern—Gerlach kisérletben is, nem
spinirdnyt mériink, hanem helyzetet. Legyen Py (+) és Py (—) az az esemény,
hogy a ,,bal oldali” részecske, illetve a ,,jobb oldali” részecske a ,fels§” térrészben
van. Ekkor (Py <) ® 1) ® (Py(—) ® 1) az az esemény, hogy az egyiittes
rendszerben a mondott térrészben vannak, tekintet nélkiil a spiniranyokra. En-
nek az eseménynek a valosziniisége, elég idd elteltével, vagyis a fenti allapotban
ugyancsak a (x) értek.

Vagyis a helyméréssel megkapjuk ugyanazokat a valészintiségeket, mintha
spinirdnyokat mérnénk, amire, egyel6re nincs mddszeriink. Hangsdlyozom, két
okbdl is rossz a kisérlettel kapcsolatban a szokasos széveg, miszerint megmérjiik
a részecskék spinjét ilyen-olyan irdnyban. Az els6 csak a mar emlitett félrevezetd
fogalmazasi hiba; helyesen tgy hangzana, hogy mérést végziink ilyen-olyan
spinirdnyokra vonatkozoéan. A masodik azonban lényeges: nem spiniranyok,
hanem helyzetek mérése torténik a kisérletben.

4.2.6. Paradoxonok?

A kvantummechanikéval kapcsolatban megfogalmazott paradoxonok a fogalmak
tisztazatlansagabol, az elméletnek a hatarain tali alkalmazasabol erednek.

Az tigynevezett méréselméleti paradoxon arrél szol, hogy a kvantummechani-
kai unitér (Schrodiger-féle) allapotfejlédés szerint ,a mérés elvégzése utan a
mérdeszkéz nem egy meghatarozott mutatéallasa allapotban marad vissza, ha-
Ezt a ,,paradoxont” feloldja az allapotbeugras szokasos, de elfogadhatatlan képzete,
amir6l mar korabban szot ejtettiink.

A mutatéallasi paradoxonnak Schrodingertél szarmazo meghokkentd meg-
fogalmazéasa, amikor a mutatd egy macska, amelynek két  allasa” van: ,¢l6”
és ,halott”, és a mérés eredménye ezeknek az allasoknak megfelel§ allapotok
szuperpozicidja (amely szerint a macska egy kicsit €l is, meg nem is). Azon
tal, hogy egy macska nem mechanikai rendszer, itt nagyon jol latszik, hogy
az allapot hétkoznapi, egy egyedre vonatkozé értelmét — mint példaul diihos,
j6 kedvi, lazas, ittas, €16, halott stb. — keverik 6ssze a kvantummechanikai,
sokasdgra vonatkozé allapotfogalommal, amely egy valoszintiségi mérték. Ez
sok maés érvelésben is tetten érhetd,

Beszélni sok mindenrdl lehet. De komolyan csak akkor lehetne venni az efféle
meggondolasokat, ha legalabb egy konkrét kisérleti berendezésnek felallitanik a
kvantummechanikai modelljét (mint ahogy példaul a hidrogénatomét): melyik
konkrét Hilbert-térben mik a mutatéallasok mint események, illetve allapotok,
konkrétan hogyan jatszodik le a mérés. Ez nem megy, mert a méréberendezések
vastagon nem csupan mechanikai rendszerek. Persze, hogy a kvanummechanika
nem irja le az érvényességi korén kiviili jelenségeket, nincs ebben semmi para-
doxon.

Tegyiik fel Gijra a kérdést: miért nem akarjak targyalni a mérést a klasszikus
mechanika keretein belil? Ott le lehet irni azt, hogy a mérdeszkéz mutato-
ja veégiil megall egy meghatarozott pozicidban? Dehogy! A potencidlokkal
leirhato hatéasok, kblcsénhatéasok esetén a klasszikus id6fejlédés sem eredményez
egy végallapotot, és egy mérGeszkozben lejatszodd folyamatok kiviil esnek a
mechanikin. A kvantummechanika a potencidlok esetén alkalmazhaté klasszikus
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kanonikus formalizmusra alapozédik:

helyzet és impulzus alkotta fazistér — helyzet és impulzus felcserélése,

Hamilton-fiiggvény — Hamilton-operétor,

Hamilton-egyenlet — Schrédinger-egyenlet.

Miért varnank, hogy a kvantummechanika jobb a mérések tekintetében, mint
a klasszikus mechanika?

Es tjra hangstlyozzuk, hogy a méréseknek a kvantummechanikan (és ter-
mészetesen a klasszikus mechanikéan) beliili megfogalmazas eleve kudarcra itélt
igyekezet, hiszen, mint azt az altalanos keretek kozott is mondtuk, a mérések
kiviil esnek a modelleken.

Az Einstein—Podolsky—Rosen-paradoxon (egyszerd atfogalmazasbhan) a spin-
korrelacids kisérlettel kapcsolatos.

Az el6z6 pont eredményeit a mérések igazoljak. Azt, hogy az ellentétes
irAnyu spinértékek biztosan bekiovetkeznek, igy interpretaljak:

Ha a bal oldalon ,fel”, akkor a jobb oldalon ,le” és ha a bal oldalon ,le”, akkor
a jobb oldalon ,fel”.

Tovabba ebbdl azt kovetkeztetik, hogy

Ha csak a bal oldalon mériink és az eredmény ,fel”, akkor biztos, hogy a jobb
oldalon ,Jle”.

Ez utobbi szerint informéciot szereztiink a jobb oldalrdl egy bal oldali mérés-
sel; sz6 szerint idézziik Penrose: A csaszar 0j elméje cimi konyvének ide vagod
részletét (E:=bal, P:= jobb):

,Feltehetjiik, hogy el6szor az E-méré mikodik. Ekkor (értsd: ezutan) a
P-mérd olyan részecskét észlel, amelynek a spinallapota ellentétes az E-mérd
altal észlelttel.” | Az E-mérés megvalasztisa befolyasolja a P-eredményeket.”
LY2Amikor az E spinjét mérjiik, az allapotvektor gy ugrik, hogy a P-nek mér van
hatarozott spinallapota.”

A probléma elsGsorban a fenti eleve hibas interpretaciéban van. A kisérlet
eredménye nem az a ,ha ... akkor”, ,el6szor ...azutan” amit mondanak, hanem
az, hogy

A bal oldalon ,fel” és a jobb oldalon ,le¢” egyideji kérdésre ugyanannyi az
igen (és a nem) valasz, mint a bal oldalon ,le” és a jobb oldalon ,fel” kérdésre.

A konkrét kisérletek valoban egyidejii becsapddasokat szamolnak.

Masodsorban hibés a mérésekre vonatkozo, a klasszikus beidegzédésbél ereds
kovetkeztetésiik, mert az egy oldali kérdésekre adott valaszok alapjan semmi
sem éallithato a két oldali kérdésekre adott valaszokrol. A mérések bonyolult
beavatkozasok a rendszerbe, amelyeket nem lehet a kvantummechanika keretein
beliil leirni; az egy oldali mérés is szétszakitja az egylittes rendszert, ki tudja
hogyan, ezért semmit sem allithatunk arrél, mi lesz a méasik oldalon az egyik
oldali mérés utan.

Az emlitett interpretacidkra alapozodik az ugynevezett ,realitas-kritérium”,
amelyet az Einstein—Podolsky—Rosen-cikkben a kévetkezdképpen fogalmaztak
meg;:

,Ha egy fizikai mennyiség értékét teljes biztonsaggal (1 valosziniiséggel) meg
tudjuk josolni anélkiil, hogy a rendszert barmilyen médon megzavarnank, akkor
létezik a valésdgnak egy eleme, amely e fizikai mennyiségnek felel meg.”

Az olvasora bizzuk, probaljon meg pontos értelmet adni az (1 valoszindségii)
Steljes biztonsagnak”, a ,megjosolasnak”, a ,yvalosdg egy elemének”. Ha nem
sikeriil, ne magat okolja.
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Felvetik a kovetkez6 zavarba ejtd (és meg nem valaszolt) kérdést is: a relativ-
itdselmélet alapjan nincs abszolit egyidejtiség, ezért ha egy megfigyels szerint a
bal olali mérés torténik el6bb, akkkor egy megfelel§ mésik szerint a jobb oldali;
melyik mérés okozza hat a beugrast?

Elgszor is nem megfigyel6t kellene itt mondani, hanem szinkronizéciot (ugyan-
is egy megfigyel6 nem csak a standard szinkrinizaci6jat hasznalhatja, hanem
akarmely masikat, de ez elsikkad a szokasos targyalasokban). Masodszor viszont,
a beugrast félretéve, a mi szempontunkbdl is fontos a szinkronizicié kérdése,
hiszen egyidejii mérésekrél beszéltiink. A valasz egyszerd. Elfogadva az impulzus-
megmaradast, az egyes részecskék azonos nagysagu, elentétes iranyd impulzusat
tehetjiik fel. Legyen a két részecske azonos témegd. Hasznaljuk azt a szinkro-
nizaciot, amelyben a sebességiik is azonos nagysagu (ez a annak a megfigyelének
a standard szinkronizéacidja, amelyben a kisérleti berendezés nyugszik). A két
oldalon az ernydk legyenek azonos tavolsagra a forrastol.

Ehhez kapcsolodva felvetik azt a kérdést is, hogyan tudnak az egyméstol
esetleg nagyon tavol levé részecskék ,Osszebeszélni”: ha bal oldal igy, akkor a
jobb oldal agy?

Megcsinédltak a kisérletet akként, hogy a jobb és bal oldali mérés egyide-
jliségének pontossagat meghaladéan olyan tavol legyenek egyméstol az ernydk,
hogy fénysebességnél gyorsabb informacié-sebesség kellene az dsszehangolt fele-
lethez, és igy is ugyanazokat az eredményeket kapték.

Ezt ugy szoktak megfogalmazni, sériil a lokalitas. A realitas-kritériummal”
egylitt pedig ezt mondjak (Penrose): ,ellentmondas van a természet egy lokalis,
realisztikus képe és a kvantummechanika eredményei kézott”.

Mi a természet realisztikus képe? Ahogy azt Moricka elképzeli?

A Jha ... akkor” interpretacidjuk szempontjabél valdban kiilonds, hogy a
részecskék egyeztetik a viselkedésiiket. Viszont az idézett helyes értelmezés sze-
rint teljesen kézenfekvs az eredmény: az lenne furcsa, ha példaul a /bal oldalon
Jfel” és a jobb oldalon ,Je”/ kérdésre tobb lenne az igen, mint a nem valasz.

Es még egy fontos koriilményt kell figyelembe venniink. A fénysebessére
vonatkozo6 ismereteink is klasszikusak: egy objektumtoél egy masikig semmilyen
hatas nem terjedhet gyorsabban a fénynél. Azonban a két részecske egyiittese
egy objektum egészen adig, mig valami tragédia (becsap6das az ernyére) szét nem
valasztja Sket. Ez az egységes objektum egészen més lehet, mint azt klasszikus
elképzeléseink sugalljak. Ezek egyiitt valami olyat ,tudhatnak”, amit nem is
sejtliink. Példaul azt, hogy beliil a kolcsonhatas terjedése masként torténik,
mint gondoljuk. Es ezzel nagyon jél ala lehet tamasztani

4.2.7. Rejtett paraméterek?

Felvet6dott az a gondolat, hogy a kvantumvalészintiségnek a szokasostol eltérd,
alapvet$ furcsasiga, hogy nincsenek szordsmentes allapotok, csak azért jelenik
meg, mert a  kvantummechanika a fizikai rendszerek nem teljes leirdsat ad-
ja’, vagyis bizonyos koriilményeket nem vettiink figyelembe, ,rejtve” marad-
tak. Ezért sokan probalkoztak azzal, hogy ugynevezett rejtett paraméterek
bevezetésével egészitsék ki a kvantummechanikat tgy, hogy a klasszikus val6szi-
niiségszamitas keretei kozott legyen térgyalhato. A prébalkozasok és bizonyos
eredmények rendszerint konkrét esetekben adott eseményekre és egyetlen allapot-
ra (példaul spinkorrelacios kisérlet) vonatkoznak. Ez szinte semmitmondo.
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Nem talalkoztam azzal, hogy altalaban pontos definiciét adtak volna arra,
mit jelent a kvantummechanika rejtett paraméteres elmélete. En itt vazolok egy
termésetesen adodé értelmezést, amely gy latszik, nem lehetséges. Ez persze
nem zarja ki egy lehetséges értelmezés létezését.

Ugy képzeljiik, hogy minden kvantummechankai rendszer esetén van a ,hat-
térben” egy klasszikus esemény-struktira, amelynek csak bizonyos eseményei
azok, amelyek megjelennek kvantumosan. Vilagos, hogy a kvantumos meg a
klasszikus halomitveletek kozott kapcsolatnak kell lennie. A rendezés nyilvan-
valdan meg kell, hogy egyezzék a két esetben. Az 687 meg a ,vagy” miiveletek
azonban nem lehetenek egyenlSk a két esetben, mert akkor a kvantumos is dis-
ztibutiv hal6é lenne. Minthogy az ,@s” az legnagyobb alsé korlatot jelent, az
tehets fel, hogy a hattérben van nagyobb alsé korlat, mint az el6térben. Hason-
16 fogalmazhaté meg a ,yvagy” miiveletre. Ezekbdl rogton adodik egy Gsszefiiggés
a komplementer-eseményekre.

Osszefoglalva, altalaban a kovetkezoképp fogalmazhatunk.

Legyen adott egy nem disztributiv £ ortomodularis o-halé. Egy egy A
halmaz-o-algebra az L rejtett paraméteres kiegészitése, ha létezik egy h: L — A
injekci6 ugy, hogy

(i) ha a <b, akkor h(a) C h(b),

(11) h (\/nEN CL,,,) - UnEN h’(a")7

(iii) b (/\nEN GN) C Npen Mlan).

(iv) h(al) C h(a)®,

(v) Ran(h) generalja A-t.

Az nem latszik azonnal, lehetséges-e ilyen konstrukci6é vagy sem.

Tovabb lépve viszont annak is teljesiilnie kell, hogy az L-en értelmezett min-
den p valoszintisgi mérték (allapot) esetén létezik az A-n értelmezett P ugy,
hogy p=Poh.

Ez mér lathatéan problematikus. Ugyanis az elézek szerint, ha a és b
egymast kizaro események, akkor, amint azt el is varjuk, h(a) és h(b) is kizarjak
egymast, mert ha b < a', akkor h(b) C h(at) C h(a)®. A feltétel szerint tehat

p(a) +p(b) = p(aVb) = P(h(a Vb)) > P(h(a) Uh(b)) =
= P(h(a)) + P(h(b)) = p(a) + p(b),

ezért a < helyett is egyenl@ségnek kell allnia, ami kétséges, hogy teljesithetd.

Ez azonban még nem minden. Hiszen egy modellhez még hozza tartoznak a
fizikai mennyiségek is. Ha u : B(T') — L fizikai mennyiség, akkor h o u is az kell
legyen, vagyis példaul

h(w(E)) Uh(u(F)) = h(u(EUF)) = h(u(E) vV u(F)) D h(uw(E)) Uh(u(F))

kell, hogy teljesiiljon, tehat a D helyett egyelGségnek kell allnia, ami végképp
kétséges, hogy teljesithetd.

Szerintem le kell mondanunk arroél, hogy a vilag a kasszikus elképzeléseink
szerint miikédik, azaz arrdl, hogy valéjdban nincs véletlen, csak a tudasunk
hianya miatt érezziik gy, van. Le kell szamolnuk azzal a hittel (Einstein) hogy
,az Isten nem kockajatékos”.
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4.2.8. Mirdl van sz6?

Idéziink néhany részletet egy méréselmélettel foglalkozé miibdl annak illusztrala-
séra, hogy pontos meghatarozas nélkiili fogalmak tévitra vezetnek.

»Tekintsiik a kovetkezd példat: egy kalapbdl dobdkockakat huzunk, majd
dobunk veliik. Jeldljik a ,,dobas” eseményt D-vel, az ezt kdvet6 hat lehetséges
kimenetelt pedig (1), (2),...,(61)-tal. Tegylk fel, hogy a megfigyelt relativ
gyakorisagok alapjan azt allapitjuk meg, hogy p((1) | D) = 0,05 ...

A formula mutatja — de més helyen a szerzé mondja is —, hogy itt feltéte-
les valoszintségrdl van sz6: a | jel el6tti eseménynek az uténa levs esemény
meghatarozta feltételes valoszintiségérdl.

A klasszikus valoszintiségek korében a feltételes valoszintiség jol definalt fo-
galom, amirdl tudni kell:

— a feltételnek eseménynek kell lennie,

— barmely nem nulla valdszintségii eseménnyel értelmezhetd minden ese-
mény feltételes valdszintsége.

Tehat az idézetben egy kimenetel is esemény, a dobés is esemény. De akkor
esemény kell legyen az ,egy vagy dobas” is. Ertelmes ez? Tovabba a ,dobas”
valosziniiségének is definidlva kellene lennie; hogyan?

»Azt is mondhatnank, hogy egy kocka az eldobas el6tt rendelkezik egy tulaj-
dosdggal, mondjuk a ,2” tulajdonsiggal .... Jeldljiik azt az eseményt, hogy a
kihuzott kocka ,,2” tulajdonsagu, (2)-vel.”

A tulajdonsag is esemény? Akkor van olyan esemény is, hogy ,kettes tulaj-
donsig vagy dobas”?

A kvantum-valoszintiségek korében a feltételes valoszintség sokkal sziikebb
értelm:

— a feltételnek eseménynek kell lennie,

— barmely nem nulla valészintiségii eseménnyel csak a vele kompatibilis
események feltételes valoszintisége értelmezhetd.

Idézziink ezutan egy kvantummechanikira vonatkozo eszmefuttatést:

»A kisérlet minden egyes megismétlése soran létezik a valdésig egy olyan
eleme, a rendszernek fennall egy olyan (a;) tulajdonsaga, amely egyértelmtien
determinélja mérés (a;) kimenetelét, azaz egy valoszintséggel (a;) eredményt
kapunk, ha végrehajtjuk a megfelels a mérést, tehat p ((ai> | {a;) A a) =17

Ki tud értelmet adni az ,,(a;) tulajdonsag és a mérés” eseménynek? Es vajon
ezzel kompatibilis-e az (a;) esemény?

Végill egy nagyszeri idézet J. S. Bell-t6l], akit nagyon foglalkoztatott a kvan-
tummechanika alapos megértése.

,Hogy lehet, hogy komoly emberek komolyan vettek olyan axiémékat, melyek
mara mar teljesen indokolatlannak tiinnek? A tévedés, gy sejtem, a ,mérés”
szonak a kortars elméletekben torténd végzetes félreértésébdl fakad. E sz6 erGsen
azt sugallja, hogy a mérés soran valamilyen dolognak valamilyen elGzetesen
létez6 tulajdonsagat tarjuk fel, s hogy az ehhez hasznalt barmiféle berendezés-
nek csupén passziv szerepe van. A kvantummechanikai kisérletek éppen hogy
nem ilyenek, mint azt — mindenekel&tt Bohrtél — megtanulhattuk. A mérés ered-
ményére ugy kell gondolnunk, mint a ,rendszerbdl” és ,;méréberendezésbsl” &ll6
teljes kisérleti elrendezés produkcidjara. A ,mérés” helytelen hasznalata azonban
kénnyen oda vezet, hogy ezt elfejetjiik, és azt varjuk, hogy a ,,mérési eredmények”
valamiféle egyszerii logikinak engedelmeskednek, amelyben a mér&berendezés
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emlitésre sem keriil.... Meg vagyok gy6z6dve arrél, hogy a ,ymérés’szé méara oly
mértékben meg lett erdszakolva, hogy az egész szakteriilet jelentds fejlédését
eredményezné, ha egyszertien megtiltandk a hasznalatat, és helyette példaul azt
mondanank, hogy  kisérlet”.”

Ehhez csak annyit teszek hozza, hogy az ,allapot” szét is olyan félrevezets
jelentésben hasznaljak (lasd a 4.2.6 pontot), hogy a helyett is mas sz6t lenne jo
alkalmazni; csakhogy a tiltas és dtnevezés nem oldana meg semmit, ugyandgy,
mint az, hogy cigany helyett roméat kell mondani.

5. Néhany tovabbi kérdés

5.1. A perturbaciészamitasrol
5.1.1. Attekintés a szokasos targyalasroél

Van egy H alap-Hamilton-opertor, amihez jarul egy K &lalaban id&tdl fiig-
g6 perturbécio, vagyis a tényleges Hamilton-operator H + K, a Schrodinger-
egyenlet ¥ = —i(H 4+ K)v.

Legyenek ¢,-ek a H sajatvektorai az E, sajatértékkel. A Schrédinger-
egyenlet megoldésa

w(t) = chLe_iEMtgpm
m

alaki lesz. Ezt az alakot behelyettesitve az egyenletbe (feltéve, hogy a végtelen
Osszegzés és a differencialas felcserélhetd),

én (t) =i Z Knm (t)cmei(E'”fE"")t (4)

adodik, ahol Ky (t) := (¢n, K(t)em) (persze feltéve, hogy minden ¢, benne
van K (t) értelmezési tartomanyaban minden ¢-re). Ennek a differencidlegyen-
letnek a megoldasat fokozatos kozelitéssel probaljak megtaldlni. Nevezetesen,
valamely c£2> kezdd Allapotot a jobb oldalba betéve a bal oldalon megkapjuk
az els6 kozelités derivaltjat, ¢\ -t, mint az id6 konkrét fiiggvenyot, amibol in-
tegralassal adodik maga az els kozelités. Ezt betéve a jobb oldalba, kapjuk a
bal oldalon a masodik kozelités derivaltjat, mint az id6 konkrét fliggvényét,
és igy tovabb. Altaldban a kezdd allapotnak egy @.-t vesznek, azaz (azaz
ca(0) = 1, a tobbi egyiitthato nulla), és azt mondjak, |2 a v,-be valo
atmenet valoszintsége (noha, mint tudjuk, sz6 sincs atmenetrol) a k-ik kizelités-
ben.

Kiilonosen latvanyos az id6tél fliggetlen perturbécio esete, amikor egyszeriien
ki lehet integralni a kozelits lépéseket. Lassuk a ,folklort”!

Ekkor
—cos(Fy — Eg)t

(En — Eq)?

1. ,Ez a kifejezés akkor vesz fel nagy értéket, ha F, = E,. Szamottevs

1
et ()] = 2| Kpnal®

(Az energiamegmaradas tételérdl az allapotegyenlet automatikusan szamot ad).”

2. ,El6fordul, hgy nem egy kiszemelt sajatallapot érdekel benniinket, hanem
megelégsziink annak ismeretével, hogy mi a valésziniisége bizonyos tipusa al-
lapotok barmelyikébe torténs atmenetnek. Ennek kiszamitasanal a benniinket
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érdekls 6sszes végallapotra 6sszegezni kell:”

1 —cos(E; — E,)t
W= "1V = 2lKi? (El(_E E )t
l 1 @

LKiilonosen ez a helyzet akkor, ha a lehetséges végallapotok igen stirtin (egymas-
hoz megkiilonboztethetlentiil kozel) helyezkednek el, vagy esetleg folytonos sokasé-
got alkotnak. Ilyen esetben p(l)dE; jeldlje azon allapotok szaméat, amelyek a
benniinket érdeklk koziil a dE; intervallumba esnek.” Ekkor

E//
1 —cos(E; — E,)t
W =2 K, |? E))dE;.
ol gy EE

3. Ezutan p(E;)-t p(E,)-val kozelitve, az x := W 1 integralasi valtozo
bevezetésével

(B"=Ba)t | _ cos 2
W = t|Ki|%,_g, p(Ed) / — —du
(E'—Eq)t T
adodik.
4. Térjink at a t — oo hataresetre.” Ekkor az integral értéke 27, tehat

W = 2| Kif%,_ s, p(Ea).

5. Ebbdl ,az idGegység alatt bekdvetkezs atmenet valdszintiségeként a kovet-
kez6 eredmény adodik:”

W
Jim = = 27| Ki[, g, p( ).

Elemezzziik, mirdl is van sz6 a fentiekben.
1. Ez Ggy értelmes, hogy a kifejezésenek a hatarértékét kell venni, mikdzben
E,, tart F,-hoz. Az eredmény

lcD(t)]? = |Kpa|*t> ha E, = E,. (5)

Az stmenet valészintiség t>-tel aranyos.

2-3-4. Ez a kodosités azért kell, hogy egy t-t lecsaljanak, vagyis az dtmenet
mar csak t-vel latszik ardnyosnak. Kiilonosen indokolatlan a 4. hizas, hiszen a
differencidlegyenlet fokozatos kozelitéssel valé megoldasa azt jelenti, hogy min-
den egyes lépés az elGtte vald 1épés eredményébdl kiindulva egy ,kis id6 multaig”
érvényes eredményt szdrmaztat; tehat az els kozelités a kezdeti idGpont — a nul-
la — egy kornyezetében hasznalhaté csak.

5. Ez meg azért kell, hogy még egy t-t lecsaljanak, és egy szépnek mondhato
eredmény &lljon elS. De ha az idGegységre esé dtmeneti valoszintiség konstans,
akkor, hidba minden, elég nagy id6 eltelte utan a valdszintiség nagyobb lesz
1-nél.

5.1.2. Egy kozelités nélkiili példa
Legyen a Hilbert-tér C?, E,a > 0, w <0, és

-E 0 O 0 elwt 0
H=| 0 FE 0 ], K:i=a|e ™ 0 et
0 0 —-FE 0 eiwt 0
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A Schrodinger-egyenletbél az (4) formula szerint az

icy = a6262(7w+2E)t7

icy = aclez(w—QE)t + acget(w—QE)t,
ic3 = qegel (W T2t

egyenletrendszer adodik.

Ez viszonylag egyszertien megoldhato, a 26 := 2E — w és \ := /8% + 2a?
jeloléssel a
c1(0) =1, ¢2(0) = c3(0) = 0 kezdeti feltétellel

ci(t) = 1 <1 +ez—/3t/\cos>\t )\iﬁsin)\t) 7

co(t) = —ie?t % gin At,

1 Ncos Bt — iBsin M
C3(t):2<_1+ezﬁt cos 3 )\Zﬁbln ))

amibgl

. . 9
|Cl(t)|2 — % ((COS)\t—FCoSﬁt)Q + (/\Slnﬁti\-ﬁbln)\t) ) 7

3] _ 2 2
les ()] = 1 ((COS)\t — cos Bt)? + (/\Mnﬁt . ﬁbln)\t) ) .

Az Atmeneti valoszintiségek” a A és 8 altal meghatéarozott peridodikus fligg-
vények Osszegeként all eld.

Erdekes a speciélis eset, amikor a perturbalé frekvencia éppen az energia-
szintek kozotti kiilonbség — w = 2F, azaz 3 = 0, tehat A = v/2a —; ekkor az
Yatmeneti valészintiségek” tisztan peridodikusan valtoznak, :

1 1 1
le1(1))? = 1(1 +cosAt)?, e(t)? = isin)\zt, les(t)])? = 1(1 — cos \t)2.

Szokasos szoveg: ha a hidrogénatomot bevilagito fény energiaja (frekven-
cidja) épp egy energiaszint-kiilonbségnyi, akkor az elektron atugrik a megfelels
szintre”. Errél szé sincs; még arrél sem, hogy ide-oda ugral, hanem arrol, hogy
vacillal (oszcillal) az Gsszes szint kozott.

5.2. A klasszikus és kvantumos allapotfogalom
szemléltése

Tekintsiink egy klasszikus, illetve kvantumos eseményrendszert, amelyet négy
kilonbozd elemi esemény feszit ki:

B:=Borivas, S:=Sorivas, K:=Kolaivas, T:=Tonikivas.

Allapoteldkészitések: az egyetem épiileteiben megszolalnak a hangszorok, és
felhivjak a hallagatokat harom kiilonféle alkalommal, hogy gyiilekezzenek az
auldban mert
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I:= Ivaszat lesz,

Sz:=Szesziviszat lesz,

Bi:=Borivaszat lesz.

Tehat haromféle allapotrél van szo.

Osszegytilik — a szemléltetés kedvéert az ivas tekintetében ugyanolyannak
feltételezett — hallgatok sokasidga. Mérés végrehajtasa: Bort innal? Sort in-
nal? stb. eldontendd kérdések. A vélaszok relativ gyakorisagaval adédnak az
események valoszintiségei a haromféle allapotban.

Klasszikus eset: a hallgatok abszolut pontos elhatirozassal érkeznek: amint
meghallottak példul, hogy iviszat lesz, eldontotték, mit fognak kérni. Tme a
val6szintiségek:

-|/B|S|K|T
I [T I [1T
4 | a |3 | 3
Sz|5[3]0]0
Bij1]0]0]|0
Tovabba
- | Bvagy S
I I
2
Sz 1
Bi 1

Az els6 két allapot kevert, a harmadik tiszta. Ehhez nem kell magyarazat.

Kvantumos eset: a hallgatok semmilyen el6zetes elhatarozast nem tettek,
dontésiiket az elhangzo kérdés pillanataban hozzak meg. Ime a valészintiségek:

- /Bl S| K|T
I [T T[T 1T
SRR
9 9
AR R
Magyarazat:

I : értelemszerd.

S7Z : szesziviszatra vannak felkésziilve, ezért, amikor meghalljik valamelyik
szeszre vonatkozo kérdést, erdsen hajlanak az igen vélaszra; a szeszmentesre
vonatkozo kérdés meglepi Gket, mert nem arrol volt szo, de néhanyan azt gon-
doljak, miért ne ihatndnk mast is.

Bi: borivasra vanak fekésziilve, ezért a borra vonatkozé kérdésre persze, hogy
igennel felel mindenki. A t6bbi kérdés meglepi Sket, de mint az el6bb, miért ne?
Viszont a sor- meg a kolaivas nem népszertd, mert gondoljak, majd tgyis jon a
bor, és ne keverjiik. A tonikot viszont szivesen veszik a remélt bor elstt.

Tovabba

- | Bvagy S
I 2

Sz 1

Bi 1
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Magyarazat:

I: ez kevésbé vonzo a konkrét italmegnevezésnél (bor, sor), esetleg attol
félnek, hogy keveredik a két ital, ezért van a % < % + i.

Mind a harom allapot tiszta.

Masféle dllapoteldkészitések: az egyetem épiileteiben négy-négy emeleten
egy id6ben megszolalnak a hangszérék, mindegyik emeleten az alabbi méas-méas
szoveggel: gyiilekezzetek az auldban mert

I’:= Borivaszat lesz, Strivaszat lesz, Kolaivaszat lesz, Tonikivaszat lesz.

Aztan két-két emeleten kétféle szoveggel:

Sz’:= Borivaszat lesz, Sorivaszat lesz.

Tehat itt két allapotrél van szé.

Feltessziik, hogy mindegyik emeleten ugyanannyi hallgaté volt. Osszegytilik
a sokasaguk, mérés mint elSbb.

Klasszikus eset:

- |B|S|K|T
T T T[T
R

Erthet: az egyik emeletrsl jonnek a borra abszoltt elhatérozottak, a masikrol
a sorre, stb, ugyanannyian. Ez ugyanaz a két kevert allapot, mint el&bb.
Kvantumos eset:

- B S K T
T 3 3 3 3

485 485 185 18r

’ 29 ) 29 )9
Sz | % ] 8 8

Erthets: egyenls ardnyban vannak Gsszekeverve a kiilonféle ivaszatra hivott
hallgatok, a valoszintségek egyenlék. Es az els6 allapotban nagyobbak, mint i, a
mésodikban pedig nagyobbak, mint %, mert noha példiul borra van el6készitve,
szivesen elfogad mést is.

Ezek kevert allapotok.

Az esetek matematikai leirasa:

Klasszikusan: az eseménytér a { B, S, K, T} hatvianyhalmaza. Az allapotok
a valoszintiségekkel magukrol beszélnek.

Kvantumosan: az eseménytér a R® Hilbert-tér altérhaléja, és az elemi
események

B =~ (LL\/%)? S =~ (17_1a\/%)7

K=~ (_1717\/2/73)7 T =~ <_1’_1>\/2/73)7
ahol ~ az adott vektor altal kifeszitett egydimenzios altér projektorat jeldli.

Az els6 allapotelSkészitésnél mind a harom allapot tiszta lesz, mégpedig

I1:=~(0,0,1),

SZ = (1’ 0’ m)a

Bi:=~ (1,1,1/2/3).

A masodik allapotelSkészitéseknél keverék allapotok jonnek létre, mégpedig

D:=1(Bi+Si+Ki+Ti), Sz:=3(Bi+Si),
ahol értelemszertien Si (a sorivaszat), az S sorivas eseményének megfelels tiszta
allapot, stb.
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