1. Mértékelmeéleti osszefoglald

1.1. Mérhet&ség

Egy S halmaz részhalmazainak A Gsszességét o-algebranak hivjuk, ha S € A,
barmely két A-beli halmaz kiilénbsége is A-ban van, valamint megszamlalhato
A-beli halmaz unioja is A-ban van.

Egy véges dimenzi6s V vektortér részhalmazainak azt a legsziikebb o-algebrajat,
amely tartalmazza az Osszes nyilt halmazt, Borel-féle o-algebranak hivjuk és
B(V)-vel jeldljiik.

Egy

(Z) = Z CiXp, (1)

alaku fiiggvényt V értékd A-1épcsés fliggvénynek hivunk, ha ¢ tetsz6leges véges
halmazt fut végig, ¢; € V, E; € Aés E; N E; =0 i # j esetén.

Egy f : S — V fiiggvény A-mérhetd, ha minden Borel-halmaz f altali Gsképe
A-ban van. Ez egyenértékid azzal, hogy f .A-lépcsés fliggvények sorozatanak
pontonkénti hatarértéke (az A-lépcesss fliggvények A-mérhetdk).

A-mérhetd fliggvények abszolut értéke, szamszorosa, 6sszege, szorzata, kon-
vergens sorozatanak a hatarértéke is mérhets, valamint megszamlalhaté sok
valos értékiinek az also és fels§ burkoloja is.

Ha S maga is véges dimenzios vektortér és A = B(S), akkor minden S — V
folytonos fiiggvény B(S)-mérhetd.

A tovabbiakban csak a V' = C esetet tekintjiik, lényegében minden ugyanugy
miikddik altalanos esetre is, az ab azholut érték helyett tetszéleges normat véve.

1.2. Ko6zonséges mértékek, integralas

Az A-n adott p (k6zonséges) mérték egy nemnegativ értékd o-additiv leképezés,
amely a végtelen értéket is felveheti. (o0-additiv: megszamlalhaté sok diszjunkt
halmaz uniojanak a mértéke a halmazok mértékének az Gsszege).

A o-additivitasbol kovetkezik, hogy a mérték alulrol és feliilrsl félig folytonos,
azaz monoton névé halmazsorozat uniéjanak, illetve monoton csokkens halmaz-
sorozat metszetének a mértéke a halmazok mértékébdsl allé sorozat hatarértéke.

Egy A C S halmazt p-nullanak hivunk, ha minden ¢ > 0 essetén van
olyan Ef € A (n € N), hogy A C U,Ef, és > u(E;) < e Ha E € A és
mu(E)=0, akkorEp-nulla.

A p-majdnem mindeniitt — egyszertsitett irassal y-mm. — azt jelenti, hogy
egy p-nulla halmaz kivételével. Példaul az f és g fliggvény p-mm. egyenls, ha az
a halmaz, ahol nem egyenlék, py-nulla. Azt molndjuk, hogy f p-mm. mérhetd,
ha p-mm. egyenls egy mérhetd fliggvénnyel.

A fenti alakt A-1épcsGs fiiggvény p-integralhato, ha Y~ ¢;|u(E;) < oo; ekkor
Js bdp =3, cip(Ey).

Az f . S — C fiiggvény p-integralhatod, ha van olyan ¢, (n € N) pu-
integralhatd A-lépcss fiiggvény sorozat, amely p-mm. konvergal f-hez, és
limy [g [6n — ¢mldp =0, és ekkor

/S fdpu :=lim [S bndpt



(a jobb oldali hatarérték a Cauchy-féle feltétel szerint létezik). A definicio szerint
p-integralhato fliggvény A-mérhetd.

Ez a definicié szemléletesen, jol mutatja az integralhatosag lényegét, azon-
ban az integralemélet kiilonféle felépitéseiben mas definicidkat hasznélnak, és
ott allitasként jelenik meg, hogy egy fliggvény pontosan akkor pu-integralhato
, ha a fenti tulajdonsaggal rendelkezik (ugyanis ebbdl a definiciobdl nem sik-
erlil kozvetleniil szarmaztatni az integralas alapvets tételeit). Az is kévetkezik
a meghatarozasbol, hogy egy p-integralhaté fiiggvény A-mérhetd.

Ha f p-integralhat6 és g = f p-mm., akkor g is p-integralhato, és |, g 9dp =
Is fdu.

A szokasos felépitesek egyik lépése, amit mi tobbszor is ki fogunk hasznéalni
az az, hogy egy nem negativ f mérhetd fliggvényhez mindig létezik valos értéki
A-lépcsss fliggvények monoton névs ¢, sorozata dgy, hogy f = lim, ¢,, és a
lépcsés fiiggvények integraljanak a hatéarértéke, ha létezik, lesz az f integralja.

p-integralhato fliggvények Gsszege és szamszorosa is p-integralhato.

Egy f flggvény p-integralhato az E € A halmazon, ha x, f p-integralhato

, és ekkor
/ fdp = / Xgfdp.
E s
Fontos tények:

— f akkor és csak akkor p-integralhato , ha f p-mm. meérhetd és |f| p-
integralhato , és ekkor | [ fdu| < [q|f|dp,

— haaz f, g valos fiiggvények p-integralhaté és f < g p-mm., akkor |, gfdu <
Js 9du,

— ha f A-mérhetd fiiggvény, és van olyan g p-integralhato fiiggvény, hogy
|f| < g p-mm., akkor f is p-integralhato .

Az integralas alaptételei a kovetkezdk.

1. Allitas. (B. Levi tétele)
1. Legyen f, valds értékd, p-integralhato , fn < fni1 (n € N) és létezzen
lim,, fs fndu. Ekkor létezik u-mm. lim, f,, amely p-integrdlhato , és

[ i gy =t [ g
T " noJr

2. Legyen g, p-integralhaté (n € N) és Y [« |gn|dp < oo. Ekkor a ), gn
fiigguénysor p-mm. abszolit konvergens, . gn p-integrdalhato és

/T(Zgn)du= Z/Tgndu~

2. Allitas. (Lebesgue tétele)

Legyen f, p-integralhato és létezzen g p-integrdlhato dgy, hogy |fnl < g
(n € N), tovdbbd létezzen p-mm. limy, f,,. Ekkor létezik lim, [ fndp, tovdbbd
lim,, f,, p-integrdlhato, és

/T (tim f,)dp = lim /T Fadp.

3. Allitas. (Fatou lemmdja)



Legyen 0 < f,, u-integrdlhato és létezzen olyan a € R, hogy fT frdu < a
(n € N). Ha létezik p-mm. lim,, f,, akkor ez integrdlhatd, és

/(lim fr)dp < liminf/ fndp.
T " " T

Ha f > 0 A-mérhet§ fliggvény, akkor fp mérték, amelyet tigy hatarozunk
meg, hogy (fu)(E) = [, fdu, ha f p-integralhato E-n, és végtelen, ha nem.

Legyen v is mérték A-n. Azt monduk, hogy v abszolit folytonos p-re, ha
minden p-nulla halmaz v-nulla is.

A Radon—Nikodym-tétel szerint, ha v abszolat folytonos p-re, akkor létezik
p-mm. egyértelmiien egy f fiiggvény tugy, hogy v = fpu.

1.3. Komplex mértékek

Az A-n adott p komplex mérték egy komplex értékii o-additiv leképezés.
Ez annyival bonyolultabb a kordbban targyalt (kozonséges) mértéknél, hogy
komplex értékid, de annyival egyszeriibb, hogy végtelen értéke nem lehet.

A p komplex mérték variacioja a |u| kozonséges mérték, amelyet a

Hl(E) == sup{Zm(E» =B ENE; =0, 7&3}

formula hataroz meg, ahol a szuprémum az E Osszes lehetséges véges diszjunkt
felosztasara vonatkozik.

Megjegyezziik, |u|(F) = 0 egyenértéki azzal, hogy p(F) = 0 minden F C E
esetén.

Egy komplex értéki A-lépcsés fiiggvény p-integralhato, ha Y-, [c;||p|(E;) <
00; ekkor [ ¢dp =", ¢;p(E;). Vildgos, hogy | [ odu| < [ |old|pl.

Az f . S — C flggvény p-integralhaté, ha van olyan ¢, (n € N) p-
integralhato komplex értékd .A-1épcsés fliggvény sorozat, amely |u|-mm. kon-
vergal f-hez, és limym, [ |pn — ¢m|d|u| =0, és ekkkor

/S fdp = lim /S bndp.

p-integralhaté fiiggvények Osszege és szamszorosa is p-integralhato.
Egy f fiiggvény p-integralhaté az E € A halmazon, ha x . f p-integralhato

, és ekkor
/fdu ::/ngdw
E S

Egyszert tény, hogy f akkor és csak akkor p-integralhat6 , ha p-mm. mérhets
és | f| |ul-integralhato , és ekkor | [q fdu| < [4|f|d|ul.

Az alapvet$ integraltételek igazak maradnak ugy, hogy értelemszertien |u|
szerepel, ahol csak tgy van értelme.

4. Allitas. Ha h: S — C p-integrdlhaté , akkor
hu: A— C, E»—)/ hdu
E
komplex mérték, amelyre |hu| = |h||u| teljesil, azaz |hu|(E) = [, |h|d|pul.

Tovdbbd, az f : S — C figgvény pontosan akkor hu-integralhats, ha fh
w-integralhatd, és ekkor f(hu) = (fh)u.



2. Projektormértékek

2.1. Orto-c-homomorfizmusok

A kvantummechanikaban egy fizikai rendszer eseményeit egy P(H) Hilbert-
haloval modellezziik. Egy véges dimenzios V' vektortér értékd fizikai mennyiség
B(V) — P(H) orto-o-homomorfizmus.

A tovabbiakban a mértékelmélet fogalmait fogjuk hasznélni, ezért egy kicsit
altalanosabb keretek kozott targyaljuk a fizikai mennyiségeket. Legyen tehéat
adott egy S halmaz részhalmazaibol allo6 A o-algebra, és P : A — P(H) orto-
o-homomorfizmus (itt tehat P nem egy projektort jelol, hanem egy projektor
értéki leképezést). Tudjuk, hogy

PS) =1 (2)

és persze

P) =0, P(E®) =1I- P(E);

mivel P értékkészlete disztributiv, tehat kommutativ, igy el6z6 eredményeink
alapjan
P(ENF)=P(E)P(F)

minden E, F € A esetén. Tovabba, ha E, (n € N) paronként diszjunkt Borel-

halmazok, akkor
P (U En> =(s) Y P(En). (3)

neN neN

A felsorolt tulajdonsagokat — amelyek az orto-o-homomorfizmussag kovetkez-
ményei — fogjuk minduntalan hasznalni. (2) és (3) alapjan a matematikaban
meghonosodott elnevezés szerint P-t projektormértéknek fogjuk hivni; ez a
két tulajdonsag mar maga utan vonja a tobbit:

5. Allitas. Legyen P : A — P(H) olyan leképezés, amely teljesiti a (2) és (3)
egyenldségeket. Ekkor P orto-o-homomorfizmus.

Bizonyitds Az iires halmaz énmagatol diszjunkt, ezért P(Q) = P(U,0) =
(s) >, P(0), amibél P(0) = 0. Kovetkezésképpen P additiv is, nem csak o-
additiv (véges sok diszjunkt halmaz uniojat kiegészitve megszamlalhato sokszor
a tires halmaz uni6javal).

Ezért (a tovabbiakban E, F € A) I = P(EU E®) = P(E) + P(E®), azaz
P(E®)=1- P(E) = P(E)". (4)

Tovabbé, ha E C F, akkor P(F) = P(EU(F\ E)) = P(E)+ P(F\ E)
amikbdl egyrészt
P(E) < P(F),

masrészt

P(F\ E) = P(F) — P(E)

kovetkezik.
Ezutan barmely F, F' esetén

P(EUF)=P(EU(F\ (ENF))=P(E)+ P(F)— P(ENF).



Atrendezve, majd négyzetre emelve és kihasznalva, hogy egy projektornak egy
nala nagyobb egyenlével vett barmely sorrendi szorzata egyenls a projektoral,
ezt kapjuk:P(ENF)=P(E)+ P(F)+ P(EUF)+ P(E)P(F)+ P(F)P(E) —
2P(E)—2P(F), amibsl 2P(ENF) = P(E)P(F)+ P(F)P(E). Minthogy a bal
oldalon az F és F szerepe szimmetrikus, végiil arra jutunk, hogy
P(ENF)=P(E)P(F)=P(F)P(E).

Ennek kévetkezményeként véges sok halmaz metszetéhez rendelt projektor
az egyes halmazokhoz rendelt projektorok szorzata, megszamlélhat6 sok halmaz
metszetéhez rendelt projektort pedig a (??) bizonyitott allitas szerint a véges
metszetek erds limeszeként kapjuk; igy végiil

P <ﬂ En) = N\ P(En). (5)

neN neN

Az (4) és (5) tulajdonsag biztositja, hogy P valoban orto-o-homomorfizmus.

2.2. Projektormértékkel kapcsolatos komplex mértékek
Legyen P : A — P(H) projektormérték és y, z € H. Ekkor
fryo: A= C,  Ew(y,P(E)z)

nyilvanvaloan komplex mérték, amelyre i, = pj , teljestl,

Rogzitett y esetén x — p, . linearis, és rogzitett x esetén y — i, . konjugélt
lineéaris.

Az is vilagos, hogy i . kozonséges mérték és p, .(S) = |lz|?, tovabba
Peg,cx = |c|2,uz7m minden ¢ komplex szamra.

Egyszert szamolas adja a figty oty + lo—yo—y = 2lz,z + 2y,y EEyszOge-
gyenlGséget”, amibdl

Hatyaty(E) < 2 o (E) + 24y 4 (E).

Ugyancsak egyszert tény, hogy

|ty (B) = |y, P(E)a)]* = [(P(B)y, P(E)2)* <
<P |1PE)|* = 11y.y(E) oo (E)-

(B) < \//‘y,y(E) \/sz(E)

Bizonyitds Legyen E = U?zl FE; diszjunkt uni6. Ekkor

6. Allitas. |,

n

S ity (B < D2\ by (B 12,0 Br) <

i=1

< S i (B | S e (B2 = by (B) 110, E).
=1 =1

A maésodik egyenlGtlenségnél az R™-beli Cauchy-egyenlStlenséget hasznaltuk.
A jobb oldal fliggetlen az E diszjunkt felosztasatol, ezért a felosztasokra vett
szuprémumra is fennall az egyenlétlenség.



7. Allitas. Xgty,z = Hy,P(E)s = HP(E)y,z = HP(E)y,P(E)x-

Bizonyitds (X ptty,z)(F) == py(ENF) = (y, P(EN F)z); ezutan azt kell
kihasznalni, hogy P(E N F) = P(E)P(F) = P(F)P(E) = P(E)P(F)P(E) és
P(E)* = P(E).

8. Allitas. Ha g : S — C négyzetesen integrdlhaté a Ly.y METtEL szerint €s

f 58 = C négyzetesen integrdlhato a iy, mérték szerint, akkor gf integrdlhato
a [y o komplex mérték szerint, és

/lgfldluy,zl < \// 9|2duy,y\// |f P btz
S S S

Bizonyitds Tekintsiink elgszoér a g helyébe a ¢ és az f helyébe a @ nem-
negativ lépcsés fiiggvényt. Ekkor 1éteznek olyan E; diszjunkt halmazok, hogy

n n
S= biXp, V=D Xy,
i=1 =1

Ekkor

/ngd|ﬂ'y,x|zzb iy, (£ <Zb
Zb |ty | (E Za |pz | (E

\/ / |¢>|2duy,y\/ IR

Legyen ezutan ¢, és 1, (n € N) olyan monoton névekvs lépeséstiiggveny-
sorozat, amely |g|-hez, illetve | f|-hez konvergal. Ekkor |1, | monoton névekvd,
a |gf|-hez konvergald sorozat, és

/|¢”¢"|d|uyax| < \// |¢n|2dl‘y7y\// [t |2dpty » <
S S S
< \/ / |g|2dﬂy,y\/ / Pt
S S

Ezért B.Levi tétele értelmében a fiiggvénysorozat hatéarértéke, azaz |gf|
|ty |-integralhato , és az integraljara igaz a kivant egyenlGség.

Az integralhatosagra vonatkozo ismereteink szerint a bebizonyitottakbol méar
kévetkezik, hogy gf integralhatd pi,, . szerint. O

Vegyiik az elgbbi eredményiinkban a g = 1 fliggvényt, és alkalmazzuk az
integralok abszolit értékére az ismert becslést, hogy megkapjuk a kovetkezd
eredményt:

(B iy Ira,el (1) <

IN

9. Allitas. Ha f négyzetesen integrdlhato Ha,x Szerint, akkor f integrdlhato jiy o

szerint minden y esetén, €s
[ sane] < [l <[ [ 1Pl
s s s




2.3. Integralas projektormérték szerint

Legyen f: S — C A-mérhets fiiggvény.
Definialjuk f-hez az

En:={seS|[f(s)[<n} (neN) (6)

halmazokat, amelyek az A elemei. Nyilvanvalo, hogy E, C En1 és |, ey En =
S.
Ekkor P(E,) < P(E,4+1), és a monoton novs projektorsorozatok ismert
tulajdonsaga szerint
(s)lim P(E,) = P(S) =1I;

teljesen hasonloan P(E,°) > P(E,;1%), és
(s)lim P(E,°) = P(0) = 0.

Vezessiik be
Di={xeH|fe€L*u.)}

jeloleést.
10. Allitas. Dy mindenditt sird linedris altér.

Bizonyitds A ,négyszogegyenlGségbdl” kovetkezs egyenlGtlenség alapjan
L2 (p) N L2 (py,y) C L (Marty,aty); €DDOL €8 @ ey cx = |¢|*pia o egyenlGseghdl
kévetkezik, hogy Dy lineéris altér.

Legyen E, az (6)-ben adott halmaz. Ekkor P(E,)x € Dy minden z-
re, UEYaNis [p (g, )z, P(E)e = XEnHaaz €5 |f1? [1p(B,)z,P(E,)2-integralhatosaga
egyenérteki az | f|?x,, (korlatos) mérhetd fiiggvénynek a (korldtos) jp, , mérték
szerinti integralhatosagaval, és ez utobbi nyilvanvalo.

Az elébbiek szerint lim P(E,, )z = x; tehat minden x el8all Ds-beli sorozat
hatarértéként, igy Dy mindeniitt stird. O

Megemlitendd, hogy ha f korlatos, akkor Dy = H.

A 9 allitas alapjan értelmes a

Hx Dy — C, (y,x)*—>/fd,uy7$
S

leképezés, amely a masodik valtozojaban linearis, az els6 valtozojaban konjugalt
linearis és korlatos; ez utobbi miatt a Riesz-féle reprezentacios tétel szerint
létezik egyértelmien egy P(f)z-szel jelolt vektor ugy, hogy

(v, P(f)z) = /S fduy.  (y€H.xeDy). (1)

Az emlitett linearitas miatt 2 — P(f)z linedris. Osszefoglalva:

11. Allitas. Minden f mérheté figguényhez létezik egyértelmien egy Dy-en
értelmezett P(f) operdtor ugy, hogy (7) teljesil.

}5( f) elnevezése: f-nek a P szerinti integralja. A }5( f) jelolés ,hazi” hasznala-
t1, a matematikai irodalomban ismert, |, g JdP jelolés helyett.

Egyszert tény, hogy az E mérhet6 halmazra P(XE) = P(E).

Ennek megfelels a 7 allitas altalanositasa:



12. Allitas. flbyz = Hy B(f)a minden y € H, x € Dy esetén.

Bizonyitds

7P(f) )= (y,P(E)P(f) > Hy P(f)z (E).

O
Teljesen hasonléan, ha y a Dy eleme, akkor g% iy o = Bp(g)y.
Az el6zekbdl adoddéan minden E mérhets halmaz esetén
P(E)P(f) C P(f)P(E) = P(fx,) (8)

teljesiil. Ugyanis a kovetkezs kijelentések egyenértékitiek:
S DfXE
B fXE € LQ(Hm,z)
- fe LQ(XEﬂx,x)
~ f € L*(upE)s,p(E))

~ P(E)x € Dy;
tovabba
(v, P(f) / fdipiere = | Feedin =
P(fxe)r)
/ Fdty, p(oye / Fdip(yy. =
= (y, P(E)P(f)z)

13. Allitas. Ha z € Dy, akkor

1B(f)e]? = /S FPdps

Bizonyitds
1P(Half = (PP P)a) = [ fspigye = [ 15 e

14. Allitas. P(f)* = P(f*), ahol — természetesen — a bal odalon a csillag az
adjungdltat, a jobb oldalon a komplex konjugdltat jelol.

Bizonyitds Ha y,x € Dy = Dy+, akkor a (7) formula szerint

/fd“w: (fr dﬂzy) = (o, P(f)y)* =

(P(f*)y, ),

ami azt mondja, hogy P(f*) C P(f)*.
Korlatos f-re egyenl@ség all, mert ekkor Dy = H.



Az (6) E, halmazokkal fy, korlatos, tehat p(f*XEn) = P(fXEn)*, amibgl
P(f*)P(E,) = (P( f)P(En)> > P(E,)P(f)* kovetkezik. Ha tehat z a P(f)*

értelmezési tartoméanyénak eleme, akkor lim,, P(f*)P(E, )z == lim,, P(E,)P(f)*z =
P(f)*x Ezek utan azt kell csak megmutatnunk, hogy x benne van P(f*)
értelmezési tartomanyaban, és a bal oldal hatartéke P(f*)z. Tme: létezik
lim, |P(f*)P(En)z|? = [4|f|>Xs, dite,e; az integrandus monoton névé sorozat,
ezért B. Levi tétele szerint a hatarérték-fliggvény u-integralhato , azaz x €
Dy = Dye; tovabba | P(f*)x — P(f*)P(En)a|? = |P(F)I — P(Ey)zl? =
Js |FIP(1 = xp, )iz 2, és Lebesgue tétele szerint a jobb oldal a nulldhoz tart,
mikozben n tart a végtelenhez. O
Példa
Legyenek P, (n € N) paronként egyméasra meréleges projektorok tugy, hogy
(s) >, Pn =1, tovabba A, € C, és

P:B(C)—PMH), E~(s) Y P

{n|\,€E}

Ekkor py. = >, (y, Paz)dy, (Dirac-deltak) és f : C — C esetén z € Dy
pontosan akkor, ha 3" | f(A\,)|?]| Paz||?> < 00, és ekkor P(f)z =3, f(An)Po.

Ennek egyszertisitett valtozata, ha A,, = n, és a természetes szamok halmazat
dnmagaban tekintjiik, nem a komplex szamok részhalmazanak, tovabba H = [2
és P, az x € [? sorozathoz azt a sorozatot rendeli, amelynek az n-ik tagja x,,,
az Osszes tObbi taja nulla; ekkor py, ., = > yix,0, (Dirac-delta) és @ € Dy
pontosan akkor, ha 3° | f(n)[?|22| < oo; ekkor P(f)x = (f(n)Zn)nen-

2.4. A projektormérték szerinti integralas
algebrai tulajdonsagai

15. Alljtés. Legyen f és g mérhetd figguény. Ekkor
(i) Pef) = cP(f]  (0#ceC),
(i) P(f+9) > P(H) + Plg), A A
(iii) P(fg) > P(f)P(g), és Dom(P(f)P(g)) = Dom(P(fg)) N Dom(P()).

Bizonyitds (i) nyilvanvalo; azért kell kizarni a nullat, mert ekkor a bal
oldalon a mindeniitt értelmezett nulla operator all, mig a jobb oldalon csak a
Dy halmazon értelmezett nulla operétor.

(ii) Mivel négyzetesen integralhato fliggvények Osszege is négyzetesen integ-
ralhato, Dy N Dy C Dy, 4 igaz, vagyis a jobb oldal értelmezési tartomanya része
a bal oldal értelmezési tartomanyanak. Ha x € Dy N Dy, akkor barmely y-ra

(y, (P())+P(g))x) = /S Felpy o+ /S gdpy . = /S (f +9)dpy.e = (y, P(f +9)z).

(iii) El6szor bebizonyitjuk az értelmezési tartomanyokra vonatkozo allitast.
Ha x a bal oldal eleme, akkor |g|* p, ,-integralhaté és |f|? integralhato a
Bp(g)e, Plg)e = |9|? 2 » mérték szerint, ami azt jelenti, hogy |f|*|g|> = |fg|?
iz z-integralhato , azaz x benne van a jobb odalban is. Ha viszont x a jobb
oldal eleme, azaz |fg|* és |g|? is iz .-integralhato, akkor |f|? integralhgato a



|92tz = I p(g)z, P(g)e mérték szerint, azaz x benne van a bal oldalban is. Ha
x € Dom(ﬁ(f)l:j(g)), akkor barmely y-ra

<y715(fg)x>=/sfgduy,zZLfd(guy,m)zﬁfduy7p(g>x=<y,15(f)13(9)w>-

O

Egyszertien addédnak az egyenlGségekre vonatkozd kovetkezd Gsszefliggések:

o P(f+g) = P(f)+ P(g) pontosan akkor, ha Dy, C Ds vagy Dy, C Dy;

speciélisan egyenldség all, ha P(f) vagy P(g) kozil az egyik mindeniitt
értelmezett.

. ]3(fg) = P(f)P(g) pontosan akkor, ha Dy, C Dg; specilisan egyenlSség
all, ha P(g) mindeniitt értelmezett.

Megjegyezziik, hogy persze f és g sorrendje felcserélhets, ezért tgy érdemes
megjegyezni az eredményiinket, hogy egyenléség all, ha a szorzatban ,masodik”
operator mindeniitt értelmezett. El6fordulhat, hogy 15( fg) = ]5( f)p(g), de
P(fg) # P(g9)P(f); ezt lattuk példaul (8)-ben.

2.5. A projektor-integralassal elgallitott operatorok
jellemzése

16. AllAités. Bdrmely f mérhetd fligguény esetén P(f) normdlis operdtor, azaz

(i) P(f) értelmezési tartomdnya mindeniitt sird, és eqgyenld a P(f)* értelme-
zési tartomdnydval,

(ii) P(f) zdrt operdtor,

(iii) PUF)"P(f) = P(PP(S)".

Bizonyitds (i) és (ii) egyszer, mert D; = Dj- sird, tovabba P(f) =
P(f*)*, és egy adjungalt operator zart.

(iii) sem nehéz: mivel p, . véges mérték, D> C Dy igaz, ezért az el6z6
eredményeink szerint P(f)P(f)* = P(f)P(f*) = P(|f?) & P(f)*P(f) =
P(f)P(f) = P(IfP). O

A zartgrafikon-tételbdl azonnal adodik:

17. Allitas. P(f) akkor és csak akkor folytonos, ha Dy = H.

2.6. Majdnem mindeniitt

Egy E mérhet§ halmazt P-nullanak mondunk, ha P(E) = 0. Igen egyszeri
tény, hogy a kovetkezdk ekvivalensek egy mérhets halmazra:

(i) P-nulla,

(ii) py z-nulla és egyben |p, ,|-nulla minden y, x esetén,

(iii) ptg p-nulla minden x esetén,

(iv) pip z-nulla minden z-re egy stird linearis altérbdl.

Ugyanigy, mint a mértékelméletben, bevezetjiilk a P-mm. fogalmat: ,egy
P-nulla halmaz kivételével”.

18. Allitas. Az f és g mérhetd figuényre P(f) = p(g) akkor és csak akkor
teljesiil, ha f =g P-mm.
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Bizonyitds Ha f = g P-mm., akkor az el6z6 (iil) pont értelmében Dy = Dy,

tovabba (ii) szerint
/ fdﬂy,z = / gd:uy,z
s 5

minden y € Hés x € Dy = D, esetén.
Ha P(f) = P(g), akkor D; = D, és ennek minden = elemére

1P(f)z — P(g)z]|* = I(P(f) = P(g))all* = IP(f — g)a||* = /S f = 9P,

amibdl az elébbi (iv) alapjan f = ¢ P-mm. O
Megjegyezziik, P(f) = P(g) helyett elég megkdvetelni, hogy P(f)z = P(g)x
teljesiiljon minden & € Dy N D, esetén.
Az el6z6 és az itteni eredményeink alapjan nyilvavnalo:

19. Allitas. A P(f) operdtor akkor és csak akkor

(i) onadjungdlt, ha f = f* P-mm.,

(i1) unitér, ha ff* =1 azaz |f|=1 P-mm.,

(iii) projektor, ha f* = f P-mm., azaz van olyan E mérhetd halmaz, hogy
f=x, P-mm.

Az f mérhetd fiiggvényt P-mm. korlatosnak mondjuk, ha van olyan a poz-
itiv szam, hogy {s € S| |f(s)| > a} P-nulla halmaz, és ekkor

[1floc == nf{a | ({s € S [[f(s)| > a}) = 0}.
Minthogy
1
{seSTIfS)]>flec} = J{s € STIF()] > [Ifloo + -1
neN
és a jobb oldalon P-nulla halmazok unidja all, a bal oldal is P-nulla.

20. Allitas. A p(f) operdtor akkor és csak akkor korldtos (mdsként: folytonos),
ha f P-mm. korldtos, és ekkor ||P(f)|| = || f]oo-

Bizonyitds Ha f P-korlatos, akkor nyivanvalé, hogy Dy = H, tovabba

] / Jduy .
S

tehat P(f) korlatos és | P(f)| < || f]sc-
Ha P(f) korlatos, akkor Dy = H. Legyen ¢ > 0 és E. :={s € S | |f(s)| >
| P(f)|| + €}. Ekkor minden x esetén egyrészt

1P(fxs, )zl = [P)PE)]* < PO e e (Be),

< /S iyl < 1 Floolivl 1zl

masrészt
1P )0l = [ 1Pxe b = (1P +€) (B2,
Ee s € r = s

Ez a két egyenlbtlenség egyszerre csak ugy allhat fenn, ha p, ,(E.) = 0 minden
a-re, azaz E. P-nulla; kvetkezésképpen f P-mm. korlatos és || floo < || P(f)-
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2.7. Projektormérték transzformaltjai

Legyen P mint eddig, tovabba B egy T részhalmazaibol &ll6 o-algebra és & :
-1

S —T A— B mérhet§ fiiggvény. Ekkor Po & : B — P(H) projektormérték.

21. Allitas. Ha h: T — C B-mérheté figgvény, akkor

——

Po ?bl(h) = P(ho®).

-1
Bizonyitds Legyen vy, a P o ® meghatarozta komplex mérték B-n. Nyil-
-1

vanvalo, hogy vy . = fiyz 0 ¢.
A bal oldalon 4ll6 operator értelmezési tartomanya {z | h € L?(v, ,.)}, a jobb
oldalon all6é {z | ho ® € L*(p..)}. A helyettesitéses integralds alapképlete,

-1
/ |h|?d (uy,w o ¢> =/ (Ih)? o ®) dpsy
T S

szerint a két értelmezési tartomany megegyezik. Ezutan a komplex mértékekre
alkalmazva a helyettesitéses integralas alapképletét megkapjuk az operatorok
egyenlGségét. O

Tudjuk, hogy ha U : H — H' unitér vagy antiunitér operator, akkor A —
P(H'), E — UP(E)U~! projektormérték.

22. Allitas. UPU-1(f) = UP(f)U~" ha U unitér,

UfU\*l(f) =UP(f*U" ha U antiunitér.

Bizonyitds A bizonyitast antiunitérre végezziik el, unitérre hasonléan, csak
még egyszeriibben érvelhetiink.

Legyen v, ,» a UPU™! meghatarozta komplex mérték, y',2’ € H'. Ekkor
(y,UPEU 2"y = (P(E)U 12, U Yy) = (U™ 'y, P(E)U '), amib6l vy ,» =
/,[/U—III,U—ly/ adodik.

A bal oldalon 4ll6 operator értelmezési tartomanya {z’ | f € L?(vu o)}
megegyezik a jobb oldalon allonak az {2’ | f* € L?*(uy—1,,y-140)} értelmezési
tartomanyéval. Tovabbé

W UPT 0" = [ fdvgr = [ faur ooy =
([ sy) =0 PO =
=(y,UP(f)U '), O
2.8. Spektrumok jellemzése
23. Allitas. Ker(P(f)) = Ran(P(_fl({O}))).
Bizonyitds x € Ker(P(f)) pontosan akkor, ha 0 = || P(f)z||> = [ |f]*dite,z.

azaz f =0 fiy ,-mm. € Ran(P(}l({()}))) pontosan akkor, haz = P(}l({O}))x,
azaz 0 = |P(C\ 1 ({0})e = (T  ({0}) vagyis £ =0 pppomum. O
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Emlékeztetiink arra, hogy az orto-o-homomorfizmusokra elfogadott meghata-
rozés szerint egy R : B(C) — P(H) projektormértéknek ¢ € C az éles pontja,
ha R({s}) # 0; az éles pontok Gsszességét a Sharp(R) jeloli.

Az €l6z6 allitast ezért Ggy is megfogalmazhatjuk, hogy P(f) pontosan akkor

injektiv, ha 0 ¢ Sharp(Po f).
24. Allitas. Ha P(f) injektiv, akkor az

b, :{fg) ha f(s) #0,
! 0 ha f(s)=0

eqyenldséggel értelmezett figguénnyel P (170) = P(f)*l,

Bizonyitis Ha P(f) injektiv, akkor P( f ({0})) = 0, tehat f17° =1 P-mm.,

és igy pop(B)er p()pper

tovabbéa az operatorok szorzatanak az értelmezesi tartoménya megegyezik a ,ha-
tul allonak” az értelmezési tartomanyaval. O

Emlékeztetiink arra, hogy az orto-o-homomorfizmusokra elfogadott meghata-
rozés szerint egy R : B(C) — P(H) projektormérték tartoja a

Supp(R) :={ce C| K(GQ) #0,c € G,G nyilt}
halmaz.

25. Allitas. A P(f) operdtornak akkor és csak akkor létezik mindeniitt értelme-

zett folytonos inverze, ha 0 ¢ Supp(Po f).

Bizonyitds A folytonos inverz létezése egyenértéki azzal, hogy P (170) folyto-

nos, ami meg azzal, hogy P-mm. korlatos; ez azt jelenti, hogy van olyan

1o
f
Ll <

-1
a > 0 szam, amellyel a P-mm., ami viszont — mivel P( f ({0}) =0 -

azzal egyenértékd, hogy |f| > é P-mm.. Mas szoval, a nullanak az i sugaru
—1 —1
koérnyezete P o f -nulla halmaz, azaz 0 nincs benne P o f tartdjaban. O

Emlékeztetiink arra, hogy egy A operatornak a A\ szam a sajatértéke, ha
A—MI nem injektiv, és ekkor a Ker(A—AI) altér nemnulla elemei az A-nak a
A-hoz tartozo sajatvektorai. Jelolje Eig(A) az A sajatértékeinek halmazat.

Tovabba a A szam az A operator regularis értéke, ha az A — \I operator

(i) injektiv,

(ii) értékkészlete strt,

(iii) inverze folytonos;

az A spektruma a

Sp(A) ;== {A| A nem regularis érték}

halmaz.
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26. Allitas. (i) Eig(P(f)) = Sharp(Po f), és a A sajdtértékhez tartozd sajdt-
-1

altér prijektora (P o f)({\}),

(ii) Sp(P(f)) = Supp(P o f).
Bizonyitis Fogalmazzuk at az elézoket a P(f) — A = P(f — \) operétorra,

~1 -1
figyelembe véve, hogy (f —A)({0}) = f ({A}).
Tehat A € Eig(P(f)) pontosan akkor, ha P(f — \) nem injektiv, azaz
—1 —1
P(f ({A}) # 0, més szoval A € Sharp(Po f).

Tovébba A ¢ Sp(P(f)) pontosan akkor, ha P(f —A)-nak mindeniitt értelme-
-1
zett folytonos inverze van, azaz 0 nincs benne P o (f — \) tartojaban, vagyis

A ¢ Supp(Po f). O

Egy kicsit tobbet is tudunk mondani a spektrumroél, ha a projektormérték
Borel-féle halmazalgebran van értelmezve.

27. Allitas. Legyen P:B(V) = P(H) projektormérték és f : V — C folytonos
figguény. Ekkor Sp(P(f)) = f[Supp(P)].

Bizonyitds A X komplex szam akkor és csak akkor nincs benne ]5( f) spek-

-1

truméban, ha van olyan G nyilt halmaz, A\ € G, hogy P( f (G)) = 0. Mivel f
-1 -1

folytonos, f (G) is nyilt, ezért f (G) N Supp(P) = @, ami azzal egyenértékd,

hogy GN f[G] = 0, és ez pontosan akkor teljesiil, ha A nincs az f[G] lezartjaban.

28. Allitas. Legyen P : B(V) — P(H) projektormérték, és f : V — C P-mm.
korldtos, folytons fiigguény. Ekkor || f|eo = sup{|f(v)| | v € Supp(P)}.

Bizonyitis A {v||f(v)] > ||fle} halmaz nyilt, és a 20 allitas el6tti megje-
gyzés szerint P-nulla halmaz, tehat diszjunkt P tartojatol, igy sup{|f(v)| | v €
Supp(P)} < || fleo- Tehat minden v € Supp(P) esetén |f(v)| < || f]oo-

Minthogy P(Supp(P)) = I, tetsz6leges € > 0 esetén a {v | |f(v)| > || flec —€}
nyilt halmaz nem P-nulla, ezért a metszete a P tartojava nem iires. Igy van
|c‘)ly|an v € Supp(P), hogy |f(v)| > || f|ecc—€, amibsl sup{|f(v)| | v € Supp(P)} >

floo- O

Annyit kell megjegyezni az el6bbi bizonyitashoz, hogy P(Supp(P)) = I
azért all fenn, mert a spektrumban nem levé barmely pontnak van P-nulla
nyilt kdrnyezete, és a spektrum komplementere elgall megszamlalhaté sok ilyen

nyilt kérnyezet unidjaként, igy P (Supp(P)é) =0.
Most visszatérhetiink P : A — P(H) projektormérték, és f : S — C
1

mérhets fiiggvényre. Ekkor a P o } : B(C) — P(H) projektormértékre al-
. —1

kalmazhatjuk az el6z8 eredményeinket, és a P(f) = Po f (idc) Osszefiiggés

alapjan a kovetkezSket mondhatjuk.

29. Allités; (i) P(f) akkor és csak akkor folytonos, ha a spektruma kompakt,
(ii) ha P(f) folytonos, akkor | P(f)|| = max{\A | A € Sp(P(f))}.
Bizonyitds P(f) akkor és csak akkor folytonos, ha f P-mm. korlatos, azaz

-1
létezik olyan o > 0, hogy P({s | |f(s)| > a} = 0, més szoval P <f (S\ Ga(()))) =
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-1
0, amibdl Supp(Po f C G4(0), tehat (i) igaz, és ebbdl, valamint a korabbiakbol
mar egyszerien kovetkezik (ii).

2.9. Karakterisztikus projektormértékek

Legyen adott egy p (kozonséges) mérték az A o-algebran.
L?(p)-ben az f : S — C mérhets fiiggvénnyel valo szorzds My operétorat a
kovetkezképpen definialjuk:

Dom(My) = {p € L*(n) | fp € L*(0)},  Myp:= fo.

AK:A— P(L*(n), E = M, projektormértéket az L?(u) karakter-
isztikus projektormértékének hivjuk.

Az els6 nyilvanvald megallapitasunk, hogy egy E halmaz akkor és csak akkor
K-nulla, ha p-nulla.

A korébbi jeltléssel sszehangban

i (B) = (1, K(E)p) = /S —

Minthogy a fenti integralt atirhatjuk [ x,d(¢*¢p) alakba, megallapithatjuk,
hogy fiy,o = Y pp.

30. Allitas. K(f) = M;.

Bizonyitds A két oldal értelmezési tartomanya egyenls:

Dom(K () ={¢ | f € L*(np)} = {¢ | f € L*(|¢[’u} = Dom(My),

tehat ha ¢ € L%(u) és ¢ a kozds értelemzési tartoméany eleme, akkor

(W K(f)p) = /S fpgp = /S U odp = (i, M),

O

Ezek utén, eddigi ismerteink birtokaban, allithatjuk az My operatorrol:

— normalis, és M}k = Mjy-,

— akkor és csak akkor 6nadjungalt, ha f* = f pg-mm.,

— akkor és csak akkor unitér, ha f*f =1 azaz |f| = 1 gp-mm.,

— akkor és csak akkor projektor, ha f2 = f py-mm., azaz van olyan E mérhet6
halmaz, hogy f = x, p-mm.,

— akkor és csak akkor korlatos, ha f py-mm. korlatos,

-1
— M spektruma a {A € C | u( f (G) #0, G nyilt, A € G} halmaz,

-1

— M/ sajatértekeinek a halmaza {\ € C | u( f ({A\}) # 0}.

Specialisan, ha p a valos egyenes Lebesgue-mértéke és f folytonos fiiggvény,
akkor My spektruma az f értékkészlete, sajatértéke pedig mindazon szam, ame-
ly az f konstans értéke valamely intervallumon.

A 2.3 pont végén példaként szerepld projektormérték esetén

- Eig(P(f)) = {f(M) [n e N},

~ Sp(P(f)) = Eig(P(f)).
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Legyen most V véges dimenzios vektortér, azon adott egy e-tal jelolt skaléris
szorzés (azaz V véges dimenzios Hilbert-tér). L2(u,V) azoknak a ¢ : S — V
fliggvényeknek az Osszessége, amelyekre ¢ o ¢ p-ih.

Itt formailag ugyanigy értelmezhets az f : S — C fiiggvénnyel vald szorzas
My operétora, valamint a K karakterisztikus projektormérték. piy, ., = @ pu
teljesiil, és érvényben marad a K (f) = My egyenlSség, valamint az My-re tett
allitasaink.

Tekintsiik a kovetkezs speciélis példakat!

1. Legyen N természetes szam és S := {1,2,-, N}, A az S Osszes részhal-
maza, és p a szamlalo mérték (azaz p({i}) =1 (i=1,...,N).

BEgy ¢ : S — C, i — (i) fiiggvény természetszertileg a CV elemének
tekinthet6. Minden ilyen fiiggvény négyzetesen integralhatd p szerint, ezért
L?(n) = CN a szokasos skalaris szorzattal.

Az f = (f(i))i=1,..~n : S — C fiiggvénnyel valo szorzas operatora linearis
leképezés CN-en, azaz a szokésos felfogasban egy N x N-es matrix. Minthogy
definici6 szerint (fy)(i) = f(i)p(i), latjuk, hogy M, diagonalis matrix, a di-
agonélis elemei az f komponensei.

A K karakterisztikus projektormértékre K ({i}) az a méatrix, amelynek 7i-ik
tagja 1, a tobbi nulla.

2. Legyen n természetes szam és S := {1,2,-,n}, A az S Gsszes részhalmaza,
és 1 a szamlalo mérték; legyen tovabba m is természetes szam és V := C™.

Egy ¢ : S — C™, i — (i) fiiggvény természetszertileg a (C™)" elemének
tekinthet6. Minden ilyen fiiggvény négyzetesen integralhatdé p szerint, ezért
L?(u,V) = (C™)" = CN a szokasos skalris szorzattal, ahol N := mn.

Az f = (f(i))i=1,..~n : S — C fiiggvénnyel valo szorzas operatora linearis
leképezés CN-en, azaz a szokésos felfogéasban egy N x N-es matrix. Minth-
ogy definicié szerint (fp)(i) = f(i)¢(3), latjuk, hogy M, diagonalis N x N-es
maétrix, amely n darab m x m-es blokkra tagolhato, és az i-ik blokk az m x m-es
egységmatrix f(i)-szerese.

A K karakterisztikus projektormértékre K ({i}) az a matrix, amelynek i-ik
blokkja az m x m-es egységmatrix, minden mas tagja nulla.

3. Legyen S mint az el6z6 példaban, és legyen adott minden i = 1,2,-,n
esetén egy m; természetes szam, N := mj + - - - +m,,, és tekintsiik H := C"™ x
.-+ x C™» = CN Hilbert-teret a szokésos skalaris szorzattal.

Adjuk meg a P : A — P(H) projektormértéket tgy, hogy P({i}) legyen az
a matrix, amelynek a diagonalisaban a ,ymegfelel6 helyen” az m; x m;-es egység-
maétrix all, minden més tagja nulla. Ez nem karakterisztikus projektormérték,
csak valami hasonlé.

Az f = (f(i))i=1,..n : S — C fiiggvénnyel valé szorzas operatoranak itt
nincs természetes értelme, de integralhatjuk f-et P szerint. 13( f) az a diagonalis
N x N-es métrix, amely my X my-es, ... m, X my-es blokkokra tagolhato, és
az i-ik blokk az m; X m;-es egységmaétrix f(i)-szerese.

2.10. Felcserélési tulajdonsagok

Tudjuk, hogy a P projektormérték értékkészletében felcserélhetd projektorok
vannak.

Azt mondjuk hogy egy A korlatos operator felcserélhetd P-vel, ha AP(F) =
P(E)A minden E esetén.
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A P, és P, projektormértéket felcserélhetének mondjuk, ha P; értékészele-
tében levé minden projektor felcserélhets a P, értékkészletében levé minden
projektorral.

31. Allitas. Az A korldtos operdtor pontosan akkor cserélheté fel P-vel, ha
My Az = HA*y Minden y,x esetén.

Bizonyitds Ha A felcseréalhets P-vel, akkor py 4.(E) = (y, P(E)Az) =
(y, AP(E)z) = (A*y, P(E)x) = pta+y(F), tehat igaz a mértékekre vonatkozo
egyenlGség.

Ha viszont igaz a mértékekre vonatkozo egyenléség, akkor az (y, P(E)Azx) =
(A*y, P(E)x) = (y, AP(F)x) osszefiiggésre jutunk minden y,x esetén, azaz A
és P felcserélhetd. O

Nem korlatos operatorok felcserélhetGségét altalaban nem definialjuk. Vis-
zont egy A korlatos és egy L operatort felcserélhetének mondunk, ha AL C
LA; hogy jol értsiik: ehhez az kell, hogy az L értelmezési tartomanya legyen
invarans az A-ra, és ezen a tartomanyon a két oldal megegyezzék (a jobb oldal
esetleg lehet bévebben értelmezve).

32. Allitas. Az A korldtos operdtor pontosan akkor cserélhetd fel a P projek-
tormértékkel, ha felcserélhetd P(f)-fel minden f mérhetd figguényre.

Bizonyitds Ha minden P(f)-fel felcserélhets, akkor f-et karakterisztikus
fliggvénynek véve lathatjuk, hogy A és P felcserélhetd.

Ha A és P felcserélhetd, akkor ||P(E)Ax||? = |AP(E)x||* < |A|]?||P(E)x|?,
amib6l paz ar < ||A||*fi,z, tehat ha x € Dy, akkor Az € Dy. Ezutan x € Dy
és y € H esetén

(v, P(f)Ax) = /S Fbty ne = /S Fdbtaye = (A*y, P(f)z) =
= (y, AP(f)z),

amib6l AP(f) C P(f)A.

2.11. Komplex projektormértékek

—1
Mivel barmely P projektormérték és f mérhet6 fiiggvény esetén Po f : B(C) —

P(H) és P(f) = Po f (idc), most azt vizsgaljuk, milyen kapcsolat van az idc-
nek kiilonb6z6 komplex projektormértékekek szerint integralja kozott.

A kovetkezdkhoz két fontos tételt kell felidézniink.

Az egyik a Stone—Weierstrass-féle approximécios tétel, amely azt mond-
ja, hogy az {1,idc,id¢} fiiggvényrendszer altal generalt komplex algebra stiri
linearis altere a komplex sik barmely K kompakt részhalmazan értelmezett
folytonos fliggvények terének a maximum normaval ellatott C'(K) Banach-teré-
ben. A szoban forgd komplex algebra elemei

pi= Z Z cipidi(idg)*

i=0 k=0

alaki ,,dupla-polinomok”.
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A masik a Riesz-féle reprezentacios tétel, amely szerint C(K) dudlisa (vagyis
a C(K) — C folytonos linearis funkcionalok tere) a K Borel-halmazain adott
komplex mértékek Gsszessége; mas szdval, barmely folytonos linearis funkcionél
egy egyértelmiien meghatarozott komplex mérték szerinti integralassal adhato
meg.

33. Allitas. Az A korldtos operdtor akkor és csak akkor cserélhetd fel a P :
B(C) — P(H) projektormértékkel, ha felcserélhetd P(idc)-vel és P(idg)*-vel

Bizonyitis Ha A felcserélhets P-vel, akkor felcserélhets minden P(f)-fel,
igy a szoban forgd két operatorral is.

Legyen A felcserélhets P(idc)-vel és P(ide)* = P(id})-gal; természetesen
felcseréhets P(1) = I-vel is.

1. Tegyiik fel el@szor, hogy P tartdéja K a kompakt halmaz. Ekkor p(idc)
korlatos operator, ezért a projektormérték szerinti integralas linearitésa és szorzat-
tartdsa miatt a szoban forgé dupla-polinomokra

P(p) = Z Z Cikp(id(c)ip(id%)k,
i=0 k=0

és A felcserélhets P(p)-vel. Tehat (y, P(p)Ax) = (y, AP(p)z) = (A*y, P(p)z),

azaz
/p d,UA*y,x = /p d.uy,Aac

minden p dupla-polinomra és a Hilbert-tér y és x elemére. A Stone—Weierstrass-
tétel és a Riesz-reprezentacios tétel szerint ez azt jelenti, hogy pasy > = iy Az
minden y, z esetén, amibdl az el6z6 alfejezet allitasabol kivetkezik A és P felc-
serélhetdsége.

2. Legyen most P tetszéleges komplex projektormérték. Vegyik az F, :=
{c € C | |¢| £ n} halmazokat. Az M,, := Ran(P(E,)) zart linearis altér in-
varidns minden P(E) projektorra, mert ezek feleserélhetSk P(E,,)-nel. Tovabba

P(E,)P(idc) C P(E,)P(idc), tehat M, ivaridns P(idc)-re is.
A

P, : B(C) —» P(M,), E— P(E)|m, (9)

meghatarozassal nyilvanvaléan projektormértéket értelmeztiink, amelynek a tar-
téja az F,, kompakt halmaz.

A projektormeérték szerinti integralds definicioja alapjén azonnal adodik,
hogy Pn (id(c) = P(id(c)hv[n.

Vezessiik be az A, := P(E,)Alm, : M, — M : n operatorokat. Az
AP(idc) € P(idc)A felcserélési dsszefiiggésbol

P(E,)AP(idc)|m, C P(E,)P(idc)A|m, C P(idc)P(Ey)A|m,,,

addik, és egyrészt a P(idc)[M,] C M,, invariancia miatt, masrészt amiatt, hogy
P(id¢)P(E,) kifejezésben P(idc)-nek csak az M,,-en felvett értékei szerepelnek,
atirhatjuk az eredményiinket P(E,)A|n, P(idc)|lm, € P(ide)|m, P(En)A|M,

alakba, azaz R R
AnPn(ldc) = Pn(ldc)An,

a tartalmazas helyett valojaban egyenlGség &ll, hiszen az M, -en mindeniitt
értelmezett operatorokrol van sz6. Ugyanigy jutunk arra is, hogy

An P (id}) = P,(id3) Ay,.
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Az 1. pont szerint tehat minden n esetén An felcserélhets a P, projek-
tormértékkel, vagyis A, P,(FE) = P,(E)A, = minden E-re. Ne feledjiik, itt
minden operétor csak az M, altéren van értelmezve. Természetes moédon kiter-
jeszthetjiik ket az egész Hilbert-térre a P(E,)-nel valo jobbrol szorzassal, és
igy jutunk arra, hogy

P(E,)AP(E)P(E,) = P(E)P(E,)AP(E,).

Minthogy (s)lim,, P(E,) = I, hatarértékben megkapjuk a kivant AP(E) =
P(FE)A osszefliggést.

34. Allitas. Legyen P és Q olyan komplex projektormérték, hogy P(idc) =

Q(idc); ekkor P = Q.

Bizonyitds Korabbi eredményink szerint Sp(P(idc)) = Supp(P), ezért P és
Q@ tartoja megegyezik.

1. Tegylik fel el6szor, hogy a projektormértékek tartéja a K kompakt hal-
maz. Ekkor P(1) = 1 = Q(1) és P(id}) = P(idc)* = Q(ide)* = Q(id});
a projektormérték szerinti integralds linearitdsa és szorzatartdsa miatt ezért

P(p) = Q(p) minden az {1,idc,idg} fliggvényrendszer generalta komplex alge-
braban levs p-re. Ertelemszert jelléssel tehat minden y, x € H esetén

/pdusz=/pdu§,gg-
K K

A Stone—Weierstrass-tétel és a Riesz-tétel szerint ez azt jelenti, hogy a pi - €52
uﬁr mértékek lesziikitése K részhalmazaira megegyezik, ami maga utan vonja,
hogy P = Q.

2. Legyen most P és @ tetszGleges. Vegyiik az el6bbi allitasban szerepls E,,
halmazokat. P(E,) felcserélhets P(ide)-vel és P(ic)* = P(id})-gal, de P(id¢) =
Q(idc), ezért az el6bbi allitas szerint a kolratos P(E,) operétor felcserélhets a
Q projektormértékkel. Ez azt jelenti, hogy az M,, := Ran(P(E,,)) zart linearis
altér invarians minden Q(F) projektorra.

Vezessiik be a (9) szerinti P, projektormérték mellé még a

@n:B(C) = PM,),  E~Q(E)m,

projektormértéket is; ennek a tartdja az E,, kompakt halmaz.
A projektormérték szerinti integralas definicidja alapjan azonnal adodik,
hogy R A A R
P,(id¢) = P(idc)|m, = Q(idc)|m, = @n(idc).
Az 1. pont szerint igy P, = @, minden n-re; ismét kiterjesztve a pro-
jektorokat az egész Hilbert-térre, a P(E)P(E,) = Q(E)P(E,) osszefiiggésre
jutunk, emylebdl hatarértékben megkapjuk a kivant P = () eredményt.

35. Alll’tAés. A P komplex projektormértékre P(id¢) = P(re) + iP(im), és ha-
sonldan P(id¢)* = P(idg) = P(re) — iP(im).

Bizonyitds Azt tudjuk, hogy P(re)+iP(im) C P(idc). Ha |idc|? :Arez—}—im2
e o-integralhato, akkor re? és im? is g o-integralhato, vagyis Dom(P(idc)) C

Dom(P(re)) N Dom(P(im)). O
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2.12. Ciklikus projektormértékek

1. Definici6. Legyen PA — H projektormérték. P-nek a H Hilbert-tér x
vektordhoz tartozo ciklikus altere a {P(E)x | E € A} halmaz generdlta zdrt
linedris altér. A projektormérték ciklikus, ha van olyan x ugynevezett ciklikus
vektor, hogy a hozzd tartozo ciklikus altér H.

36. Allitas. Ha j o-véges mérték, akkor L? (1) karakterisztikus projektormértéke
ciklikus.

Bizonyitis A o-végesség azt jelenti, hogy vannak E, (n € N) paronként
diszjunkt, véges mértékid halmazok, amelyek unidja az alaphalmaz. Zarjuk ki a
= 0 trivialis esetet; ekkor feltehets, hogy u(FE,) > 0. A

pi= S
neN M(E”) "

fliggvény a karakterisztikus projektormérték ciklikus vektora, hiszen a K(E)p
(E € A) alaku vektorok linearis kombinacioival minden lépcsss fliggvény elsal-
lithato.

Persze, ha p véges, akkor a ¢ = 1 (konstans) fiiggvény is ciklikus vektor. [

A konkrét példa mutatja, hogy a ciklikus vektor altaldban messze nem
egyértelmd.

A fenti eredménnyel ellentétben, ha V' legalabb két dimenziés Hilbert-tér,
akkor L?(p,V) karakterisztikus projektormértéke nem ciklikus. Legyen ugya-
nis ¢ € L?(u,V). Ekkor minden s € S esetén van olyan e, egységvektor V-
ben, amely merdleges ¢(s)-re. Legyen 0 # f € L?(u); ekkor s — f(s)es, ha
mérhetd, az L?(u, V') nemnulla eleme, amely ortogonalis minden K (E)p-re. Az
elébbi ,ha’-ra vonatkozd nem trividlis eredmény: mindig valaszthatok tgy az
egységvektorok, hogy a mérhetdség teljesiiljon.

Ha a P projektormértéknek s éles pontja, azaz P{s}) # 0, és P({s})
értékkeészletének dimenzidja legalabb 2, akkor P nem ciklikus. Ugyanis ekkor
barmely © € H esetén van olyan 0 # y € H ugy, hogy y = P({s})y és
(y, P({s})x) = 0. ez az y ortogonalis minden P(E)x-re, mert az E mérhetd
hamaz esetén P({s})P(E) nullaval egyenls, ha s ¢ E és P({s})-sel, ha s € E,
és fgy (y, P(E)a) = (P({s})y, P(E)x) = (y, P({s})P(E)x) = 0.

A 2.9 pont 1. példajaban szerepld projektormérték ciklkus, a masi ketts
nem ciklikus.

37. Allitas. Legyen P ciklikus projektormérték, = egy ciklukus vektora. Ekkor
U:L*(n) = H, o~ P(p)x
unitér leképezés, és ULP() az L*(pn) karakterisztikus projektormértéke.

Bizonyitis Az U linearitasa a (15) allitas els6 két pontjabol, izometrikus
volta opedig a (13) allitasbol kovetkezik; tovabba U a {x, | E € A} generalo
halmazt a {P(E)z | E € A} generalé halmazra képezi; ezekbdl mér nyilvanvalo,
hogy U unitér.

38. Allitas. Ha P ciklikus projektormérték, U az el6bbi dllitdsban szerepld
unitér leképezés, akkor U=YP(-)U az L*(u) karakterisztikus projektormeértéke.
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Tovabba P(E)Ugp = P(E)P(p)x = P(x,¢)x = Ux,p, azaz U 'P(E)U =
M, , amit bizonyatani akartunk.

39. Allitas. Legyen P ciklikus projektormérték; az A folytonos linedris operd-
tor pontosan akkor cserélhetd fel a projektormértékkel, ha van olyan f mérhetd

fiigguény, hogy A = P(f).

Bizonyitis A és P felcserélhetGsége azt jelenti, hogy AP(E) = P(E)A
minden E mérhet6 halmazra.

Ha A = ]5( f), akkor korabbi eredményeink alapjan A felcserélheté minden
P(E)-vel (ehhez nem is kell a ciklikussag).

Tegyiik fel, hogy A felcserélheté P-vel. Legyen x a projektormérték ciklikus
vektora. Ekkor az el6z6 allitasunk szerint van olyan f fiiggvény, hogy Ax =
P(f)z (f ez el6z6ekben a ¢ nevet viselte). Minthogy P(E)P(f) c P(f)P(E)
minden E esetén, AP(E)x = P(E)Az = P(E)P(f)x = P(f)P(E)z, amibdl az
operétorok linearitasa folytan, A megegyezik P(f)-fel a {P(E)z | E € A} gen-

erdlta stird linedris altéren. Mivel A folytonos és P(f) zart, ebbdl az kovetkezik,
hogy A = P(f).

2.13. Ciklikus projektormértékek direkt 6sszege

Lattuk, hogy a ciklikus projektormértékek igen egyszertiek, unitér ekvivalen-
cia erejéig karakterisztikus projektormértékek. Most az mutatjuk meg, hogy
minden projektormérték felépithets ciklikusokbol.

El6szor megemlitjiik, hogy ha I tetszéleges (index)halmaz, a H; (i € I)
Hilbert-terek direkt 6sszegeként a

PH: = {x = (wi)icr € XH; | Y |l < oo}

i€l i€l

vektorteret értjilk az
<y7 I’> = Z<yla x1>1
iel
skalaris szorzattal.

40. Allitas. Legyen PA — P(H) projektormérték. Ekkor H elddll a P ciklikus
altereinek direkt dsszegeként.

Bizonyitds Legyen egy 0 # x7 € H altal generalt ciklikus altér M;. Ha
M; = H, akkor igaz az allitds. Ha nem, legyen egy 0 # x5 M; altal generélt
ciklikus altér My. M; és My ortogonélis egymaésra, hiszen minden FE, F € A
esetén (P(E)xq, P(F)x1) = (w2, P(E)P(F)z1) = (22, P(EN F)z1) = 0. Ha
M; & My = H, akkor igaz az allitds. Ha nem, ismét taldlunk egy ciklikus
alteret, amely ortogonalis M-re és My-re; és igy tovabb.

Eddig tehat belattuk, hogy léteznek paronként ortogonalis (M), ey ciklikus
alterek valamely J indexhalmazzal. Nyilvan tobb ilyen altér-osszesség lehet az
1, T2 stb. vektoroktdl fiiggéen. Legyen M az a halmaz, amelynek az elemai
a paronként ortogonalis ciklikus alterek Osszességei, és vezessiink be rendezést
M-en a halmazelméleti tartalmazassal. Ekkor minden lancban van maximalis

21



elem: a lancban levé halmazrendszer unidja. Zorn-lemmaja szerint tehét létezik
(M,);e1 maximalis elem M-ben; a maximalitas miatt

H:@M,-. O

i€l

A projektormérték egy ciklikus altere invaridns a projektormérték értékkés-
zletében levs projektorokra. Eszerint, a P; : A — P(M;), E — P(E)|m;
leképezés projektormérték, és ugy is szokas fogalmazni, hogy a projektormérték
ciklikus projektormértékek direkt Osszege:

P:@Pi.

i€l

A direkt 6sszegek sokfélék lehetnek, és szerkezetiik nagyban eltérhet egymaés-
tol. Elsfordulhat, hogy P maga ciklikus, tehat van egyetlen elemii direkt dsszeg,
de lehetésges tobb elemt direkt Gsszege is. Példa erre a 2.9 pont 1. példaja.
A projektormérték ciklikus, egy ciklikus vektora (1,1,...,1,1). Viszont CV
(a Hilbert-tér) az (1,0,...,0,0), (0,1,...,0,0) ... (0,0,...,0,1) vektorok altal
generalt ciklikus alterek direkt Gsszege is.

Most azt vizsgaljuk, hogyan lehet a ,legegyszertibb” direkt Osszeget meg-
talalni. Ehhez feltessziik, hogy H szeparabilis. Ekkor I megszamlalhato, vegyiik
N-nek.

A tovabbiakban a = jel unitér ekvivalenciat jelol.

Legyen z; az M; ciklikus vektora. A 36 allitas szerint P; unitér ekvivalens
az L*(jiy, »,) karakterisztikus projektormértékével, és igy

H= ZLQ(,uzim), P= ZKi'

€N IS

o= Z %/u‘xmﬂfi

i€N

Vezessiik be a

mértéket. Minthogy minden pi,, ., abszolut folytonos p-re (azaz minden p-nulla
halmaz p,, »,-nulla is), a Radon-Nykodim-tétel szerint léteznek olyan 0 < o :
S — R mérhet§ fiiggvények, hogy fiz, z; = aift.
A
T,:={seS|a; >0}

halmaz mérhets, és az
LQ(MIi,ZL’i) - LQ(XTiM)7 Pi = VP =t ¢1
leképezés unitér minden i-re. Ezért
HEZLQ(XTiu), PEZKi;
i€N ieN

itt persze K; az itt szerepls i-ik Hilbert-tér karakterisztikus projektormértéke.
Idézziik fel, hogy

ZLQ(XTiu)elemei: ¢:8 = Cicp, Z/T |p:|*dp < . (10)

€N €N
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Ha a T;-k paronként diszjunktak (elég, ha csak p(T; NT;) = 0 teljesiil ¢ #
j esetén), akkor a fenti Hilbert-tér ,lényegében” L%(u) tgy, hogy ¢ € L?(u)
az a fliggvény, amelyre ¢|r, = ¢;. Ekkor tehat P egyetlen karakterisztikus
projektormértékkel unitér ekvalens (a projektormérték ciklikus).

Tekintsiik most az esetet, amikor T;-k nem diszjunktak paronként.

Legyen

Sp:={s € S| s pontosan n darab i létezik gy, hogy s € T;},

ahol n € NU oco. Vegyiik észre, hogy S5,-nek paronként diszjuktak, és

U s.=s

neNUoco
Tovabba legyen s € S esetén
i1(s) :=min{i e N| s € T;}, i2(s) := min{i € N\ {i1(s)} | s € T;},
és igy tovabb,
ir(s) :=min{i € N\ {i1(s),...,ix-1(8)} | s € T;}.
Rendeljiik hozz4 a (10)-beli ¢;cy fliggvényegyiitteshez

(1)1(3) = Xs, d)h(s)(s)?

Qo1 1= X, ir(s)(8)s P2z = X, Pia(s)(5),
D31 1= X, iy (5)(8)s P32 1= X, Din(s)(8), P33 1= X, Dig(s)(5)

és igy tovabb a ®,1,...,P,, ... fliggvényeket, ahol n € N U oo.
Ekkor @, := (Pp1,...,Pny) € LQ(XS”,u,(C") (a C> :=[? értelmezéssel), és

SN Lxm = Y LAxs,p.CM),

€N neNUoo

ugyanis

3 /S S 6 2dn

neNUoco n k=1

Z/Ti 62 =

ieN
tehat a projektormérték unitér ekvivelens ez utobbi direkt 6sszegben szerepld
Hilbert-terek karakterisztikus projektormértékeinek direkt sszegével.
Egyszerd latni, hogy az ilyen alakd direkt Gsszeg ,lényegében” egyértelmii:
ha (értelemszert jeldléssel)

Z Lz(Xs;/:U’,v(Cn)E Z LQ(XanaCn)a Z KZ{E Z K’“

neNUoco neNUoo neNUoo neNUoco

akkor p’ és pu ekvivalensek, vagyis ugyanazok a nulla-halmazaik, és u(S/,N.S,) =
0.

Jegyezziik meg, hogy S,-ek akarmelyike iires is lehet; példaul ciklikus pro-
jektormérték esetén S, = () ha n > 1.
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3. A spektraltétel

3.1. Az altalanos tétel

41. Allitas. Legyen N normdlis operdtor o H Hilbert-téren. Ekkor létezik
egyértelmien egy P : B(C) :— P(H) projektormérték igy, hogy N = P(idc).

P-t az N spektralfelbontasanak hivjuk, P(idc)-t pedig az N spektralelsal-
litasanak.

A spektraltételt altalaban nem bizonyitjuk, csak — kés6bb — unitér és onad-
jungalt operatorra. Normalis operatorra csak az aldbbi specialis esetet tekintjiik.

Legyen az N normalis operator olyan, hogy a sajatalterei kifeszitik az egész
Hilbert-teret; ekkor N spektruma a A, (n € N) sajatértékekbdl és ezek tor-
l6dasi pontjaibol all. Legyen P, az n-ik sajataltér projektora; tudjuk, hogy az
N kiilonb6z6 sajatalterei ortogonalisak egymasra. Ekkor konnyd meggy6z6dni
arrol, hogy a

P(E)=(s) 3. P. (E€B(C)

{n|A\,€E}

formula projektormértéket hataroz meg. A normaélis operatorokra vonatkozo
ismereteink szerint ha z € Dom(N), akkor

Nz =N <Z an> =3 MnPuz,

neN

amibdl azonnal adodik, hogy P az N spektralfelbontasa. Ugyanis a P-vel kap-
csolatos komplex mértékekre ji, , = > (y, Pox)dy, (Dirac-delték), és igy :

/1dcuyr Z)\ (y, Ppz) = y,Z)\ P,z) = (y,Nx).

neN neN

Felsorolunk a spektraltételhez kapcsolodo néhany fontos tudnival6t, amelyek
a projektromérték szerinti integralas megismert tulajdonsagaibol kovetkeznek.

Legyen P az N normélis operator spektralfelbontasa.

P tart6ja megegyezik az N spektruméval, P éles pontjai az NV sajatértékeivel.

Ha f : C — C mérhets fiiggvény, akkor értelmezhets f(N) := P(f). Az
f(N) operator értelmezési tartoméanyaban azok az x-ek vannak, amelyekre f
négyzetesen integralhato a p, , meérték szerint. A p = Y0 cl-idé polinomra
P(p) =p(N) =3 yeiN".

Specialisan értelmezhets az N valos és képzetes része, egy-egy onadjungalt
operator, és N =re(N) + iim(N), N* = re(N) — iim(N).

A fenti példaban szerepld N spektralfelbontasa akkor és csak akkor ciklikus,
ha N minden sajértéke egyszeres (minden sajateltere egy dimenzités). Ezért
altalaban, barmely normalis operator spektrumat egyszeresnek mondjuk, ha a
spektralfelbontésa ciklikus.

Altalaban az N normalis operator spektralfelbontasa a 2.13 pontban mon-
dottak szerint unitér ekvivalens L?(x, p,C") (n € NU 00) alaki Hilbert-terek
karakterisztikus projektormértékeinek direkt Gsszegével, ahol S,-ek paronként
diszjunktak. Ezért N unitér ekvivalens identitéssal valo szorzasok direkt 0sszegé-
vel. Lattuk a 2.9 1. példajaban, hogy CV-en a szorzas-operatorok diagonalis
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matrixok; igy a normaélis operator elGallitasa identitassal vald szorzasként a véges
dimenzioban ismert diagonalizéalasi eljarasnak felel meg.

Nem nehéz latni, hogy Supp(P) = U,cnueo Sn- Mivel P tartoja mege-
gyezik N spektrumaéval, S, elemeit a spektrum n-szeres multiplicitast pont-

jainak nevezziik.

3.2. A spektraltétel bizonyitasa unitér operatorra

A bizonyitashoz a Stone—Weierstrass-tételt és a Riesz-reprezentacios tételt hasz-
naljuk.

Tekintsiik a T komplex egységkort. Minthogy idc leszikitése T-re idy, és
idy leszikitése idy = idy ', az 1,idr, id% fiiggvények generalta komplex algebra

elemei
n

pi= Z ciid’
alaki ,,£-polinomok”.

Legyen U unitér operator. Ertelmezziik a fenti +-polinommal a p(U) :=
Sor Ut operatort. Mivel U* = U™}, igaz a p(U)* = p*(U) egyenlSség (a bal
oldalon a csillag az adjungalast, a jobb oldalon a komplex konjugalast jeloli).
Tudjuk, hogy U spektruma a T egységkor része.

A bizonyitas alaplépése, hogy megmutatjuk:

42. Allitas.
Sp(p(U)) = p[Sp(U)].

Bizonyitds Ehhez felhasznaljuk azt az ismeretet, hogy ilyen egyenléség igaz
szokéasos ,rendes” polinomokra.

Ugyanis legyen ¢ := id¢p; ez és vele egyiitt ¢ — Aid¢ szokasos polinom. Ekkor
sorra a kovetkezok egyenértékiek:

- AeSp(p)),

— p(U) =X =U""(q(U) = AU™) nem invertélhato,

- q(U) — AU™ nem invertalhato,

~ 0€Sp(g(U) = AU™) = Sp((g — Mdg)(U)) = (¢ — Xidg)[Sp(U)],

— van olyan & € Sp(U), amellyel 0 = ¢(§) — A", azaz

- A= =p(). O

Eredményiink kovetkezménye, hogy

Ip(U)|| = max{|p(¢)[ | & € Sp(U)} < max{|p(¢)[ | &€ T} =: |pll.

Vilagos, hogy a p — p(U) leképezés linearis. Tovabba a Hilbert-tér y, z el-
emeire [(y,p(U)z)| < [[yl| [lz]| [pll, vagyis a p = (y, p(U)z) leképezés folytonos
linearis funkciondl a maximum-norméval elldtott +-polinomokon. A Stone—
Weierstrass-tétel és a Riesz-tétel szerint ezért létezik egyértelmten egy iy »
komplex Borel-mérték T-n tgy, hogy

e U)) = [ piye
T
Tetszbleges ¢ +-polinomra

Aly,x = Hy,qU)z = Hq(U)*y,2>
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ugyanis minden p-re

_ — <y,p(U)q(U)fE> = f'ﬂ‘pdﬂy,q(U)xv
Apd(quy,x)—[rquuy,x {<y7Q(U)P(U)$>= S Py g

Nyilvanvald, hogy (y,x) — py konjugalt linearis az els§ valtozojaban és
lineéaris a masodik véltozojaban, valamint uy, , = py,y, és értelemszerten ugyanez
igaz az (y,x) — fty,.(E) leképezésre minden E Borel-halmazra.

Minthogy I = 1(U) (az U &ltal a konstans 1 polinomhoz rendelt operator),

(y,x) = /Tduy,x = f1y,2(T).
Ebbdsl
MﬂmzAﬁwmsAwm:mﬂm:ww

A kvadratikus és szeszkilinaris formak k6zotti ismert Osszefiiggés szerint ez
azt jelenti, hogy |uy »(E)| < |lyll ||z||; mésszoval (y,z) + gy .(E) folytonos
minden E esetén. Ez pedig maga utan vonja, hogy minden E esetén létezik egy
P(E)-vel jelolt folytonos 6nadjungalt operator ugy, hogy p, . (E) = (y, P(E)x).

Most hasonléany, mint az el6bb polinomokra, megallapithatjuk hogy

XrHyz = Hy,P(F)a = HP(F)y,x»

hiszen

/ qd(XFllyz) = / axXFdily,. = / XFd(qpy,z) =
T T T

{mpwmmwz (P(F)y. q(U)z) [y adip(ryye-
(qU)*y, P(F)z) = (y,q(U)P(F)z) [ qdpiy, p(F)e-

Ebbsl P(E N F) = P(E)P(F) = P(F)P(E), specidlisan P(E) = P(E)? is
adodik, vagyis P(F) projektor.

Az is kénnyen lathaté ezutan, hogy E — P(FE) projektormérték, és p, .
ehhez a projektormértékhez a korabbiak szerint rendelt komplex mérték; kovetkezéskép-
pen p(U) = P(p), specialisan

(11)

U = P(idy).

3.3. A spektraltétel bizonyitasa onadjungalt operatorra

Legyen S 6nadjungélt operator. Mivel 4 nincs az S spektrumaban, 1éteznek a
mindeniitt értelmezett folytonos (S 4iI)~! operdtorok. Megmutatjuk, hogy az
S ugynevezett Cayley-trtanszformaltja,

U:= (S —il)(S+il)™*

unitér.
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(S +4I)~! mindeniitt értelmezett és értékkészlete az S + il értelmezési tar-
tomanya, amely megegyezik az S értelmezési tartomanyaval. S — il értékészlete
az egész Hilbert-tér, igy U : H — H bijekcié. Minden z € Dom(S) esetén

(S £ il)z||® =(Sz, Sz) +i(Sx,z) F i(x, Sz) + (x,z) = (12)
=[[Sz|* + [, (13)

ezért ||(S +iD)z| = ||(S — i)z
Tehét az x helyében az elobbi formulét (S+il)~ly-ra alkalmazva tetszéleges
y-ra. Ekkor

1Tyl = I1(S — i) (S +4D) "yl = (S +iD)(S +il) "'yl = Iy,

tehat U valéban unitér.
Mar csak az van hétra, hogy megmutassuk: ha U az S Cayley-transzformaltja,
akkor
S=i(I+U)I-U)""

Ugyanis S + ¢/ injektiv és Dom(S)-et H-ra képezi, ezért ha z € Dom(S)

esetén

y:=(S+il)z, akkor Uy= (S —il)x,
és igy

(I+U)y=2Sz és (I —U)y = 2ix,
amibsl Ran(l — U) = Dom(S); tovabba, ha (I — U)y = 0, akkor x = 0,
kovetkezésképpen y = 0, tehat I — U injektiv. Végezetiil az el6z6 egyenlGségek-
bél

1 1 e
Sz :§(I+U)y = §(I+ U)I-U) " (2iz) =
=i(I+U)I -U) 'a.

Ha tehat P az U Cayley-transzformalt spektréalfelbontasa, akkor az f =
-1

Z}t:g:ﬁ jeldléssel S = P(f), azaz S spektralfebontésa Po f .

3.4. Felcserélhetiség

Mar volt arrdl szo, hogy az A korlatos és L akarmilyen operatort felcserélhetének
nevezzik, ha AL C LA.

Ertelmeztiik egy operator és egy projektormérték, valamint két projektor-
mérték felcserélhetsségét.

Két normalis operéatort erdsen felcserélhetének mondunk, ha a spektralfel-
bontéasaik felcserélhetsk.

Emlékeztetiink, hogy az A korlatos operator

— akkor és csak akkor cserélhets fel a P projektormértékkel, ha felcserélhetd
minden P(f)-fel.

— akkor és csak akkor cseréléhetd fel a komplex P projektormértékkel, ha
felcserélhets P(ide)-vel és P(id%)-gal.

Megjegyezziik, hogy elég egy felcserélhetdség a fenti allitasban, ugyanis bebi-
zonyithato: ha A feleserélhets P(idc)-vel, akkor felcserélhets P(ids) = P(ide)*-
gal is.
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Az A korlatos normaélis operator akkor és csak akkor cserélhets fel az N
normalis operatorral, ha A és N erGsen felcserélhetGk. Ugyanis A akkor és csak
akkor cserélhets fel N-nel, ha felcserélhets az N spektralfelbontéséaval; tehat a
spektralfelbontasban szereplé minden P(FE) projektor felcserélhets A-val, és ez
akkor és csak akor teljesiil, ha P(FE) felcserélhets az A spektralfelbontasaval.

43. Allitas. Legyen N és M két erdsen felcserélhetd normdlis operdtor. Ekkor
NMxz = MNz minden v € Dom(NM) NDom(MN) esetén.

Bizonyitas Legyen P az N, QQ az M spektralfelbontésa. Ekkor minden P(FE)
felcserélhets M-mel.

Vegyliink egy szoban forgd z-et, azaz € Dom(N) N Dom(M) és Mz €
Dom(N), Nz € Dom(M). Hay € Dom(M) = Dom(M™*), akkor (M*y, P(E)z) =
(y, MP(E)x) = (y, P(E)Mx), azaz a szokasos jelolésiinkkel piar+y » = by Ma, €S

18y

(y, MNz) = (M*y,Nz) = /idcd,uM*y@ = /idcduyyMz =y, NMz).

Mivel y egy strd linearis alteret fut végig, igaz az allitas. O

Fontos megjegyezni, hogy a forditottja nem igaz: az NMx = M Nz egyen-
16ségb6l nem kovetkezik az N és M erds felcserélhetGsége. Ime az ellenpélda:
a # [ esetén a D, és Dy differencialas-operatorokra (lasd a mellékletet) nyilvan
teljesiil a Do Dg¢ = DD, ¢ teljesiil a megfelel§ ¢-ken, de a spektréalfelbonésaik
nem nem cserélhetsk fel.

D, spektruma az {n+a« | n € Z} sajatértékekbsl all, amelyekez az @q . (s) 1=

ﬁe“"*o‘)s normélt sajatfliggvények tartoznak (ezek kifeszitik az egész Hilbert-

teret). Ha P, , jeloli ezen sajatalterek projektorat, akkor 3.1 pontban szerepld
példa adja meg D, spektralfelbontasat, és

Pan® =ban | dand

Ezutan konnyt latni, hogy Py nPsm 7# P3,mPan-

3.5. Projektormértékek szorzata

Emlékezetetiink, hogy a projektormértékek az altalanos valoszintségelmélet fizi-
kai mennyiségeiként keriiltek el6. A fizikdban igen fontos kérdés, mely fizikai
mennyiségeknek van egyiittese. Lattuk, az egyiittes fizikai mennyiség létezésének
szitkséges feltétele volt a kompatibilitas. A kompatibilités az egyes mennyiségek
értékeinek egymassal valo disztributivitdsat jelenti. Projektorhaloéban a disz-
tributivitas egyenértékd a kommutativitassal. Bebizonyithato, hogy ,megfelels-
en jo” toplogikus terek (példaul véges dimenzios affin terek) Borel-halmazain
értelmezett projektormértékek esetén a kompatibilitas elégséges is az egyiittes
létezéséhez. Fz a bizonyitas meglehet&sen hosszadalmas, itt nem tériink ki ré.

Projektormértékek egyiittesére a projektormértékek szorzata elnevezést szo-
kas hasznélni; ezt a kovetkezs formula indokolja. Legyenek P; : B(V;) — P(H)
paronként felcserélhetd projektormértékek (i = 1,...,n). Ezek egyiittese egy
olyan (egyértelmien meghatarozott) P : B(Vy x Vo x -+ x V,;) — P(H) projek-
tormérték, amelyre

P(E1 X Eg X .. En) = Pl(El)PQ(E2) .. Pn(En)
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4. Egyparaméteres unitér csoportok

Egyparaméteres unitér csoporton egy t — U, leképezést értiink, ahol ¢ a valés
szamokat futja végig és U, unitér operator igy, hogy minden ¢, s esetén U4 =
U:Us = UgU;. Az egyparaméteres unitér csoportot folytonosnak nevezziik, ha
az R x H — H, (t,2) — Uz leképezés folytonos.

44. Allitas. Az egyparamtéteres unitér csoport folytonossiga egyenértékid azzal,
hogy minden y,x € H esetén R — C, t — (y,Usx) folytonos a nulldban (mds
szoval a t — U, hozzdrendelés gyengén folytonos a nulldban).

Bizonyitds Vilagos, hogy a folytonossaghbol kovetkezik a gyenge folytonossag.

A gyenge folytonossig a nullaban maga utan vonja a gyenge folytonossagot
barmely pontban az (y, Usz) — (y, Usz) = (y, (Us — Up)x) 1y, Us_sx) Osszefiigges
alapjéan.

A gyenge folytonossagbol kiovetkezik az erds folytonossag is, azaz t — Uz
folytonos minden z-re:

IUsz = Upa|® = |Uearl|* — (Us, Us) = Uy, Usar) + || Us|?

A jobb oldal els6 és utolso tagja ||z, a gyenge folytonossdg miatt, ha s tart
t-hez, akkor a kozépsd tagok —||z||?-hez tartanak, tehat jobb oldal — és ezzel
egylitt a bal oldal — a nulldhoz tart.

Az er6s folytonossagbol viszont kévetkezik a folytonossag:

[Usy — Usz|| < |Usy = Usz|| + [[Use = Uil = |ly — 2| + [[Usz = Usl]. D

Ha S 6nadjungalt operator, akkor a spektraltétel szerint értelmezett U, :=
¢S (t € R) operatorok az exponenciélis fiiggvény szorzasi szabalya kovetkeztében
egyparaméteres unitér csoportot alkotnak (ezt az S generalta egyparaméteres
unitér csoportnak hivjuk), amely folytonos. Ugyanis, ha P az S spektralfelbon-
tasa, az eddigi jel6lésekkel a

t— (y,Uix) = / e”o‘duy,w(a)
R

leképezés folytonos a 0-ban, amint az a Lebesgue-tételbdl egyszertien kovetkezik.
A mondottaknak a forditottja is igaz:

45. Allitas. (Stone tétele) Legyen t — Uy folytonos egyparaméteres unitér cso-
port. Ekkor létezik eqy egyértelmien meghatdrozott S dnadjungdlt operdtor gy,
hogy Uy = €S minden t-re.

Bizonyitds Tegyiik fel el6szor azt, hogy a csoport 27 szerint periodikus, azaz
Usr =1, és igy Ugyor = Uy minden t-re. Az

1 27 -
, L) = — e " Uix)dt
)= 5= [ e Vi)
leképezés folytonos szeszkilineéris (vagyis az elsd valtozojaban konjgalt linearis,
a masodikban linearis) forma minden n egésze szamra. FEzért egyértelmtien
léteznek P, korlatos operatorok tgy, hogy
1 2

5 | e Ut = (. P,
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Mivel

*

o 27 0
(/ e—int <y7 Ut$>dt> _ / ei"t<Ut$, y>dt — / e—int<U7t$7 y>dt =
0 0 B

27
2T )
:/ e_znt<xa Uty>dta
0

az (y, Pyx)* = (x, P,y) egyenlség igaz, ami azt jelenti, hogy P, dnadjungalt.
Tovabba az UUs = Uy egyenlGség alapjan

1 2 ) 1 27 )
(y, PoUst) ——/ e "y UUgz)dt = 2—/ e "y, Upz)dt =
0 0

T o s
1 27

=5 ; e~ mE=S) Yy U, x)dz;

ebbdl, és hasonloan a forditott sorrendre, azt kapjuk, hogy

P,Us=UP, =¢"™P, (scRncZ). (14)
Tovabba
1 2 . 1 27 . .
(y, P Pp) = %/0 e "y, Uy Ppx)dt = o ; e ey, Px)dt,
amibdl

PuPy = 6pnP  (n,m € 7).

Végeredményben tehat a P,-ek projektorok, a kiilonb6z§ indextiek orto-
gonalisak egymasra. P, := ) ., P, a megfelel6 alterek Osszegére vetits pro-
jektor; ezért P, P, L =0 minden n-re, ezért

1 27 .
0= PP =5 [ ey Upia,
2T 0
tehat a [0, 27]-n értelmezett ¢t — (y, U; P;-x) folytonos fiiggvémny minden Fourier-
egyiitthatoja nulla, igy maga a fiiggvény is nulla, amibsl P;- = 0, azaz P, = I
kovetkezik. Ezért (14) alapjan

U = (s) Z emtp,.

neEZ

Ez pontosan azt jelenti, hogy a

P(E):=(s) Y P, (E€B(R))
nekE
projektormértékkel és az S := P(idR) onadjungalt operatorral U, = e™5.
Az alalanos esetet visszavezetjiik a periodikusra. Legyen @ az Us, spek-
tralfelbontasa gy, hogy az egységkort a |0, 27] intervallummal paraméterezziik,
azaz,

27
(v, Usnz) = / ¢ dly, Q(s)a).
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Konnyt latni, hogy t — V; := Ut(Uzw)*t/zTr 27 szerint periodikus folytonos
egyparaméteres unitér csoport. Ezért léteznek paronként ortogonalis P, (n € Z)
projektorok tugy, hogy

= (s) Z e™p,.

neEZ

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért elhagyjuk az osszegek eldl az (s)
jelet, és az is formalisan jeloljiik, azaz elhagyjuk az (y, ...x) skalaris szorzatot.

Igy

ZezntP U2 t/2m _ ZezntP / ist/27rdQ( ) —
—Z/ #1005) B, ()20 Z/ 7 P, dQ(2r(8 - n).

Vezessik be a

=> n|En{nn+1#0}P.Q@2r(E —n)) (E € B(R))
{

operatorokat. Mivel minden ¢-re V; kommutal Us,-vel, minden P, kommutal
minden Q(F)-fel, ahol F' a [0, 27| intervallum Borel-halmaza. Ezért P,Q(F)
is projektor, és kiilonb6z6 —n-ek esetén ortogonélisak egymasra. Ezek szerint
E +— P(E) valos projektormérték, és

U, = / e"PdP(B),
R

azaz, ha S := P(idg), akkr U; = /5.

46. Allitas. Legyen S énadjungdlt operdtor és U; = €' (t € R). Ekkor
(i) lim;_o Y=o akkor és csak akkor létezik, ha x € Dom(S), és ez esetben

a hatdrérték sz
(i) LUz = iU;Sz = iSUx  (t € R,z € Dom(S)).

Bizonyitds (i) Ha a kérdéses hatarérték létezik, akkor létezik

2
dﬂw,w (Oz),

2

= lim
t—0 R

ita_l

t

-1
lim
t—0

T

ahol pg , az S spektralfelbontasabol a korabbiak szerint szarmaztatott mérték.
Fatou-lemmajabol kovetkezik, hogy az integrandus limesze, idé iz, z-integral-
hato, azaz = € Dom(S).

x € Dom(S), akkor

(22 -i5) 0

/
Az integrandust atalakithatjuk

- it —ita
aexp(zta)exp(z) exp (=5*)

2 2(5")
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alakba, amibdl konnyen adédik, hogy az idﬂi szamszorosa majoralja, amely fi, .-
integralhato, hiszen x € Dom(S). Az integrandus hatarértéke nulla, mikézben
t tart a nulldhoz; a Lebesgue-tétel szerint a hataratmenet és az integralas fel-
cserélhetd, ezért a bal oldal a nulldhoz tart.

(i)

d . U — Ut U, -1

T = lim Ut Uh -1
h—0

Utl‘.

Tz = lim
h—0

A kozépso hatéarérték létezik, ezért az dsszes tobbi is, és egyenlSk egymaéssal.

47. Allitas. Legyen S 6nadjungdlt operdtor és U, := e (t € R). Ekkor

(i) az A korldtos operdtorra AU, = UiA (t € R) akkor és csak akkor, ha
AS C SA,

(i1) az N normdlis operdtorra UuN C NU, (t € R) akkor és csak akkor, ha
S és N erdsen felcserélhetdk (azaz spektrdlfelbontdsaik kommutdlnak).

Bizonyitds (i) Ha A felcserélhets S-sel, akkor felcserélheté minden fiigg-
vényével, igy U-vel is. Viszont, ha = € Dom(S), akkor

U -1

iASx = lim AUt — 2 = lim Ax = iSAx.
t—0 t—0

(ii) U; N € NU; maga utan vonja, hogy U; N* C N*U}; mivel U} = U; ' =
U_; és ez miden t-re igaz, itt elhagyhatjuk a negativ elGjelet. Tehat N és N*
felcserélhet6 minden Ug-vel, ezért U, felcserélhets az N spektralfelbontéasaval,
(azaz minden projektorral az N spektralfelbontasaban), igy az (i) szerint S
felcserélhets az N spektralfelbontéasaval, tehat S és N erdésen felcserélhetdk.

Ha S és N er6sen felcserélhetdk, akkor S minden korlatos fiiggvénye, igy Uy
is, felcserélheté N-nel.

5. Lényegében onadjungalt oporatorok

Emlékeztetiink arra, hogy egy S operatort szimmetrikusnak hivunk, ha strtin
értelmezett és S C S*. Mivel egy adjungalt operator mindig zart, a szim-
metrikus operatorok lezarhatok (azaz van legsziikebb zart kiterjesztése). Egy
szimmetrikus operatort lényegében 6nadjungaltnak neveziink, ha a lezéartja
onadjungalt.

Tudjuk, hogy egy stirtin értelmezett A operator pontosan akkor lezarhato,
ha A* értelmezési tartomanya stird, és ekkor A lezarasa A**. Kovetkezésképpen

egy szimmetrikus S operator akkor és csak akkor lényegében 6nadjungalt, ha
S* = 5%,

48. Allitas. Egy S szimmetrikus operdtor pontosan akkor énadjungdlt, ha S*+1
injektiv.

Bizonyitds S lezartja S**, S* lezartja (egyrészt 6nmaga, méasrészt) S* =
(§%)** = (§**)* = S, ezért elég belatni, hogy egy S zart szimmetrikusm op-
erator akkor és csak 6nadjungalt, ha S* £ I injektiv.

Az (12) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy S +iI képtere zart. Legyen ugyanis
Yn := (St il)x, Cauchy-sorozat, és y := lim,, y,,. Az idézett Osszefliggés szerint
Ty, és Sx, is Cauchy-sorozat. Legyen x := lim, z,,. Az S operator zartsaga
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miatt  benne van S értelmezési tartomanyaban, és Sx = y, azaz y az S £il
képterének eleme.

Tudjuk, hogy SFil képterének ortogonalis kiegészitSje az (SFil)* = S*+il
magtere.

Ha S* £ I injektiv, akkor S 4 4] képtere (amely zart) az egész Hilbert-tér;
mivel S C S§*, S* £l képtere is az egész Hilbert-tér. Ezért Dom(S*) nem lehet
bévebb Dom(S)-nél, mert akkor nem lenne injektiv; tehat S = S*.

Ha S 6nadjungalt, akkor 4 nincs a spektruméaban, ezért S* + il = S 4+ I
injektiv.

49. Allitas. Legyen S onadjungdlt operdtor, és eqy D strd linedris altérre tel-
jestiljon, hogy

- D C Dom(S),

— "D C D a nulla egy kirnyezetében lévd valds t-kre.

Ekkor S lesziikitése D-re lényegében dnadjungdlt.

Bizonyitds Vegyiik észre, hogy akarmely valos t esetén létezik nn € N ugy,
hogy t/n bene van a kérdéses kornyezetben, tovabba ei*® = (ei(t/ n)§ )n, ezért,
e*D C D minden valés t-re.

Legyen z az (S|p)* értelmezési tartoméanyaban, és tegyiik fel, hogy (S|p)*z =
ix. Az el6z6 fejezet eredménye szerint minden y € D esetén

d x’eitS e . . ;
W0 CU) (1,556 y) = ((Slo)r, ) =

eztS

(z,e"™y),

amibdl (z,e'%y) = et (x, y).

Nyilvanvalo, hogy |(x, e y)| < |lz|| ||y, ami csak tgy egyeztethets Gssze a
fenti eredménnyel, ha (z,y) = 0; minthogy y egy stirt halmazt fut végig, ez azt
jelenti, hogy © = 0, azaz (S|p)* — il injektiv. Ugyanigy mutathatjuk meg azt
is, hogy (S|p)* + ¢I is injektiv.
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