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1. El6sz6

A specialis relativitaselmélet azért sziiletett meg, mert a térrsl és idérol alkotott
naiv elképzelések cs6d6t mondtak a fényjelenségek (elektromagneses hullamok)
vizsgalata soran. Noha a relativitaselmélet formalizmusa a mindennapok jol
miik6ds gyakorlatava valt a modern fizikdban, megfogalmazasa miatt még ma
is sok félreértésre ad okot: djra és djra jelennek meg olyan cikkek, s6t konyvek,
amelyek paradoxonokat vélnek felfedezni benne (lasd 14.1 és 14.2).

A relativitaselmélet alapeszméje — a fény barmely tehetetlenségi rendszer
minden térpontjabol minden tériranyban azonos sebességgel terjed (homogén,
izotrop fényterjedés, lasd a 16 fejezetet) — és jo néhany kovetkeztetése ellentmond
a ,,jozan észnek”, ezért berzenkednek ellene sokszor, és probaljak megcafolni. Az
ilyen probélkozasoknak az ad taptalajt, hogy a térre és idére vonatkozé szokasos
meggondolasok — akar a régi, ma mar nemrelativisztikusnak nevezett, akar a
relativisztikus keretek kozott —

— intuitiv fogalmakra épiilnek, azaz pontosan meg nem hatarozott fogal-
makra, amelyekrél ,mindenki tudja, mik azok, ezért nem kell roluk bévebben
beszélni”, és

— hallgatoélagos megallapodéasokra, vagyis az intuitiv fogalmak kiilonféle
elképzelt, kimondatlan ,természetes tulajdonsagaira’”.

Ezek azonban olykor ellentmondéasba torkollnak.

Ha el akarjuk keriilni — és el akarjuk — a félreértéseket, paradoxonokat,
akkor ki kell kiiszobdlniink a intuitiv fogalmakat, hallgatélagos megallapoda-
sokat, vagyis olyan elméleteket kell felépiteniink, amelyekben minden tokélete-
sen pontosan van megfogalmazva.

Hogyan érhets ez el? Ugy, hogy tudatositjuk: barmely fizikai elmélet a
valosagnak egy matematikai modelljét jelenti. Ugyanarrol a fizikai objektumrol
kiilonféle modelleket készithetiink, attol fligg&en, milyen célra akarjuk a modellt
hasznalni, azaz mely tapasztalatainkat akarjuk a modellben visszatiikroztetni.
Egyszert példaval: ha a vizrél szerzett tudasunkat a hajozas szempontjabol
kamatoztatjuk, akkor a vizet folytonos kozegnek irjuk le, amely viszkozitéssal
stb. rendelkezik; ha kémiai szempontbol, akkor HoO molekulak 6sszességeként,
amelyeknek affinitasa stb. van. Fontos az, hogy a modell matematikai objektum,
benne matematikailag pontos definicidkat és allitasokat kell — és csak ilyeneket
szabad — megfogalmaznunk.

Igaz ez a térid6 modelljeire is. Hangsilyozzuk, hogy nem csupan a relativ-
itdselméletre, hanem a téridével kapcsolatos akirmely elméletre, tehat a régi,
ma mér nemrelativisztikusnak nevezett elméletre is.

A téridé-elméletek pontos matematikai keretbe foglalasa alapvetGen fontos,
mert minden fizikai elméletben szerepet kap a téridd is; a téridével kapcsolatos
esetleges félreértések vagy félreérthets megfogalmazasok hibékat eredményezhet-

9



10 I. ELOSZO

nek mas teriileten is.

Ennek a kdnyvnek az a célja, hogy a téridé modellezésének altalanos alapelveit
és fogalmait kézzelfoghatova tegye, szarmaztassa matematikai formulait. ,¢élessé
teszi” az intuitiv fogalmakat, ,feltdrja” a hallgatélagos megallapodasokat, felhiv-
ja a figyelmet azokra a sarkalatos pontokra, amelyek a szokasos targyalasokban
elsikkadnak, és amelyek figyelmen kiviil hagyasa eredményezi a paradoxonokat.

A nemrelativisztikus és a speciélis relativisztikus téridémodell alapos kifej-
tése — a jelen konyvben targyalt hozzajuk vezet6 ut ismertetése nélkiil — mar ren-
delkezésre 4ll angol nyelven (T. Matolcsi: Spacetime without Reference Frames,
1993, Akadémiai kiado, Budapest).



II. Bevezetés

A kovetkezGkben szemiigyre vessziik a tér és id§ targyalasaval kapcsolatos szoké-
sos intuitiv fogalmakat és hallgatolagos megallapodasokat.

1. Az els6 felbukkano fogalom joforman mindeniitt a vonatkoztatéasi rend-
szer, amelyet leginkabb tgy hataroznak meg, mint egy testhez rogzitett derék-
sz0gl koordinatarendszert; példaul egy szoba falai altal meghatérozott adott
sarkon atmend harom él a koordinatarendszer tengelyei!. Ebben intuitiv fogal-
mak (,amelyekrsl nem kell beszélni, mert Ggyis mindenki tudja, mirél van szo”)

— a tér, amelyben a koordindtarendszert rogzitjiik,
— az egyenes és
— a derékszog.

Hallgatolagos megallapodés az, hogy

— aszoban forgo test merev (hogyan rogzitenénk derékszogt koordinatarend-
szert egy foldrengésrazta, gumifali szobahoz?),

— a térben vannak egyenesek, pontosabban az, hogy barmely, altalunk
tapasztalt, sziikségszertien véges egyenes szakasz (mint a szoba élei) vég nélkiil
meghosszabbithatok,

— ezen egyenesek Osszességére az euklideszi geometria érvényes: két
egyenes csak egy pontban metszheti egymast; értelmes az egyenesek parhuzamos-
saga; értelmes az egyenesek bezarta szog, speciélisan a derékszog; egy haromszog
szogeinek Osszege az egyenesszig; értelmes az egyenes szakaszok hossza, ezzel
igaz a Pitagorasz-tétel stb.

2. A vonatkoztatasi rendszerek kozott kitiintetett szerepet szannak a tehetet-
lenségi rendszereknek, amelyeket tulajdonképpen Newton elsé torvényével szokés
meghatérozni?: ,Van olyan vonatkoztatasi rendszer, amelyben egy teljesen magé-
ra hagyott (er6mentes) pontszeri test nyugalomban vagy egyenes vonala egyen-
letes mozgasban van. Az ilyen rendszert inerciarendszernek nevezziik.” Ez a
meghatarozas

— az egyenes vonalil egyenletes mozgas intuitiv fogalmara
épiilt, amely burkoltan magaban foglalja

— az id6 intuitiv fogalmat,

és azt

— a hallgatolagos megéllapodast, hogy az id6 egyenletesen miilik.

Miel6tt bévebben foglalkoznank ezekkel, vegyiik észre, hogy

I1Dr. Budé agoston: Mechanika, Tankényvkiadé, Budapest 1964 (15. old.)
2Dr. Bud6 agoston: Mechanika, Tankonyvkiadd, Budapest 1964 (37. old.)
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— a vonatkoztatasi rendszer idézett szokasos meghatarozasa — merev testhez
rogzitett Descartes-féle koordinatarendszer — csak a térre vonatkozik,

— mig a tehetetlenségi rendszer meghatarozasa mar az idét is tartalmazza.

Ezért félrevezets azt mondani, hogy a tehetetlenségi rendszer specialis vonat-
koztatasi rendszer. Az is figyelemre mélto, hogy a tehetetlenségi rendszer fen-
ti meghatéarozasaban a térbeli koordinatarendszer semmiféle szerepet sem kap,
egyediill csak az jelenik meg, hogy a térben van egyenes. Tehét a tehetetlen-
ségi rendszerhez sziikséges az idg, sziikséges a tér, de felesleges a térbeli ko-
ordinatarendszer.

Mi kés6bb, pontos meghatarozas alapjan, méas értelemben hasznaljuk a vonat-
koztatasi rendszer fogalmat, mint amit a szokasos targyalasokbol idéztiink; ezért
a tovabbiakban az 1. pontban leirtakra a térbeli koordindtarendszer elnevezést
hasznaljuk.

3. Az egyenes vonalii egyenletes mozgas intuitiv fogalma az elGtte fel-
soroltaknal sokkal stulyosabb kérdéseket vet fel, amelyek elhallgatdsa sokszor
okoz zavart a relativitaselméletben.

A szokésos egyszerti megfogalmazas szerint ,egyenletes egy test mozgésa,
ha egyenls tavolsagokat egyenls idsk alatt tesz meg’. Ebben (,nem kell réla
beszélni, mert Ggyis mindenki tudja, mirél van sz6”),

— az adott tavolsag megtételéhez sziikséges idS intuitiv fogalma

jelenik meg. Hogy lassuk, mennyire nem kézenfekvs ez a fogalom, fejtsiik ki,
mirdl is van sz pontosan. A jo szemléltetés érdekében tekintsiink egy hétkoz-
napi példat. Vegyiik a 100 méter hosszi futépalyat; hogyan mérjiikk, mennyi id6
telt el, mig egy sportolo a rajttol elért a célig?

Héarom egyszerti lehetGség van.

Az egyikhez egyetlen stopperéra és egy személy kell, aki allhat akarhol.
Amikor a személy latja, hogy a futd rajtol, meginditja a kezében 1évs stop-
perérat, és amikor latja, hogy a fut6 beért a célba, megéallitja a stoppert. (Ez
a szokasos idémeérés a futoversenyeken, persze kifinomult formaban: az idémérs
személyt gép helyettesiti, amely a rajttol illetve a célbol érkezd elektromos jelet
Jatva” inditja meg illetve allitja meg a stopperoréat.)

A masik modszerhez két stopperora és két személy kell. Az egymas mellé
tett orakat egyszerre elinditjak, majd az egyiket a rajtnal allo személyhez viszik,
a mésikat a célnal 4llohoz. Amint a futé rajtol, illetve célba ér, az ottani 6rakat
megallitjak, majd leolvassék a két oraallas kiillonbségét.

A harmadik 6tvozi az el6z6 két modszert. A két stopperorat elhelyezik a
rajtnal és a célnél, majd a rajttol és a céltol egyenls tavolségra levé pontbol
egyszerre kiildott fényjellel (elektromos jellel) meginditjak mindkett6t. Ezutan
az el6z6 modszer végén ismertetett modon jarnak el.

A szokésos (feliiletes) felfogas szerint mindharom modszer — és barmely mas
is — ugyanazt az eredményt adja, és alkalmas az ,adott tavolsig megtételéhez
sziikséges 1d6” megallapitasara. Gondoljunk utana, jogos-e ez?

Az els6 modszernél nem akkor indul, illetve &ll meg az ora, amikor a futo
a rajtnal illetve a célnal van, hanem amikor azoktol a fény (elektromos jel)
megérkezik az O6rdhoz. A mért id6tartam nyilvanvaldéan fiigg attol, hol van
az Ora a futopalya végpontjaitol: ha az oéra példaul a rajtnal van, akkor csak
100 méternyi fényut szol bele a mérésbe; ha az 6ra mindkét végponttol 100
méterre van, akkor 200 méternyi fényut. Persze a fény igen gyors terjedése
miatt a hétkdznapi koriilmények kozott 100 méter vagy akar 1000 méter fényut
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is gyakorlatilag elenyészé eltérést eredményez, de elvileg mégiscsak megvan, és
nagyon gyors mozgas esetén mar korantsem elhanyagolhato.

A masodik médszer azért 1atszik jobbnak, mert az 6rak megallitasa egybeesik
azzal, hogy a futé az adott helyen van. Felmeriil azonban a kérdés, vajon nem
befolyasoljak-e az elvitt ora jarasat a szallitas viszontagsagai: gyorsitani kell az
atrakelésnél, zotykolddik utkézben, lassitani kell a megérkezésnél. Hétkdznapi
koriilmények kozott az orajardsok megvaltozasa nem tapasztalhatd, azaz ha van
is, elenyész6. Nem zarhatjuk ki azonban, hogy szélsGséges esetekben — példéaul
er@s razkodassal terhelt szallitas alatt — nem ugyanez a helyzet.

A harmadik modszer tiinik a legjobbnak. Hiszen ,kéztudomasi, hogy a fény
mindenhonnan minden irdnyban ugyanolyan gyorsan terjed”, tehat a két éra
segyszerre” indul, és aztan a megallitdsukkal sincs semmi baj. Csakhogy hon-
nan tudjuk a fény terjedésérél mondottakat? Hiszen ehhez éppen azt kellene
megmeérni valamiképp, hogy adott tavolsdgot a fény mennyi id6 alatt tesz meg.
és erre nincs modszer. Kérjiik a meglep6dott olvasot, tartsa ezt észben; késébb
magyarazatot kap arra, mit is jelent pontosan a fény homogén és izotrop ter-
jedése.

Osszefoglalva: ,az adott tavolsag megtételéhez sziikséges idG” intuitiv fogal-
ma igencsak ingatag labakon &ll.

Vegyiik észre, hogy a szokasos keretek kozott a sebesség is intuitiv foga-
lom, hiszen ,az adott tavolsag megtételéhez sziikséges id6” fogalman alapszik;
mi t6bb, a mondottak szerint felettébb kétséges az értelmezése.

Végiil a tovabbiak jobb megértése szempontjabol felhivjuk a figyelmet arra,
hogy ,az adott tavolsag megtételéhez sziikséges id§” lényegében

— két kiilonb6zd térpontban bekdvetkezett két esemény k6zott el-
telt idStartam intuitiv fogalmanak

egy specialis esete: az egyik esemény a sportold indulasa, a méasik a sportold
érkezése. Altalaban azonban nem kell, hogy ugyanazon anyagi objektumhoz
kotédjon a két esemény. Elvileg ugyanaz a probléma, ha mondjuk az irant
érdeklgdiink, mennyi id6 telt el egy linnepségen a stadion egyik végében, illetve
maésik végében elengedett galambok felréppenése kozott.

Specialisan az idézett intuitiv fogalom magaban foglalja két kiilonboz6 tér-
pontban bekévetkezett két esemény egyidejliségének intuitiv fogalmat is (az
eltelt nulla idétartam altal).

4. A térids-elméletek szokésos targyalasanak legfontosabb kérdése az egyméas-
hoz képest mozgo térbeli koordinatarendszerek kozotti kapesolat, amely a kovet-
kezSképpen szol.

Tekintsiink egy (X,Y,Z) derékszogi koordinatarendszert, meg egy hozzéa
képest v sebességgel egyenletesen mozgd (X', Y, Z') rendszert gy, hogy a rend-
szerek megfelel tengelyei parhuzamosak egymassal, az X és X' tengelyek egy-
beesnek, amint azt az 1. abra mutatja.

Jegyerzziik meg rogton, hogy az ilyen targyalas (a derékszogii koordinatarend-
szereken til) mar a legelején két intuitiv fogalomra épiil:

— az egyik a sebesség,

— a masik az egymashoz képest mozgd egyenesek parhuzamossaga,
amely ,oly nyilvanvald, hogy nem is kell beszélni rola” latjuk az abran is a
parhuzamossagot, és azt is elképzeljiik, hogy egy kicsit kordbban, amikor a
kezdGpontok egybeesnek, akkor a tengelyek is fedik egymést. Pedig ez egyal-
taldn nem nyilvanval6, amint azt nemsokara megmutatjuk.
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A  hétkoznapi” — tudomanyos nevén nemrelativisztikus — esetben igy foly-
tatodik a gondolatmenet: leolvashato6 az dbréarol, hogy a kezd&pontok talalkozasa
utan t id6vel az elsé koordinatarendszer x vektorat a masik rendszer olyan x’
vektornak észleli, amelyre x’ = x — tv teljesiil, koordinatdkban

2 =1z —tu, y =y, 2 =z
Ez a jol ismert Galilei-féle transzformacios szabaly.

A

S

1. abra. Galilei-féle transzformécios szabély

A relativitaselméletben a koordinatatengelyeket ugyantgy lerajzoljak, a vek-
torokat abrazol6é nyilakat azonban mér elhagyjik, mert azok semmiképp sem
tamasztjak ala a fenti transzformécios szabély helyett az

1
T = ———(z — tv), Yy =y, 2=z

Lorentz-féle transzformacios szabalyt.

Ez a  ketts mérce” megingathatja a bizalmunkat: ha az, amit az abra nyilai
Hhyilvanvaléan” mutatnak, nem igaz a relativisztikus esetben, mi alapjan fogad-
hatjuk el, hogy ,nyilvanvalo” fogalom az egymaéashoz képest mozgo egyenesesek
parhuzamossaga?

5. Vizsgaljuk meg, mit is érthetiink azon, hogy két, egyméashoz képest mozgod
egyenes parhuzamos egymassal!

Teérjiink vissza a koordinatarendszerek abrajara, ahol ,latjuk, hogy egy ki-
csit korabban, amikor a kezdGpontok egybeesnek, akkor a tengelyek is fedik
egymaést”.

Ezt az egybeesést a kovetkezGképpen tudjuk leirni. Legyen egy fényképezGgép
(a szemiink) a vizszintes Y tengelyen az origotol d tavolsagra. Ekkor a fliggéleges
tengely z pontjatol v/ 22 + d? tavolsagra van.

Mozogjon egy C vonal az X — Z sikban v sebességgel (ez felelne meg a mozgo
koordinatarendszer Z’ tengelyének).

A fényképezogép pillanatfelvételt készit, amelyen a mi Z tengelyiink és a C
egybeesik. Ez azt jelenti, hogy a fény egyszerre érkezik a gép lencséjére a Z
minden pontjarél és a C' minden pontjarol.
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Ha ¢ a fény sebessége, akkor a fény futamideje a Z tengely z pontjatol
V2% 4+ d?/c. Tehat a fény a z pontbol 1(v/z2 + d? — d) id6vel hamarabb indul,
mint az origdbdl.

A mozg6 C vonal ag, illetve a, pontjabodl a lencsére érkezé fény akkor indul,
amikor ezek a pontok talalkoznak az origdval, illetve a z ponttal. Tehat a fény
hamaréabb indul a,-bsl, mint ag-bol; ez azt jelenti, hogy amikor ag talalkozik az
origoval, akkor a, mar elhagyta z-t, a tavolsaguk éppen %(v/22 +d? — d).

Ezért a pillanatfelvétel idején a mozgo vonal koordinatai

(%(\/ 224+ d? - d),z)

az X — Z sikban. Tehat C' nem egyenes.

A latasunk csaloka: félrevezet, amikor azt hissziik, hogy egyenesek egy-
beesését latjuk.

A figyelmes olvaso észreveheti, hogy a fenti levezetésben bizony felhasznal-
tuk két térpontbeli esemény kozt eltelt idGtartamot (a z pontbol adott idével
hamaréabb indul a fény, mint az origobol) és a fény sebességét, amelyekkel kap-
csolatban az el6z6ekben komoly kételyeket tamasztottunk, ezért kétségbe von-
hatja a mondottak igazsagtartalmat. Megnyugtatasul: a kételyek arra vonatkoz-
tak, hogy az emlitett fogalmak egyszertiek, magatol értet6ddk; de azt nem von-
tuk kétségbe, hogy megfelels eljarassal értelmezheték, noha esetleg tobbfélekép-
pen is.

Az biztos, hogy nyitva marad a kérdés: mit jelent egymashoz képest mozgo
egyenesek parhuzamossaga. Mivel az is benne van a szokasos érvelésben, hogy a
lépték is ugyanaz a két egyenesen, egy kicsit még tovabb élesitve, nyitott marad
a kérdés: mit jelent az, hogy egy térbeli vektor egyenld egy hozza képest mozgd
vektorral.

Viszont az is biztos, hogy ennek a kérdésnek a megvalaszolasa donté fontossé-
g1, hiszen enélkiil nem tudnank értelmezni a szokasos targyalasokat.



16

II. BEVEZETES



II1. Téridémodellek felépitése

1. TéridS6k heurisztikaja

Ebben a fejezetben Gsszegytijtjiik azokat a tapasztalatainkat, amelyek a térid6
matematikai modelljeinek alapjat szolgaltatjak. Hangsulyozzuk, a modellalko-
tashoz csak fizikai tényeket vesziink tekintetbe, mivi konstrukciokat
(mint példaul a koordinatarendszer) nem engediink meg.

1.1. Tér

Legelemibb fogalmaink kézé tartozik a tér.

Mi is az a tér? Uliink a szobaban; a teriink egy pontja a szoba sarka, egy folt
a szényegen, és a teriink egy része az asztal. Kinéziink az ablakon, fakat latunk,
kéményeket, hegyeket, ez mind része a teriinknek. Egy autd, amely megy az
aton, jelenség a szamunkra, nem a teriink része.

Viszont a miiszerfal, az {ilések, a kapaszkodok stb. alkotjak a teret annak,
aki az autéban il. Kinézve a kocsibol hazakat, fakat, kéményeket lat szaladni;
azok nem részei az auto terének.

Tehat mas a tér a szobaban és mas a tér a kocsiban. Megallapithatjuk,
hogy teret bizonyos anyagi objektumok — nevezziink egy ilyet megfigyel6nek —
hoznak létre; kiilonb6z6 megfigyelSk tere kiilonb6zd, vagyis a tér relativ
fogalom. Mas szdval tér onmagéban, mindentd] fliggetleniil nem létezik, azaz
nincs abszolut tér.

Kiilonb6z6 megfigyelSk terei igen kiilonb6z6 tulajdonségokkal rendelkezhet-
nek: mennyire més a jelenlegi szobank tere, mint egy féldrengés rézta gumifala
szoba tere!

A kovetkezSkben felsorolt tulajdonsagok csak egy ,,j6 megfigyel” terére
igazak. Ilyen a tehetetlenségi megfigyels, amelyet az a fizikai tény hatéaroz
meg, hogy a térpontjai minden hatastél mentes anyagi pontok, amelyek nem mo-
zognak egymaéashoz képest. A tovabbiakban megfigyelén — amig nem mondunk
maést — tehetetlenségi megfigyel6t értiink.

Egyszerd tapasztalataink egy megfigyels terére:

(S1) Vannak egyenes vonalak a térben, és barmely két térpont kozé
egy vektor azaz egy irdnyitott egyenes szakasz huzhato; a vektorok jol ismert
szabélyoknak tesznek eleget.

(S2) A tér haromdimenziés, azaz harom lényegesen kiilonboz6 irany van
— jobbra-balra, el6re-hatra, fol-le — amelyekbdl barmely mas irany ,Osszetehets”.

Kevésbé egyszeri tapasztalat, de kifinomult kisérletek (K-mezonok bom-
lasanak aszimmetridja) igazoljak:

17
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(S3) A tér iranyitott, azaz a ,,jobbsodras” — a jobbra, eldre, {6l sorrendje
— és a ,balsodras” — a balra, hatra, le sorrendje — nem egyenértéki.

Teriinkben (a szobaban vagy az autoban) meghatarozott eljarassal tavolsa-
gok és szogek mérhetsk. Tavolsag mérésére példaul méterrudat alkalmazunk,
amelyet Ggy hatarozhatunk meg, mint egy er6hatésnak ki nem tett kvarckristaly
adott szamu molekulajabol allo egyenes lancot. A tavolsagok és szogek jol ismert
Osszefliggéseknek tesznek eleget (,két pont kézott legrovidebb ut az egyenes”,
segy haromszog szogeinek osszege 180°” stb), amelyek rendszerét euklideszi sz-
erkezetnek nevezziik. Tehat:

(S4) A tér euklideszi szerkezettel rendelkezik.

Vegyiik észre, hogy a felsorolt tulajdonsidgokat emberi méretti tapasztala-
tokat tiikroznek. Felmeriil a kérdés, vajon igazak-e emberi méreteken tul is.
értelmes-e példaul a vektor egy galaktika két tavoli csillaga vagy egy kristaly
két szomszédos atomja kézott? Erre nem valaszolunk. Téridémodellt készitiink,
amelyben extrapolaljuk az emberi méretii tapasztalatainkat akarmilyen nagy és
kis méretre; tartsuk észben, hogy a modell nem a valésag, csak annak emberi
maésa.

1.2. 1d6
1.2.1. IdStartam, idépont

Legelemibb fogalmaink kozott szerepel az id6 is.

Folyamatok mutatjék, hogy mulik az idG: lélegziink, valaki beszél, egy ora
tiktakol, a Nap halad az égen. Az idé mulasa is anyagi valosag.

A mindennapi beszédben, de a szokasos fizikai terminoldgiaban is az id6 sz6
jelenthet

— id6tartamot: ,sok id6t vesz igénybe”, ,hosszt id§ utan”

— id6pontot: ,mennyi az id6?”, ,ugyanabban az idében”.

Mi t&bb, ugyanaz a szerkezetiink (6ra) szolgal az idétartam mérésére és az
iddpont mutatdsdra. Ezért gyakran 6sszemosodik ez a két fogalom: idGtartam
és id6pont. Pedig alapvet&en fontos, hogy élesen megkiilonboztessiik Gket.

Feliiletesen nézve — a hétkoznapi beidegzédésiink okan — ugy tiinik, két
id6pont és a kozottiik eltelt idStartam ugyanolyan viszonyban van egymas-
sal, mint két térpont és a koztiik levé vektor. Ennél azonban bonyolultabb
a helyzet. Ugyanis mind a térpontok, mind a k6zottiik levs vektorok ,kézzel
foghato” valésag. Viszont ez nem egészen igaz az id6pontokra és az idGtarta-
mokra.

1.2.2. Sajatidék

Mulik az id6: Oregsziink. Nem csak az él6 szervezetek oregszenek: eszkozeink,
butoraink, hazunk is, a sziklak a hegyekben (manapsag mar remek modszerek
vannak példaul annak kimutatasara, mennyi idés egy kdzetdarab).

Az id6 mulasat idGtartammal érzékeljiik: Tapasztalom a reggelim és ebé-
dem kozotti idGtartamot (az éhségen keresztiil), mint ahogy te is a reggelid
és ebéded kozott. En nem érzékelem a te reggelid és ebéded kozotti idGtar-
tamot. Egy elemi részecske is tapasztalja az élettartamat, a keletkezése és
az elbomlasa kozotti idGtartamot. Alapvetd tényként foghatjuk fel, hogy az
id6 minden anyagi pontnak egyedileg mulik. Ugy is fogalmazhatunk,
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hogy mindenkinek a sajat ideje mulik; ennek hangsulyos kifejezésére egybeirva
hasznaljuk a sajatids elnevezést. A sajatidé mulasat agy szemléltetjiik — annak
mintajara, hogy karunkon ott ketyeg az 6ra és mutatja az idénk mulasat —, hogy
egy picinyke kvarc kristalyt képzeliink rogzitve egy anyagi ponthoz, és annak a
rezgései (kettyenései) mérik az egyedi id6 mulasat. Nevezziik ezt a kis id6mérd
szerkezetet kronométernek. Szandékosan keriiljiikk az 6ra elnevezést, hogy ne
vezessen félre a szokasos szerkezetiink képe: a kronométernek nincs szamlapja,
nem mutatja, hany 6ra van (ennek nincs is még értelme), csak azt méri, mennyi
sajatidd telt el (hanyat kettyent) az anyagi pont két eseménye kozott (mondjuk
,megreggeliztem” és ;megebédeltem” kozott).

Alapvetd tapasztalataink a sajatidénkrdl:

(T1) A sajatido egydimenzids, mert csak eldre (jovs) és hatra (mult)
irany létezik.

(T2) A sajatids iranyitott, mert a j6v6 és a milt nem egyenértékd.

Hangsilyozzuk, a mondottak az egyedi idémilésokra vonatkoznak. Semmit
sem allitottunk az egyedi idémilasok egyméshoz vald viszonyarol.

Egyszert hétkoznapi tapasztalatunk azt sugallja, hogy mindenkinek ugyan-
agy mulik az id6, vagyis hogy két anyagi pont két talalkozasa kozott ugyanannyi
id6 telt el az egyiknek, mint a méasiknak. Példaul legyek én az egyik anyagi
pont, a mésik a lakdsom; elmegyek otthonrél, utazgatok egy kicsit, majd visz-
szatérek; ugy talalom, hogy az otthon maradt kronométer ugyanannyit kettyent
az induldsom és az érkezésem kozott, mint a magammal vitt kronométerem,
jobban mondva legfeljebb akkora az eltérés kozottiik, ami a szerkezetek gyako-
rlati pontatlansagabdl is szarmazhat. De az ilyen tapasztalatok csak nagyon
szelid” koriilményekbdl erednek. Képzeljiik el, hogy két egymas mellett levd
kronométerbdl az egyiket ,békén hagyjuk”, a masikat egy korongra rogzitjiik,
igen gyorsan sokszor korbe forgatjuk, majd levessziik; biztos hogy a két kro-
nométer ugyanannyit kettyent a talalkozasaik kozott? A kérdést nyitva hagyjuk.

1.2.3. Egyidejiiség (szinkronizacio)

Egy sajatidé-tartam — egy kronométer kettyenéseinek a széma — fizikai tény.
Mint ilyen, csak egy anyagi pont két eseménye k6zott értelmes. J6l gondoljunk
bele ebbe: nincs eleve értelme az én reggelim és a te ebéded kozott eltelt ids-
tartamnak (hacsak nem voltunk egylitt a reggelimnél és az ebédednél): milyen
kronométer mérné ezt az idétartamot?

Hétkoznapi felfogasban az idGtartam alapvetSen sajatidé-tartamra vonatkozik:
amikor azt mondom, hogy 6t ora telt el a reggelim és az ebédem kozott (vagy
a vonatra felszallasom és a leszallasom kozott stb.), a sajatids-tartamomrol
beszélek. Tehat a szokasos id6tartam fogalmunk fizikai tényt tiikroz.

Ezzel ellentétben egészen méas a helyzet a szokéasos idépont fogalmunkkal.

Mi is egy id6pont? Mi példaul a déli 12 6ra? Mit jelent, hogy én itt Bu-
dapesten és te ott Szegeden 12 oérakor ebédeliink? Mit jelent az ,ugyanakkor”
két kiilonbo6z6 térpontban?

Tulajdonképpen az id6pont problémaja szerepelt a Bevezetésben, amikor az
adott tavolsag megtételéhez sziikséges id6 kérdését taglaltuk, amely két kiilon-
b6z6 térpontban bekévetkezett két esemény kozott eltelt idGtartam, specilisan
a két kiilonboz6 térpontban bekdvetkezett két esemény egyidejiiségének intuitiv
fogalmara épiil.
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Egy anyagi pont kronométere (kvarckristaly) azt méri, mennyi idg telik el
(hany kettyeneés torténik) az anyagi pont két eseménye kozott, azt nem mutatja
— van egyéltalan annak értelme? — hogy mikor (,hany orakor”) torténik az
anyagi pont egy eseménye.

Most azt vizsgéljuk meg, hogyan értelmezhets egy esemény idépontja. Ha
értelmezhetd, akkor annak is van értelme, hogy (két kiilonb6z6 anyagi pont) két
eseménye azonos idépontban kovetkezik be. Tegyiik fel tehat igy a kérdést: mi
alapjan allithatjuk, hogy két esemény egyidejti?

Emberi méretii, hétkdznapi tapasztalatunk a latason alapszik. Mi torténik
most kinn az utcan? Kinézek az ablakon, és megnézem. Mar itt kétely meriilhet
fel, hiszen amit latok, az nem ,,most” van, hanem egy kicsit korabban volt, mert
id6be telt — ha még oly kevésbe is —, mire az utcarol hozzam ért a fény. Tovabba
korantsem ilyen egyszerd a dolog, ha azt kérdezem, mi torténik most egy 240
kilométerrel arrébb levs varosban. Mondjuk Budapesten és Debrecenben robban
egy-egy petarda: vajon egyidejiileg vagy sem? Még élesebben: gondoljunk egy
szupernova-robbanéasra és két meteor iitkdzésére az tirben; mi az értelme — van-e
értelme — annak, hogy e két torténés egyideji?

Egy megfigyel§ terének minden pontjaban telik az id6 (ketyeg egy kro-
nométer), azonban ezek a kiilonb6z6 pontban tels id6k eleve semmilyen vis-
zonyban sincsenek egymassal. Budapesten is, Debrecenben is rezeg egy-egy
kvarckristaly mérve az id§ mulasat; arrél ezek semmiféle informéciot nem ad-
nak — van egyaltalan annak értelme? —, mikor egyidejd egy-egy érakettyenés a
két varosban, konkrétan példaul, mikor van éjfél a két varosban.

Hogyan is értelmezziik az egyidejtiséget a Fold kiilonb6z6 pontjai kozott?
Gsrégi modszer szerint a Nap, illetve a csillagok &allasaval. Gondoljuk el a
forgd Foldet és a Napot az égitestek, az ,allocsillagok” roppant rendszerében.
Egy adott napon ismerjiik a Fold helyzetét a Nap korili palyajan, és ennek
alapjan hatarozzuk meg, hogy akkor van éjfél Budapesten, amikor a csillagok
egy eldiras szerint igy és igy allnak, és akkor van dél, amikor a Nap igy és igy
all. A budapesti éjféllel, illetve déllel egyideji pillanatot Debrecenben a csil-
lagoknak, illetve a Napnak az el6z6t6l megfelelGen eltérs allasa hatarozza meg.
Az egyidejiiség ilyen meghatarozasahoz nagyon pontos irdnymeérés sziikséges. A
mérés pontatlansaga néhany méasodperces hibat is eredményezhet, ami azonban
gyakorlatilag nem szamit.

Manapsag a mindennapi gyakorlatban masként is értelmeziink egyidejiiséget,
radiojelekkel, ami a kozvetlen kozeliinkben a latassal kialakult egyidejtiség kiter-
jesztése nagyobb téavolsagokra. Budapestrol éjfélkor radidjelet (pontos idé-
jelzést) inditunk Debrecen felé; a radiojel érkezésekor Debrecenben ugy allitjuk
be az id6pontot éjfél utan, hogy — ismervén a Budapest-Debrecen tavolsagot —
a tavolsag/id6tartam megegyezzék az ismert fénysebességgel.

A Nap jarasa, a csillagok allasa — vagyis a Fold forgasa — kézenfekvivé tette
az egyidejliség meghatarozasat a Fold felszinén, és ez a fogalom, egyiitt a fény
altal (latassal) érzékelt egyidejtiséggel mar régesrég kialakult, a mindennapok
részévé valt. Ezért szinte természettorvénynek tiinik az egyidejtiség mindentél
fliggetlen létezése. Ezt az abszolut egyidejliséget kérddjelezte meg — s6t vetette
el — a relativitaselmélet. A relativitaselmélet ellen megfogalmazott paradoxonok
okai kozott kivétel nélkiil az is szerepel, hogy bujtatva az abszolut egyidejtiséget
vagy annak valamely kovetkezményét is felhasznaljak.

Jol lassuk: a hétkoznapi gondolkozas a mondottakat tgy fogja fel, hogy
van egyidejiiség, és a fenti eljarasokkal ezt a létezd egyidejliséget ,,mérjiikk meg”,
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mint ahogy van tavolsag a két varos kozott, és azt valamely eljarassal meg-
mérjiik. A valosag azonban az, hogy nincs eleve adott (6nmagéban értelmes)
egyidejiiség, a fenti eljarasok definialjak az egyidejtiséget, és lehet, hogy nem is
ugyanazt. S6t, valoban nem ugyanazt az egyidejiiséget eredményezi az, amelyet
a csillagok allasabol hatarozunk meg, és az, amelyet a radiojelekkel, amint azt
késébb megmutatjuk (lasd 14.2); az eltérés azonban csak a masodperc toredéke,
ami gyakorlatilag semmi, de elvileg jelentds: az egyidejliség — és ezzel az
idépont — emberi konvenci6, nem fizikai valésag.

Az egyidejiliség megadésat szinkronizacionak nevezziik. A mondottak és
alapelviink szerint tehat szinkronizaciok — és igy az id6pontok — nem kaphatnak
szerepet egy téridémodell felallitasaban.

Egy megfigyels egy szinkronizacié idépontjait gy tudja realizalni, hogy a
terének minden pontjaba odatesz egy szerkezetet, nevezziik szinkrométernek,
amelyik folyamatosan mutatja a szinkronizécios idépontokat. Bar eddig a szinkro-
nizécio létesitésének szemléltetésére varosokat (egy megfigyels egymastol tavoli
térpontjait) tekintettiink, minden ugyanigy érvényes mondjuk egy épiilet kiilon-
b6z8 helyeire (egyméshoz kozeli térpontokra). Példaul egy iskola minden pon-
tjaban mutatja (,hallatja”) a szinkrométer (,csengs”) a sziinetkezdések és -befeje-
zések pillanatat.

Mi itt bevezettiik kiilon a kronométert, amely idGtartamot mér, és a szinkro-
métert, amely id6pontot mutat. Lényeges, hogy idépontot nem lehet mérni.
Ezért is beszéltliink eddig nem szamokkal jellemzett pillanatokrol: ilyen az éjfél,
a dél, a sziinet kezdete az iskoldban stb.

A kronométerek és a szinkrométerek teljesen kiilonb6zs és elvileg fliggetlen
szerkezetek: szinkronizécios idépontok és sajatidé-tartamok kiilonb6zé dolgok.
Nem zarhatjuk ki annak a lehet8ségét, hogy adott szinkronizacié szerinti két
idépont kozott a megfigyel§ két térpontjaban mas idGtartam telik el (példaul
a fentebb meghatarozott dél és éjfél k6zott nem ugyanannyit kettyentek a kro-
nométerek Budapesten és Debrecenben). Ha ilyet nem tapasztalunk — legalab-
bis gyakorlatilag elhanyagolhaté hiban beliil —, akkor egy kronométer és egy
szinkrométer egyetlen szerkezetbe foglalhato, a szokasos éraszerkezeteinkbe, mely
a szinkronizacids id§pontokat aszerint nevezi el, hogy mennyi idé telt el barmely
megfigyels-térpontban egy ,kezdépillanattol” (éjféltsl) szamitva.

1.3. Mozgasok
1.3.1. Mozgasok palyaja

Tapasztaljuk, hogy anyagi objektumok mozognak hozzank képest, azaz valtoz-
tatjak helyliket a teriinkben. altalaban, egy megfigyels mozgasokat észlelhet.

Emberi létezésiink alapjan onkénteleniil mindig a F6ldhéz viszonyitjuk a
mozgéasokat. Mindig tgy gondoljuk, hogy az auté mozog a Foldhoz képest, so-
hasem 1gy, hogy a Fold mozog az autohoz képest. Pedig ez utobbi is igaz. Hogy
jol felfogjuk a mozgés viszonylagossagat, ,egyenrangt” megfigyelSket kell tekin-
teniink. Aki méar ilt ugy repiilén, hogy a gép strii felh6ben volt, atérezhette,
hogy nem mozog, hanem all; és egyszercsak felbukkan egy méasik gép, amelyik
szédit6 gyorsan elhtz mellettiink. Természetesen a mésik gépen ilsk is ugy
érezhetik, hogy 6k &llnak, és a mi gépiink siivit el mellettiik.

Gondoljunk egy meteorra az tirben. A meteor van, de énmagidban nem
mozog. Viszont mozog a Féldhoz képest, mozog a Marshoz képest, méasképp az
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egyikhez, mint a mésikhoz. Repiil egy madar: ugyantgy a madar énmagaban
nem mozog; mozog az Uthoz képest, mozog az uton haladé autéhoz képest,
mésképp az egyikhez, mint a masikhoz. A meteor létezik, a madar létezik,
létezésiiket kiilonb6z6 mozgésoknak észlelik a kiilonbozé megfigyelSk.

A mozgas tehat viszonylagos. Egy megfigyels altal észlelheté mozgasok tu-
lajdonséagai fontos informécidkat nytjtanak térrdl és idérol.

Egy pontszert test mozgasanak a palydja egy megfigyel$ terében azoknak a
térpontoknak az Osszessége, amelyekkel a test a mozgasa soran talalkozik.

Az els6 egyszert tapasztalatunk barmely megfigyelére:

(M1) Minden egyenes lehet mozgas palyaja.

1.3.2. Mozgasok gyorsasaga

A fecske a Foldhoz (a levegShoz) képest gyorsabban repiil, mint a veréb (az
autéhoz képest mar nem biztos: repiiljon a fecske is, veréb is arra, amerre az
auto6 halad; az auto6 (a benne levs ember) tgy észleli, hogy a fecske lassan, a veréb
gyorsan tavolodik hatrafelé). A mozgas gyorsasiga is fontos tapasztalatunk
kozé tartozik. Hogyan allapitjuk meg egy mozgéas gyorsasagat? Lényegében
ezt jartuk koril a Bevezetés 3. pontjaban. A 1.2.3 pontban mondottak szerint
agy fogalmazhatunk, hogy egy mozgés gyorsasaganak mennyiségi jellemzéséhez
elengedhetetlen a kiilonbo6z§ térpontok egyidejiiségének megallapitasa, vagyis
egy szinkronizéci6. Minthogy ez nem fizikai tény, a mozgasok gyorsasdganak
fogalmat nem hasznalhatjuk a téridémodell felépitéshez.

Két kiilonboz6 térpontbeli esemény egyidejlisége és ezzel egylitt kordbbi-
késébbi viszonya csak egy szinkronizacié esetén értelmes. Viszont egy térpont-
ban fizikailag értelmes a korabbi-késébbi fogalma.

Tekintstink egy futéversenyt. Joggal mondhatjuk példaul azt, hogy az in-
dulas el6tt a rajtnal, érkezés utan a célban (de azt nem, hogy az indulas el6tt a
célban). A futok egyszerre indulnak a rajtnal, de nem egyszerre érkeznek a cél-
ba. Amelyik korabban ér célba, az gyorsabb, mint az, amelyik késébb. Tudjuk
tehat, melyik futé a gyorsabb a masiknal anélkiil, hogy tudnank, melyiknek
mennyi a — ki tudja, hogyan mért — idGeredménye. Vagyis tudjuk, melyik a
gyorsabb, anélkiil, hogy tudnank, milyen gyors.

A mondottak alapjan ezt az igen fontos megallapitast tehetjiik: egy megfi-
gyel6hoz képest azonos palyaji mozgasok esetén szinkronizacié nélkiil
is van értelme annak, melyik a gyorsabb (lassabb), viszont annak, hogy
milyen gyors a mozgéas, csak szinkronizacié mellett van értelme.

A mozgasok gyorsasidganak Osszehasonlitdsara még tovabbi tapasztalataink
is vannak.

Az els6 megallapitasunk az, hogy barmely mozgas esetén van (ugyanazon a
palyan) néla gyorsabb mozgas.

A masodik megallapitast egy kicsit koriilményesebben fogalmazhatjuk meg.
Legyen adott egy M ,;mozgé szerkezet” (futd, auto, fecske, 16vedék, stb). Akar-
milyen (révid vagy hosszt) T idStartamot is frunk els, van olyan L (lassabb)
,mnozgo szerkezet”, amelyik az M-mel egyszerre indul, és ugyanazon a pélyan
haladva az M-nél T idével késébb érkezik a célba.

Az azonos palyaji mozgéasokra vonatkozo gyorsabb-lassabb nem fiigg szinkro-
nizaciotol, de fiigg a megfigyel6tol: idézziik fel a fecskérdl és a verébrdl az elGb-
biekben mondottakat.

A fentiek alapjan a kovetkezdket fogalmazhatjuk meg minden megfigyelGre:
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(M2) Barmely mozgas esetén ugyanazon a palyan létre johet nala
gyorsabb mozgas.

(M3) Barmely mozgas esetén ugyanazon a palyan létre jéhet min-
den nala lassabb mozgas.

1.3.3. Egyenes vonali egyenletes mozgas

A fizika egyik sarkalatos pontja Newton els¢ torvénye, amelyet idéztiink is a
Bevezetésben, és amelyet a tehetetlenségi megfigyel6 meghatarozasaként szokas
felfogni. Lattuk, milyen problémakat vet fel az értelmezése. Szokasos értelmezése
mindenképp megkdvetel egy szinkronizaciot, nem is akarmilyent; ugyanis lehet-
séges, hogy egy test valamely szinkronizacio esetén ,egyenls tavolsdgokat egyenld
id6 alatt tesz meg”, egy masik szinkronizacié esetén viszont egyenld tavolsagokat
kiilonbo6z6 id6 alatt.

Newton els§ torvényét valojaban csak igy fogalmazhatnank meg: ,Van olyan
megfigyel6 és olyan szinkronizécid, amelyek szerint barmely teljesen magara
hagyott (er6mentes) pontszeri test nyugalomban vagy egyenes vonali egyenletes
mozgasban van.”

Ez valamely tulajdonsagot allapit meg bizonyos megfigyel6krdl és szinkro-
nizaciokrol egyiitt; legfeljebb bujtatva (de hogyan?) mond valamit kiilon a
megfigyelGkrsl, kiilon a szinkronizaciokrdl. Ezzel nem lehet meghatarozni a
tehetetlenségi megfigyel6t. De nem is kell; a ,teljesen magéra hagyott (erd-
mentes) pontszeri test” és a ,mozgas”’ szerepel a szokasos megfogalmazasban,
tehat ezekrél mar tudni kellene, hogy micsodak. Ha meg mar tudjuk, akkor a
tehetetlenségi megfigyels értelmezhets gy, ahogy mi tettiik: olyan megfigyeld,
amelynek térpontjai egyméashoz képest nem mozgd, minden hatastol mentes
anyagi pontok.

Csavarjunk egyet Newton elsé torvényén ugy, hogy megszabaduljunk a szink-
ronizaciotél. Nevezetesen az id6t mérje a mozgd test, a tavolsdgot a megfigyeld.
Tekintslik a kovetkezd eljarast. A test kronométere méri a sajatidejét. ElGre
meghatarozott id6tartamonként (meghatérozott szamu kettyenésenként) a test
jelolje meg a megfigyelének azokat a térpontjait, amelyekkel a kérdéses idGtarta-
mok végén egybeesik. A megfigyel§ pedig mérje meg a jelolt pontok tavolsagat.

A megfigyeld és a megfigyelt ilyen egytittmiikodésével — a szokéisostol eltérs
modon — igy fogalmazhatunk: ,tehetetlenségi megfigyeld terében (nem nyugvo)
tehetetlen anyagi pont egyenes palyan mozog, és egyenld sajatidGtartamok alatt
egyenld tavolsdgokat tesz meg”.

Ez arra enged kovetkeztetni, hogy idémulés és tavolsag k6zott bizonyos Gssze-
fliggés van, amely az egyenes aranyossagra emlékeztet. Ezt igy fogalmazzuk
meg;:

(U) Egyenletes kapcsolat van a tehetetlenségi idémulas és a tehetet-
len térbeli tavolsagok kozott.

1.4. Tehetetlenségi megfigyelGk egyenértékiisége

Alapvetd fizikai elvként szokas kimondani:

(E) Tehetetlenségi megfigyeltk fizikailag egyenértékiiek.

Ezen azt szokas érteni, hogy minden tehetetlenségi megfigyelé ugyanolyan
jelenségeket tapasztal.
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Ennek az elvnek az egyik alapfeltétele az, hogy ,természetes’ kapcsolat 1étesi-
thetd a kiilonbo6z6 tehetetlenségi megfigyelSk terei kozott, amirsl a Bevezetés 5.
pontjaban szoltunk, és amit most igy fogalmazunk meg:

(A) Fizikailag értelmezhets, mit jelent az, hogy egy tehetetlensé-
gi megfigyeld térvektora egyenlé egy masik tehetetlenségi megfigyels
térvektoraval.

Ilyen értelemben mi is elfogadjuk a fent megfogalmazott elvet.

2. Téridémodellek felépitése

2.1. Mértékegyenesek

LegelGszor is a fizikai dimenziok, vagy mésképpen a mértékegységek kérdését
kell tisztdznunk, hiszen amikor idérél és térrdl beszéliink, nem keriilhetjiik ki az
idémérést és a tavolsagmérést. Szokasos targyaldsokban az idGtartamokat és a
tavolsagokat szamokkal adjak meg, azonban ezek valojaban nem szdmok. 3 nem
id6tartam; 3 6ra, vagy 3 perc, az igen. A szamok mértékegységek szamszorosait
jelentik, azonban a szokasos keretek kozott a mértékegység pontosan meg nem
hatarozott intuitiv fogalom marad. Tovabba a mértékegységeket altalaban nem
a természet adja, hanem emberi valasztés, ezért a valos szamok ilyen értelmti
hasznélata a jelenségek lefrasiéban nem kivanatos onkényt jelent.

Ha el akarjuk keriilni — és el akarjuk — az intuitiv fogalmak hasznélatabol
szarmazo6 bonyodalmakat, akkor til kell lépniink a valos szamokon. Meg kell
alkotnunk a fizikai dimenziok (mértékegységek) pontos matematikai modelljét,
amelyet persze a szokasos tulajdonsagokra alapozunk: ha adott egy fizikai men-
nyiség akarmely nem nulla értéke, akkor a fizikai mennyiség barmely lehetséges
értékét annak egyértelmi szamszorosaként allithatjuk el6.

Altalaban a kovetkezt mondhatjuk. Legyen A egy fizikai mennyiség lehet-
séges értékeinek Osszessége. Valasztva az A egy tetszGleges a elemét és egy
pozitiv a szamot, értelmezhetjiik az a a-szorosat, amelyet aa-val jeloliink. Ez a
pozitiv szammal valé szorzas az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik: min-
den a € A és o, @’ > 0 val6s szam esetén

(i) la=a,

(i) B(aa) = (Ba)a,

(iii) ha a # o/, akkor aa # ’a,

tovabba

(iv) az A barmely b eleméhez van olyan 3, hogy b = Sa.

Ezen tulajdonsagok alapjan bevezethetiink egy Osszeadast A-n: valasztva
tetszdleges a elemet, ha b = Ba és ¢ = vya, akkor legyen b + ¢ := (8 + v)a. Igen
kénnyen megmutathato, hogy az értelmezés nem fiigg a vélasztasatol.

Vezessiik be ezutan —A-t mint a (—1,a) alakt parok halmazat, ahol a € A,
és hasznaljuk a —a := (—1,a) jeloléest. Legyen végiil A az A és —A valamint
egy nullanak nevezett és 0-val jelolt elem egyesitése (unidja). Ezen természetes
moédon megadhatunk egy valds szammal val6 szorzast és egy Osszeadast, amelyek
az A-n értelmezett miiveletek kiterjesztései. Példaul minden a € A esetén

aa:=—|aja ha a <0,
a(—a) :=—aa ha «a>0,
a(—a) :=|ala ha «a<0.
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Ezekkel a miiveletekkel A egydimenzios valos vektortér lesz, amelynek két
fele” kiilonbozo jelentGségii: az egyik fele, A, tartalmazza a fizikailag értelmes
mennyiségeket, a masik fele, —A, célszerti matematikai konstrukci6é eredménye.
Ezt a tényt ugy fejezziik ki, hogy A iranyitott egy dimenzi6s vektortér, iranyitasat
épp A adja (az iranyitasrol a matematikai melléklet ad bovebb felvilagositast).

A vazolt konstrukcio alkalmazhat6 példaul a tavolsag, a tOmeg, az eré men-
nyiségeire; néhany esetben — példaul az elektromos to6ltésnél — eleve egy egydi-
menzios egyenes van adva, amelyet valamiképp iranyitunk (mi dontjiik el, melyik
toltést hivjuk pozitivnak).

Tehat elfogadjuk, hogy egy fizikai mennyiség értékeit egy dimenzios iranyi-
tott vektortér — ugynevezett mértékegyenes — modellezi. A mértékegység
valasztéasa azt jelenti, hogy kijeloljiik a mértékegyenes egy pozitiv elemét, és ezal-
tal barmely més elemét ennek szamszorosaként reprezentaljuk. Példaul, ha a az
A pozitiv eleme, akkor A barmely b eleme az a-nak egyértelmiien meghatérozott
szdmszorosa; ez szam, amelyet g—val jeloliink, reprezentalja b-t.

A gyakorlatban bizonyos mértékegységeket més mértékegységekbdl szarmaz-
tatnak szorzéssal, illetve osztassal. Példaul, ha kg, m és s a tomeg, tavolsag
és id6tartam mértékegysége, akkor kfgm az erd mértékegysége.

Természetesen ennek is pontos matematikai értelmet kell adnunk. Hogyan
definialhato (kiilonbozs) mértékegyenesek elemeinek szorzata és hanyadosa? A
valaszhoz idézziik fel e miiveletekkel kapcsolatos szokasos szamolasi szabalyokat;
példaul

am  am
(akg) () = (aB)(kgm), G =57
minden «, # pozitiv szdm esetén.

Ezek alapjan — a matematikai fliggelékben mondottak szerint — allithatjuk,
hogy itt tenzorszorzassal és -osztassal van dolgunk. Egyelére az olvasénak nem
kell sokat tudni e matematikai fogalmakrol. Elég, ha elfogadja, hogy a szoéban
forg6 miiveletek jol értelmezhetdk, és teljesitik a szokasos miiveleti szabalyokat;
ha D, I és G jeloli a tavolsdgok, az idStartamok és a tomegek mértékegyenesét,
akkor kgm jol értelmezett mint a G @ D eleme, 3 pedig a % eleme.

Megadtuk tehat a fizikai dimenziok (mértékegységek) és a kozottiik alkalma-
zott miveletek pontos matematikai modelljét, amelyben a szokésosan hasznélt
szabalyok érvényben maradnak. Megéllapodasunknak megfelelGen egydimenzi-
6s vektorterek elemeivel valé tenzorszorzasnal a tenzorszorzés jelét elhagyjuk, a
mértékegységekre vonatkozo szokéasos formulakat kapjuk (és alkalmazhatjuk).

2.2. A térids

Az eseményeket azzal szoktuk jellemezni, hol és mikor toérténtek. A hol egy
térpontot jelol, a mikor egy idépontot. Az elgbbi, mint egy megfigyels terének
a pontja, onmagaban valé fizikai értelemmel bir; az utébbi, mint egy szinkro-
nizacionak, tehat mivi konstrukciéonak az eredménye, nem.

De a mtvi konstrukcié lehetséges, ennyiben mégiscsak val6sagos, és valah-
ogy kapcsolatba hozhato egymassal tér és id§ az 1.3.3 pontban szerepls (U)
tulajdonsag szerint.

Kiilonb6z6 megfigyelSk kiilonb6z6 szinkronizacidkkal ugyanahhoz az esemény-
hez kiilonb6z6 térpontot és idépontot rendelhetnek.
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Ez sugallja azt, hogy az ugyanahhoz az eseményhez rendelt kiilonb6zé tér-
és idépontok specialis ,képei” valamely egységes, mindentdl fiiggetlen azaz ab-
szolut létezonek. Igy jutunk el a téridé fogalmahoz.

A térid6 egy pontjat ugy foghatjuk fol, mint ,itt és most” vagy ,ott és
akkor” 6nmagaban valé egységét, amelyben nincs kiilon az ,itt” és a ,most”.
A téridd pontjait lehetséges fizikai torténésekkel szemléltethetjiik: példaul két
picinyke (pontszeri) golyo Osszelitkozésével vagy egy fényjel felvillanasaval vagy
egy petarda robbanéaséval. Az ,itt és most” persze nagyon a foldi szemlélethez
kot6dik; hogy ez ne befolyasolja absztrakcionkat, gondoljunk agy a golyok iitkozé-
sére, fényjel felvillanasara, hogy azok az tirben, a ,semmiben” jonnek létre. Mi
értelme van ez esetben annak, hol (milyen térpontban) és mikor (milyen id6pil-
lanatban) torténnek?

Az 1.1-beli (S1)-(S3) tulajdonsagok alapjan a tehetetlenségi megfigyelok
terét haromdimenzios iranyitott affin térnek foghatjuk fel; a 1.2.2-beli (T1) és
(T2) valamint az 1.3.3-beli (U) tulajdonsag alapjan a tehetetlen anyagi pont
idejét egydimenzios iranyitott affin térnek, és végiil ugyancsak (U) alapjan azt
mondhatjuk, hogy ezek az affin szerkezetek nem fiiggetlenek egymastol.

Ezek szerint elfogadjuk:

Egy téridémodell alapvetd fogalma a téridg,
egy négydimenzios iranyitott affin tér.

Szokés a téridé pontjait eseményeknek nevezni; mi azonban keriiljik ezt,
mert félrevezetd (és mar vezetett is félre), ugyanis az eseménynek egy bizonyos,
jol meghatarozott valoszintiségszamitasi értelme van, amelyet a fizika egyes
teriiletein is alkalmazunk, de itt masrél van sz6: az el6bb emlitett torténések
nem a téridé eseményei, hanem a golyoké vagy a fényé vagy a petardaé. Ezek az
események csak illusztraljak a téridé egy pontjat, nem azonosak vele. Ugyanazt
a térid6pontot kiilonféle torténések illusztralhatjak: ,jitt és most” titkézhet két
goly6 és egyben villanhat fel egy fényjel.

A térid6 pontjait villanatoknak vagy vildgpontoknak fogjuk nevezni. Ez
utobbi elnevezés onnan ered, hogy a téridét olykor (kiilondsen az angol szakiro-
dalomban) vilagnak is mondjék; vilagpont: a vilag egy pontja.

2.1. 4bra. Villanatok

Az affin térid6t M-mel jeldljiik, az alulfekvs vektorteret pedig M-mel.

Igen fontos, hogy a térids pontjai (M elemei) és a térids vektorai (M elemei)
nem azonosak. A szokésos koordinatas targyalasokban ez a kiilonbség elsikkad:
mind a téridépontokat, mind a téridévektorokat szamnégyesekkel reprezentaljak.

Az M térid6t a konyvlap sikjaval fogjuk szemlélteni, a villanatokat tehat a
lap sikjanak pontjai jelenitik meg (2.1 abra). Amennyire hasznos egy ilyen
abrazolas, annyira vigyéazni is kell vele, hogy félre ne vezessen: a lap sikja-
nak megszokott tulajdonsigait 6vatlanul ne higgyiik a térid6 tulajdonsiganak.
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2.2. abra. A téridd affin szerkezete

2.3. abra. Térids-vektorok

Példaul a lap két pontjaval ellentétben két villanatnak altalaban nincs tavol-
saga. Az affin szerkezetet gy jelenitjiilk meg, hogy a téridé két pontja altal
meghatarozott vektort a pontok kozé htzott nyillal abrazoljuk (2.2 abra).

Van, amikor a térid6-vektorokat magukat kell szemléltetniink. Mivel nincs
més lehetGségiink, M-et is a lap sikjaval reprezentéljuk; ekkor a vektorokat a
nulla-elembdl hizott nyilak abrazoljak (2.3 abra). Fontos észben tartani, hogy
amennyire hasznosak az ilyen abrak, annyira vigyazni is kell veliik, hogy félre ne
vezessenek: a téridévektoroknak (nyilaknak) altaldban nem értelmes a hossza,
bezart szogiik.

Ugyeliink arra, hogy a kétféle szemléltetés jol elkiiloniiljon, mindig egyértel-
miivé tessziik (jelezziik), M-r6l vagy M-r8l szol-e egy abra.

2.3. Joviszeri vektorok
2.3.1. Vilagvonalak

Egy ,kicsinyke” anyagi objektum, egy (klasszikus) témegpont élete (torténelme)
villanatok folyamatos sorozata: ez a modellben egy Gsszefiiggs egydimenzios
részsokasag roviden goérbe a téridében.

Az anyagi pont életéhez (torténelméhez) az is hozza tartozik, hogy villanatai
milyen sorrendben kévetik egymast, vagyis hétkoznapi nyelven szoélva, két vil-
lanat koziil melyik a korabbi, melyik a kés6bbi (tekintsem magamat egy ilyen
anyagi pontnak; ekkor a ;megreggeliztem” kordabbi, mint a ,;megebédeltem”). Ezt
agy tudjuk megfogalmazni, hogy az anyagi pont életét (térténelmét) leiro gorbe
iranyitott (aminek a pontos matematikai értelme megtalalhato a Fliggelékben).
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Osszefoglalva: egy klasszikus anyagi pont élete (torténelme) iranyitott
goOrbe a téridében, amelyet vilAgvonalnak hivunk.

2.4. dbra. Vilagvonal, a nyil irdAnyaban a villanatai késgbbiek

Az affin szerkezettel azt a fizikai tapasztalatunkat is kifejezhetjiik, hogy
Lhincs kitlintetett része a térnek és idének: ami megtorténhet itt és ekkor,
az megtorténhet akarmennyivel arrébb és akarmennyivel kés6bben (korabban)
is”, mas szoval ,a térid6 homogén”. Ezért természetesnek vessziik, hogy egy
C vilagvonal akarmilyen eltoltja, vagyis C 4+ a akdrmely a € M esetén szintén

vilagvonal kell legyen.

2.5. abra. Egymashoz képest eltolt vilagvonalak

Nem minden irdnyitott gorbe vildgvonal a téridében. Ha egy gorbe egy
adott iranyitéassal ellatva vilagvonal, akkor az ellentétes irdnyitdssal mar nem az.
Ezen talmenéen minden bizonnyal van olyan gorbe, amely semmiféle iranyitas-
sal nem vildgvonal (nem lehet egy anyagi pont villanatainak Gsszessége). Ezt a
kovetkezGképp szemléltethetjiik. Tekintsiink egy épiilet diszkivilagitasara szol-
galo lampafiizért. Megcesinalhatjuk azt, hogy a lampék sorban ,egymas utan"
villanjanak fel, és azt is, hogy ,egyszerre". Az els§ esetben a felvillandsoknak
vildgvonal felel meg, hisz ugy is megkaphatok, hogy egyetlen lampa halad végig
a drot mentén, és villog. A maéasodik esetben a felvillandsoknak nem felel meg
vildgvonal, mert nem hozhatok létre egyetlen lampa alkalmazasaval.

A kovetkezSkben azt jarjuk koriil, hogyan jellemezhets, mely gorbék lehetnek
vilagvonalak.

2.3.2. Tehetetlen vilagvonalak

Az egyenes vonalu egyenletes mozgas” egy tehetetleniil létezd anyagi pontra
vonatkozik. A térid6 affin szerkezetének elfogaddsa magaban foglalja, hogy
tehetetlen — erGhatastol mentes — anyagi pont vilagvonala iranyitott
egyenes.

Iranyitott egyenest egy pontja és egy iranyvektora meghatirozza. Ha egy
egyenes adott iranyitassal vilagvonal, akkor az el6zGek szerint azzal parhuzamos
barmely egyenes, ugyanazzal az irdnyitassal, szintén vilagvonal.
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Tehat azt, hogy mely egyenesek (tehetetlenségi) vilagvonalak, a lehetséges
iranyvektorokkal jellemezhetjiik. A tehetetlenségi vildgvonalak iranyitasat az
irdnyvektorral ugy fejezhetjiik ki, hogy az irdnyvektor mindig egy korabbi pont
felsl késébbi felé mutasson. Az ilyen irdnyvektort nevezziikk jovOszertinek.
Tehét a lehetséges tehetetlen vildgvonalak lefrashoz a jovGszerd vektorok Osszessé-
gét kell kijelolniink.

A mondottak szerint egy jovGszert vektor negativ szdmszorosa nem jové-
szerti. A korabbi-késébbi relacionak tranzitivnak kell lennie, azaz nagyvonala
megfogalmazéssal kés6bbinél késébbi szintén késébbi. Ez azt jelenti, hogy jovo-
szerid vektor pozitiv szamszorosa is jovGszeri kell legyen.

Tovabba a 1.3-beli (M1)-(M3) tulajdonsagokbol az kivetkezik, hogy a jove-
szerd vektorok halmaza konvex és nyilt kell legyen. Ezt majd a 2.7.4
pontban bizonyitjuk be, amikor a megfigyel6k modellbeli pontos meghatarozasa
is a rendelkezésiinkre Aall.

Osszefoglalva:

A téridémodellben adva kell legyen az M egy T~ részhalmaza, a jovo-
szerid vektorok Osszessége, amely nulla cstcst nyilt konvex kip.

Formulaban: T~ nyilt, és barmely x,y € T és o, 8 > 0, a + 8 > 0 valos
szam esetén ax + Sy € T,

Jegyezziik meg, hogy a nulla vektor (amely T~ ,cstcsa”’) nem tartozik T~ -
hez. S6t, a T~ elemeinek negativ szamszorosa sem tartozik T~ -hez.

A kup sz6 olvastan (hallatan) T~ kisiskolas tanulményainkbol ismert alakza-
tként jelenhet meg képzeletiinkben, noha annal altaldnosabb format is olthet,
ami azért lehetséges, mert ez ,végtelen” kip.

Igen fontos tulajdonsaga T~ -nek, hogy — 1évén konvex — Gsszefiiggs halmaz.

Harom dimenziéban dbrazolva T~ harom lényegesen kiilonb6z6 alakjat lathat-
juk a 2.6 abran.

2.6. abra. JovGszeri kiupok

A lap sikjaban szokasos szemléltetésiinkben az elsé és a harmadik esetet a
2.7 abra mutatja. A méasodik esetrdl akar igy, akar ugy festhetiink sikbeli képet,
attol fliggben, honnan néziink a kupra.

Joviszert vektorok ellentettjét multszeriinek nevezziik; Osszességiik TS =
—T7". A jovGszert vagy multszert vektorokat kézos néven idGszeriinek hivjuk;
Osszességik T: =T UT.

Ennek megfelelGen a téridé x és y pontja esetén y az x-hez képest joviszert,
ha y — 2z € T, miltszerd, hay —z € T*.
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2.7. 4bra. Jovészerd kupok

Tehat az x vilagponthoz képest jovGszert vilagpontok Osszessége x + T =
{r+x|xeT7}

Azt is mondjuk, hogy az x és y villanat idGszerden szeparalt, ha y — x
idGszert vektor.

2.3.3. Vilagvonalak tulajdonsagai

Mivel , kicsiben” minden gorbe egyenessel kozelithetd, ésszeri a kivetkez megha-
tarozasunk:

Egy vilagvonal olyan gérbe a térid6ben, amelynek minden érintgje
idGszeri.

A gorbék paraméterezésére vonatkozo ismereteink alapjan (lasd a mate-
matikai mellékletet) tehat, ha p egy vildgvonal paraméterezése, akkor min-
den a paraméterértékre p(a) idgszerd. Az id@szerd vektorok halmaza a jovo-
szertiek, illetve a miltszertiek halmazanak diszjunkt unidja, a paraméterezés
derivéltja pedig folytonos, ezért p(a) vagy jovészert, vagy multszerd minden a
paraméterértékre. A vilagvonal irdnyitasat olyan paraméterezéssel adjuk meg,
amelyre p(a) jovészertd; az ilyet elérehaladé paraméterezésnek hivjuk.

A vilagvonalak rendelkeznek egy igen fontos tulajdonsiggal, amely abbol
kovetkezik, hogy a jovGszeri vektorok halmaza nyilt:

Egy vilagvonal barmely kilénbozd két pontja kozotti vektor iddszerd.

Formuldban: egy vildgvonal barmely két kiillonb6z6 x és y pontjara y — x
idGszert. Masként ugyanez: ha x egy C vilagvonal tetsz6leges pontja, akkor C
barmely masik pontja jovGszerd vagy multszerd z-hez képest, azaz C\ {z} C
x4+ T

Legyen p a C egy el6rehalad6 paraméterezése, és x = p(0). Mivel p folytonosan differencialhato
és p(0) jovGszeri, tovabba a jovSszeri vektorok halmaza nyilt, van olyan bt > 0 szam a p értelmezési
tartoméanyaban, hogy minden 0 < a < b esetén p(a) jovSszert z-hez képest. Legyen s a {bT >
0] p(a) —x € T minden 0 < a < bT} nem iires halmaz szuprémuma. Megmutatjuk, hogy s*
lehet a p értelmezési tartomanyaban.

Ez nyilvanval6, ha st = co. Legyen sT < oo, és tegyiik fel, hogy benne van a p értelmezési
tartomanyaban. Ekkor az el6bbi gondolatmenettel — 0 helyett s*ra alkalmazva — van egy olyan
dt > st szam, hogy minden sT < ¢ < dT esetén p(c) — p(st) € T7. Ugyancsak az elébbi
*_ra, van egy olyan d™ < st szam, hogy minden d~ < ¢ <

nem

+

gondolatmenetet visszafelé alkalmazva s
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2.8. dbra. Vilagvonal

st esetén p(sT) — p(c) € T7. Az s értelmezése szerint p(d~) — p(0) € T, tehat p(dT) — p(0) =
(p(d™) = p(s™)) + ((p(sT) — p(d™)) + (p(d™) — p(0)) € T”. Ez ellentmond s értelmezésének,
vagyis sT nem lehet a p értelmezési tartomanyaban.

Végiil tehat a p értelmezési tartomanyaban levs minden 0 < a esetén p(a) —x € T .

Hasonloan érvelhetiink C-nek a multszeri részére.

Ezek szerint egy vilagvonal iranyitasat (késSbbi-korabbi) a kiovetkezképp
adhatjuk meg T~ segitségével:

Egy vilagvonal y villanata késébbi (korabbi), mint egy = villanata, ha y
jovoszerd (multszert) z-hez képest.

Eredményiink alapjan a tovabbiakban vildgvonalrol csak mint gorbérél beszé-
liink, irdnyitasat automatikusan a fentiek szerint értve. Az abrainkon a vilagvo-
nalakon az id6 — a jovSszert vektorok kipjanak 2.7. abra szerint elfogadott abra-
zolasanak megfeleléen — mindig ,balrél jobbra” telik. Ezért késébb, a konkrét
téridémodelleknél, amikor mér megszokotta valik az &bréazolas szabalya, el is
hagyjuk a vilagvonalak ,,jobb oldali” végérél a nyilat.

Vegyiik észre, a fent mondottakbol az is kovetkezik: ha x és y vilagpont

— és y — x idGszert, akkor van olyan vilagvonal — példaul egy egyenes, azaz
tehetetlenségi —, amely athalad rajtuk,

— és y —x nem idGszer, akkor nincs olyan vildgvonal, amely &thalad rajtuk.

2.4. Az idémulas

2.4.1. Tehetetlenségi idémlas

Az idémulasnak a modellben val6 leirasahoz elészor is meg kell adnunk az ids-
tartamok matematikai modelljét:

Egy téridémodellben adva kell legyen az id6tartamok
meértékegyenese, amelyet [-vel jeloliink.

Az 1.3.3-beli (U) szerint azt gondolhatjuk, hogy tehetetlenségi vilagvonalon
az id6 ,egyenletesen” mulik.

Ezt a modellben azzal fejezhetjiik ki, hogy egy egyenes vilagvonal két vil-
lanata kozott eltelt id6 csak a villanatok kozotti vektortol fligg, méasrészt azzal,
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hogy egy vektor kétszereséhez, haromszorosiahoz stb. kétszer annyi, hdromszor
annyi stb. eltelt id§ tartozik.

Teh&t minden x j6v6szerti vektorhoz hozzéa kell rendelniink az I-nek egy
P(x)-szel jelolt pozitiv elemét ugy, hogy minden a > 0 esetén

P(ax) = aP(x), (2.1)

ami azt fejezi ki, hogy ha = és y vilagpont, y jovSszerd xz-hez képest, akkor a
két vildgpontot Osszekotd egyenes vilagvonalon a két villanat kozott az eltelt
id6tartam (tehetetlenségi idétartam) P(y — x).

A (2.1) formuléara ugy hivatkozunk, hogy P pozitiv homogén. Természetes
kovetelményként azt is elvarjuk, hogy P legyen folytonos: egymaéshoz ,kozeli”
irdnyvektoru vilagvonalakon ,kozelitSleg egyforméan” miljék az idG; s6t a folyto-
nossagnal tobbet, simasagot (megfelelgen sokszor differencialhatosagot) kovete-
liink meg.

Osszefoglalva:

Egy téridémodellben adva kell legyen a tehetetlenségi idémiilas,
egy P : T — I pozitiv homogén és sima fiiggvény.

2.4.2. Vilagvonalak sajatideje

Az elézbekkel azt is meghatarozhatjuk, hogyan miilik az id§ egy tetszbleges
vildgvonalon. Egy vilagvonal kis szakaszat ugyanis kozelitleg egyenesnek tekint-
hetjiik, a vilagvonalat pedig ilyen kis egyenes szakaszokbol allo torott vonallal
kozelithetjiik. Ezért gondolhatjuk tugy, hogy a vildgvonalon tel6 id6t kozeliti
az egyenes szakaszokon telg id6k Osszege. Formulédkban, ha p a C vilagvonal
elérehalad6 paraméterezése, és a1 < as < -+ < an41 a paramétertartoméany
elemei, akkor a vildgvonal z := p(a;) és y := p(a,+1) pontjai kozott eltelt idd
kozelittleg

> P(plars1) — plar)) = Y P(plar))(akt1 — ax),
k=1

k=1

ahol felhasznaltuk a differencialszamitas alapvets Osszefiiggését, amely szerint
plak+1)—p(ak) = plak)(ax+1 —ak)+ordo(ak+1 —ax), valamint P tulajdonsagait
(pozitiv homogén és sima).

Jegyezziik meg, hogy el6z6 eredménytink szerint p(agy1) — p(ag) jovSszerd
minden k-ra, igy értelmes a fenti kifejezés bal oldala.

A fenti formula jobb oldalarol felismerjiik, hogy integralkozelits 6sszeg, ezért
ésszertinek latszik elfogadni: egy C vilagvonal x és y pontja kozott a vilagvo-
nalon eltelt sajatids

P (y) _
te(a,y) = / P
p~ (=

ahol p a vildgvonal tetszGleges el6rehaladd paraméterezése.

Vegyiik észre, hogy a fenti képletben x és y a C tetszbleges eleme. Attol
fiiggGen, hogy y joviszert vagy multszerd a-hez képest, tc(xz,y) pozitiv vagy
negativ.
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A vildgvonalon eltelt sajatidd, noha paraméterezéssel van definidlva, fliggetlen
a paraméterezéstol.
Legyen g is a vilagvonal elérehalad6 paraméterezése, és x is, y is legyen benne mind p, mind ¢

értékkészletében. Tudjuk, hogy S :=p ! oq: R — R folytonosan differencialhaté, és S’ > 0. Ezért
q=po S, azaz 4(b) = p(S(b))S’ (b), és igy

.—1( -1, N

[0 eaoyw= [ pesens@a= [T pe@):
g~ L(x) g~ L(x) p~1(z)

az elss egyenldségnél P pozitiv homogenitasat, a masodiknal az integralhelyettesités ismert képletét

hasznaltuk.

Erdemes itt ravilagitani, hogy az eddigi meghatarozasaink nem mondanak
ellent annak, hogy két villanat kozott kiilonboz6 vilagvonalakon kiilénb6zd id6-
tartamok muljanak el.

2.9. dbra. Kiilonbozd sajatidé-tartamok

2.4.3. Abszolut sebességek

A jovészert vektorokat a tehetetlenségi vilagvonalak iranyvektoraiként vezettiik
be. Egy ilyen iranyvektor barmely pozitiv szdmszorosa ugyanolyan irdnyvek-
tor. Az idémulas lehet&vé teszi nekiink, hogy az iranyvektorokat bizonyos
egységvektorok” tobbszordseként allitsuk els.
Az ilyen egységvektorokhoz gy jutunk, hogy a jovGszert vektorokat elosztjuk
a nekik megfeleld sajatidé-tartammal. Az el6bbiek M elemei, az utobbiak I ele-
M

mei, tehat az osztas eredménye T-ben lesz. Ennek a tenzorhédnyadosnak a

pontos értelme megtalalhatd a matematikai mellékletben.
Vezessiik be a
b'e M
V(1) =13 =— ‘ T —
0= { g [xeTf < ]

jelolést. Minthogy V(1) elemeinek fizikai értelme ,sajatids-egység alatt megtett
életut”, nevezziik 6ket abszolit sebességeknek.

Az % egy elemét jovészertinek mondjuk, ha egy x € T~ és s € [T hanya-
dosa. Célszert kiterjeszteni P-t ilyen elemekre a pozitiv homogén tulajdonsig
kiterjesztésével, azaz legyen P (f) = P&,

S
Ezek szerint az is igaz lesz, hogy

M
V(1) = {u c T ‘ u jovoszerd, P(u) = 1} .

Tehat, hogy jol értsiik: ha u € V(1), akkor minden 0 < ¢t € T esetén tu € T,

és ha x € T, akkor 55 € v(1).
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T~ minden eleme a V(1) egyértelmien meghatéarozott elemének egyértelmtien
meghatarozott tobbszorose. Ez maga utan vonja, hogy V(1) is Gsszefiiggs hal-
maz.

Jegyezziik meg azt az igen fontos tényt, hogy — P pozitiv homogenitasa
miatt — ha az u és u’ abszoliut sebesség parhuzamos egymaéssal, akkor u = u'.

Mivel a sebesség szoval 6hatatlanul 6sszekapcsolodik a hétkéznapi értelem-
ben hasznalt sebesség fogalma, érdemes felfigyelni arra, hogy

— nincs nulla abszolut sebesség,

— nem értelmes az abszolit sebességek nagysag szerinti 0sszehasonlitésa,

— nem értelmes két abszolut sebesség bezarta szog,
amint azt konkrét téridémodellek esetén jol fogjuk latni.

2.5. MegfigyelSk
2.5.1. A megfigyel6 fizikai értelme

El6rebocsatando, hogy a megfigyels, vonatkoztatasi rendszer, koordinatarend-
szer a fizikai irodalomban sokféle intuitiv értelemben hasznalatos fogalmak, néha
egy tanulmanyon beliil ugyanarra t6bb elnevezést is hasznélnak, meg ugyana-
zon tobbfélét is értenek. Méar csak ezért is nagyon fontos az ezzel kapcsolatos
fogalmak tisztazasa.

Mi a megfigyel fogalmabol indulunk ki, majd bevezetjiik a vonatkoztatési
rendszert és a koordinatarendszert is.

Sokszor egyetlen tomegpontot (vildgvonalat) neveznek megfigyelének. Ez
azonban nem jo fogalom a megfigyelére. Megfigyeléshez — azaz fizikai kisér-
letek elvégzéséhez és mérésekhez — anyagi pontok Gsszessége kell: pl. kédkam-
rdban az ionizaciés csatorna nem lenne, ha a kédkamra egyetlen pont lenne.
Mozgés, relativ sebesség stb. mind-mind csak ,szomszédos” pontok egyiittesé-
vel értelmezhetd.

Fizikai értelemben egy megfigyel6 sok-sok anyagi pont egyiittese; ilyen
a szoba, valamint az aut6, amelyeket a 1.1 alfejezetben hoztunk példaként.
Lényeges, hogy ez kiterjedt objektum, és nem pontszert.

A megfigyel§ egy anyagi pontja (a szoba sarka, az auté miszerfalan egy
gomb) adja a megfigyels terének egy pontjat.

J

2.10. 4bra. Megfigyels terének pontjai

Mint emlitettiik, egy anyagi pont torténelme a téridében egy vilagvonal. Igy
tehat egy megfigyels terének egy pontja is egy vilagvonal.
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Ehhez hozza kell szoknunk: amit mi a teriink egyetlen pontjaként
észleliink (a szoba sarka), az egy vilagvonal a téridében. Persze, ha
jol utdnagondolunk, nem is olyan kiilénds ez: a szoba sarka tegnapel6tt is volt,
tegnap is volt, ma is van, holnap is lesz (remélhetSleg); a szoba sarka az 6t
megvalosité anyagi pont élettorténete.

2.5.2. Altalanos megfigyelSk

Ahhoz, hogy a megfigyel§ ,,jol miikodjon”, a térpontjainak — vilagvonalaknak —
,szorosan egymas mellett, folytonosan” kell elhelyezkedniiik. Ezt igy kozvetleniil
nem koénnyid pontos formaba onteni. De gondoljuk meg, hogy minden vilagvo-
nal minden pontjdhoz hozzarendelhetjiik az érintévektorat, amelyet a V(1) el-
emeként adunk meg. Ilyen modon létrehozunk egy sebességmezit, azaz egy
olyan fliggvényt, amely térid6pontokhoz abszolut sebességet rendel. Az viszont
mar egyszeri fogalom, hogy a sebességmezs legyen nyilt halmazon értelmezve és
sima. Egy ilyen sebességmezd meghatérozza azokat a vildgvonalakat, amelyek
minden pontban az el6irt érintével rendelkeznek.
Ezutan célszertinek latjuk elfogadni:

Egy megfigyeld egy Osszefiiggs és nyilt halmazon értelmezett, végtelenszer
differencialhato U : M — V(1) fiiggvény.

A megfigyelS térpontjai az
(z:T—-M? &="U(x)

differencialegyenlet maximalis integralgdrbéi (maximalis megoldasainak értékkész-
lete).

I —
-
/
/
/ - —
/
/
— - — —_—
/'
/
/
P _— — — —
-

2.11. abra. Megfigyels

Ismételjiik meg, gyakoroljuk be a kovetkezdket.

Egy megfigyels terének egy pontja a térids részhalmaza: egydimenzids rész-
sokasag, vilagvonal.

Ezeknek a vildgvonalaknak az Gsszessége a megfigyels tere. A megfigyels
tere nem részhalmaza a tériddnek; ez olyan halmaz, amelynek az elemei a
téridé részhalmazai.
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2.5.3. Tehetetlenségi megfigyel6k

Heurisztikusan egy tehetetlenségi megfigyels  egyméashoz képest nyugvé” tehetet-
len anyagi pontok Osszessége. Egy tehetetlen anyagi pont vilagvonala egyenes;
természetesen adodik, hogy egymashoz képest nyugvéd anyagi pontok vildgvon-
alai parhuzamos egyenesek. Egyenes vilagvonal érintGje — abszolat sebessége —
ugyanaz minden pontjaban. Ezért magatol értet6ds elfogadni:

Egy megfigyel6 tehetetlenségi, ha az el6irt abszoliat sebesség mindentitt
ugyanaz, vagyis a megfigyelé mint leképezés konstans .

Ezutan tehetetlenségi megfigyelére a konstans értékével hivatkozunk, tehat
az u tehetetlenségi megfigyelén az U(x) = u (z € M) megfigyel6t értjiik.

Az u tehetetlenségi megfigyel6 térpontjai az u vezette — tehat egymaéssal
parhuzamos — egyenesek. Az x vildgponton athaladoé ilyen egyenes x + lu, ahol

Tu:={tu|t e}

az u altal meghatarozott egydimenzios altér M-ben, amely igen sokszor fog
szerepelni a tovabbiakban.

Az u vezette egyenesek Osszessége a tehetetlenségi megfigyels tere, amelyet
E,-val jelolink. Matematikailag ez nem mas, mint az M/Iu faktortér (a fak-
torterekrsl bévebben a matematikai melléklet 21.2 paragarafusa szdl).

Tehat az u tehetetlenségi megfigyels tere, az u vezette egyenesek Osszessége

E, := M/Tu,
amely természetes médon haromdimenzios affin tér az M/Iu vektortér folott az
(x+1u) — (y+1Iu) := (z —y) + Iu (2.2)

kivonassal.

1

2.12. dbra. Tehetetlenségi megfigyels tere

Matematikailag tokéletes formaban megkaptuk a modellben azt a tapasz-
talati tényt, hogy egy tehetetlenségi megfigyels tere haromdimenzios affin tér.
Latjuk magunk el6tt a szobank meghatéarozta teret, a szoba pontjait, a két pont
kozé — mondjuk az asztal sarkatol a szekrény sarkaig — hiizott vektort. Szobank
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terének matematikai modelljéiil mar elfogadtuk a vildgvonalak Osszességét. Egy
kicsit szokatlan lehetett el6szor, hogy a teriink egy pontja tulajdonképpen egy
vildgvonal, de remélhetéleg kell§6 magyarazattal szolgaltunk a 2.5.1 pontban,
és ezért eléggé természetes, hogy a megfigyels tere az u vezette egyenesek
Osszessége, M/Tu. Matematikailag természetes az is, hogy ez affin tér M/Iu
folott. Viszont M/Iu elemeit egyaltalan nem tudjuk természetes modon az al-
talunk tapasztalt vektorokkal kapcsolatba hozni, mar csak azért sem, mert ele-
meit nem tudjuk megfelel6 nyilakkal szemléltetni. Egyelére el kell fogadnunk:
tokéletes matematikai modellt adtunk a térpontjainkra és a térvektorainkra, a
térpontok modellje szemléletes, a térvektoroké nem az. Specialis esetekben —
mind a nemrelativisztikus, mind a relativisztikus téridémodellben — ,,javitunk”
a helyzeten, szemléletessé tehetjiik a térvektorokat is.

2.5.4. Tehetetlenségi megfigyelS tériranyitasa

Emlékeztetiink, hogy azt a tapasztalati tényt, miszerint az idénk iranyitott,
azaz jové és mult lényegesen kiilonbozs, a jovészert és a miltszerd vektorok
megkiilonboztetésével juttattuk kifejezésre. Tovabba azt a tapasztalati tényt,
hogy az idénk is, a teriink is iranyitott, a modellben egyiittesen azzal fejeztiik
ki, hogy a téridé iranyitott. A modellben tehat téridSiranyitas és idGiranyitas
szerepel. Ebbdl a kett6bdl szarmaztathatjuk a modellben a tehetetlenségi meg-
figyelSk terének iranyitésat.

Nevezetesen, % természetes modon ellathato iranyitassal ugy, hogy legyen
az (x1 + Iu, x5 + Iu, x5 + [u) rendezett bazis pozitivan iranyitott, ha az I
tetszoleges pozitiv t elemére (tu, x1, Xo, x3) az M pozitivan iranyitott bazisa.

Egyszertien lathato, hogy ez a meghatarozas jo, azaz ha t'u, x1, x5, x4 az
M-nek az el6z6vel azonos irdnyitast bazisa, ahol t’ az I pozitiv eleme, akkor
x1 + Iu, x4 4+ Tu, x4 + Tu az E,-nak az eléz6vel azonosan iranyitott bazisa.

3
Az x¢ := tu, X(/) := t'u jeldléssel az x; = > Akix) formula hatarozza meg az M ,vessz6Stlen”
k=0
bazisarol a ,vesszésre” valo attérés {Ay; | i,k = 0,1,2,3} 4 X 4-es méatrixat, ugyanakkor az E,
,wvesszdtlen” bazisardl a ,vessz8sre” valo attérés 3 x 3 matrixa {Ay; | i,k = 1,2,3}. Minthogy
’
Apgo = tT, Aro = 0 ha k = 1,2,3, a szoban forgdé 4 X 4-es matrix determindnsa a 3 X 3-as matrix

. 2 2 / . . . 2 P e
determinansanak tT > 0-szerese, vagyis a két determinans ugyanolyan el&jelt.

2.6. Euklideszi szerkezetek
2.6.1. Tavolsagok, szbgek megfigyelSk terében

A térbeli pontok tavolsaganak a modellben vald leirdsahoz meg kell adnunk a
tavolsdgok matematikai modelljét:

Egy téridémodellben adva kell legyen a tavolsagok
mértékegyenese, amelyet D-vel jeldliink.

Az 1.1-beli (S4) szerint a tehetetlenségi megfigyeldk tere euklideszi. Ez azt
jelenti, hogy minden u € V(1) esetén adva kell legyen az u tehetetlenségi meg-
figyels terének vektorain egy d, euklideszi forma, amelynek az értékei tavol-
sagnégyzetek, és amellyel a szokdsosan értelmezziik a vektorok hosszat és a
vektorok bezarta szoget (lasd a matematikai mellékletet).

Az u tehetetlenségi megfigyels térvektorai, amint azt az elz6 pontban mond-
tuk, nem igazén szemléletesek, maguk is és az euklideszi szerkezetiik is, amely
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egy dy, : % X % — D ® D szimmetrikus, pozitiv definit bilinearis leképezés, egy

kicsit koriilményesen kezelhet8k. Szerencsére modunk van az euklideszi forma
helyett egy vele egyenértékt, egyszertibb objektumot hasznélni.
A
du(x,y) := dy(x + Iu,y + Iu) (2.3)

formuléaval olyan szimmetrikus, bilinearis leképezést definidlunk M-en, amely
pozitiv szemidefinit és a magja [u, azaz

— dyu(x,x) > 0 és egyenlSség akkor és csak akkor teljesiil, ha x parhuzamos
u-val,

— dy(x,y) = 0 az M minden y vektorara akkor és csak akkor teljesiil, ha
x parhuzamos u-val.

Forditva, ha adunk egy

dy,:MxM—-D®D

bilinearis, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit leképezést, amelynek a magja Iu,
akkor a (2.3) egyenl@ség forditott irdanyban, azaz := helyett =: jellel, jol definial
egy d, euklideszi format E,-n. Maszoval:

dy és dy kélesondsen egyértelmien meghatdrozzdik egymdst.

Legyen elGszor adott a szimmetrikus, bilinearis, a,,, amely pozitiv definit. Ez utobbi azt jelenti,
hogy du(x + Iu,x + Tu) > 0, és egyenlSség pontosan akkor teljesiil, ha x + Iu az E, nullavektora,
azaz x + [u = [u. Ekkor a ((2.3)) egyenl&séggel definialt d, szimmetrikus, bilinearis (az x — x + Iu

leképezés linearitasa miatt), és pozitiv szemidefinit. Minden y vektorra dy(tu,y) = au(Hu,y +1Iu) =
0, és ha minden y vektorra dy(x,y) = 0, akkor specialisan d,(x, x) = 0, azaz dy(x +Iu,x +1Iu) = 0
és igy az el6bbiek szerint x parhuzamos u-val, vagyis a d, magja valéban Tu.

Legyen most adott a bilinearis, szimmetrikus d,, amely pozitiv szemidefinit, és a magja Iu.
Mindenek el6tt azt kell megmutatnunk, hogy a ((2.3)) formula forditott irAnyban jol definialja au—t,
azaz ha x' +Iu = x + lu és y' + Tu = y + lu, akkor du(x’,y’) = du(x,y). Ez viszont igaz amiatt,
hogy d, bilinearis és a magja Iu, hiszen x’ = x + tu, y’ = y + su valamely t és s esetén. Ezutan
nyilvanval6 az, hogy d, orokli szimmetrikus, bilinearis, pozitiv szemidefinit tulajdonsagokat. Ha
Eiu(x + Iu, x 4+ Iu) = 0, akkor dy(x,x) = 0, ami maga utan vonja, hogy x parhuzamos u-val, azaz

x + [u = [u, vagyis x 4+ lu az E, nullavektora; tehat dy pozitiv definit.

Ezért a tovabbiakban célszerten d, helyett mindig a d,-t tekintjik, és
megkoveteljiik, hogy siman fiiggjon u-t6l, ami matematikailag azt jelenti, hogy
minden x,y € M esetén az u — dy(x,y) hozzarendelés legyen sima. Ez azt a
fizikai elvarasunkat fejezi ki, hogy ,egymashoz kézeli” tehetetlenségi megfigyelsk
terének euklideszi szerkezete legyen ,kozelitGleg azonos”.

Osszefoglalva:

Egy téridémodellben adva kell legyen minden tehetetlenségi meg-
figyel6 euklideszi szerkezete, azaz minden u € V(1) esetén egy
dy : M xM — D ® D szimmetrikus, bilinearis, pozitiv szemidefinit
leképezés, amelynek a magja lu, és amely siman fiigg u-tol.

Ismételjiik meg: az u tehetetlenségi megfigyel$ =+ lu és y 4 Tu térpontjanak
a tavolsaga \/dy(x — y,z — y); mas szoval, a megfigyels ¢ és p térpontjanak (u
vezette egyeneseknek M-ben) a tévolsaga /dy(x — y,z — y), ahol z a ¢g-nak, y a
p-nek tetszoleges eleme.

Megjegyezziik, ezutan definidlhatjuk ,apro lépésekkel” a nem tehetetlenségi
megfigyels terében is a tavolsag- és szogmérést, hasonloképp (csak technikailag
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joval bonyolultabban), mint a tehetetlenségi vilagvonalon mul6 idébsl a nem
tehetetlenségin mulo id6t; ezt ilyen altalanossagban nem részletezziik, nem lesz
ra szilikségiink.

2.6.2. Athuzasok

A 1.4 alfejezetben megfogalmazott (A) elv alapjan értelmet kell adnunk a kiilon-
b6z6 megfigyel6k terében levs vektorok egyenlGségének. Egy ilyen egyenld-
ség-fogalomnak természetes modon magaban kell foglalnia a megfelels vektorok
hosszanak és bezart szogének az egyenlségét is. Mas szoval, minden u és u’
abszolut sebesség esetén adott kell legyen egy irdnyitastarto lineéris bijekcid a
megfigyeldk terei, azaz M /Tu és M/Iu’ kozott, amely megtartja az euklideszi
szerkezetetket.

Ezt igy fogalmazzuk meg: minden u és u’ abszolut sebesség esetén adott
kell legyen egy By, : M — M irdnyitastarto linearis bijekcid, amelyet az u-rél
az u'-re val6 athuzasnak hivunk, tugy hogy

Bu’u cu= u/a
du'<Bu’u 'XaBu’u .Y) = du(xa.Y)

minden x,y € M esetén.

Az itteni els6 tulajdonsdg maga utan vonja egy M/Tu — M/Iu’ lineéris
bijekcio létezését az (x + Iu) — (Byy - x) + Iu’ formulaval.

A késobb targyalt konkrét téridémodellek esetén természetszertileg adodik
egy By, a fenti els6 tulajdonsaggal, és ennek a segitségével a mésodik tulaj-
donsag alapjan tudjuk meghatarozni az euklideszi szerkezeteket.

2.7. Ismét a jovGszerid vektorokrol

Adosak vagyunk még annak az igazolasaval, hogy a jovGszert vektorok Gsszessége,
T~ konvex és nyilt kell legyen. A tehetetlenségi megfigyelSk terének ismeretében
most mar lerohatjuk ezt az adéssagunkat. Sajnos itt nem keriilhetjiik el a meg-
figyelSk térvektorainak kezelését.

2.7.1. Mozgas palyaja

Vegyiink egy u tehetetlenségi megfigyel6t. Egy C vilagvonala anyagi pont al-
talaban mozog a megfigyel6hoz képest; mozgasanak palyaja a megfigyelének
azokbol a térpontjaibol all, amelyekkel az anyagi pont talalkozik:

C+Iu={z+Iul|zecC}

ez gorbe (esetleg egyetlen pont) E,-ban.

A tovabbiakban csak tehetetlen anyagi pontrol lesz sz6. Ekkor van egy
xo vilagpont és egy u’ abszolut sebesség gy, hogy a kérdéses vilagvonal C =
{zo + su’' | s € I}. Az ennek megfelel§ palya az u-térben

{zg 4+ su' +Tu|s eI}

A palyanak s 4+ h és s altal meghatarozott két pontja kozotti u-térvektor
(2.2) szerint

(xo + (s + h)u' +Tu) — (¢ + su’ + [u) = hu' + Iu = h(u' + Ru).
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Latjuk, hogy az u-térvektor a palya barmely két pontja kozott az

E
u'—&—RuETu

vektor t6bbszorose:

Az u-térben az u' abszolit sebességii tehetetlen anyagi pont pdlydja v’ # u
esetén az u' + Ru irdnyvektori egyenes (és egyetlen pont, ha u’ = u).

2.7.2. Parhuzamos palyak

Tekintsiink két tehetetlenségi vilagvonalat, amelyek abszolut sebessége u’, il-
letve u”. Az el6bbi eredmény szerint ezek palyaja az u-térben akkor és csak
akkor parhuzamos, ha v’ + Ru és u” + Ru egymas szadmszorosa, azaz létezik o/
és o valos szam ugy, hogy o/ (v’ + Ru) = o’ (u” + Ru); ez utobbi egyenértéki
azzal, hogy van olyan a valos szdm, amellyel o’u’ — o’'u”’ = au.

Tehat:

Az u' és u” abszolit sebességii vildguonalaknak az u-térbeli pdlydja akkor és
csak akkor pdrhuzamos, ha u, u' és u’ egy sikban vannak (linedrisan oszefiig-

gok).

Erdemes hangstlyozni: két anyagi pont palyaja lehet parhuzamos egy meg-
figyel6nek, és nem-parhuzamos egy masik megfigyelének.

2.7.3. Gyorsabb-lassabb a modellben

Tekintsilink egy tehetetlenségi megfigyel6t és két tehetetlen anyagi pontot, ame-
lyek a megfigyels terében ugyanazon a palyan mozognak. Legyen a tehetetlensé-
gi megfigyel u, az anyagi pontok vilagvonalanak abszolut sebessége (iranyvek-
tora) u~, illetve ut.

2.13. abra. Az u szerint u~ lassabb, mint ut

Amint a 2.13 abra mutatja, a két anyagi pont taldlkozasa utan az u~ abszolut
sebességii anyagi pont késsbb ér el egy masik u-térpontot, mint az ut sebességii.
Ennck alapjan azt mondjuk, hogy u~ lassabb, mint u™ az u-hoz vis-
zonyitva, ha minden tT pozitiv id6tartam esetén van olyan t,t~ pozitiv id6-
tartam, hogy
ttut +tu=tu".
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Megforditva ugyanez: u™ gyorsabb, mint u~ az u-hoz viszonyitva, ha
minden t~ pozitiv idétartam esetén van olyan t, t™ pozitiv idétartam, hogy

ttu —tu=ttu'.

Erdemes hangstlyozni, nehogy a jelolés félrevezessen: a + és — jel az u
megfigyel szerinti gyorsabb-lassabb Osszehasonlitasra utal; méas megfigyelsk es-
etén mas lehet a helyzet. Nevezetesen, ha adott két tehetetlen anyagi pont (két
egyenes vildgvonal), amelyek talalkoznak egy vilagpontban, akkor van olyan
tehetetlenségi megfigyels,

— amelyre az egyik gyorsabb, mint a masik,

— amelyre a masik gyorsabb, mint az egyik,

— amely nem tudja eldonteni, melyik a gyorsabb (mert az anyagi pontok
kiilonboz6 palydkon mozognak a megfigyels terében).

2.7.4. Konvex és nyilt halmaz

Az 1.3-beli (M1) szerint minden u-tériranyban létrejohet mozgas, ami azt je-
lenti, hogy T -ben lennie kell h;, hs és hj linearisan fiiggetlen vektornak tgy,
hogy hi+1u, hy+1Tu és hs+1u az u térvektorainak béazisat alkotjak. Ekkor tet-
sz6leges t € It esetén a jovSszerd tu, hy, hy, hy bazist alkotnak M-ben. Ezért
az M minden x vektora felbonthaté6 x = k; — ko alakba, ahol mind k;, mind
ko a T eleme. Valoban, ha x # 0 nem id@szerti, akkor az adott bazissal vett
linearis kombinéci6jaban a pozitiv egylitthatdju elemek Gsszege ki, a negativ
egyiitthatojuaké ko. Ha x jovGszerd, akkor ki := 2x, ko := x, és ha x milt-
szerd, akkor ki := —x, ko := 2x.

Az 1.3.2 pontbeli (M3) és a fentebb megallapitott gyorsabb-lassabb relacio
szerint, minden u abszolit sebesség esetén tetszdleges h' jovSszerii vektorhoz

(qu = %) és az [ minden pozitiv tT eleméhez létezik egy h™ jovdszerd

vektor (u_ = %) tgy, hogy ht +tu=h".

Minthogy minden jévGszert vektor tu alaki valamely t és u esetén, azt az
eredményt kaptuk, hogy T~ barmely két elemének az Osszege is T~ -ben van.
Mivel T barmely elemének a pozitiv szamszorosat is tartalmazza, végiil is
T~ nulla cstucsu konvex kup, azaz minden h,k € T~ és a,8 > 0 esetén
ah+ Pk eT™.

Az 1.3.2 pontbeli (M2) szerint és fentebb megallapitott gyorsabb-lassabb
relaci6 szerint, minden u abszolat sebesség esetén tetszdleges h™ jovszert vek-

torhoz (u’ = %) létezik az I-nek pozitiv t+ eleme és egy hT jévészerti
+ 0\ . _
vektor (u+ = %) agy, hogy h™ — tu= h™'.

Minthogy minden jovGszerti vektor tu alakd valamely t és u estén, at-
fogalmazhatjuk az eredményiinket tgy, hogy minden h,k € T esetén van
olyan 8 > 0, hogy h — Bk € T~. Az el6bbiek szerint, ha n < 3, akkor
h—nk = h— 8k + (8 —n)k a T eleme. Megallapithatjuk tehat, hogy ha
h tetszbleges jovoszert vektor, akkor minden k € T~ esetén van olyan S > 0
szam, hogy h — nk is a T~ eleme minden 0 < 1 < [ esetén.

Vegyiink ezutan egy akarmilyen nem nulla vektort: 0 # x = ky — ko, ahol
ki, ko € T7. Legyen h tetsz6leges joviszert vektor. Osszuk ki a fenti k szerepét
ko-re. Ekkor h — nko € T minden (a ko-t6l fiiggs) ,elég kicsi” pozitiv n-ra.
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T~ konvex kip, ezért h+ nk; € T7. Végiil, az utobbi két vektor Gsszegének a
fele, azaz h+ 4 x is jovGszert vektor minden (az x-t6l fiiggs) ,elég kicsi” pozitiv
n-ra. Osszegezve: a T~ minden h elemének egy kornyezete is T~ -ben van, tehat
T~ nyilt.

2.8. A téridémodellek matematikai struktaraja
2.8.1. Pontos meghatarozas

Az eddigieket most mér pontos matematikai meghatarozasba foglalhatjuk Gssze:

Egy téridémodell (M,1,D, T, P, d), ahol

— M a téridd, amely négydimenzios iranyitott affin tér az M vektortér
folott,

— T az id6tartamok mértékegyenese,

— D a tavolsagok meértékegyenese,

— T~ a jovOszerii vektorok Osszessége, amely nyilt, nulla csicsi
konvex kip M-ben,

— P:T7 — I az idémulas kifejezése, amely pozitiv homogén, sima
leképezés,

és ez utobbi kettGvel értelmezziik az abszolit sebességek

M
V(1) := {u €T ‘ u jovoszert, P(u) = 1}

halmazat,

— d az euklideszi szerkezetek Gsszessége, mas szoval a tavolsagok
és szdgek meghatarozoja, amely minden u abszolut sebességhez sima
moédon hozzarendel egy dy : M x M — D ® D szimmetrikus, pozitiv
szemidefinit bilinearis leképezést, amelynek a magja Iu.

Egy ilyen téridémodellben

— a multszerd, illetve id&szerd vektorok Osszessége T := —T7, illetve
T:=T"UT,

— vilagvonal olyan gorbe, amelynek minden érintGje idszert,

— tehetetlenségi vildgvonal egyenes, egy ilyennek az x és y pontja kozott
eltelt id6 P(y — ),

— egy C vilagvonal x és y pontja kozott a vilagvonalon eltelt id§

P (y) _
te(a,y) = / P
e €

ahol p a vilagvonal tetszbleges el6rehalad6 paraméterezése,

— megfigyel6 egy U : M — V(1) osszefliggd, nyilt halmazon értelmezett
végtelenszer differencidlhaté sebességmezd,

— az U megfigyel§ terének egy pontja vagy réviden U-térpont az U vek-
tormezd egy maximalis integralgdrbéje,

— tehetetlenségi megfigyel6 konstans sebességmezs, térpontjai parhuzamos
egyenesek; az u tehetetlenségi megfigyel§ tere E, := M/Iu haromdimenzios
iranyitott affin tér M/Iu folott,
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— az u tehetetlenségi megfigyel6 x + Iu és y + lu térvektoranak skaléris
szorzata dy(x,y), ami szerint tehat a megfigyels x + lu és y + Iu térpontjanak
a tavolsdga \/dy(x — y,z — y).

2.8.2. Izomorfizmusok

Kiilonféle modelleket készithetiink, attol fliggGen, milyen tapasztalatainkat akar-
juk a modellben Gsszefoglalni.

Persze alakilag kiilonb6z6 téridémodelleknek lehet ugyanaz a fizikai tartal-
ma, mas szoval a modellek lehetnek fizikailag ,ugyanolyanok”, ami azt jelenti,
hogy a modellek matematikai struktirdja izomorf.

Vegyiik az (M, I,D, T, P,d) és (M, I',', (T7)’, P’, d’) téridsmodellt. Mate-
matikai struktirajat tekintve M és M, I és I', valamint D és D' izomorfak, azaz
létezik (kontinuum sok)

(i) L : M — M iranyitastarto, affin bijekcié (az L : M — M’ linearis bijekcio
felett),

(ii) B : I — I iranyitastarto linearis bijekcio,

(iii) Z : D — D/ iranyitastart6 linearis bijekeio.

Maés szoval minden téridémodell els6 harom komponense 1ényegében ugyan-
olyan. A kiilonbozdség az utolsdé harom komponensben lehet.

A két téridémodellt akkor nevezziik izomorfnak, ha van olyan L, B és Z,
amelyek ,megfelel6 modon” atviszik T7-t (T~ )'-be, P-t P’-be és d-t d’-be.

Az els6 két feltételt konnyd megadni:

(D) LIT~7] = (T7),

(II) P(Lx) = BP(x) minden x € T esetén.

A harmadik feltétel pontos meghatarozasdhoz a tenzorialis miveletek is-

meretében (lasd a matematikai mellékletet) azt kell felhasznalnunk, hogy Lp :
M/

% I % joOl értelmezett linearis leképezés, amelyre az el6z6 két feltétel
alapjan

teljesiil. Ezzel azt koveteljiik meg, hogy

(ITI) dpyu(Lx,Ly) = (Z® Z)dy(x, y) minden u € V(1) és x,y € M esetén.

Ekkor az (L, B, Z) harmast a két téridémodell koz6tti izomorfizmusnak
hivjuk.

Mivel L linearis bijekeid, szembeotls, hogy ha T~ és (T7) a 2.6 abran
mutatottak koziil eltérd jellegiiek, akkor a két téridémodell nem lehet izomorf.

2.8.3. Szimmetriak

Egy téridémodellnek az 6nmagéaval valo izomorfizmusét a térid6 szimmetriaja-
nak, nevezziik, ha a benne szereplé B : 1 — [ és Z : D — D linearis leképezések
az identitasok; ezeket az identitdsokat a szimmetridara valé hivatkozéasnal el-
hagyjuk.

Tehat az (M,I,D, T, P, d) téridémodell egy szimmetridja olyan L : M — M
iranyitastarto affin bijekcio, amely alatti L : M — M linearis bijekcié — ez a
vektori szimmetria nevet viseli — a kovetkez§ tulajdonsagokkal bir:

() L[T7] =17,

(II) P(Lx) = P(x) minden x € T~ esetén,

(ITI) dru(Lx, Ly) = du(x,y) minden u € V(1) és x,y € M esetén.
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Ezeknek a szimmetridknak a fizikai értelme a kovetkezs. Van intuicionk ar-
rol, mikor tekintiink két fizikai targyat, torténést stb. fizikailag ugyanolyannak;
ezt a téridémodellben azzal fejezziik ki, hogy definicié szerint két objektum
fizikailag egyenértéki, mas szoéval ugyanolyan, ha a térid6 valamely szim-
metridja viszi at egymaéasba Gket.

Példaul a C és C’ két vilagvonal — azaz két tomegpont torténelme — fizikailag
egyenértéki (ugyanolyan), ha van olyan L térid6-szimmetria, hogy ¢’ = L|[C].
Specialisan, barmely a vektorral valo eltolas,  — =+ a ilyen szimmetria, hiszen
az alulfekvé linearis leképezés az M identitésa. Ezzel pontos értelmet nyert a
téridé homogenitasa, amelyet a 2.3.2 pontban emlitettiink.

Tovabbé az U és U’ globalis (azaz mindeniitt értelmezett) megfigyeld fizikai-
lag egyenértékd, ha van olyan L térid6-szimmetria (az L vektori szimmetria
f616tt), hogy U’(x) = L- U(L~!(x)) minden x vildgpontra.

Alapvets meggy6z6désiink, hogy a tehetetlenségi megfigyelSk egyenértékiiek.
A 1.4 alfejezetben mondottak alapjan tehat a 2.6.2 pontban megadott dthizd-
soktol elvdrjuk azt is, hogy vektori szimmetridk legyenek.

3. Egyéb fogalmak

A kovetkezSkben adottnak vesziink egy (M,I, D, T7, P, d) téridémodellt.

3.1. Szinkronizaciok
3.1.1. Egyidejtiség meghatarozasa

A Bevezetésben is, az 1.2.3 pontban is talalkoztunk az idé6pontok, a szikronizacio
problémajéaval. Egy téridémodell keretében vilagos és pontos értelmet adhatunk
ezeknek.

Altalaban egy megfigyel6 a pontjai kozott egyidejtiséget valamely ,kézen-
fekvd”, de mindenképpen 6nkényesen vélasztott eljarassal hataroz meg; az egyide-
jlség létrehozasat szinkronizacionak nevezziik.

Tartsuk észben: ugyanaz a megfigyel§ esetleg kiilonb6z§ szinkronizaciokat is
létrehozhat.

A szinkronizaci6 alaptulajdonsaganak fogadjuk el, hogy semely vilagvonal
két kiilonb6zs villanata (egy kronométer két kiilonb6z6 kettyenése)
nem lehet egyidejii.

A szinkronizécidval tulajdonképpen id6pontokat (pillanatokat) hataro-
zunk meg: az egyidejlinek tekintett villanatok azonos pillanatban torténnek.

Most igen fontos gondolat kovetkezik. Gondoljuk el egy megfigyels terét a
2.10 abranak megfelelGen, s6t az ott szemléltetettnél egy kicsit ,kovérebben”,
vagyis a megfigyels térpontjai (vilagvonalak) ne csak a lap sikjaban haladjanak,
hanem mogotte is, elGtte is; ekkor a megfigyels terének pontjait jelents vilagvon-
alak mintegy koteget alkotnak.

Minden térpontban jeloljiik be a szinkronizacié szerint egyidejt villanatokat
(mondjuk, a jol-érthetéség kedvéért, az éjfélt). Ezek az egyidejd villanatok a
vilagvonalak kdtegének egy keresztmetszetét adjak, amint azt a 3.1 abra probalja
szemléltetni. Egy ilyen keresztmetszet haromdimenzios részsokasag a térid6ben
(egyeldre ne torédjiink ennek pontos matematikai meghatarozéaséval), amelyet
vilagfeliiletnek neveziink.
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3.1. abra. Szinkronizéciés idépont

Ez elég jol indokolja, hogy egy szinkronizicié szerinti idGpontot (pillanatot)
a legcélszeribb ugy felfogni, mint az azonos idejiinek meghatarozott vilagpontok
Osszességét. Példaul az éjfél mint idépont a budapesti, debreceni, miskolci, gyéri,
pécsi, szegedi stb. éjfelek Osszessége.

Ehhez hozza kell szoknunk: amit mi egyetlen szinkronizaciés idépont-
nak gondolunk (éjfél), az egy vilagfeliilet a téridében. Persze, a mon-
dottak szerint nem is olyan kiilonos ez: az éjfél itt is van, ott is van, mindentitt
van.

Egy szinkronizacioés idépont vilagfeliilet a téridében. A szinkronizacios
idS a szinkronizécios idpontok Osszessége.

Visszatérve a lap sikjaban torténd abrazoléasra, a vilagfeliiletet is egy gorbe
fogja mutatni; ennek megfelelen szemléltethetjik a szinkronizaciés idét.

(idépontok)

3.2. abra. Megfigyel6 térpontjai és szinkronizéacié idépontjai

Ismételjiik meg, gyakoroljuk be a kovetkezdket.

Egy szinkronizacionak egy idépontja a téridé részhalmaza: haromdimenzios
részsokasag, vilagfeliilet.

Ezeknek a vilagfeliileteknek az Gsszessége a szinkronizacios id§. A szinkro-
nizacios idS tehat nem részhalmaza a téridének; ez olyan halmaz, melynek
az elemei a térid6 részhalmazai.
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Végezetiil hangsilyozzuk: a szinkronizacié technikai szempontbdl fontos,
elvileg viszont nem az; a szinkronizacié emberi konvencié kérdése, nem fizikai
valosag, ezért is a szinkronizacié nem része a téridémodell struktiaraja-
nak, hanem csak abbdl definialt fogalom.

3.1.2. Egyenletes szinkronizaciok

A szinkronizacié pontos matematikai megfogalmazasa dltalaban egy kissé bonyo-
lult. Kivételt képeznek az egyenletes szinkronizaciok, amelyben az idépontok
parhuzamos haromdimenzi6s hipersikok.

Most pusztan matematikai szempontbdl vizsgaljuk a szinkronizaciot, azt
nem, milyen fizikai eljarasnak felel ez meg, illetve megfelelhet-e egyéltalan.

Legyen Eg haromdimenzios altér M-ben. Az E; meghatarozta egyenletes
szinkronizacié szerint az x és y vilagpontok egyidejiek, ha y — z € E.
A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért ahelyett, hogy az E; haromdimenzios
altér meghatarozta egyenletes szinkronizacio, csak Eg egyenletes szinkronizaciot
mondunk.

Az zx vildgponttal az Eg egyenletes szinkronizaci6 szerint azonos idejd vilag-
pontok 6sszessége r+Eg. Ez azt jelenti, hogy a szinkronizacio6 szerint azonos ide-
jl vilagpontok Osszessége — egy szinkronizéciés id6pont — egy Eg vezette hipersik.
A szinkronizécios id6 pedig az ilyen hipersikok Gsszessége, amely matematikailag
M/E;.

A szinkronizaciok alaptulajdonsaga szerint elvarjuk, hogy semmilyen vilagvo-
nal két kiilonbozd villanata ne legyen egyideji. Vegytink egy u abszolut sebességii
tehetetlen vildgvonalat (egyenest). Ennek két pontja pontosan akkor nem egyide-
jt Eg szerint, ha Tu és Eg csak egy pontban (a nullaban) talalkozik, mas szoval
ha u és Eg transzverzalis.

Ez azt jelenti, hogy csak olyan harom dimenzidés altérrel létesitiink egyen-
letes szinkronizaciét, amely minden abszolut sebességre transzverzalis. Itt sze-
repet kap az, hogy a jovGszeri vektorok halmaza konvex és nyilt: emiatt létezik
minden jovészerd vektorra (tehat minden abszolut sebességre) transzverzalis
haromdimenzits altér.

3.2. Vonatkoztatasi rendszerek
3.2.1. A téridé6 széthasitasai

Egy megfigyel6t és egy szinkronizaciot egyiitt vonatkoztatéasi rendszernek
neveziink.

Egy vonatkoztatési rendszer barmely vilagponthoz hozzarendeli a vilagpont-
nak megfelel§ szinkronizacios idépontot és megfigyels-térpontot, vagyis azt a
vilagfeliiletet a szinkronizacios idében és azt a vildgvonalat a megfigyels terében,
amelyek tartalmazzak a kérdéses vilagpontot. Azt mondjuk, a vonatkoztatési
rendszer széthasitja a térid6t idére és térre.

Ennek a széthasitasnak a fizikai értelme az, hogy a vonatkoztatasi rendszer
a villanatokat azzal jellemzi, szerinte mikor és hol torténnek. Mas szdval, a
téridg széthasitasa a modellben annak a valosagos ténynek felel meg, hogy egy
megfigyel6, miutan szinkronizaciot vezetett be, miként észleli a térid6t kiilon
id6nek és kiilon térnek.

Jegyezziik meg, hogy kiilonbdz6 vonatkoztatasi rendszerek merében mas
idépontot és térpontot rendelhetnek hozza ugyanahhoz a villanathoz.
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3.3. dbra. Téridé széthasitasa idére és térre

3.2.2. Mozgasok leirasa

Egy test mozgasanak a leirdsa azt jelenti, hogy megmondjuk, a test mikor hol
volt; tehat a leiras egy szinkronizaciot (mikor) és egy megfigyel6t (hol) kovetel
meg, vagyis egy vonatkoztatési rendszert.

Tekintsiink egy C vildgvonalat, amely egy tomegpont létezését reprezentalja.
Vegyiink egy U megfigyel6bdl és egy S szinkronizéciobol allo vonatkoztatasi
rendszert. A szinkronizéci6 ¢ pillanataban (vilagfeliileten) a tomegpont a ¢t N C
vilagpontban van; ez meghatarozza a megfigyel6nek azt a ¢(t) pontjat (vilagvo-
nalat), amely athalad rajta. A mozgés leirasat tehat a t — ¢(¢t) fiiggvény adja
meg.

3.2.3. Tehetetlenségi rendszerek

Azokat a vonatkoztatasi rendszereket, amelyek tehetetlenségi megfigyel6bdl és
egyenletes szinkronizaciobdl allnak, tehetetlenségi rendszereknek hivjuk.
A tehetetlenségi rendszerek fontos tulajdonsaga:

Egyenletes szinkronizdcid két pillanata kdzott tehetetlenségi megfigyeld terének
bdrmely pontjdban ugyanannyi sajdtidd telik.

Tekintsiik ugyanis az u megfigyels két pontjat, = + lu-t és y + lu-t, és tegyiik fel, hogy = és y
egyideji az E; szinkronizacié szerint, azaz y — x € E;. Ekkor x 4 tu akkor és csak akkor egyideji
y + su-val, azaz (y + su) — (z + tu) € E;, has =t.

Ebbdl kovetkezik egy masik fontos tény:

Tehetetlenségi rendszerhez képest egy tehetetlen vildgvonal egyenes vonali
egyenletes mozgdst ad.

A Dbizonyitas egy kissé koriilményes, majd konkrét téridémodellek esetén
egyszeriibben is megkapjuk ezt az eredeményt.

Legyen u a megfigyels, Eg a szinkronizacio, és C egy u’ abszolut sebességii tehetetlen vilagvonal.

Vegytink két szinkronizaciés idépontot, t-t és s-et. Legyen z :=¢tNC és y := s N C. Ekkor van
olyan t' € I, hogy y — z = t'u’. A vilagvonallal megadott tehetelen témegpont a t, illetve az s
szinkronizéacios idépontban a megfigyelének az x + Iu, illetve az y 4+ Iu térpontjaban van.

Ezen megfigyels-térpontokban a ¢ és s szinkronizacios idépont kozott ugyanaz a t sajatids-
tartam telik el; ezt az (z + tu) —y = (z — y) + tu = tu — t'u’ € E; Osszefiiggés hatarozza meg.
Minthogy u’ és Eg transzverzalis egymasra, tu egyértelmten felbonthaté Iu’-ben és Eg-ben levs
vektorok Gsszegére, vagyis a széban forgd Osszefiiggés a t’-t egyértelmiien megadja a t fliggvényében;
jeldljiik ezt igy: t'(t). Az is nyilvanvald, hogy kétszer, haromszor stb. nagyobb t-hez kétszer,
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haromszor, stb nagyobb t’ tartozik, vagyis az idétartamok kozotti 6sszefiiggés linearis: van olyan «
szam, hogy t'(t) = at.

A széban forgd megfigyels-térpontok kézotti vektor (y+1Iu) — (z+1u) = (y—z)+Iu = t'u’ +Iu =
atu’ + Tu.

Latjuk, hogy tehetetlen vilagvonalnak a vonatkoztatéasi rendszerhez viszonyitott mozgasa a t

idétartam alatt (cu’ + Ru)t vektorral megy arrébb: a mozgéis egyenes vonalt és egyenletes.

3.3. Koordinatarendszerek

Ismételjiik meg, megéri: egy megfigyels tere és az egyes térpontjaiban teld
id6 fizikai valosag, mig egy szinkronizéci6 — bar az is fizikai eljarassal van
meghatarozva a gyakorlatban — énkényes.

Egy vonatkoztatési rendszerben tehat fizikai valosag és emberi 6nkény ke-
veredik.

Tovabbi onkényes eljarassal jutunk el a koordinatarendszerekhez tugy,
hogy a szinkronizacios idépontokat szamokkal, a megfigyel6 terének pontjait
szamharmasokkal reprezentaljuk, vagyis a téridépontokat Gsszességében szam-
négyesekkel.

Az ilyen szamnégyesekhez a gyakorlatban legegyszeriibben a kévetkezskép-
pen jutunk (affin vonatkoztatéasi rendszert tekintve).

Valasztunk egy ,kezdSpontot” (Budapest, nulla kilométerkd; a szobank egyik
sarka) a megfigyels terében és egy ,kezdSpontot” (éjfél) a szinkronizécios idében.
Ezutan valasztunk egy idGegységet vagy mas szoval egységnyi idGtartamot (ma-
sodperc: egy kvarckristaly adott szamu kettyenése), valamint egy tavolsig-
egységet (méter: kvarckristaly adott szamiu molekulajabol allo egyenes lanc
hossza). Tovabba valasztunk harom egyenest a megfigyels terében (tengelyeket),
amelyek atmennek a térbeli kezdéponton.

Egy szinkronizacios id6pontot tgy jellemziink egy szadmmal, hogy megmeér-
jik, az egységnyi idGtartam hanyszorosa telt el a térbeli kezd6pontban az idébeli
kezd6pont 6ta az adott idépontig.

Egy megfigyels-térpontot tgy jellemziink egy szamhérmassal, hogy megmeér-
jik az adott pont tavolsagat a tengelyektél, és megadjuk, ezek a tavolsagok
hanyszorosai a tavolsdgegységnek.

Jegyezziik meg, hogy ugyanahhoz a vonatkoztatéasi rendszerhez sokfélekép-
pen hatarozhatunk meg koordindtarendszert, de kiilonb6z6 vonatkoztatasi rend-
szerekhez nem tartozhat azonos koordindtarendszer. Végil: kiilonb6z6 ko-
ordinatarendszerek merében mas szamnégyest rendelhetnek hozza ugyanahhoz
a villanathoz.

Mindezeket specialis — nemrelativisztikus és relativisztikus — téridémodellek
estén pontos matematikai formaba ontjiik.

Latjuk, a koordindtarendszerek mennyi esetleges, 6nkényes adatot tartal-
maznak. Mar ez is érzékelteti, milyen felesleges bonyodalmakat okozhat a
térid6k szokésos koordinatés targyalasa.
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4. Alapfogalmak és feltevések

Ebben a fejezetben adottnak vesziink egy téridémodellt, amelyre a 2.8.1 pont
fogalmait és jeloléseit hasznaljuk, és megvizsgaljuk, T, P és d milyen tulaj-
donsagokkal rendelkezik az abszolut idémilas feltételezése mellett.

Eredményiil a hétkoznapi gondolkodasnak megfelel§ ugynevezett nemrela-
tivisztikus téridémodellt kapjuk. Aki csak e modell és fizikai alkalmazasai irant
érdeklgdik, és nem kivanja végigjarni a hozza vezetd utat, a tovabbiak meg nem
értésének a veszélye nélkiil atugorhatja ezt a fejezetet.

4.1. Abszolut idémiulas

Egy korabbi példankban szoltunk arrol, hogy egyszerti, mondhatni feliiletes
tapasztalatunk szerint ugyanannyit kettyent a talalkozasaik kozott egy otthon
hagyott kronométer és egy magunkkal vitt kronométer. A téridérdl alkotott
klasszikus felfogas (kimondatlanul) arra a hétkéznapi tapasztalatra épiil, hogy az
id6 mindenkinek ugyantgy telik: (tokéletes) kronométerek mindentdl fliggetleniil
egyformén jarnak. Itt ketyeg egyiitt két kronométer, majd szétvalnak és ha
egyszer Ujra taladlkoznak, a talalkozasukig ugyanannyit kettyent mindketts, fiig-
getleniil attol, mit élt at az egyik, mit a masik.

Most olyan téridémodellt készitiink, amely ezt az abszolit idémulast
feltételezi. Kozelebbrsl azt, hogy ha két vilagvonal két pontban talalkozik, a
két pont kozott a két vilagvonalon eltelt id6tartamok megegyeznek.

Formulaban: ha z és y olyan vilagpont, hogy y — x jovészert, akkor barmely
Cy és Cy vilagvonalra, amely tartalmazza ezeket a vilagpontokat, te,(z,y) =
te, (z,y).

Specialisan, ha C; a két vilagponton athaladé egyenes (tehetetlenségi vilagvo-
nal), Co pedig két egyenes szakaszbol all, az egyik z-t8l z-ig, a masik z-t6l y-ig,
akkor azt kapjuk, hogy P(y — x) = P(y — z) + P(z — x). Minthogy y — z is,
z — x is jovSszerd, valamint y — x = (y — 2) + (z — x), ez végiilis azt adja — P
pozitiv homogenitasaval egyiitt —, hogy

P(ax + fy) = aP(x) + fP(y)

minden «, 8 pozitiv valés szamra és x,y jovGszeri vektorra.
Ebbdl egyszertien adodik:

Van olyan egyértelmiien meghatarozott = : M — I lineéris
leképezés, amelynek T~ -re valo lesziikitése egyenls P-vel.

49
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Ugy is fogalmazhatunk, hogy P egyértelmien kiterjeszthetd M-re linearis leképezéssé. Az 2.7.4
pont elsé bekezdése szerint az M minden eleme y — x alakii, ahol x és y a T~ eleme. Definialjuk
ezutan a T leképezést agy, hogy 7(y — x) := P(y) — P(x). Persze meg kell mutatnunk, hogy ez
a definicié j6, azaz ha y — x = y’ — x’, akkor P(y) — P(x) = P(y’) — P(x’). Ekkor ugyanis
y 4+ x' =y’ +x, és itt mindkét oldal mar a T~ eleme, ezért alkalmazva rajuk P-t és felhasznalva P
fenti specialis tulajdonsagat azt kapjuk, hogy P(y)+ P(x’) = P(y’) + P(x), amibsl mar kévetkezik,

amit akartunk. Ugyancsak P pozitiv homogenitasa miatt 7 nyilvanvaléan linearis lesz.

Ezért a kovetkezSkben P helyett 7-t irunk.

A pontossig kedvéért megjegyezziik, hogy itt egy kicsit eltértiink a vilagvo-
nal eredeti meghatarozasatol; ugyanis a két egyenes szakaszbol 4116 halmaz nem
gorbe az altalunk hasznalt értelemben, ,torés” van benne, nincs folytonosan
differencialhaté paraméterezése. Definidlhattuk volna a vildgvonalat, mint sza-
kaszos gorbét, és akkor most semmi zavar nem lenne. Viszont sehol mashol
nem kell ilyen altalanosabb gorbéket tekinteniink, ezért megtakaritottuk a sza-
kaszos gorbe pontos (kissé koriilményes) definiciojat, viszont itt megengedtiik
magunknak az egyszertien érthets, két egyenes szakaszbol 4llo6 gorbét.

4.2. A jovéGszert vektorok

Az abszolut idémulas maga utdn vonja az abszolut egyidejiiség értelmét. A
modellben ezt a kdvetkezSképpen fogalmazhatjuk meg. Vegyiink egy tetszbleges
z vilagpontot; az x € 24+ T ésy € z+ T természetszeriileg” egyideji a z-bdl
tekintve, ha z-t6l a-ig ugyanannyi id6 telik el, mint z-t8l y-ig, azaz 7- (x — z) =
T-(y—2). Ezért 7-(y —z) = 7-((y — 2) + (2 — x)) = 0; latjuk, hogy y
és = egyidejliségi viszonyanak kifejezésében a segéd z végiil is nem szerepel,
vagyis azt mondhatjuk, hogy y és x pontosan akkor abszolut egyidejti , ha
T (y—x)=0.
Vezessiik be az
E:={geM|T-q=0}

jelolést. Masképpen szoélva, ez a T linearis leképezés magja; minthogy 7 értékkész-
lete egydimenzios, EE haromdimenzios lineéris altér M-ben.

Tehat az y és x vilagpont akkor és csak akkor (abszolat) egyidejd, hay—x €
E.

Egy tovabbi szokasos, természetesnek vélt (de feliiletes) tapasztalatunk, hogy
a teriinkben barmely palyan barmilyen gyors mozgas létrejohet. Ez nem
ugyanaz, mint az 1.3.2-ben szereplé (M3) tulajdonsag, annal erésebb, és al-
talaban meg sem fogalmazhato, mit jelent a barmilyen gyors. Az abszolat idvel
azonban ezt mondhatjuk: ha x és y nem abszolat egyideji vilagpont, akkor van
olyan tehetetlen vilagvonal, amely atmegy rajtuk. Mas széval, ha = és y nem
abszolut egyideji vilagpontok, akkor az egyik a mésikhoz képest jovGszeri, azaz
y—x vagy x —y a T eleme. Ez azt jelenti, hogy ha 7 - x # 0, akkor x vagy
—x jovGszertd. Kovetkezésképpen

T7={xeM|7-x>0} (4.1)

Ilyen T -t mutat a 2.7 4bra els6 rajza.
Az abszolat sebességek definicidja szerint (lasd 2.4.3) pedig, figyelembe véve
az abszolut idémulast,
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amely affin hipersik % folott.

4.3. Az euklideszi szerkezetek
4.3.1. Térvektorok

Egy tehetetlenségi megfigyel§ térpontjait, egymassal parhuzamos egyeneseket,
jol szemléltethetjiik. Ezzel szemben a térvektorait — a szoéban forgd egyenesek
kiilonbségeit — mar nem. Azonban az abszolut egyidejtiség segitségével min-
den tehetetlenségi megfigyelS térvektorait természetszertileg reprezentalhatjuk
— vagyis azonosithatjuk — E elemeivel. Ez azt jelenti, hogy két u-térpont
(u-vezette egyenes) kiilonbségeként az azonos abszolut idejd pontjaik kézotti
vektort tekintjiik. Kozelebbrdl, ha g és p a tehetetlenségi megfigyels E, terének
pontjai (azaz u vezette egyenesek), akkor

g—p=x—y (re€q ycp 7 (x—y)=0). (4.3)

Tehat kiilonboz6 tehetetlenségi megfigyelk térvektoral ugyanazzal az E-
vel reprezentalhatok, ami azt is jelenti, hogy természetes megfeleltetés van a
kiilonb6z6 megfigyel6k térvektorai kézott oly modon, hogy minden megfigyels
térvektorai ugyanazok. Ezért az E elemeit abszolat térszerili vektoroknak
nevezzik.

4.3.2. Athuzasok

A 2.6.2 pontnak megfelelen az elbbiek szerint természetszertileg adodik, hogy
az u-r6l az u'-re val6 athuzés az abszolit térszert vektorokat 6nmagukba képezi,
tehéat az athuzast a

Bu/u'u:ula Bu’u'q:q (qEE)

formula hatarozza meg.

4.3.3. Az abszolut euklideszi szerkezet

Minden u esetén adva kell legyen egy d,, : M x M — D ® D bilineéris,
szimmetrikus pozitiv szemidefinit leképezés, amelynek a magja Tu. Minthogy
E transzverzalis Tu-ra, d, lesziikitése E-re pozitiv definit. Ez a lesziikités adja
meg az u-tér euklideszi szerkezetét, hiszen E reprezentalja a térvektorokat.

Az athuzasokra kirott kdvetelmény szerint

du’(Bu’u X, Byry - .Y) = du(X7Y)
kell, hogy teljesiiljon minden x és y vektorra. Ebbdl és az athuzéas tulajdon-

sagabol arra jutunk, hogy d, és d, lesziikitése E-re meg kell, hogy egyezzék.
Ez pontosan a kovetkez6t jelenti:
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Van egy egyértelmtien meghatarozott
b:EXE—->D®D (4.4)

bilinearis, szimmetrikus, pozitiv definit leképezés, az abszolut
euklideszi szerkezet 1gy, hogy barmely d,-nak a lesztikitése
E-re egyenls b-vel.

Mivel d, magja [u, barmely x esetén x — u(7 - x) az E eleme (és hasonl6an
y-ra), tehat dy(x,y) = du(x — u(r - x),y — u(7 - y)), azt allithatjuk végiil,
hogy

du(x,y) =b(x —u(t-x),y —u(r-y)) (uev(l), x,y e M). (4.5)

5. A nemrelativisztikus téridémodell

Az eléz6 fejezetben bevezetett — nemrelativisztikusnak nevezett — téridd-
modellhez az altalaban elfogadottakon tul a kovetkezs két feltevéssel jutottunk
el:

— az iddmalds abszolit, azaz két villanat kézott barmely vildgvonalon ugyanak-
kora idétartam telik el;

— a nem abszolut egyidejii vildgpontokra abszolit késdbbi-kordabbi dsszefiiggés
1gaz.

A nemrelativisztikus téridémodell adja vissza a téridérsl alkotott egysze-
ri képzeteinket, és — kimondatlanul, nem ilyen pontos forméban — alkotja a
klasszikus mechanika hatterét, ezért beleivodott a fizikai gondolkodésba is.

Ebben a fejezetben az el6zGek felhasznélasa nélkiil — vagyis anélkiil, hogy
hivatkoznank arra, hogyan jutottunk el hozza — definiadljuk e modellt, majd tar-
gyaljuk a tulajdonsagait. égy tekintjik, mintha az el6z6 fejezet nem is létezne,
hogy azok is, akik azt atugrottak, tokéletesen megértsék a nemrelativisztikus
téridémodellt. Ezért sok minden, ami mar megjelent az el6z6 fejezetben, itt
ajra felbukkan mint Gjdonséag, igaz egy kicsit més oldalrél megkozelitve.

5.1. A modell alaptulajdonsagai
5.1.1. A modell 1j jelGlése

A nemrelativisztikus téridémodellt az altalanos (M,I,D, T, P,d) helyett az
egyszeriibb és kifejez6bb jelolés kedvéért az (M, I, D, 7, b) szimbolummal hatéroz-
zuk meg, ahol

— M a téridd, négydimenzios iranyitott affin tér (az M vektortér folott),
I az id6tartamok mértékegyenese,

— D a tavolsagok mértékegyenese,

— 7 : M — I linearis raképezés, az abszolat idémnlas kifejezdje,
amelynek az E := {q € M | 7 - ¢ = 0} magjaval

— b:E x E — D® D bilinearis, szimmetrikus, pozitiv definit leképezés, az
abszolut euklideszi szerkezet;

ezekkel
— a jovGszerd vektorok halmaza

T7:={xeM|71 x>0}
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— a tehetetlenségi idémilas P(x) :=7-x (x € T7),
aminek kévetkeztében az abszolit sebességek halmaza

v(1):{u61}/l‘r-u1},

— a tehetetlenségi megfigyel6k euklideszi szerkezeteit
du(xay):b(X_H(T'X)vy_u(T'Y)) (UEV(l), vaeM)

adja meg.
Tovabba (lasd 2.3.2) a multszerd, illetve az id&szert vektorok halmaza

T =-T7, T=T"UT? ={xeM| 1 x#0},

valamint E az abszolit térszert vektorok 0sszessége, amely haromdimenzios
linearis altér.

5.1. abra. Térid6vektorok
Erdemes megjegyezni, hogy barmely u abszolut sebesség esetén

du(q,p) = b(q,p)

minden q, p abszolat térszerd vektorra.

A téridévektorokat a lap sikjaban a 5.1 abra szerint szemléltetjik; ezt az
aritmetikai modell (lasd 5.2) sugallja két valtozoban, a koordinatatengelyek el-
hagyasaval.

Az abszolut sebességek Osszessége haromdimenzios affin tér % folott. Fel-
hivjuk a figyelmet arra, hogy

— nincs nulla abszolut sebesség,

— nem értelmes az abszolit sebességek nagysag szerinti 0sszehasonlitésa,

— nem értelmes két abszolat sebesség bezérta szog;
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5.2. abra. Abszolut sebességek

legyiink el6vigyazatosak, a szemléltetés tulajdonsagai ne vezessenek félre: az
5.2. abran levé us nem hosszabb, mint uy, nincs az u; és uy altal bezart szog,

u; nem merdleges %—re.

A kiilbnb6z6 abszolut sebességli egyeneseken eltelt azonos idGtartamokat
az abrainkon altaldban kiilonb6z8 hosszusagi szakaszok szemléltetnek. Minél
nagyobb szoget zar be az abran az abszolut sebesség a vizszintessel, annél
hoszszabb szakasz jel6l ugyanolyan idGtartamot; azonos hosszusag felel meg
azonos idGtartamnak két olyan abszolut sebesség esetén, amelyek a vizszintessel
— folotte és alatta — azonos szoget zar be. Ezért, ha két abszoliut sebességgel
kapcsolatos Osszefiiggéseket targyalunk, szemléltetésként mindig ilyen abszolut
sebességeket rajzolunk. Végezetiil ismét hangsilyozzuk, hogy vizszintes (a tér-
szerd vektorokra mergleges vonal) és bezéart szog nem értelmes a modellben,
ezek csak a szemlélteté abrak tulajdonsagai.

5.3. abra. Azonos idStartamok
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5.1.2. Dualisok

Az E vektortér dualisa, E*, az E — R lineéris leképezések Osszessége szin-
tén haromdimenzios vektortér, amely a b euklideszi szerkezet segitségével ter-
mészetes kapcsolatba hozhaté E-vel, pontosabban a kévetkez6 azonositast
tehetjiik:
E —
Deb m?2  m?2

Masképp is felfoghatjuk ugyanezt: E elemei azonosithatok E — DD linearis
leképezésekkel: q = b(q,-). Ezért, a linearis leképezésekre vonatkozo megal-
lapodasunknak megfelelGen, b helyett pontszorzast irunk:

q-p:=b(q,p)cD®D  (q,pcE).

Igen fontos, hogy ugyanakkor M* és M k6z6tt nincs természetes megfe-
leltetés. Ez a szokasos szempontbo6l azt jelenti: M koordindtazéasaval ,fels6
indexes” szamnégyeseket kapunk, M* koordinatézaséaval ,alsé indexes” szamné-
gyeseket, és ,nincs atjaras” kozottiik, azaz nem létesitheté megfeleltetés a fels
indexes mennyiségek és als6 indexes mennyiségek kozott (lasd 5.10).

E az M-nek ,kitlintetett” haromdimenzios linearis altere; elemeit abszolit
térszerd vektoroknak nevezziik.

A 7 : M — T linearis raképezés transzponaltja, 7* : I* — M* linearis
injekcid, ennek az értékkészlete pedig az M*-ban egy , kitlintetett” egydimenzios
linearis altér. Ennek az elemeit abszolit id&szerti kovektoroknak hivjuk.
Egyszert formaban: a k kovektor pontosan akkor abszolit id&szert, ha van
olyan (egyértelmtien meghatarozott) e € I*; hogy k = er.

5.1.3. Sajatidok

Egy anyagi pont torténelme vilagvonal a térid6ben. Ha az z és y villanat
nem abszolut egyidejt, akkor a kozottiik eltelt tehetetlenségi id6, az idémiiléas
értelmezése szerint 7 - (y — z). Egy barmely mas C vilagvonalon az z és y
pontja kozott eltelt sajatids 2.4.2 szerint a vilagvonal tetszéleges elérehaladoé p
paraméterezésével most

p~ ' (y) P~ (y)
)= [ rep@da=r- [ ia)da =
p~'(z)

—r - (y—2).

Eredményiink az abszolit idémaulas:

Két nem abszolit egyideji vilagpont kozétt barmely vildgvonalon
ugyanannyi sajatidé telik el, mint a tehetetlen vilagvonalon.

5.1.4. Az abszolut idGpontok

Az abszolat idémilas adja az abszolut id6pontok heurisztikajat: kronométerek-
bél oraszerkezeteket allitunk eld, amelyek ,,gombnyomasra” mérik az inditastol
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eltelt id6tartamot. Egy megfigyel§ (mondjuk a Fold) egy tetszéleges térpont-
jaban (mondjuk Budapesten) egyszerre inditott érakat kiild mindenfelé (Deb-
recenbe, Miskolcra, Gy6rbe, Pécsre, Szegedre stb); az oda megérkezett orak
azonos allasai egyideji pillanatokat jelolnek.

A modellben ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy az y és x vilagpont pontosan
akkor egyidejd, ha 7+ (y — ) = 0, azaz y — x € E; més szoval, az x-szel egyideji
vilagpontok osszessége x + E. Tehat E létesiti a szoban forgd szinkronizaciot.
Minthogy a jovGszerii vektorok halmaza féltér, amelynek a hatara E, igy E az
egyetlen haromdimenzios altér, amely transzverzalis minden jovészerd vektorra;
ezért az altala létesitett szinkronizécio az egyetlen lehetséges, amelyet abszolit
szinkronizaciénak neveziink.

5.4. abra. Abszolat idépontok

Az abszolut szinkronizacios pillanatok tehéat az E vezette hipersikok, az ab-
szolut id6 ezeknek az Osszessége, I := M/E, amely természetes modon egydi-
menzids affin tér I f6l6tt az

(Y+E)—@+E):=7-(y—z) (5.6)
kivonéassal. Vezessiik be a
T:M— 1, z—z+E (5.7)

leképezést, amelyet idSkiértékelésnek neveziink. Az idékiértékelés tehat min-
den vilagponthoz hozzarendeli a neki megfelels abszolat idépontot!. A fenti
kivonast ezzel gy is irhatjuk, hogy

T(y) —71(x) =7 (y — ),

tehéat 7 affin leképezés a 7 lineéris leképezés folott.

Maésképp is fogalmazhatunk a kivonast illeten: az s és t abszolut pillanat
kiilonbsége a hipersikok egy-egy tetszélegesen valasztott vilagpontjai kozott el-
telt abszolut idétartam:

t—s:=1-(y—ux), (y et,x € s). (5.8)

LA T. Matolcsi: Spacetime without Reference Frames (Budapest, 1993, Akadémiai Kiado)
koényvben a nemrelativisztikus téridémodellre az (M, I, 7,D, b) szimbélumot hasznaltam, ahol
I az abszolut id6, 7 az iddkiértékelés. A mostani jelolés jobban illeszkedik a téridémodellek
altalanos targyalasaba.
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Ha az x és y villanat olyan, hogy 7(y) — 7(z) = 7 (y — x) > 0, azaz y
(abszolut) jovOszerd a-hez képest, akkor azt irjuk, hogy 7(y) > 7(z), ami azt
jelenti, hogy y kés6bbi, mint z.

5.2. Az aritmetikai téridémodell

Valos szamokbol felépithetiink egy nemrelativisztikus téridémodellt, amelyet
aritmetikainak neveziink. Ebben

— M=R* a standard iranyitassal (ekkor M = R* szintén),

— I =R a standard irdnyitassal,

— D =R a standard iranyitéassal,

- T (50351352753) = 507

kévetkezésképpen

E = {(50?517527§3) | 50 - 0} == {0} X RS = R3’
— b a szokasos skalarszorzat R3-on.
Tovabbé itt

T = {(£%,¢4,6%,6%) | € > 0} =R x R?,
V(1) = {(° vt 2 %) [0 =1} = {1} x R

A (£9,€1,€2,¢3) és az (n°, nt,n?,n3) vildgpontok pontosan akkor egyidejiiek,
ha ¢ = 1% Tehat az I abszolit id6 pillanatai (az E = {0} x R3 vezette
hipersikok) természetszertileg azonosithatok valos szamokkal: a ¢ valés szamnak
megfelel§ pillanat {t} x R®. Ennek megfelelden tekinthetjiik tgy, hogy I = R,
és ekkor a 7 idgkiértékelés megegyezik 7-val.

Ismételjiik el: az aritmetikai téridémodellben

— az M téridg és a téridévektorok M Gsszessége ugyanaz a halmaz,
az I abszolat id6 és az idGtartamok I mértékegyenese ugyanaz a halmaz,

— a7 id6kiértékelés és a T idémilds ugyanaz a leképezés.

— I és D ugyanaz a halmaz, nevezetesen a valds egyenes, tehdt minden
mértékegyenes is R, ezért példaul % =M = R*, ﬁ =E = R3, stb.

A szokasos formuldknak megfeleléen M* = R?*; minthogy M is R-gyel
egyenld, viszont M és M* elemei kozott nincs megfeleltetés, ezért a kovek-
torok komponenseit als6 indexszel latjuk el, hogy megkiilonboztessiik ket a
vektoroktol: ha k = (kg,K1, K2, k3) és x = (€061 €2 €3), akkor k - x =
koE% + k1€ + K2a€? + Kal®.

5.3. Izomorfizmusok

A modellek izomorfizmusa igen fontos fogalom: az mondja meg, hogy két for-
mailag kiilonb6z6 modell azonos fizikai tartalommal bir-e vagy sem (lasd 2.8.2).

5.3.1. Izomorfizmusok alakja

Emlékeztetiink, hogy ha az (L, B, Z) harmas izomorfizmus az (M,I,D, T, b) és
az (M, T, D', 7', b’) nemrelativisztikus téridémodell kozott (lasd 2.8.2), akkor
(i) L : M — M iranyitastarto affin bijekcio (az L : M — M’ lineéris bijekcio
folott),
(ii) B : I — I iranyitastarto linearis bijekcio
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(iii) Z : D — D’ irdnyitastart6 linearis bijekeio,
amelyek ,megfelel6 modon” atviszik T7-t (T7)"-be, P-t P’-be és d-t d’-be.
Minthogy 7T hatarozza meg T—-t és P-t is, az altalanosan kimondott els¢ két
feltétel egybe foglalhato:

(D)-(IT) 7’ - (L-x) = B(7 - x) minden x € M esetén.

A kovetkezSkben hasznalni fogjuk az E' := Kert’ jelolést.

A fenti egyenl@ség miatt L az E-t E'-re képezi, ezért az euklideszi szerkezetekre
kirott feltétel erre egyszertisodik:

(IT1) b'(L-q,L-p)=(Z® Z)b(q, p) minden q,p € E := Kert esetén.

Erdemes észrevenni, hogy ha a két téridémodell izomorf, akkor létezik olyan
B : I — T’ affin bijekc6 B folott, hogy 7o L = Bor, azaz B(z+E) = L(z)+ E’
minden x vilagpont esetén. Valoban, ez az egyenlGség maga a B definicidja; csak
azt kell latnunk, hogy a definicié jo, azaz ha z + E = y + E, akkor L(z) + E' =
L(y) + E', azaz ha x — y € E, akkor L(z) — L(y) = L(z — y) € E/, ami viszont
teljesiil az el6bb mondottak szerint.

5.3.2. Nemrelativisztikus téridémodellek izomorfak

Ezutan egyszerien megmutathatjuk:

Barmely nemrelativisztikus téridémodell izomorf az aritmetikaival,
aminek egyenes kovetkezménye, hogy barmely két nemrelativisztikus
téridémodell izomorf egymaéssal.

Tekintsiink ugyanis egy (M, I,D, 7, b) nemrelativisztikus téridémodellt.
Vegyiink

— egy s € [T idSegységet,

— egy m € DT tavolsagegységet,

— egy o ,kezdSpontot” M-ben,

— egy e jovGszeri vektort, amelyre 7 - ey = s teljesiil,

— egy ey, €, e3, m-re norméalt pozitivan iranyitott ortogonélis bazist E-ben
(azaz €;-er = m%d;; (Kronecker-delta) és ey, ey, €2, €3 pozitivan irdnyitott bazis
M-ben),
és legyen

L:M— R, x — {x — o koordinatai az ey, e1, e, e3 bazisban},

t
B:I-5R,  tw -,
S

Z:D— R, d»—>g.
m

Konnyti ellendrizni, hogy ezek valoban izomorfizmust létesitenek a két térids-
3

3 . .
modell kozott. Ugyanis ha x = > £'e;, akkor 7 x = £%p; ha g = Y Ele; és
i=0 i=1
3 ' 3 '
P =Y. n'e; az E elemei, akkor b(q, p) = (E 5"77’) m?.
i=1 =1
Az izomorfizmusrol szolo eredményiink azt mondja, hogy minden nemrela-
tivisztikus téridémodellnek ugyanaz a fizikai tartalma, barmelyiket ugyanolyan
joggal hasznalhatjuk. Mégsem egészen mindegy, hogy melyiket. Gyakorlati
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szempontbol, azaz konkrét feladatok megoldéasara, konkrét szamitasokra példaul
igen jo az aritmetikai téridémodell (egy alkalmas koordinatazason keresztiil, lasd
kés6bb). Elméleti meggondolasokra azonban egy specidlis modell kevésbé alkal-
mas, mert egy ilyennek lehetnek olyan tobblet-tulajdonsagai,

— amelyeknek semmi koze a modell strukturajahoz, és ezek vigyazatlanul
mégis a modell tulajdonsagainak vélhetsk,

— amelyek elfedik a modell struktirajanak lényeges vonasait.

A mondottak fényében djra hangsilyozzuk: nem eleve rossz az aritmetikai
téridében (koordinatakban) dolgozni, hiszen minden nemrelativisztikus térids-
modell fizikai tartalma ugyanaz, altalanos meggondolasokra mégis jobb keriilni
az aritmetikait, mert konnyen tévitra vezethetnek a specialis tulajdonségai,
nevezetesen:

— a térid6 pontjai és a téridévektorok egybeesnek,

— az id6pontok és az id6tartamok nem kiiloniilnek el, az idskiértékelés és az
idémulas egybeesik,

— a térid6 pontjai mint idépontok és térpontok egyiittese jelenik meg,

— minden mértékegyenes a valds egyenes, vagyis a fizikai dimenziok nem
kiiloniilnek el,
hogy csak a legalapvetGbbeket emlitsiik. Ha azt akarjuk, hogy ne cstusszunk el,
allandoan ellendrizni kell, van-e annak valodi (fizikai) értelme, amit a specialis
keretek kozott mondunk, és ez egyrészt igencsak faradsagos, méasrészt valami
aprosag konnyen elkertiilheti a figyelmiinket. Késébb a 6.9 alfejezetben meggy6z6
példat hozunk arra, hogyan csal tévitra a koordinatakban valé gondolkodés.

5.3.3. Galilei- és Noether-transzformaciok

Az M,I,D, T, b) téridémodellben a Galilei-transzformaciok olyan L : M —
M linearis bijekciok, amelyekre

(I) 7-(L-x)==47-x minden x € M esetén,

(II) b(L-q,L-p)= b(q,p) minden g, p € E esetén.

A Noether-transzformacidk pedig a Galilei-transzformaciok folotti L :
M — M affin bijekciok.

Azokat a Galilei- illetve Noether-transzformaciok, amelyek iranyitastartok
és amelyekre (I)-ben a pozitiv el§jel szerepel, valoédi Galilei- illetve valodi
Noether-transzformacioknak nevezziik. Az altalanos definicié szerint (lasd
2.8.3) ezek a nemrelativisztikus téridémodell (vektori) szimmetriai.

Azokat a valodi Galilei-transzforméaciokat, melyeknek az E-re valo lesziikitése
az identitas, specialis Galilei-transzformacioknak szokas nevezni. Ha L
specidlis Galilei-transzformacio, akkor barmely u és u’ abszolut sebesség esetén
L-vv—-L-u=L-(d—-u=u-uezértL-u—uv=L-u—u=: vg.
Kovetkezésképpen L - x = x + (7 - x) vy minden x vektorra, azaz

L=1+vi®T. (5.9)

5.4. Tehetetlenségi megfigyels tere és térvektorai
5.4.1. Térvektorok reprezentacioja

Emlékezziink (lasd 2.5.3), hogy az u tehetetlenségi megfigyels tere az u vezette
egyenesek M-ben,
Ey := M/Iu,
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és térvektoral az u vezette egyenesek M-ben, sszességiik M /Iu.
Az u-térpontok z + Iu alakuak, az u-térvektorok x + Iu alaktak. E, affin
tér M /Tu {6lott az

(z+1u) - (y+1Iu) = (z —y) +1u

kivonéassal.

Az igy meghatarozott térvektorok nem szemléletesek és koriilményesen kezel-
hetsk. Azonban E, az abszolut térszerd vektorok haromdimenzios altere transz-
verzalis minden abszolit sebességre, és ez az egyetlen ilyen, igy a segitségével
béarmely tehetetlenségi megfigyels térvektorait természetszertileg azonosithatjuk
az E elemeivel azaltal, hogy az Iu és E transzverzalitidsa miatt az

E—>M/Iu, g~ q+1Iu (5.10)

hozzérendelés linearis bijekcio.

5.5. abra. Tehetetlenségi megfigyels térvektorai

Vezessiik be a
oy x:=x—u(T-x) (5.11)

jelolést. Nyilvanvalo, hogy
ouy=1—-uxr: M- E
linearis raképezés. Konnyti latni azt is, hogy
M/Iu—E, x+Iu—o,-x

az 5.10 lineéris bijekcio6 inverze.
Az emlitett azonositas tehat

E = M/Iu, q=q+1u

ugyanez masként,
M/Ilu=E, x+lu=o,- x.

Az E-t természetes modon lathatjuk el iranyitassal is: az E-nek (ej, eq, €3)
rendezett bazisa legyen pozitiv irdnyitasa, ha (tu, e, e, e3) az M-nek pozitiv
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irdnyitast bazisa az [ valamely (egyben tetszéleges) pozitiv t elemével. Kony-
nyl meggy6zGdni arrdl, hogy ez a meghatarozas jo, azaz ha (tu,el, e}, e}) is
pozitiv iranyitasi M-ben, akkor (e, eq, e3) és (ef, €}, €4) azonos iranyitasia E-
ben. Tovabbé az is nyilvanvald, hogy ez az iranyitas megfelel a 2.5.4 pontban
megadott irdnyitasnak.

Az abszolut térszert vektorok E Osszessége haromdimenzios euklideszi tér,
amelyre vonatkozé ismeretek megtalalhatok a matematikai mellékletben.

Vezessiik be a

ou(z) =2+ Tu

jelolést; oy(x) az z villanatot tartalmazo u-térpont. A fenti azonositasnak
megfeleléen a kivonas az u terében:

ou() —ou(y) = (z+Tu) = (y+Tu) = (z —y) +tlu=oy-(x—y) (512
lesz. Masképpen ugyanez: ha ¢ és p a tehetetlenségi megfigyel6 E, terének
pontjai, akkor

qg—pi=ou-(x-y) (z€q, yep),

ami egyenértéki azzal, hogy

g—-p=z—-y (req ycp z—ycE).

Figyeljiink fel arra, hogy (5.12) szerint o, : M — E,, ¢ — x + Iu affin
leképezés a o, : M — E linearis leképezés {6l6tt.

Hangsilyozzuk, hogy barmely tehetetlenségi megfigyels térvektorait ugyanan-
nak az E vektortérnek az elemeivel azonositjuk. Ennek alapjan azt is mond-
hatjuk:

Kiilonbo6z6 tehetetlenségi megfigyel6k terei kiilonb6zo
haromdimenzios affin terek ugyanazon vektortér folott.

5.6. abra. Kiilonb6z6 terek, azonos térvektorok

5.4.2. Athtzasok

Az el6bb mondottak szerint matematikai szempontboél ,magatol értet6ds, ter-
mészetes” dolog, mit jelent az, hogy egy tehetetlenségi megfigyels terében egy
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vektor (egy egyenes) egyenls (parhuzamos) egy hozza képest mozgod megfigyeld
terében egy vektorral (egyenessel).
Ennek megfelelen az u-rdl az u'-re valo athuzast (lasd 2.6.2) a

Bu/u'll:ll/, Bu’u'QZQ(qEE)

formulaval hatarozzuk meg. Jol lathatoan ez valodi Galilei-transzformacio (lasd
5.3.3), azaz vektori szimmetria, amint azt el is varjuk.
Egyszert ellenérizni, hogy tomor képletben

Byuy=1+(ud-u)®T.
Ebbdl azonnal latszik, hogy
Buw = B;/t

és
Bu//7u/ Bu/7u = Bu//7u_

A kiilonb6z6 terekben levs vektorok egyenlésége fizikailag gy értelmezhetd,
hogy az egyik megfigyels pillanatszerid lenyomatot készit a masik megfigyels
vektorarol, azaz megjeloli terében azokat a pontokat, amelyek egy adott pil-
lanatban talalkoznak a szoban forgod vektor (egyenes szakasz) pontjaival (lasd
az 5.6 abrat).

5.5. Relativ sebesség

Vegyliink egy u tehetetlenségi megfigyel6t, és egy u’ vezette egyenest, amely
egy tehetetlen tomegpont vilagvonala. Ha u’ # u, a megfigyels ugy észleli, a
tomegpont mozog hozza képest. A tomegpontnak a megfigyel6hoz viszonyitott
sebességét kovetkezSképp hatarozhatjuk meg.

Jelolje r(t) a tomegpont vildgvonalanak a pontjat a t pillanatban (r(t) a
tomegpont vilagvonalanak és a t hipersiknak a metszéspontja); ekkor az s pil-
lanatban a a vilagvonal pontja r(s) = r(t)+ (s —t)u’. A tomegpont a ¢ pillanat-
ban az u megfigyeld terének o,(r(t)) pontjaban van, az s pillanatban pedig a
ou(r(s)) u-térpontban. Felhasznéalva az (5.12) és (5.6) képleteket, értelmezése
szerint a relativ sebesség a t pillanatban

Ou- ((s—t)u’) ’ /

u — Vu t .
lim g (7"(5)) g (T( )> =lim———~=0,-U==u —u
s—t s—t s—t s—1t

Az eredmeény fliggetlen az id6t6l: egy tehetetlen tomegpont allandé sebesség-
gel mozog egy tehetetlenségi megfigyel6hoz képest. Az u’ abszolut sebességnek
az u-ra vonatkozo relativ sebessége a

/
Vyu:=Uu —uc€ —

I

mennyiség: az u’ és u abszolut sebességek kiilonbsége.
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5.6. Vektori széthasitasok és transzformacios szabalyok
5.6.1. Széthasitasok

Minthogy lu és E kiegészit6 alterek, barmely téridG-vektor egyértelmien megad-
hat6 ezen alterekben levd vektorok Gsszegeként. Az x vektor esetén az (5.11)
jeloléssel x = u(T - x) + oy - x ez a szoban forgo Osszeg. Mas szoval azt mond-
juk, hogy az x térids-vektort az u megfigyel6 széthasitja a 7 - x id&szeri
komponensre és a o, - x u-térszeri komponensre. Maga a

h,:=(t,04) : M = 1IxE, X (T -X,04X) (5.13)

linearis bijekcié a téridS-vektorok széthasitasa u szerint.
Jegyezziik meg, hogy

h;'(t,q) =tu+gq ((t,q) eI x E).

Természetesen M-nek mértékegyenessel valo tenzorszorzatai és tenzorhanya-
dosai, példaul %, ngﬁ is a fenti formulanak megfelelGen hasitédnak szét, alkal-
magzva azt a szabalyunkat, hogy a mértékegyenesek elemeivel valé szorzast és
osztast kiemelhetjiik linearis leképezések elé. Példaul az u’ abszolut sebesség
idészerd komponense 7 - u’ = 1, u-térszerd komponense

oy-u=u—u (5.14)

Az 5.5 alfejezetben mondottak szerint tehat az u’-nek az u-ra vonatkozo relativ
sebessége nem mas, mint az u'-nek az u-térszerti komponense. Osszefoglalva:

h, - u = (1, Vu’u)'

ou(X)f

I

5.7. abra. Vektorok széthasitasa

A vektorok széthasitdsa meghatarozza a kovektorok széthasitasat is az
ry:=(h;') :M* - (IxE)*=I" x E*

formulaval.

Mivel egy k kovektorra (ry - k) - (t,q) = (k- h;')(t,q) = (k- u)t + k- q,
agy onthetjiik jol kezelhets formaba ezt a széthasitast, hogy bevezetjiik az i :
E — M beédgyazo leképezést, azaz

i-q=q (q€E,i-qeM)).
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Ennek transzponaltja
i":M*"—E", k—k-i=Kk|g,

ahol |g az E-re valo lesziikitést jelli.

A szokasnak megfelelen megfordithatjuk k és u szerepét a dualitasban,
vagyis felfoghatjuk wu-t, mint a dudlison haté lineéaris leképezést; azonban a
matematikai mellékletben szerepls formulaktol eltérve a szerepcserében u helyett
u*-ot frunk a késébbiek jobb attekinthetésége érdekében. Igy tehat a térids-
kovektorok széthasitasa az u megfigyels szerint a

ke (u* ki k)= (k- uk-i

linearis bijekci6. u-k = k-u és i* -k = k-i a k kovektor u-idGszerid
komponense, illetve térszerii komponense.
Témor formaban:
r, = (u*,i").

A széthasités inverze ry ' = hi : I* x E*, amelyet a

(Bie.p)) - x = (e.p) - (hy-x) = (e.p) - (7 x,000 %) =
—e(rx) +p(oux)
képlet alapjan igy foglalhatunk Gssze:
r;'(eep)=e-T+p-ou=7"-e+o.-p ((e,p) cl* xE").

Jegyezziik meg: a vektorok idGszerti komponense abszolut, azaz fiigget-
len a megfigyel6tsl, mig a kovektorok térszerti komponense abszoliit.

A vektorok térszerti komponense altalaban fiigg a megfigyel6tsl, kivéve az
abszolut térszerd vektorokat: a q € E vektor idészerd komponense nulla, u-
térszert komponense pedig maga q minden u esetén. Ezt forditva is megal-
lapithatjuk: ha az x vektor idGszert komponense nulla, azaz 7 - x = 0,akkor x
az E eleme.

A kovektorok idGszerii komponense altalaban fligg a megfigyel6tsl, kivéve az
abszolut id@szerd kovektorokat, vagyis a 7*[I*] elmeit: a k = 7*-e = e- T
kovektor u-idGszerd komponense e miden u esetén, térszerti komponense pedig
nulla. Ezt forditva is megallapithatjuk: ha a k kovektor térszerd komponense
nulla, azaz k - i = 0, akkor k abszolut idGszertd, azaz létezik olyan e € I*, hogy
k=er.

A vektorok és kovektorok széthasitésa egyelére csak mint matematikai for-
mula jelent meg, azonban latni fogjuk, hogy fizikai tartalommal is bir: egy meg-
figyel6 nem magukat a vektorokat, hanem azok komponenseit ,észleli” fizikailag.
Azt mar lattuk is példaul, hogy u’-nek az u-térszerti komponense az u'-nek az
u-ra vonatkozo relativ sebessége.

5.6.2. Transzformacios szabalyok

A kiilonbo6z6 tehetetlenségi megfigyeldk kiilonbozképpen hasitjak szét a vek-
torokat. Pontosabban, az idészert komponens mindig ugyanaz, a térszerd kom-
ponens viszont fiigg a megfigyel6tsl. Ahhoz, hogy lassuk, mennyire kiilonboznek
egymastol a széthasitasok, Ossze kell hasonlitani Sket. Ezt a kovetkezSképp
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tehetjiik meg. Legyen (t,q) és (t',q’) ugyanannak a vektornak széthasftott
alakja az u illetve az u’ tehetetlenségi megfigyels szerint. Ekkor

(t',q') =hy (h;'(t,q)) = hy (tu+ q) =
=(t,q — t(u' — u)).

A vyy = U — u relativ sebességgel a fenti formula nem maéas, mint a jol
ismert

t/:t7 q/:qftvu’u

Galilei-transzformécios szabdaly, ezért a

1 0

—Vgu 1

hu/u:hu/~hu1< >:(]I><E)%(]I><E)
line4ris leképezést az u-rol az u'-re torténd Galilei-féle transzformacios
szabalynak hivjuk .

Am még ez sem az igazan a szokasos alak, hiszen az koordinatakra vonatkozik,
tehat I helyett R, E, helyett R® szerepel, és ekkor a ,két térbeli koordinatarend-
szer megfelel§ tengelyei parhuzamosak”.

A kovektorok transzformaécios szabalyat az

I'yy = I'y '1'71 = (h;/l)* ' th = (h_l

" v = <1 V"’") (I* x E*) —» (I* x EY)
linearis leképezés adja meg.

Ha tehat (e,p) és (€',p’) ugyanannak a kovektornak az u illetve az u’
megfigyel$ szerint széthasitott alakja, akkor

e =e+p vouw P =p

Latjuk, hogy a kovektori transzformécios szabaly merében mas, mint a vek-
tori.

5.7. Tenzori széthasitasok és transzformacios szabalyok
5.7.1. Széthasitasok

Egyes fizikai elméletekben — mint példaul az elektromégnességben — nem csak
vektorok és kovektorok, hanem kiilénféle tenzorok is megjelennek. Ezeknek az
alapos ismeretéhez a matematikai melléklet nyujt segitséget.

Az u tehetetlenségi megfigyel$ széthasitja a kiilonféle tenzorokat, azaz M ®
M M@M* M*® M é M* ® M* elemeit is. Emlékeztetiink, hogy ezek
a tenzorok rendre M* — M, M — M, M* — M* és M — M* linearis
leképezéseknek tekinthetsk.

AGeM®M azaz G : M* — M széthasitottja a

h, -G -h},:(IxE)" - (IxE)

tenzor. Mivel h, = (7,0,) és hi, = (7%, 07), és (IXE)* = I* xE*, a széthasitott
tenzort matrixformaba irva a

«_ _[(T-G-TF T -G 0o},
hu'G'hu—_(o-u.G.T* . >’
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eredményre jutunk, amelynek komponensei bévebben kifejtve
TG oy,=7T-G-—ult-G-7), o, G- T"=G-T"—ult - G-,

oy G o, =G—u®(t-G)— (G- T")@ut+uu(r-G-17).

Hasonloan kapjuk az r}; = (u,i) formula felhasznalasaval, hogy az L €
M ® M* u-széthasitott alakja,
. T7-L-u T-L-i
by L-r, = <L~u—u(‘r-L~u) L~1'—u®(T-L-1')>'

A P € M* @ M u-széthasitott alakja

., (uw-P.7" u-P.o
r"'P'hu_(i*P.r* i*P.a;>'

Az F € M* @ M* u-széthasitott alakja

o Fopt— u-F-u u - -F-i
" v \i*-F-u i*-F-i)’

Az M @M é M* @ M* elemei lehetnek antiszimmetrikusak, ami kiilon
figyelmet érdemel.

Ha G € M A M, azaz antiszimmetrikus, tehdt G = —G*, akkor 7 - G =
—G -1 és T G- 17" =0, ezért az u-széthasitottja

<—T0~G G—;)\i-c));

itt az ,alsd” két komponense meghatarozza a tobbit, ezért csak ezekre szoktunk
hivatkozni
(-7 G,G—un(t- Q) e (ExI) x (EAE)

alakban. Az els6t a G id&szerd komponensének hivjuk — ez fliggetleniil u-tol
mindig ugyanaz —, a masodikat pedig az u-térszerid komponensének.
Igen egyszert latni, hogy ha G-nek az u-széthasitott alakja (D, H,,)), akkor

G=H,—uAND.

Hasonl6an, ha F € M* AM?*, azaz antiszimmetrikus, tehat FF = —F*, akkor
u*-F=—F -uésu - F- -u=0,igy az u-széthasitottja

0 —i* - F-u
i*-F-u i F-i)

Mint az el6bb, most is csak a két ,alsé” komponenst szokas tekinteni
(i* F-ui* - F-i)e (E*I") x (E* AE")

alakban. Az els6 az F u-id&szerti komponense, a masodik pedig a térszeri
komponense, amely az u-t6l fiiggetleniil mindig ugyanaz.
Itt sem nehéz meggy6z6dni arrél, hogy ha F-nek az u-széthasitott alakja
(Eu, B)), akkor
F=0,-B-o,—7" Noj-E,.
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5.7.2. Transzformacios szabalyok

A kiilonb6z§ tenzori széthasitasok Gsszehasonlitédsaval kapjuk a tenzori transz-
formécios szabalyokat. Most csak az antiszimmetrikus tenzorokra és koten-
zorokra vonatkozé formuldkkal foglalkozunk.

Ha (D, H)) és (D', H')) ugyanannak az antiszimmetrikus tenzornak az u
illetve az u’ szerinti széthasitottja, akkor (D', H’)) = hy, - (D,H)) - h%,; a
matrixalakot és az egyszertiségért a v := vy, jelolést hasznélva

G @) )0 vin’in)

D'=D, H =vAD+H.

tehat

Ha (E, B)) és (E’, B’)) ugyanannak az antiszimmetrikus kotenzornak az u
illetve az u’ szerinti széthasitottja, akkor a méatrixalakot hasznalva

EDE DE Db =),

E-E+B.v, B =B

tehat

5.8. Téridé széthasitasok és transzformacios szabalyok
5.8.1. Széthasitasok

A 3.2 alfejezet szerint egyenletes szinkronizécioé és tehetetlenségi megfigyels
egylittese alkot egy tehetetlenségi rendszert. Minthogy jelen modelliinkben
egyetlen szinkronizacio létezik, egy tehetetlenségi megfigyels egyértelmiien
meghataroz egy tehetetlenségi rendszert; ezért elhagyhatjuk a szinkronizéciéra
valo utalast, vagyis tehetetlenségi rendszer helyett is tehetetlenségi meg-
figyel6t mondunk.

Tehét egy u tehetetlenségi megfigyel a vilagpontokat azzal jellemzi, mikor és
hol torténnek (torténtek), a korabbi elnevezésiink szerint széthasitja a téridst
id6re és térre; kozelebbrdl, egy x térid6-ponthoz hozzarendeli annak 7(z) = 2+ E
abszolut idejét, és a oy(x) = x + Tu u-térpontot:

hy:M— I XEy, z = (7(2),0u(2)).

Ez az (5.6), (5.12) és (5.13) képletek alapjan affin bijekci6 a h,, vektori széthasitas
folott. E széthasitas inverze — amely megmondja, mely vilagpont felel meg egy
idépontnak és egy u-térpontnak —

hyl I xE, =M, (t,q) = tNgq.

Minthogy az affin terek helyett sokszor célszertibb az alulfekvd vektorterekkel
dolgozni, a megfigyel6 — a mindennapi gyakorlatnak megfelelGen, amikor az
id6pontokat valamely idéponttol eltelt idGtartammal, a térpontokat valamely
origobol odahuzott vektorral jellemezziik — valasztva egy t, ,id6-kezdSpontot”
és egy ¢, ,u-tér-kezdSpontot”, vektorizalja az id6t és a terét az

IXE,»IxE,  (t,q)— (t—to,q—qo)
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5.8. abra. A térids széthasitasa

képlettel.

t, és q, valasztasa egyenértéki egy o ,kezds-vilagpont” vélasztasaval: o =
toNGo, to = 7(0) = 0+ E, q, = 0y4(0) = 0+ lu, és a mondottak alapjan igen
egyszerd tény, hogy a téridd u-széthasitdsa majd az id6 és u-tér vektorizéalasa
egylitt a

huo :M—IxE, z—hy-(x—0)=(1-(x—0),04 - (x—0)) (5.15)

hozzarendelést adja, amelynek neve a téridének o és u szerinti vektorizalt
széthasitasa. Ennek inverze

IxE —M, (t,q)—~ o+ tu+q.

5.8.2. Transzformacios szabalyok

A térid6-széthasitdsok kozotti transzformécios szabalyt hy ohyl : I X Ey — I X
Ey adnd meg. Az a baj ezzel, hogy az indulasi halmaza (értelmezési tartoménya)
és az érkezési halmaza (értékkészlete) két kiilonb6zé halmaz, igy nem kézzel
foghat6, mi a kiilonbség az indulasi és érkezési értékek kozott. Ezért célszertien
a vektorizalt széthasitasokat hasonlitjuk Gssze, hiszen azok értékkészlete mindig
IxE.

Legyen (t,q) és (t',q’) ugyanannak a téridépontnak a vektorizélt széthasi-
tott alakja az (u,o0) illetve az (u', o) szerint. Ekkor

(tla q/) :hu’,o’ (hlji(tv q)) =
=hy o0+ tu+q)= (7 -(tut+q+o—0), ow - (0—0 +tu+q)) =
Z(t—FT-(O—o/),q— vy + 0oy - (O—O/)),

vagyis a to:=T-(0—0') és qo = oy - (0 — 0') jeldléssel

t/:t+t07 q/:q_tvu/u+q(]7
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ami a jol ismert tgynevezett inhomogén Galilei-transzformacioés szabaly.

Ez atmegy a (vektori) Galilei transzformécios szabalyba, ha a két megfigyels
ugyanazt a téridé-kezdSpontot valasztja (o = o’), ami megfelel annak, hogy a
két megfigyels ugyanazt a pillanatot valasztja id6-kezdépontnak (¢, = t) és a
kezd6 pillanatban a térbeli origojuk egybeesik (t, N g, =t, N qL).

Jol jegyezzilk meg:

— az inhomogén Galilei-transzformécios szabaly affin leképezés, és az affin
térids kiilonféle széthasitasainak Ssszehasonlitdsara szolgél,

— a Galilei-transzformécios szabaly linearis leképzés, és térids-vektorok
széthasitasainak Osszehasonlitasara szolgél.

5.9. Transzformacidk és transzformacios szabalyok

Tekintsiik a L = 1 4+ v ® T specialis Galilei-transzformacionak (lasd (5.9)) az u
szerinti hy, - L - h;! széthasitottjat (lasd 5.7.1). L-u=u+vésL-i=1 (az E
identitasa), igy 7- Lu=1és 7 - L - i = 0; ezért a széthasitottat matrixalakban
irva (hiszen L € M @ M*)
1 0
(v 9)

adodik. Az u’ := u+ v jeloléssel v = vy = — vy, tehéat az eredmény az u'-rél
az u-ra valo Galilei-transzformacios szabély (lasd 5.6.2). Minthogy L = By,
megallapithatjuk, hogy

hyy = hu “Byry - h;1,

vagyis az u'-r6l az u-ra vonatkozé vektori transzformaciés szabély éppen az
u-r6l az u'-re val6 athtizasnak az u-széthasitott alakja.

Noha a mondottak alapjan bizonyos kapcsolat van a specialis Galilei-transz-
forméaciok (athuzasok) és a Galilei-transzformacios szabalyok kozott, mind fo-
galmilag, mind matematikailag lényegesen kiilonb6znek egymastol. A transz-
formacidk a térids strukturajat tiikr6z6 M — M leképezések (szimmetriak),
mig a transzformacids szabalyok a megfigyelSk szerinti széthasitasokat 6ssze-
hasonlité T x E — I x E leképezések.

Hasonlé mondhaté a speciélis Noether-transzformaciok (amelyek alatti line-
aris leképezés specidlis Galilei-transzformcéio) vektorizalt széthasitasaira.

A szokasos koordinatas targyalasban a transzformécios szabalyok és a térids-
szimmetriak dsszemosodnak, mert mind az R x R3 ugyanolyan transzformacioi.
Ez néha fogalmi zavarhoz vezet; példaul amikor azt mondjak, az a térid6 szim-
metridja, hogy a tehetetlenségi megfigyel6k fizikailag ekvivalensek, és fizikai
rendszerek szimmetriait azzal probaljak magyarazni, hogy egy megfigyel6rol at-
térve egy masikra mi hogyan transzformalodik 2.

28zép peéldajat talaljuk ennek a zavarnak a kovetkezs koényvben: L. D. Landau— E. M.
Lifsic: Elméleti mechanika (Tankonyvkiad6, Budapest, 1984). Egyrészt a 16. oldalon a sza-
bad témegpont Lagrange-fliggvényének alakjara vonatkozoan (homalyosan ugyan, de) a tér
és id6 homogenitasara utal (helyesen, amit kés6bb a 28. oldalon pontosan is megfogalmaz:
egy zart rendszer tulajdonsigai nem valtoznak meg, ha a rendszert mint egységes egészet
dnmagaval parhuzamosan eltoljuk a téridében). Masrészt a 17. oldalon arra utal (helyte-
lentiil), hogy lényegében semmi sem valtozik, ha atiiliink egy maésik, az el§z8hoz képest mozgd
koordinatarendszerre, és onnan nézziik a tdmegpontot (ahelyett, hogy itt is azt mondan4, a
zart rendszer tulajdonsagai nem valtoznak meg, ha a rendszert mint egységes egészet korabbi
6nmagahoz képest egyenletes sebességgel mozgatjuk).
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Az irodalomban néha taladlhato utalds arra, hogy két kiilonbo6z6 dolog je-
lenik meg ugyanabban a forméban, amikor is aktiv és passziv transzformaciokrol
beszélnek, az el6bbin a téridészimmetriakat értve, az utébbin a transzformacios
szabalyokat.

5.10. Koordinatazasok

Az id6tartamokat tgy szokas szamokkal jellemezni, hogy egy valasztott s id6-
egység (szekundum) szamszorosaiként adjuk meg 6ket; formuldban, s € Tt és az
id6tartamok koordinatazasa
t
I — R, t— —.
S
A térvektorokat egy valasztott m tavolsagegységgel (méter), harom ,jobb
sodrasi”, egymasra merdleges, m hossziisédgi térvektor alkotta bazisra vonatkozo
koordinatakkal (szamhéarmasokkal) szokas jellemezni. Formuldban, m € DT,
e, e, e3 az E-nek egy pozitivan irdnyitott, m-re norméalt ortogonalis bazisa, és
vessziik a vektoroknak az erre vonatkozé koordinatait:

e -q e-q es-Q)

m?2 ’ m?  m?

E — R?, q»—><

Az u tehetetlenségi megfigyel6 gy koordinatazza a téridévektorokat, hogy
— széthasitja M-et az 5.6.1-ben mondottak szerint I x E-re,
— I-t koordinatazza s-sel,
— E-et koordinatéazza e, es, es-mal.
Maés szoval, bevezetve az ey := su jeldlést, a téridévektorok koordinatazasa
az
M — R%, x + {x koordinatai az ey, e, e, 3 bazisban },

linearis bijekcio.
3
Tehat ha (£9,€1,€2,€3) az x vektor koordinatai, akkor x = > &le;, és
i=0
kényen adodik, hogy

Q=T X o) gy
S m

Jegyezziik meg, hogy a szokisnak megfelelGen, egy vektor koordinatait felss
indexszel jeloljiik.

A térid6 koordinatazasahoz a tehetetlenségi megfigyeld még valaszt egy o
kezdGpontot is M-ben, ennek segitségével vektorizalja téridt, majd alkalmazza
az elébb leirt koordinatazast, ami végiil ezt adja:

M — RY, x — {x — o koordinatai az ey, e, ez, €3 bazisban }.
A mondottaknak megfeleléen egy tehetetlenségi koordinatarendszer
(Sa m, u, ey, €2, €3, 0)7

ahol s idGegység, m tavolsagegység, u tehetetlenségi megfigyels, e, es, e3 az
m-re normalt pozitivan irdanyitott ortogonalis bazis E-ben és o vilagpont.
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Visszalapozva a 5.10 ponthoz, megallapithatjuk, hogy a téridének megfigyels
altali koordindtazasa valdjaban az aritmetikai téridémodellre valo attérést jelen-
ti. Azt is lathatjuk, hogy mennyi esetleges és 6nkényes objektum van elrejtve az
aritmetikai téridémodellben: egy idGegység, egy tavolsagegység, egy megfigyels,
egy ortogonalis térbazis és egy téridg-kezdSpont.

A koordinatarendszer nemcsak a téridévektorokat, hanem a kovektorokat és
a kiilonféle tenzorokat is megfelelGen koordinatakkal jeleniti meg. Példaul a k
kovektor kordinatai

(Xi ::k~ei | 1= 0,1,2,3).

Felhivjuk a figyelmet, hogy a kovektorok is szamnégyesként jelennek meg
koordinatakban, és a szokasnak megfelelGen, hogy a kovektorok szamnégyeseit
megkiilonboztessiik a vektorok szamnégyeseit6l, a kovektorok koordinatait alséd
indexszel jeloljiik.

Egy G € M ® M tenzor koordinatai (i,k = 1,2, 3):

T-G-1"
2

* *
o T -G-oy-e o _ € o0y G- T
) G - ) G - )

S S11

G .=

Gik:ei-au-G-a’;~ek

m2
Egy F € M* ® M* kotenzor koordinatéi (i,k =0, 1,2, 3):

Fik:ei-F~ek.

5.11. Derivaltak

Tekintsiink egy f : M — R differencialhato fliggvényt. Mint ismeretes (lasd a
matematikai mellékletet), egy = pontban a derivaltja Df(z) : M — R linearis
leképezés, vagyis az M* eleme. Ezt a kovektort az u megfigyels széthasitja a

(Df(x)) - u=: Duf(),

u-idGszerd komponensre és

(Df(@)e =: Vf(z)
térszert komponensre, amelyeknek kozvetlen értelem is adhaté a kévetkezdképp.

Szikitsiik le f-et az z-en athalado u-vezette egyenesre, azaz tekintsiik az I —
R, t — f(x + tu) fliggvényt. Ennek a derivéltja a nulla értéknél — kompoziciok
derivéalasanak szabalya szerint — (Df(z)) - u.

Sztkitsiik le f-et az z-en athaladd E-vezette hipersikra, azaz tekintsiik az
E - R, g~ f(z+q) figgvényt. Ennek a derivaltja a nullaban — a kompoziciok
derivalasanak szabalya szerint — (Df(z))|g.

Ezeknek megfeleléen D, f-et az f u-idGszert derivaltjanak, V f-et pedig
az f térszerd derivaltjanak hivjuk.

Ha a térid6t a szokésosan koordinatazzuk (lasd 5.10), akkor a fliggvényt
R4 — R7 (50?51762753) — f(507§17€2?£3) = f(0+ Zi:o gkek) forméaban adek
meg, és ekkor 9y f(€0,€1,€2,¢3) = Df(o+ 22:0 ¢*ey) - ey, vagyis a parciélis
derivaltak a Df koordinatai. A szokasnak megfelelGen, az egyszertiség kedvéért
egy kis pongyolasaggal elhagyjuk a ,kalapot” és azt irjuk, hogy

Df koordinatai Opf (k=0,1,2,3).
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Vilagos, hogy a nulladik parcialis derivalt az u-idGszert derivalt koordin&tazott
alakja (ahol persze u = sep), a t6bbi parcialis derivalt pedig a térszeri derivalt
koordinatazott alakja.

A D differencialas altalaban — tehat nem csak skalar értéki fliggvényekre —
szimbolikus kovektorként foghato fel, amelynek u-széthasitott alakja (Dy, V) :=
(u*-D,i*- D).

Példaul egy J : M — M vektormez6 DJ derivaltjanak az értékei az M @ M*
elemei. A matematikai mellékletben mondottak szerint célszertien a derivalt
helyett a transzponaltjat fogjuk hasznalni, amelyet D ® J alakba irunk; ennek
értékeil az M* ® M elemei. Széthasitott formaja

(503 etn)

koordinatakban 9;J* (i,k =0,1,2,3).
(D @ J)(x)-nek vehetjiik a nyomat (lasd a matematikai mellékletet), igy
értelmezziik a J divergenciajat:

(D J)(@) == Te(D ® I(x)),
széthasitassal
D-J=Dylr-I)+V - (oy-J),

ami koordinatédkban Zi:o O J®.

A jobb attekinthetdség kedvéért vezessiik be a ~ jelet, amellyel arra utalunk,
milyen a szoban forgd derivalt széthasitott, illetve koordinatazott alakja. A
koordinataindexek mindig a 0, 1, 2, 3 értéken futnak végig, és egy formulaban az
azonos also-fels6 indexre Gsszegezni kell 0-t6l 3-ig. Tehat ha

J ~ (pvju) ~ Jka

akkor
D-J ~ Duyp+V-ju ~ pJ~
Egy K : M — M* kovektormezére D ® K értékei az M* @ M* elemei,
széthasitva
Duy(u* - K) Du(i* - K)
Ve ' K) V(i K))/)’
koordinatakban 9; Ky (i,k = 0,1, 2, 3).
(D ® K)(z)-nek vehetjiik az antiszimmetrikus részét, igy értelmezziik a K
kiils6 derivaltjat:
DANK =D K- (D® K)",
ami széthasitva

(V(u"- K) = Du(i* - K),V A (i* - K))),

koordinatakban pedig dy K; — 0; K.
Az elébbi attekintéssel: ha

K ~ (_VU>A) ~ Kk,
akkor
DANK ~ (-VVu—Dy-AVAA) ~ 0Ky — OcK;.
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Jegyezziik meg jol:

— vektormezének van divergenciaja, nincs kiilsé derivaltja,

— kovektormezdnek van kiils6 derivaltja, nincs divergenciaja.

Teljesen hasonléan, egy G : M — M A M antiszimmetrikus tenzormezének
van divergenciaja, amelynek az értékei M-ben vannak; ha

G ~ ((D7 Hu)) ~ Gika

akkor
D-G ~ (V-D,-D,D+V-H,) ~ G*. (5.16)

Egy F : M — M* A M* antiszimmetrikus kotenzormezének van D A F kiils6
derivaltja, amelynek az értékei M* A M* A M*-ban vannak; ha

F ~ ((EU)B)) ~ Fik'7
akkor
DANF ~ (VANE+DuB,VAB)) ~ 0;F+0Fj;+0;Fy, (5.17)

ahol a (( ) zarojel azt jelenti, hogy a benne foglalt két mennyiség mar meghaté-
rozza az egész harmadrendii antiszimmetrikus tenzort.

6. A pontmechanika alapjai a téridémodellben

Ebben a fejezetben a fizika alapvets és legegyszertibb elméletének a fogalmait
és Osszefliggéseit targyaljuk a nemrelativisztikus téridémodellben. A klasszikus
mechanika jol ismert és jol kidolgozott elmélet a szokésos (megfigyel6hoz vi-
szonyitott, illetve koordinatas) keretek kozott. Ezért kitting lehet&séget nyjt,
hogy &ltala jobban megértsiik és elmélyitsiik a téridémodellrsl szerzett tudé-
sunkat.

6.1. Vilagvonal-fiiggvények
6.1.1. Alaptulajdonsagok

Egy anyagi pont torténelme vilagvonal a téridében. Egy ilyen vildgvonalat —
gbrbét — természetes modon paraméterezhetiink az abszolut idével.

A C vilagvonalat ugy paraméterezziik, hogy a t pillanathoz hozzarendeljiik
a t N C vilagpontot (ne feledjiik, ¢ egy haromdimenziés hipersik a téridében).
Igy jutunk el a vilagvonal-fiiggvény fogalmahoz: ez olyan (elég sokszor diffe-
rencialhato) leképezés, amely barmely ¢ abszolat id6ponthoz olyan vilagpontot
rendel, amelynek abszolat id&pontja ¢:

r:I—M, 7(r(t)) = t.

Egyszert tény, hogy egy vildgvonalfiiggény és az értékkészlete — egy vilagvo-
nal — egyértelmtien meghatarozzak egymast.
Az ilyen fiiggvény 7(t) € % derivaltjara nyilvanval6an

T-7(t)=1
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1 ]

6.1. abra. Vilagvonal-fiiggvény

M

all fenn, vagyis 7(t) abszoltt sebesség. Ebbél azonnal adodik az #(t) €

abszolut gyorsulasra, hogy abszolut térszerti:

vagyis

Nyilvanvalo, hogy % minden eleme elGall valamely vildgvonal-fiiggvény gy-

orsulasaként (példaul aat+— o+ (t—7(0))u+ %0))28 vilagvonal-fiiggvényé),
tehat az abszolat gyorsulasok Gssszessége haromdimenzios euklideszi tér. El-
lentétben az abszolut sebességekkel,

— van nulla abszolit gyorsulas,

— értelmes az abszolut gyorsulas nagysaga,

— értelmes két abszolut gyorsulas bezarta szog.

6.2. Mozgasok

Altalaban mozgasokat egy megfigyels csak gy tud leirni, ha valaszt egy szinkro-
nizéciot, hiszen a mozgést az jellemzi, mikor hol van a szoban forgo test. Mozgas
tehat csak vonatkoztatési rendszerhez képest értelmes. A nemrelativisztikus
téridémodellben azonban egyetlen szinkronizacio létezik, igy egy megfigyels
egyértelmiien meghataroz egy vonatkoztatasi rendszert. Ezért a tovabbiak-
ban tehetetlenségi rendszer (tehetetlen megfigyeld és egyenletes szinkronizacio
egylittese) helyett is tehetetlenségi megfigyel6t mondunk.

6.2.1. Relativ sebességek

Egy u tehetetlenségi megfigyels — azaz tehetetlenségi rendszer — egy anyagi pon-
tot (egy vilagvonalat) megfigyelve ,mozgast észlel”, amelyet tgy ir le, hogy egy ¢
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abszolut pillanathoz (E vezette hipersikhoz) azt az u-térpontot (u vezette egye-
nest) rendeli, amelyik a ¢ pillanatban talalkozik az anyagi ponttal (vilagvonallal).
Az r vilagvonal-fliggvénynek megfelel u-mozgas tehét

I Ey t=ry(t) i=ou(r(t)) =r(t) + Iu

u(r(t

AN
VA

/
~
/
/

VALY

6.2. Abra. Mozgas leirasa

Az anyagi pont u-ra vonatkozo relativ sebessége az u-mozgas idéderivaltja;
az (5.12) formula alpjan,

Tu(t) = oy 1(t) =7(t) — u (6.18)
Ez &ltalanossagban is igazolja a tehetetlen mozgasokra az 5.5 alfejezetben
kapott eredménytinket, amely szerint az u’ abszolut sebességnek az u-ra vonatko-
76 relativ sebessége a
Vyu:=U —U€E =

I
mennyiség.

Barmely abszolut sebességnek barmely méasik abszolut sebességre vonatkozo
relativ sebessége ugyanabban a haromdimenziés euklideszi vektortérben van.
Tehét ellentétben az abszolat sebességgel,

— van nulla relativ sebesség,

— értelmes a relativ sebesség nagysaga,

— értelmes két relativ sebesség bezarta szog.

A definiciobol latszik a relativ sebességek reciprocitasa,

Vuw = —Vu'u,
és tranzitivitasa (6sszeadodasa),
Ve + Vo'u = Vuru.

Ezek az Osszefiiggések megfelelnek a hétkoznapi elképzelésiinknek.
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6.2.2. Relativ gyorsulasok

A 6.18 -bol azonnal kovetkezik, hogy a relativ gyorsulas megegyezik az
abszolut gyorsulassal:

6.3. Abszolat Newton-egyenlet
6.3.1. A t6meg mértékegyenese

A tomeg kg mértékegysége a hétkéznapi gyakorlatban fliggetlen az id6 s mérték-
egységétdl és a tavolsag m mértékegységétsl. Ahhoz tehat, hogy a mechanika
alavets fogalmait a téridémodell keretein beliil targyaljuk, be kell vezetniink a
tomeg mértékegyenesét, amely — agy latszik — kiviil esik a téridémodell keretein.
Azonban a kvantummechanika felderitette, hogy a h Planck-allandé — egy a ter-
mészet altal kitiintetett mennyiség — kapcsolatot 1étesit a tomeg, id6 és tavolsag
meértékegysége kozott:

sam’kg

h=(1,05...)107% —

Valaszthatjuk tehat a tomeg mértékegyeneséiil DT%]D)"G agy, hogy
S
kg == (9,52... )1033@

legyen, vagyis ezen vélasztas mellett a Planck-alland6 az 1 valés szam.
Nyilvanvald, hogy a mechanika altaldnos elveinek megfogalmazasaban ez
a valasztas formai konnyebbséget jelent, hiszen nem kell egy a téridémodell
keretein kiviili mértékegyenessel bibelddniink. Ezért konyviinkben ezt az utat
kovetjiik.
Persze mas a helyzet a mechanika gyakorlati alkalmazasaiban, amikor a
hétkoznapi kg hasznalata jelent elényt.

6.3.2. Abszolut ersk

Az abszolut Newton-egyenletet ,témegxabszolut gyorsulas = abszolut erd” for-
maéaban fogadjuk el, ahol az abszolit erd a téridépontoktol és az abszolut sebessé-
gektdl fiigghet.

Minthogy a ,témegxabszolut gyorsulés” értékei az
tortérben vannak, az abszolat erét

E

I E _ )
beb ® Tzl = Dabal VK

f MxV(l) > —— =

B _E
DD®I I

alaku fliggvénnyel irhatjuk le.
Tehét az f abszolut eré hatasa alatt 1étez6 m tomegii anyagi pont lehetséges
vilagvonal-fiiggvényeit az

(x:I—M)? mi = f(z, ) (6.19)

maéasodrendt differencidlegyenlet, az abszolit Newton-egyenlet hatarozza meg.
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Ez masodrendii kozonséges differencialegyenlet; egyértelmii megoldasahoz
kezdeti értékként — egymastol fliggetleniil — a tomegpont térids-helyzetét és ab-
szolut sebességét kell megadni. Ezért, ha tehat ¢ — r(t) a Newton-egyenlet
megoldasa, akkor célszeri (a szokdsnak megfelelGen) a témegpont folyamata-
nak az (r,7) part tekinteni, hiszen ennek egyetlen idépontbeli értéke mar megha-
tarozza az egész fiiggvényt.

A tomegpont fejlédési tere az a halmaz, amelyben a folyamatok az értékei-
ket felvehetik, tehat M x V(1).

A kovetkezdkben azt a célszeri (a szokasnak megfelel§) megallapodast kovet-
Jik, hogy

— a fejlédési tér elemeit (z,) alakban irjuk, mert a Newton-egyenletben
igy szerepelnek (de mint fiiggvény-valtozéonak i-nak eleve semmi koze x-hez,
egy akarmilyen abszolut sebességet jelol!)

— egy akarmilyen (jabsztrakt”) folyamatot, tehat egy idéfiiggvényt is (z, &)
jelol,

— egy konkrét folyamatot (r, 7)) jelol.

Mint ismeretes, kiilonleges szerepet jatszanak a potenciilos erék. Egy po-
tencial

K:M— M*

kétszer differencialhato fiiggvény. A potencialnak megfelel6 mezGerdsség a
potencial kiils§ derivaltja,
F:=DAK,

és az ez altal meghatarozott erd
f(z,z) :=1"F(z)- .

A potenciél és mezGerGsség ilyen meghatarozasat a kdvetkez6kben indokoljuk
(lasd a 6.5.2 pontot).

6.4. Impulzusok

Tekintslink egy m tomegl anyagi pontot, amelynek az abszolut sebessége .
Elfogadjuk az

sabszolut impulzus := tomegxabszolut sebesség” (mi)
meghatéarozast. Mivel

sabszolut impulzus idéderivaltja = témegx abszolit gyorsulas”

((mi) = mi),
az abszolut Newton-egyenlet kétféleképp is megfogalmazhato:
sabszolut impulzus id&derivaltja = abszolat erd”,
,t0megx abszolit gyorsulas = abszolut erd”.
Vegyiink egy u tehetetlenségi megfigyel6t. A szokasnak megfelelGen,
yu-relativ impulzus := tOmegXx u-relativ sebesség” (mviy),

amire az is igaz, hogy
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,u-relativ impulzus=abszolat impulzus u-térszerd komponense” (o, - (mi)).

Tovabba
,u-relativ impulzus idéderivaltja = tomegx u-relativ gyorsulas”,

tehat a relativ Newton-egyenlet akarcsak az abszolut, kétféleképpen felfoghatd:

,u-relativ impulzus idéderivéltja = u-relativ erd”,
Lt0megszer u-relativ gyorsulas = u-relativ erd”.

Ezek a koriilményesnek haté felsorolasok a relativisztikus esettel kapcsolat-
ban valnak jelentGssé.

6.5. Relativ Newton-egyenlet
6.5.1. Ertelmezés

Egy u megfigyel§ az r vilagvonal-fliggvényd anyagi pont létezését mozgasnak
észleli, a mozgast az ry : I — Ey, t — ou(r(t)) fiiggvénnyel irja le. Ez a mozgas
egy relativ Newton-egyenletnek tesz eleget, amelyet az el6z6 alfejezet felsorolasa
alapjan ,tomegx u-relativ gyorsulas = u-relativ er§”, vagy ami ugyanaz, ,,u-
relativ impulzus id6derivaltja=u-relativ er¢” forméajanak fogunk fel.

Az u-relativ eré fiigghet az id6pontoktél, az u-térpontoktol és az u-relativ
sebességektdl; tehat az u-relativ Newton egyenlet

(q I = Eu)? mq = fu(ta %‘D

alaki mésodrendi differencidlegyenlet.

6.5.2. Relativ erék

Minthogy a relativ gyorsulds megegyezik az abszolit gyorsulassal, a relativ
Newton-egyenlet bal oldala egyenlé az abszolut Newton-egyenlet bal oldaléval;
ezért a relativ er§ lényegében megegyezik az abszolut erével, azzal a kis mo-
dosulassal, hogy az abszolut erd valtozoiban az abszolit objektumokat a relati-
vokkal kell kifejezni. A t id6pontnak (E-vezette hipersiknak) és a ¢ u-térpontnak
(u-vezette egyenes) megfelels téridépont tNgq, a ¢ u-relativ sebességnek megfelels
abszolut sebesség u + ¢, tehét

fu(t,q,q) :=f(tNgq,u+q).

Jegyezziik meg, hogy a relativ er6bél konnyedén visszakaphatjuk az abszolat
erGt:

f(x, &) = £u(7(2), ou(), Viu). (6.20)

Vizsgéaljuk most meg, milyen az alakja az olyan relativ erének, amely poten-
cialos abszolut erébdl szarmazik.
Idézziik fel az 5.11 alfejezet formulait a K potencidlra! Legyen a

K u-széthasitott alakja (—Vy, A),
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ekkor
F:=DAK u-széthasitott alakja (—VVy—DyA,V A A)) =: (Ey, B)).
Az erd, definici6 szerint
i* F(x) - 2=i"F(z) - u+iF(x) (¢ — u)

az els6 tag épp az F u-id8szert komponense, a masodik tagban (& — u) abszolut
térszerd, ezért irhatunk helyette i- (& — u)-t, igy ott az F' térszerd komponense,
és az u-relativ sebesség szerepel, tehat

i*-F(x) & u-széthasitott alakja E,+ B - viy.

Felismerjiik: elektromégneses esetben V, a skalarpotencial, A a vektorpo-
tencial, E, az elektromos erd, B - v;, a magnességbdl szarmazo Lorentz-erd.

Persze nemcsak elektromégnességre alkalmazhaté a formuldnk, hanem gra-
vitaciora és rugalmassagra is, ahol i* - K = A = 0, és ezért B = 0. Az 5.1.2
pont szerint ez esetben a potencial abszolut idGszert, azaz van olyan — abszoltt
skalarpotencialnak nevezett V : M — I* fliggvény, amellyel

K=-Vr.

Ekkor az er6 nem fligg a sebességtsl.

6.6. Néhany konkrét abszolat erd

Ebben az alfejezetben megvizsgaljuk, milyen az alakja a téridében a szokasosan
leggyakrabban targyalt eréknek.

6.6.1. A legegyszeriibb specialis esetek

a) Sebesség-fiiggetlen erd: van olyan k : M — ET fliggvény, hogy
f(z,z) = k(x).
Az ennek megfelels u-relativ erd
fu(t, g, 4) = k(tNq).

Specialis esetei:
b) Csak iddtél fliggd erd: van olyan h: I — ET fliggvény, hogy

f(z,%) = h(r(z)).
Az ennek megfelels u-relativ erd
fu(t, q,4) = h(?).
c) dllandd erd: van olyan g € ET*, hogy
f(z,2)=g

Ilyennel modellezziik a Fold felszine kozelében a gravitacios hatast a szokisos
szabadesés és hajitas leirasaban.



80 IV. ABSZOLUT IDO

Ez az er§ abszolut skalarpotencialos, skalarpotencialja
V(z) = —g-(ou-(z—0)
tetszdleges o € M és u € V(1) esetén; maga a potencial tehat
Kx)=g (ouy-(x—0))T. (6.21)

d) A mechanika szokdsos targyalasaiban id6- és sebességfiiggetlen, tgynevezett
sztatikus erdk is szerepelnek. Jegyezziik meg azt a fontos tényt, hogy az allando
er6t kivéve nincs sztatikus abszolat erd. Az el6fordulhat, hogy valamely re-
lativ er6 csak a megfigyel§ térpontjaitél fiigg. Ez pontosan azt jelenti, hogy az
abszolut erg allando valamely u,. abszolut sebesség vezette egyenesek mentén,
amit a kdvetkezGképpen dnthetiink formuléba.

u.~sztatikus erd az olyan, amelyre

f(x,&) = f(x + tu.)

teljesiil minden t € I esetén. Ezzel egyenértéki: van olyan 1: E — ET* fliggvény
és 0 € M, hogy
f(z,2) =10y, - (x —0)).

Az ennek megfelels u-relativ er

fu(t,q,4) = 1(q — go — (t = to) Vu.u),

ahol g, := 0,4(0) és t, ;== 7(0). Ennek a képletnek a helyességérsl (6.20) alapjan
gy6z6dhetiink meg: t helyébe 7(x)-et, ¢ helyébe oy(x)-et irva és felhasznalva,
hogy oyu(z) — ou(0) = (x — 0) — 7 - (x — 0)u, visszakapjuk az abszolut erét.

Lathato, hogy ez akkor és csak akkor idéfiiggetlen, ha u = u., amikor is
tehat

f'uc (t7 q, C]) = 1(q - (Zo)-

6.6.2. Centralis erdk

Egyszert képzettel: centralisnak mondunk egy erét, ha az csak egy kézépponttol
(centrumtol) huzott térvektortol fiigg. Ilyen egy tOmegpont vonzoereje, egy
rugalmas erd. A centrum maga egy anyagi pontot, azaz egy vilagvonalat jelent
a téridében. Az erét barmely vilagpontban a vilagpont és a centrumnak vele
egyidejl pontja kozotti vektor hatarozza meg (6.3 dbra). Tehat egy centralis
abszolut er6t egy r. vilagvonal-fliggvény és egy a : D — W fliggvény adja
meg ugy, hogy

f(z,2):= a(|ac — TC(T(ZL'))I) (x — TC(T((L')).

Az ennek megfelels u-relativ erg

fu(t7qa Q) = CL(‘q - QC(t)D (q - QC(t))a

ahol g.(t) := oy(rc(t)), a centrum ¢ pillanatbeli helyzete az u megfigyels terében.
Kiilonleges eset, amikor a centrum tehetetlenségi, u. abszolut sebességgel.
Ekkor a centrum tetszéleges o vilagpontjaval

f(z,&) = a(lou, - (x—0)|)(ou, - (z—0)).
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6.3. abra. Centralis er6k meghatarozasa

Ez az er§ u.-sztatikus és abszolut skalarpotencialos, skalarpotencialja
V(z) := =b(|o, - (z —0))),
ahol b a & — a(£)& egy primitiv fiiggvénye. Maga a potencial tehat
K(z) :=b(loy, - (x —0)|)T. (6.22)
Ennek az erének az u.-relativ alakja:

fuc(t7 q, q) = a(l(] - QOD(q - QO)7

ahol ¢, := oy, (0) a centrum (nyugvo) helyzete az u. megfigyels terében.
Speciélisan:
a) Tomegpont vonzdereje:

ymem

f(z,d) = — £ (z —re(r(2))),

|z —re(7(z))
ahol v a gravitacios allandd, m. a vonzocentrum témege és m annak az anyagi
pontnak a tomege, amelyre a vonzas hat.

b) Rugalmas erd:

f(z, @) = —k;(a: - rC(T(aj))),

ahol k£ a rugalmas allandoé.

6.7. Mozgasi energia és teljesitmény

Egy m tomegi és & abszolut sebességii anyagi pontnak az u-mozgéasi energia-
ja, definici6 szerint
m‘V¢u|2 R
2 I
Ez a mennyiség nyilvanvaloan fiigg a megfigyel6tsl; minthogy I* értékd, arra
gondolnank, hogy egy kovektor u-idészert komponense, de az nem all: minthogy
a fenti kifejezés nem linearis, hanem kvadratikus u-ban, nincs olyan kovektor,
amelynek a mozgasi energia az idSszerd komponense volna.
Emlékeztetiink, hogy v, = ©—u; ezzel beszorozva a (6.19) abszolit Newton-
egyenletet, figyelembe véve, hogy & = (& — u), arra jutunk, hogy

2
("l = pwd) v

=TI
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A bal oldalon a mozgasi energia idéderivaltja all; a jobb oldali mennyiség
neve: az f erének az u tehetetlenségi megfigyel6re vonatkozo relativ teljesit-
ménye .

Itt érdemes egy mesterkéltnek tiing, kis kitérét tenniink a relativisztikus
eset majdani jobb megértése céljabol. Az abszolut erd ET* értékd; ezért gon-
dolhatjuk, hogy egy kovektornak a térszerii komponense. Nem is kell sokaig
keresgélniink, hogy értelmes megoldast talaljunk: f(z, ) legyen annak a kovek-
tornak a térszert komponense, amelynek i-idGszerti komponense nulla. Ezek a
feltételek egyértelmiien meghatarozzak az

*

fMXV(l)‘)T,

fliggvényt, amelyre tehat

f(z,2)-2=0, i* - f(z,2) = f(x, )
teljesiil. Ekkor
f(x,d) Viu = f(2,8) - (& —u) = —F(z,%) - u,

vagyis létezik egyetlen olyan abszolut kovektor-fiigvény, amelynek negativ u-
idGszerd komponense az u-teljesitmény, térszerd komponense az erd.
Figyelem: lehet, hogy maga f fiiggetlen #-t6l, de f mér nem az!

6.8. Megmaradasi tételek
6.8.1. Hatas-ellenhatas

Tekintslink két anyagi pontot, amelyek — anélkiil is, hogy érintkeznének — er6t
gyakorolnak egymaésra (ezek az tgynevezett tavolhato erdk).

A Newton-féle hatas-ellenhatas torvénye szerint az anyagi pontok ko6zotti
kolesonhatés egyrészt pillanatszert, ami azt jelenti, hogy egymaésra hatéasuk
az azonos pillanata vilagpontjaiktol és abszolut sebességiiktdl fligg, mésrészt a
hat6 er6k egymas ellentettjei.

Formuldaban: az xz; vildgpontban levs, &1 abszolit sebességii ,els¢” anyagi
pontra az xo vildgpontban levs, @5 abszolut sebességi ,masodik” anyagi pont
fia(x1, 21, o, &2) erét gyakorol, és szerepcserével kapjuk az foq(z2, 29,21, 41)
erét; ezekre

(7(z1) = 7(x2)), f1 (22, 2,21, %1) = —fi2(21, T1, T2, T2)
kell, hogy teljesiiljon.
Ha az anyagi pontok tomege my, illetve mo, akkor az egyiittesiik Newton-

egyenlete

((.’,Ehl‘g) I > MX M)7 mlii:l = flg(l‘hi‘l,IQ,iQ),

maiy = fo1 (2, T2, 71, 1)
A hatés-ellenhatés torvényébdl azonnal kovetkezik, hogy

(mid1 + made) =0,
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vagyis az 0ssz abszolut impulzus megmarad, azaz nem valtozik kélcsonhatés
folyaman.

Specialis eset az, amikor a kdlcsénhato erd abszolut skalarpotencialbol szar-
mazik, amely csak az anyagi pontok tavolsagatol fiigg, azaz van olyan V : D — T*
folytonosan differencialhatoé fliggvény, amellyel

. . oV(lx1 — x
fia(a, i1, o i) = — B =2

61‘1

r1 — T2 .
|21 — 22|’

itt a vessz6 a V valtozodja szerinti differencialast jelenti.

Szorozzuk be ebben az esetben a fenti Newton-egyenlet els6 tagjat (&1 — u)-
val, a méasodikat (45 — u)-val, majd adjuk Gssze a két tagot. A bal oldalon a
két mozgasi energia Osszegének az iddderivaltjat kapjuk, a jobb oldalon pedig
—V(|Jz1 — z2|) id6derivaltjat. V-t potencialis energianak felfogva azt al-
lithatjuk tehét, hogy az

ml‘vrblu|2 m2|vi2ﬂ|2
2 2

+ V(|jz1 — 22])

u-mechanikai energia megmarad azaz nem valtozik a kélcsonhatas folyaman
tetszbleges u esetén.

6.8.2. Utkdzések

Alapvetd fizikai tényként fogadjuk el az abszolut impulzus megmaradasat olyan
folyamatokban is, amelyeket nem lehet erckkel és Newton-egyenlettel leirni.
Ilyen példaul, amikor az anyagi pontok titkéznek.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a két tomegpont taldlkozik és egyesiil-
nek (teljesen rugalmatlanul iitkoznek). Legyen a tomegiik m; és mo, talalkozasi
abszolut sebességiik u; és us, és legyen az egyesiilésiikbdl keletkezett anyagi
pont tomege mg, abszolut sebessége usz. Alapfeltevésiink, az 6ssz abszolut
impulzus megmaradéasa szerint tehat

miuy + Mol = Ms3us.
Ennek id&szerti komponense (alkalmazva ra 7-t) adja a tomegmegmaradast:
mi + mo = ms.

Természetesen barmely u megfigyeld szerinti térszerti komponense pedig az
u-relativ impulzus megmaradasat eredményezi:

Mi1Vuu + M2Vuyu = M3Vuzu-

Ahhoz a megfigyel6hoz viszonyitva, amelyhez képest a keletkezett részecske
nyugszik, az anyagi pontok mozgasi energidja az iitkozés eltt

ml|u1*u3\2 mg\u2—u3|2
2 2 ’

(6.23)

az litkozés utan 0. Tehat ha u; és us nem egyenls us-mal (és ez az igazi itkozés),
akkor az us-mozgasi energia az iitkdzésben eltiint.
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Ugy tapasztaljuk azonban, hogy az egyesiilés folytan a keletkezett részecs-
kének olyan tulajdonsaga alakul ki, amit épp ezzel az energiaveszteséggel ma-
gyardzhatunk; példaul kémiai kotés, magasabb hémérséklet. Ezért bevezetjiik
a bels6 energia fogalmat, és gy fogjuk fel, hogy a keletkezett részecskéhez vi-
szonyitott iitkozés el6tti mozgasi energia az 1j részecske belss energiajava alakul
at, vagyis titkozésekben az Osszenergia megmarad.

Pontosabban a kovetkez6képp fogalmazhatunk. Barmely u tehetetlenségi
megfigyel6 esetén az

,u-relativ energia:=u-mozgasi energia + bels6 energia”

meghatéarozassal elfogadjuk az u-relativ energia megmaradéasat minden u
esetén. Persze be kell latnunk, hogy ez a kijelentésiink helyes: ha valamely
abszolut sebesség — mondjuk a fenti uz — esetén igaz, akkor barmely més u
esetén is. Egyszertien: minden u esetén az u-mozgasi energia iitkozés eltti
és iitkozés utani értékének a kiilonbsége ugyanaz, mint az us-mozgési energia
itkozés el6tti és litkdzés utani értékének a kiilonbsége.

Ez pedig igaz. Ugyanis |u; —u|? = |uy —u3|?+2(u; —u3) - (uz —u) +|uz —uf?,
és ugyanilyen egyenldség all fenn a 2 indexre is, tovabba mj(u; — u3) +mo(uy —
u3) = miu; + maus — (M1 + mo)us = 0 felhasznélasaval kapjuk, hogy

milug —ul®  moluy —ul®  (my +my)|uz —ul*
2 2 2 B

- myluy — 113|2 + ma|ug — 113|2

N 2 2 '

6.9. A rakétaegyenlet

Elemi mechanika konyvekben sokszor megtalalhato az a kijelentés, hogy a (re-
lativ, mert csak azt ismerik) Newton-egyenletnek a 6.4 alfejezetben megadott
két megfogalmazéasa nem egyenértékd akkor, ha a tomeg is valtozik, és ekkor
a masodikat fogadjak el megfelelének: a (relativ) impulzus id6derivaltja egyen-
16 a (relativ) erdvel. Az er6 természetesen ,nem tud” arrél, hogy valtozik-e a
test tomege vagy sem (gondoljunk példaul arra, hogy elektromégneses eré hat
egy testre, amelynek a toltése allando, de a tomege ,porladozik”), tehat valtozod
tomeg esetén az el6zGekben szerepl$ relativ Newton-egyenlet jobb oldala val-
tozatlan marad, bal oldala viszont az emlitett elképzelés szerint moédosulna, és
igy azt kapnank, hogy (mq) = ¢ + mg = f4(t, q, ¢), ami értelmesnek latszik.

Akkor bukik ki a baj, ha azutan érdeklédiink, milyen abszolat egyenlet-
bél szarmazik ez. Viladgos, hogy a fenti egyenlet bal oldala, expliciten kiirva
a széthasitasokat, (meoy, - &) = oy - (1@ + mi), ezért valtozo tomeg esetén az
abszolut Newton-egyenlet (mz) = rnz + mi = f(x,4) volna. Alkalmazva erre
az egyenldségre T-t azt kapjuk (mivel f és md: értékei térszertiek), hogy m = 0,
vagyis a tomeg nem valtozik. Fz azt jelenti, hogy véltoz6 tomeg esetén nem
helyes a relativ Newton-egyenletet tgy felirni, hogy az impulzus id&derivaltja
egyenl§ az erével.

Ez kivalo példa arra, hogy a relativban — plane koordinatakban — val6é gon-
dolkodas hogyan viszi tévitra az embert.

Mi hat a megfelel6 Newton-egyenlet valtozd tomeg esetén? Az az érdekes,
hogy a szokasos mechanika konyvekben megtalalhaté a valasz, igaz hogy néhany
fejezettel arrébb, és mas kérdésre felelve. A helyes egyenlet az tugynevezett
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rakéta-egyenlet, amelyet abszolut forméban a kévetkez&képpen fogalmazhatunk
meg.

Adott a tomeg mint az id§ fliggvénye, m : I — valamint a kiaramlo

L
DD’

anyagnak a rakétahoz viszonyitott sebessége az id§ fliggvényében, v : I — T

és ezekkel az abszolut rakétaegyenlet
(x:I—M)? m& —mv = f(z, ).

Természetesen ez nem csak rakétara vonatkozik, hanem barmely testre, ame-
lynek valtozik a tomege; és a valtozas nem csak tomegcsokkenés lehet, mint a
rakétanal, hanem tomegnovekdés is (példaul egy esGesepp hizik, mikozben atha-
lad a felhén). Nincs kizarva persze az sem, hogy a tomegnovekedés és -csokkenés
kombinalodik (az esScseppre egy ideig kicsapddik a para a felhében, aztan az
esécsepp pérolog a napsiitésben).

A rakétaegyenlet u-relativ formaja

mq —mv = fu(ta q, q)

Jegyezziik meg, hogy a v relativ sebesség értelme a kovetkezs: ahhoz a
tehetetlenségi megfigyel6hoz képest, amelyben a rakéta a ¢ pillanatban all — azaz
a megfigyel6 abszolut sebessége 7(t) — a t pillanatban kidramlo tomeg relativ

sebesége v(t). Mas szoval, a kidramlé tomeg abszulot sebessége 7(t) + v(t).

Erdemes megnézni, hogyan jutunk a rakétaegyenlethez. Tekintsiik azt az esetet, amikor a
rakétara nem hat erd, és irjuk fel az abszolat impulzus megmaradasat a t pillanat és az azt kovetd
t + h pillanatra vonatkozéan; e két pillanat kozott a rakétabol kidramlott tdmeg mennyisége m(t) —
m(t + h), abszolut sebessége 7(t) + v(t) és 7(t + h) + v(t + h) kdzdtt valtozik, tehat a kidramlott
tomeg atlagos abszolut sebessége 1 (t) + v(t) + ordo(h), igy az impulzusmegmaradasbol

m(t)7(t) = m(t + h)¢(t + h) + (m(t) — m(t + h)) (#(t) + v(t) + ordo(h)).
Atrendezve, elosztva h-val és aztan tartva vele a nullahoz, kapjuk:

m(t)i(t) — m(t)v(t) = 0.

7. Az elektromagnesség alapjai
a téridémodellben

Az elektromégnesség nem olyan egyszerid, mint a mechanika, de szintén jol is-
mert és jol kidolgozott elmélet a szokasos (megfigyel6hoz viszonyitott, illetve
koordinatés) keretek kozott. Eppen a kissé bonyolultabb formulai miatt tovab-
bi lehetGséget kinal, hogy az alapvetd fogalmain keresztiil jobban megértsiik
és elmélyitsiik a nemrelativisztikus téridémodellrsl szerzett tudasunkat. Ezen
kiviil az elektromagnességnek {6 szerepe volt a relativitaselmélet kialakuldsaban;
targyalasunk segitséget nyujt e szerep jobb megértéséhez is.

7.1. Maxwell-egyenletek

7.1.1. Relativ Maxwell-egyenletek

Az elektroméagnesség szokasos Maxwell-egyenletei megfigyelére vonatkoztatott
mennyiségekkel — amelyek ,id6tdl és tértsl” fliggnek — vannak megfogalmazva,
azaz relativ egyenletek.
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Idézziik fel és vizsgaljuk meg Gket, hogy segitségiikkel megtalaljuk az ab-
szolit Maxwell-egyenleteket.

Az elemi toltés léte lehetévé teszi, hogy az elektromos toltést valos szammal
meérjiik (vagyis az elektromos toltés mértékegyeneséiil a valos szamokat vegyiik);
noha ez nem szokas a gyakorlatban, most mi megtessziik az egyszertibb formulak
kedvéért.

Ennek megfelelGen a p toltésstrtiségnek, amely —oles

térfogat ’

a fizikai dimenzioja

Senans- A toltések j aramstirtiségének fizikai dimenzidja mzfey
A szokasos — természetesen relativ mennyiségekkel — felirt Maxwell-egyenletek
divD = p, (7.24)
—0oD +rotH = j, (7.25)
rotE + 9pB = 0, (7.26)
divB = 0, (7.27)

ahol a Jy az id6 szerinti parcialis derivaltat jeloli. Ezek az egyenletek rogzitik
D és H fizikai dimenzi6jat. E és B fizikai dimenziojat a toltésekre hato erd
formulaja adja meg (lasd késgbb).

Tovabba igen fontos, hogy e szokasos targyalasban a H méagneses gerjesztés
és a B magneses mezGerdsség értékei axidlvektorok; ezek valojaban antiszim-
metrikus térszeri tenzorok (lasd a matematikai mellékletet). Valtsunk at arra,
hogy a magneses mennyiségek térszerd antiszimmetrikus tenzorok. Ekkor a fen-
ti egyenletekben a matematikai melléklet jeloléseivel j(H)-nak, illetve j(B)-nek
kell szerepelnie; azon til, hogy ez a j jel 6sszekeverhetd lenne az dramstirtiséggel,
egyszertisitjiik az irasmodot azzal, hogy elhagyjuk, és a tovabbiakban H és B
maér a térszerd antiszimmetrikus tenzorokat jeloli. Ezzel és a térszert parcialis
derivaltak V jvektoraval” a 22.3 alfejezet szerint

rotH (V x H) helyett V- H,
divB (V- B) helyett VA B

frand6. Mivel az elektromos mennyiségek vektorok,

divD helyett V- D, rotE helyett VA E

fog szerepelni.

Kétségkiviil, az axialvektorok helyett az antiszimmetrikus tenzorok hasznala-
ta gyakorlatilag bonyolitja a formulakat, viszont elméletileg ez a helyes, amit a
kévetkez6 pont is bizonyit.

7.1.2. Abszolut Maxwell-egyenletek

Mint emlitettiik, az elzekben szerepelt elektromagneses mennyiségek egy meg-
figyel6re vannak vonatkoztatva. Az ehhez képest v sebességgel mozgd ugy ész-
leli, hogy azok a toltések, amelyek az eredetiben nyugszanak, hozza képest —v
sebességgel mozognak, tehat j — pv aramstirtiséget észlel. Ez az 5.6.2 pont for-
muléi alapjan azt mutatja, hogy a toltésstirtiség és az dramstriség egy J : M —

M P . s e e s . . .
DeDeDal vektormezd, az elektromos aramlasstiirtiség u-széthasitottja,

pi=7-dJ, Ju=0u-J;
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a fenti jelolésben mar kifejezésre jutattuk, hogy a szokisos aramstriség megfi-
gyel6fiiggd.

Ismert a Lorentz-erg képlete: egy megfigyels ugy észleli, hogy a hozza képest
v sebességgel mozgod egységnyi toltésre — szokasosan axidlvektornak tekintett —
B maégneses mezében v X B er6 hat, természetesen az esetleg jelen levé elekt-
romos mezSbdl ered6 E erén kiviil; ha attériink arra, hogy a mégneses mezd
térszerd antiszimmetrikus tenzor, akkor a Lorentz-ers kifejezése B - v lesz. A
sajatmagat allonak tekintd toltés ugy fogja fel a helyzetet, hogy ta E+ B - v
elektromos eré hat. Ez az 5.7.2 formulai alapjan azt mutatja, hogy az elek-
tromos mez8d és a magneses mez6 egy F : M — M* A M* kotenzormezd, az
elektromagneses mez6 u-széthasitottja,

E,:=i"-F-u, B:=i"-F.i

a fenti jelolésben mar kifejezésre juttattuk, hogy az elektromos mez& megfi-
gyelsfiiges.

Ugyancsak arra juthatunk, hogy az elektromos gerjesztés és magneses ger-
jesztés egy G : M — Wég@l tenzormezd, az elektromagenses gerjesztés
u-széthasitottja,

D:=-1-G, H,=G—-un (- G).

Irjuk 4t a mondottak szerint az idézett Maxwell-egyenleteket, amelyeket
valamely abszolut egyenletek u tehetetlenségi megfigyels szerinti széthasitottja-
nak fogunk fel; mivel ekkor az idé szerinti parcialis derivalt helyét az u-iranyna
derivalt veszi at, ezt kapjuk:

V-D =p, (7.28)
~DuD + V- Hy = ju, (7.29)
VANE,+D,B =0, (7.30)
VAB=0. (7.31)
Ebbdl az 5.11 alfejezet alapjan az abszolat Maxwell-egyenletek:
D-G=1J, DAF =0. (7.32)

A G elektroméagneses gerjesztés — a neve is ezt mutatja — az els6 egyenlet
alapjan azt adja meg valahogy, miképpen keltik a toltések az elektromagneses
hatast.

A F elektromégneses mezGerdsség — mint a neve is mutatja — azt adja meg,
milyen er6 hat az elektromos toltésekre az adott elektromagneses mezében,
nevezetesen az x téridé6pontban az x abszolat sebességii és e toltést anyagi
pontra hato er§ ei* - F(x) - & (ez szerepelt mar a 6.3.2 pontban, csak ott nem
jeloltiik a toltést az egyszertiség kedvéért).

Figyeljiik meg azt a fontos tényt, hogy G tenzor, viszont F kotenzor,
vagyis az elektroméagneses gerjesztés és az elektromagneses mezderdsség maés
jellegli mennyiségek!

Megjegyezziik, a Maxwell-egyenletek ilyen formaja folytonos toltéseloszlas
esetén érvényes, vagyis amikor a toltések dramlasat valoban vektormezd irja le.
Altalaban — példaul egyetlen ponttoltés altal keltett elektromagneses mezére
— hasonl6 alaku, de més matematikai objektumokkal (agynevezett disztribu-
ciokkal) megfogalmazott egyenletek allnak fenn.
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7.2. Konstitucios relaciok
7.2.1. Altalanos formulak

Természetesen valami kapcsolat kell legyen G és F' kozott. Fizikailag ismert
tény, hogy ugyanaz a toltéseloszlas (dramlasstirtiség) mas és mas kézegben mas
és mas elektromagneses mezét kelt. A szokasos egyszeri esetben a ,,D = e¢E” és
.H = 1B” ugynevezett anyagi egyenleteket tekintik.

Ennek megfelelGen altalaban meg kell adnunk az elektromagneses menny-
iségek kozott egy konstitticios relaciot — magyarul: allagegyenletet —, amelyet

G =T(F)

forméaban irunk; ez az Osszefiiggés azt a fizikai tényt kivanja tiikkrozni, hogy a
téridében létez6 anyag miként befolyasolja az elektroméagneses jelenségeket.
Ezzel jutunk a
D-T(F)=J, DAF =0

konstitiicios abszolut Maxwell-egyenletekhez, amelyekben méar csak az
elektroméagneses mezd szerepel, a gerjesztés nem.

Egy megfigyel§ természetesen széthasitja a konstitucids relaciot is, aminek
eredménye

D = ny(Ey, B), H, = vu(Ey, B). (7.33)

7.2.2. Egy speciilis eset

Tegyiik fel, hogy a mindenséget kitolti egy kozeg, amely egyméshoz képest
nyugvo, tehetetlen anyagi pontokbol all. A kozeg valojaban egy tehetetlenségi
megfigyel6t jelent, legyen az abszolut sebessége u,. Ekkor a szokésos u,-relativ
konstitticiés relacié az e permittivitassal és a p permeabilitassal

D=%E,, H,=-"B, (7.34)
c u

ahol c a % pozitiv eleme.
Ebbdl felirhatjuk az abszolat konstittcios relaciot is:

G=H, —uAD=Si"F-i-Su,A(i" F u,).
" c

Természetes, hogy u # u, esetén az u-relativ konstitucios relacié mas alaku,
mint az u,-relativ, D # <E, és H, # ﬁB. Ez fizikailag is érthets: az u,
megfigyel6t a valosagos kozeg megkiilonbozteti minden més megfigyel6tsl.

7.3. Mi a baj a nemrelativisztikus elektromagnességgel

Szogezziik le: a relativ Maxwell-egyenletek (7.28) alakja ugyanolyan (a szokasos)
minden tehetetlenségi megfigyels szerint!

Ez azért 1ényeges, mert a relativitdselmélettel kapcsolatban sokszor hangzik
el, hogy a Maxwell-egyenletek ,nem jol transzformalodnak” a nemrelativisztikus
elméletben, azaz kiilonféle megfigyel6k szerint kiilonféle alakiak.

Eredménytink megkérdGjelezhetetlen, tokéletesen pontos formulakon alap-
szik. Nem volna igaz a szokésos allitas a nem jol transzformalodasrol? De igen,
az is igaz, csak megfelelGen kell megfogalmazni.
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Tekintsiik az iires mindenséget, a vakuumot. Milyen abszolit konstiticios
relaciot allapithatunk meg? A vakuum permittivitasa és permeabilitasa 1, ezért
azt szoktak venni, hogy — elhagyva a megfigyelére utalo jelet —

D= %E H = ¢B. (7.35)

Igen, ha elhagyjuk a jelet, elsikkadhat a kérdés: milyen megfigyelS szerinti
széthasitasban érvényes ez? Minthogy nincs a fizikai valosag altal kitlintetett
kozeg, csak egy elfogadhato valasz volna: minden megfigyelére. Ez azonban
lehetetlen; ha visszairjuk a megfigyel6re utalo jelet — E helyett E,, H helyett
H,, —, akkor latjuk, hogy mindkét egyenlGségben az egyik oldalon a megfigyel&tsl
fliggetlen mennyiség all, a mésikon pedig a megfigyel6tdl fliggs.

Ahhoz, hogy egy (7.35) alaku relativ konstittcios relacié érvényes legyen, ki
kell jelolni egy tehetetlenségi megfigyelst. Igy jutunk el a vakuumot jelképezd
éterhez, mint egy (képzeletbeli) kozeghez, amely elektromégnesesen semleges,
vagyis mind a permittivitdsa, mind a permeabilitasa 1.

Osszefoglalva: nincs a vakuumot — egy megfigyel6ktdl fiiggetlen abszolut
tényt — leiré abszolat konstiticios relacid; mas széval, a vakuumra hasznélt
szokéasos (7.35) relativ konstitucios relacio az, ami ,nem jol transzformalodik”,
azaz nem allhat fenn minden megfigyels esetén. FEzért persze a vakuumra
vonatkozo relativ konstiticios Maxwell-egyenletek sem jol transzformalodnak.

Még egyszer tehat: tegyiik fel, hogy valamely u, tehetetlenségi megfigyels
esetén a

D=°E,, H,=-B
c 1

konstiticios relacio all fonn. Ekkor az u,-relativ konstiticios Maxwell-egyenletek
is a szokasos alaktiak. Azonban mas alaktak u # u, esetén mind az u-relativ
konstiticios relacid, mind az u-relativ konstiticios Maxwell-egyenletek.

Mindez értheté és rendben van, amikor valosagos fizikai kozeg altal kitiin-
tetett u, megfigyel6rsl van szo.

Vakuum esetén azonban — amikor nincs valosagos kézeg — ez (persze az
e = u = 1 értékkel) fizikailag nem elfogadhat6. Ahhoz, hogy értelmet nyerjenek
a dolgok, ki kellett talalni egy képzeletbeli kozeget, az étert.

8. Egyenletes forgas, forgé megfigyelSk

A téridémodellben kitiinGen targyalhatok nemtehetetlenségi megfigyelsk is. Egy-
szertien értelmezhet6 a merev megfigyeld mint olyan, amelynek barmely két
pontja kozott minden (abszolut) pillanatban ugyanaz a tavolsag. Az ilyen megfi-
gyel6khoz viszonyitott mozgasok, Coriolis-erd, stb. egzaktul szirmaztathatok?.
Most csak a forgd megfigyelSkrsl ejtiink néhany szot.

El6szor megvizsgaljuk, milyen vilagvonal eredményez ,egyenletes kormozgast”
egy u tehetetlenségi megfigyels terében, azaz a mozgas palyaja korvonal, a re-
lativ sebesség nagysaga pedig alland6. Ez utébbit az allandé szdgsebességgel
adhatjuk meg. A szbgsebesség — amelyet szokdsosan vektorként, pontosabban
axialvektorként adnak meg — valojdban térszerd antiszimmetrikus tenzor, ha-
sonl6an, mint ahogy a magneses mezd is az, és nem vektor. Tehat a forgés

3Mindez megtalalhaté a T. Matolcsi: Spacetime without Reference Frames (Budapest,
1993, Akadémiai Kiad6) kényvben
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szogsebessége 2 : E — % antiszimmetrikus lineéris leképezés (masként ugyanez:

A% f5hep eleme). A mozgas palyaja az () magjara merdleges sikban van, magat
a mozgast az

ru(t) = qc + e(t=t0)2 . g0 (tel)

formaban irhatjuk le, ahol ¢y egy tetszsleges pillanat (kezdépillanat”), g. a kor
kozéppontja és qp € E a kozéppontbol a kezdépillanatbeli helyzethez hazott
vektor. A matematikai melléklet 19.3 alfejezete szerint e(t~t)Q) az Q magja
korili (¢t — t9)|€?| sz0gd forgatas A ¢ pillanatban a relativ sebesség

ru(t) = Q- elt=to). qQo = Q- (ru(t) — qc),

amelynek nagyséaga |- qo| 4llando.
Ebbdl mar kikovetkeztethetjiik, hogy ezt a mozgést az

r(t) = o+ u(t —to) + e qo  (t€1), (8.36)

vilagvonal-fiiggvény eredményezi, ahol o a g. u-térpont és a ty pillanat altal
meghatarozott vilagpont (egyenes vilagvonal és hipersik metszéspontja: o :=
to N g.), tehat az is igaz, hogy ¢. = o+ Iu = o4(0) és to = 0o+ E = 7(0).
Nevezziik ezt az o+ lu kézéppont koriil €2 szogsebességgel egyenletesen forgo
vilagvonal-fiiggvénynek. Ennek abszolit sebessége a t pillanatban

it) =u+ Q- qo=u+ Q- oy, (r(t) — o).

A tehetetlen kézépponti, egyenletesen forgd megfigyel minden pontja azonos
kozéppont koriil azonos szogsebességgel forgo vilagvonal. Az iménti formulank
alapjan nem nehéz rajonni, hogy ezt az M egy o pontjaval (a kézéppont egy
villanataval), egy u abszolut sebességgel (a kozéppont sebességével) és egy € :
E— % leképezéssel (a forgas szogsebességével) adhatjuk meg

U(z) =u+Q- -0y (x—0) (x €M)

alakban. Ez a megfigyel6 merev.
Ugyanis egy 8.36 vilagvonal-fiiggvénynek és egy hasonlonak — qq helyett qf-
vel — a tavolsaga a t pillanatban

el 71002 gy — 7102 gl | = |12 gy — )| = |qo — ap.



V. Abszolut fényterjedés

9. Alapfogalmak és feltevések

Ebben a fejezetben is adottnak vesziink egy téridémodellt, amelyre a 2.8.1 pont
fogalmait és jeloléseit hasznaljuk, és megvizsgaljuk, T, P és d milyen tulaj-
donsagokkal rendelkezik az abszolit fényterjedés feltételezése mellett.

Eredménytil a hétkoznapi gondolkodastol lényegesen eltérs (specialis) rela-
tivisztikus téridémodellt kapjuk. Aki csak e modell és fizikai alkalmazasai irant
érdeklédik, és nem kivanja végigjarni a hozza vezetd utat, a tovabbiak meg nem
értésének a veszélye nélkiil atugorhatja ezt a fejezetet.

9.1. Fényjelek

Mindeddig csak anyagi pontok torténelmérdsl beszéltiink, igy jutottunk el a
vildgvonalakhoz. Tapasztalataink szerint egy ,pontszeri fénycsomag a vikuum-
ban”, nevezziik fényjelnek, bizonyos szempontbol hasonléan viselkedik, mint
egy anyagi pont: valamely palyan mozog a teriinkben, és szabad (akadalytalan-
ul terjeds) fényjel palydja egyenes. Mas szempontbol viszont egy fényjel mas,
mint egy anyagi pont: nem nyugodhat semmilyen megfigyels terében.

Fényjel torténelmét is gorbe adja meg a téridében. Akadalytalan fény-
jelet egyenes ir le (egyenes szakaszokbol 4ll6 vonal, ha példaul tiikrokon visz-
szaverédik). Ilyen egyenesnek az iranyvektora nem lehet idészert (mert akkor
a fényjel egyiitt haladhatna egy anyagi ponttal, mas széval nyugodna egy meg-
figyels terében).

Ezek szerint a nemrelativisztikus téridémodellben fényjelek irdnyvektorainak
E-ben kellene lenniiik. Viszont ez azt jelentené, hogy tetszGleges fényjel egyide-
jlleg volna barmely megfigyelének minden pontjaban; példaul egy a forrasahoz
visszatérs fényjel (egy tiikron visszaverddve) az induléssal egyidében érkezne
meg. Ez ellentmond a tapasztalatnak. Tehat nemrelativisztikus téridémodell-
ben a fényjelek nem téargyalhatok:

Téridémodellben az abszoliut egyidejliség és a fény-
jelenségek jo leirasa kizarjak egymast.

9.2. A fényterjedés heurisztikija
9.2.1. Fényjelek mozgasa

A vakuumban akadalytalanul terjedd fényjelekkel kapcsolatban barmely tehetet-
lenségi megfigyelére vonatkozoan az alapvets tapasztalataink a kovetkezdk:
(L1) Fényjel palyaja a megfigyel terében egyenes.

91
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(L2) A megfigyels terében barmely egyenes lehet fényjel palyaja.

(L3) Fényjel minden vele azonos palydn mozgé anyagi pontnal
gyorsabb.

(L4) Barmely fényjel haladasa tetszdleges pontossaggal megkozelit-
hetd anyagi pont mozgasaval.

Az els6 két kijelentés nem kivan kommentért, a harmadik is csak annyit,
hogy értelmes szinkronizéicié nélkiil, amint arrél mar szoltunk.

A negyediknek a pontos értelme — szintén szinkronizacio nélkiil — a kbvetkezs.
Vegyiink két pontot a teriinkben, nevezziik Gket rajtnak és célnak. A rajtbol
egyszerre inditott fényjel és anyagi pont koziil a fényjel hamarabb ér a célhoz. A
célban lehet mérni az érkezések kozti id6kiilonbséget. A szoban forgo kijelentés
értelme az, hogy minden el6irt idtartam esetén 1étezik olyan inditasa az anyagi
pontnak, hogy a célban az érkezések kozti idGkiilonbség kisebb, mint az elsirt
idgtartam.

A harmadik és a negyedik tulajdonsag, amilyen egyszertiiek, olyan nagy je-
lentGségiiek egyiitt. ElGszor is, maguk utan vonjak:

Azonos pdlydji fényjelek azonos gyorsasdgiak.

Ugyanis, ha egy fényjel gyorsabb volna egy mésiknal, akkor az els6 mozgasét
megfeleld pontossaggal kozelité anyagi pont mar gyorsabb volna a méasodiknal.
Ebbdl pedig megallapithatjuk:

Egy fényjel torténelme fiiggetlen attol, milyen forrdsbol szarmazik.

Ezt egyszerd példaval szemléltethetjiik: all egy lampa a vasuti vAgany mel-
lett, amelyen robog a vonat, a vonaton is egy lampa. Amint a két lampa
talalkozik (félretéve most azt, hogy pontos talalkozasnal a lampak 6sszetérnének),
mindketts felvillan. A két fényjel egyiitt fog haladni mind a vagany (Fold)
terében, mind a vonat terében, s6t akarmilyen megfigyels terében'.

Maés szoval a végs6 kovetkeztetés:

A fény terjedése a téridében abszolut.

9.2.2. Homogén, izotrop fényterjedés

A relativitaselmélet szokasos targyalasanak alapjaul a fény homogén, izotrop
terjedése szolgal?, ami pontosan azt jelenti, hogy a fény barmely tehetetlensé-
gi megfigyel barmely pontjaboél indulva minden iranyban ugyanolyan gyorsan
halad. Ez azonban kiilonb6z§ iranyt mozgasok gyorsasdganak egyenlGségérsl
beszél, aminek csak szinkronizacié mellett van értelme (lasd 1.3.2). Minthogy a
fényjelek és az abszolut szinkronizécio kizarjak egymast, meg kellene mondani,
mely szinkronizaciéra igaz a homogén, izotrép terjedés, hiszen ha egy szinkro-
nizaciora teljesiil, egy maésikra mar nem. Marpedig az emlitett targyalasok
el6bb beszélnek a homogén izotrép terjedésrdl, és csak azutan szinkronizaciorol,
ami azt a téves képzetet sugallja, hogy a szinkronizécié a homogén és izotrop
fényterjedés kovetkezménye.

1 Az ugyanolyan lampék kibocsatotta fényjelek szine (frekvenciaja) lesz kiilénbozé a kiilon-
b6z megfigyel6knek

2 ... a fény vakuumbeli terjedési sebessége ugyanaz a ¢ = 3 - 103m/s allando érték kell
legyen minden tehetetlenségi rendszerben”
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A homogén, izotrép fényterjedés ilyen forméaban tehat a levegében 16g, sem-
miképp sem fogadhatjuk el alapul.

Megjegyezziik, a homogén, izotrop fényterjedés meghokkents a hétkdznapi
szemlélet szempontjabol, hiszen ha hozzam képest valami (egy fényjel) mozog, és
te is ugyanolyan irdnyban mozogsz hozzam képest, akkor az a képzetiink, hogy
az a valami hozzad képest lassabban kell mozogjon, mint hozzam képest. De nem
ezért elfogadhatatlan a homogén, izotrop fényterjedés szokasos megfogalmazasa,
hanem azért, mert meg nem hatarozott szinkronizaciora utal (és egyaltalan,
szinkronizaciora utal).

A homogén, izotrop fényterjedést masképp kell érteni: a kisérleti eredmények
valami hasonlét, de mast mondanak, valami olyat, ami szinkronizacié nélkiil is
értelmes. Ez mar régota ismert?, csak még nem ment at eléggé a koztudatba.

A kisérletek ugyanis oda-vissza fényjelekrsl, vagy méas néven kétutas fény-
jelekrdl szolnak: egy tehetetlenségi megfigyels egy térpontjabol (forrasbol)
elindul egy fényjel, egy masik térpontban (tiikron) visszafordul, majd vissza-
ér a forrashoz (odamegy a tiikkorhoz és visszajon). Ismerjiik a tiikor és a forras
tavolsagat, mérjiik a forrasnal eltelt id6t az indulas és az érkezés kozott, ebbdl
kiszamithatjuk a fény kétutas gyorsasagat®. Ehhez, jol lathato, nem kell
szinkronizacio, csak egy térpontban tel6 idé.

Valtoztatva a forras és a tiikkor helyzetét megmérhetjiik kiilonb6z6 helyekrol
inditva, kiilonb6z§ iranyokba, kiillonb6z6 hosszusagu oda-vissza uton a fény két-
utas gyorsasagait. Hasonloan, amikor a fényjel két vagy tobb tiikkr6z6dés utan
tér vissza a forrashoz — s6t példaul fényvezets szalon kérbefutva —, mérhets a
fény korutas gyorsasaga. A tapasztalatok szerint:

(L5) Minden tehetetlenségi megfigyels terében a fény korutas gyorsasaga
ugyanaz barmely palyan (homogén, izotrop kérutas terjedés).

Ez a kérutas gyorsasig a ¢ := (2,99793...)10%m/s természeti allando.
Jol lassuk, a korutas gyorsasag semmit sem mond az egyutas (csak oda vagy
csak vissza) gyorsasagrol, nem is mondhat, mert ahhoz szinkronizécio kell.

9.2.3. Tavolsagok mérése iddtartammal

A fény homogén, izotrop korutas sebessége lehetGséget nyujt arra, hogy egy
tehetetlenségi megfigyels terében két pont tavolsagat annak az idGtartamnak a
felével mérjiik, amely eltelik az egyik pontban az onnan inditott és a masik pon-
trol visszaverdds fény indulasa és érkezése k6zott. Noha a mindennapjainkban
nem éliink ezzel a lehet&séggel, a csillagaszatban jol ismert a fényév mint tavol-
Sag.

A téridémodell formuléi egyszertibbek lesznek, ha ilyen tavolsagmérést hasz-
nalunk, ezért elfogadjuk. Ekkor a relativisztikus téridémodellben a tavolsagok
D mértékegyenese megegyezik az idétartamok I mértékegyenesével tgy, hogy

m:= (3,336...)10 s

legyen, vagyis ezen valasztas mellett a fény korutas sebességének az értéke az 1
valos szém.

3H. Reichenbach: The Philosophy of Space and Time, Dover, 1957
4Fizeau is, Foucault is a XIX. szazad mésodik felében lényegében igy mérték meg a fény
gyorsasagat
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Ekkor persze — a Planck-allandé értékét tovabbra is 1-nek tekintve — a tomeg
meértékegyenese Do% = % = % =1I* és

1
kg := (8,55...)10505.

9.3. Fényszeri vektorok

Az (L1) és (L5) tulajdonség szerint a fényjelek tehetetlenségi megfigyel terében
oda-vissza egyenletesen és egyenes palydn mozognak; ebbdl a téridg affin szer-
kezete folytan természetesen adodik, hogy (akadalytalan) fényjelek torténelme
a téridében egyenes, ugyantugy, mint a tehetetlen anyagi pontoké.

Emlékezziink, hogy tehetetlen anyagi pont torténelmét leiré egyenest iranyi-
tottnak vessziik, az irdnyitast a sajatids szerinti korabbi-késébbi adja meg. No-
ha nem allithatjuk, hogy egy fényjelnek is milik a sajat ideje (erre semmiféle
kisérlet nem ad felvilagositast), az anyagi pontok eseményeinek korabbi-késGbbi
relacioja — egy visszatiikrozott fényjel mindig az inditas utan érkezik vissza —
iranyitast ad meg a fényjelek egyenesein is.

Fényvonalnak nevezziik a fényjelek torténelmét leiro iranyitott egyene-
seket.

Ugyanigy, mint vildgvonalakkal kapcsolatban mondtuk, a téridé affin szer-
kezete miatt barmely fényvonal eltoltja szintén fényvonal. Ezért, ismét csak
ugyandgy, mint vilagvonalak esetén, a fényvonalak Gsszességének meghataroza-
sdhoz minddssze a lehetséges irdnyvektorokat — nevezziik ket fény-jévészerd
vektoroknak — kell meghataroznunk.

Az u tehetetlenségi megfigyels terében barmely vektort megkaphatunk tehe-
tetlen anyagi pont palyajaként, azaz minden u-térvektort elGallithatunk h 4+ Tu
alakban, ahol h jovészert. Minthogy egy a fény-jovészerd vektorral rendelkezé
fényvonal palyajanak az iranya az u tehetetlenségi megfigyels terében a + lu,
megallapithatjuk (L2) alapjan, hogy minden h jovSszerd vektorhoz létezik a
fény-jovoszerd ugy, hogy a+ Iu = h + Iu. Es viszont, minden a fény-jovSszert
vektorhoz létezik h jovGszertd vektor agy, hogy a 4+ lu = h + lTu. Maés szoval,
minden u esetén

(i) minden h-hoz létezik a és t € I ugy, hogy a+ tu = h,

(ii) minden a-hoz létezik h és t € I agy, hogy a+ tu = h.

Az (L3) tulajdonsag szerint j6v6-fényszert vektor nem lehet jovszert. Tovab-
b4, ugyanugy, ahogy a 2.7.4 pontban kovetkeztettiink (h =t~ u™), az el6bbiek-
ben szerepld idGtartamok poztitivok kell legyenek.

Az (L4) tulajdonsag szerint az elgbbi (ii) allitasnal tobb is igaz: ha a fény-
jovoszert, akkor minden u abszolit sebesség és minden t € 1T esetén a+ tu €
T7. Véve t — 0 hatarértéket azt talaljuk, hogy a a T~ hataranak eleme.

Legyen most b # 0 a T hataranak eleme. Ekkor a b-t tartalmaz6 minden
nyilt halmaz — igy b+ T~ is — belemetsz T-be. Ez azt jelenti, hogy minden u
esetén van olyan s > 0, hogy b+ su =: h € T”. Az elébbi (i) allitas alapjan
viszont van olyan a fény-jovészerd vektor és t > 0, hogy a + tu = b + su.
Az el6bbiek szerint a is a T~ hataranak az eleme. Ha ¢ nagyobb volna s-nél,
akkor a+ (t — s)u = a lenne, ami lehetetlen, mert a bal oldal T~ eleme (lasd
2.7.4). Hasonloan lehetetlen az s > t eset. Végereményiil b = a, vagyis a T~
hataranak minden nem nulla eleme fény-jovGszerti.
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Osszefoglalva: a fény-j6vészerti vektorok Gsszessége
L7 :=9T7 \ {0}.

Ennek megfeleléen L := —L7 a fény-multszeri vektorok Osszessége, és
L:=L% UL™ a fényszeri vektorok 6sszessége.

Erdemes itt felidézni a 2.7.4 alfejezet eredményeit.

Vilagos, hogy L™ is nulla cstucsu kup, azaz ha a € L™ és a > 0 valds szam,
akkor ca € L.

Minthogy T~ lezartja zart konvex, konvex halmazt kapunk akkor is, ha a
lezartbol elhagyjuk a nullat, igy T~ UL™ is nulla csticsu konvex kup. Ha tehat
x,y € T7 UL és «,  nemnegativ valés szamok, o + 8 # 0, akkor ax + By €
T UL™.

Ennél egy kicsit tobbet is mondhatunk:

Haa€el™” éshe T, akkor a+ h € T; hasonldan, ha a’ € L™, akkor
a+a eT”.

Mivel T~ nyilt, van a h-nak olyan G nyilt kérnyezete, amely része T -nek. Ezért az elSbbiek
szerint a + G, amely nyilt halmaz, része T~ UL -nek, igy a+h a T UL belsejének, azaz T -nek

eleme.

Ha h € T és x akdrmely a h-val nem pdrhuzamos vektor, akkor van olyan
nem-nulla o szdm, hogy x + ah € L™,

Mivel T~ nyilt, van olyan 3, hogy h+ 8x € T. Ez azonban minden $-ra nem &llhat fenn, mert
akkor T~ tartalmazna egy egyenest. Az ilyen -k szuprémuma vagy infimuma (esetleg mindketts)

mindenképpen véges, és az lesz az «.

9.4. A homogén, izotrép korutas fényterjedés
9.4.1. A korutas fényterjedés formalizalasa

Vegyiink egy u tehetetlenségi megfigyel6t. A megfigyels egy térpontjabol —
fényforrasbol — inditott fényjel érjen el egy mésik térpontot — tiikkrét —, és onnan
visszaverGdve érkezzen vissza a forrashoz. Legyen a, iletve a’ a fényjel fény-
jovGszerd vektora a forrastol a tiikorig, illetve a tiikortél a forrasig.

A fényforrés és a tiikor kozotti tavolsdg /du(a, a) = \/du(a’, a") (lasd 2.6).
Ezért, a homogén, izotrop kétutas fényterjedés szerint a fényforrasnal az inditéas
és az érkezés kozott eltelt id6

¢ \/du(a, a) + \/du(a’,a’)

ahol ¢ a fény korutas sebessége. Megallapodasunk szerint olyan mértékegyene-
seket hasznalunk, amelyekben ¢ = 1, ezért a fénysebesség a kovetkezGkben nem
jelenik meg.

Mivel tu = a+a’ (9.1), megallapithatjuk, hogy a modelliinkben a homogén,
izotrop kétutas fényterjedést a kdvetkezd jellemzi:

Ha u € V(1) és a,a’ az L™ olyan elemei, hogy valamely t € I esetén

tu=a+a’, akkor t=/dy(a a)+\/d,(a,a). (9.1)
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9.1. dbra. Kétutas fényterjedés

Ekkor az is igaz, hogy
a—/dy(a,a)u=+/dy(a’,a)u—a'. (9.2)

Hasonl6an, t6bb tikrén vald visszaverGdést tekintve, modelliinkben a ho-
mogén, izotrép korutas fényterjedést a kovetkezs jellemzi:

Ha u € V(1), n > 2 természetes szam és aj,...a, az L™ olyan elemei,
hogy valamely t € I esetén

tu = Z a,, akkor t= Z v dy(ag, ag). (9.3)
k=1 k=1

Mindezek kapcsolatot jelentenek d és L™ kozott; mas szoval, ha a térids-
modellben a fény koérutas homogén, izotrép terjedésérsl szamot akarunk adni
— méarpedig akarunk —, akkor nem adhatjuk meg egymastol fiiggetleniil d-t és
L7 -et.

9.4.2. A megfigyelGk standard térvektorai

Az el6zGekben a korutas fényterjedésre kapott formulat n > 2 esetén atirhatjuk

n

> (a;€ — /du(ay, ak)u) = 0 alakba; n nem lehet 1, mert fényszert vektor és
1

k=
idGszert vektor kiilonbsége nem lehet nulla. Vizsgaljuk meg, milyen tulajdon-
saggal birnak azok a vektorok, amelyek a fenti egyenl@ség bal oldalan allnak
n = 1 esetén, vagyis vegyiik szemiigyre az

E, = {a ~ Vdu(a,a)u ‘ ac L_’}} U {0} (9.4)

halmazt.
Ezt talaljuk:

E, hdromdimenzids linedris altér, amely nem tartalmaz sem iddszertd, sem
fényszeri vektort; specidlisan, transzverzalis Tu-ra.

Az L™ pozitiv homogenitasa miatt E, is pozitiv homogén.

Ha a € L7, akkor a 9.3 b) pontjat alkalmazva adott to € IT esetén a h := tou és az x := —a
vektorra azt kapjuk, hogy van olyan « szam, amellyel —a + atou = a’ € L™ teljesiill. A T” UL™
konvexitasa miatt o sziikségszertien pozitiv. Mas szoéval, minden a € L™ esetén van olyan pozitiv
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tclésa €L, hogy tu= a+a’. A homogén, izotrép kétutas fényterjedés formulaja (9.1) alapjan
du(a,a)u — a=a’ — \/du(a’,a’)u. Tehat, ha q € E,, akkor —q € E, szintén.

Kovetkezésképpen E,; homogén, azaz ha q € E,, akkor aq € E,; minden « valds szam esetén.

Ha a;, az € L7, akkor az el6bbi gondolatmenetet alkalmazva —(aj +az)-re azt kapjuk, hogy van
olyan t € I, amelyre —(a; +az) +tu=: a’ € L™". A homogén, izotrép korutas (valéjaban csak haro-
mutas) fényterjedés formulaja alapjan, az el6z6hoz hasonléan az adédik, hogy a1 — v/du(ai, a1)u+
as — /du(az,az)u = +/du(a’,a)u—a’.

Kovetkezésképpen E, additiv, azaz ha q1, q2 € E,, akkor q1 + q2 € E,.

Mindent Osszevetve tehat E, linearis altér.

Tekintsiik most az M — M /Iu kanonikus sziirjekciéonak az E,-ra valo lesziikitését, azaz az E, —
M/Iu, q — q+1Iu linearis leképezést. Az E, nem-nulla a— /dy(a, a)u elemére a— \/dy(a, a)u+Iu =
a + lIu # Tu teljesiil, ami azt jelenti, hogy a széban forgo6 linearis leképezés injektiv. Sziirjektiv is a
9.3 ¢) pontja alapjan.

Kovetkezésképpen E,; haromdimenzios.
Minthogy E, linearis altér, elég azt megmutatni, hogy sem jovészerd, sem fény-jovSszerid vektort
nem tartalmaz.

Ha x € T UL™ egyenlS volna az E, egy a — y/du(a, a)u elemével, akkor a egyenls volna
x + /du(a, a)u-vel, ami a 9.3 a) szerint lehetetlen.

E, elemeit az u tehetetlenségi megfigyel6 standard térvektorainak hivjuk;
az elnevezést kés6bb megindokoljuk (lasd 10.4).
A tovabbiak érdekében jegyezziik meg, hogy (9.2) szerint

Eu:{ du(a’,a’)u—a’|a’€Lﬁ}U{O} (9.5)

is igaz, tovabba, ha

q=a—/dy(a,a)u=+/d,(a’,a)u—a,
akkor
du(aa a) = du(a/7 a/) = du(Qa Q)7 (9.6)
ezért

E, = {qu ‘ q+\/du(q,q)ueﬁ}u{0}. (9.7)

Mivel E, és Tu kiegészit§ alterek, van egy egyértelmiien meghatarozott 7, :
M — T lineéaris leképzés ugy, hogy

Tyg-u=1,
és
E,={geM|7, q=0}. (9.8)
A (9.4) egyenldség alapjan
dy(a,a) =T, a (9.9)

minden a fény-jovGszeri vektorra; ezt at lehet irni
dy(a,a) — (T4-a)?> =0 (ael”,ueVv(l)) (9.10)

alakba.
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9.2. abra. E, és E, kiilonbo6zdk

9.4.3. Kiilonb6z6 megfigyelsk,
kiilonb6z6 standard térvektorok

Ha u és U kiilonbézd abszoliit sebességek, akkor az eléz6 pontban bevezett E,, és
E . linedris alterek kilonbozok.

Legyen q az u’ — (7, - u')u t6bbszdrése; q az E, eleme, hiszen 7, a nullaba képezi. Ezért (9.4),
(9.5) és (9.6) szerint van olyan a és a’ fény-jévSszeri vektor és t € I, hogy

q=a—tu=tu—a. (9.11)

a és a’ az u és u' kifeszitette sikban vannak és nem lehetnek parhuzamosak egymassal, mert akkor
fényszerti vektor egyenld volna egy idszertivel. Tehat a széban forgod sikot a és a’ is, vagy a és u’
is, vagy a’ és u’ is kifesziti.

Tegyiik fel, hogy q az E-ban is benne van. Ekkor — értelemszerii jelolésekkel — azt talaljuk,
hogy

g=aa—tu =t'd —a'a. (9.12)
A (9.11), illetve a (9.12) egyenlSségekbdl 2q = a—a’ = aa—a’a’ kdvetkeuzik, azaz (1—a)a = (1—
a’)a’. Mivel a és a’ nem parhuzmos egymaéssal, ez csak tgy lehet, ha a = o’ = 1 K&vetkezésképpen

t'u’ = tu, tehat u’ = u adédik, ami ellentmondés.

Mivel E,, és E, kiillénb6z6 haromdimenzios lineéris alterek a négydimenzios
M vektortérben, a kozos résziik, E, N E, kétdimenzios linearis altér.

Jegyezziik meg, hogy eredményiink szerint

— u — (74 U)u t6bbszorosei az E, elemei, de nem elemei E,-nek;
— u— (1), - u)u’ tobbszorései az E,y elemei, de nem elemei E,-nak.
Tovabba, mivel sem E,; sem E,y nem tartalmaz jévGszerd vektort,

Ty-u >0, é T, u>0

kell, hogy teljesiiljon.

9.5. Athuzasok

A 2.6.2 pontnak megfelelGen az el6bbiek szerint természetszeriileg adodik, hogy
az u-rol az u'-re valo athazas az E, N E, elemeit énmagukba képezi. Tovabba
az is természetes, hogy az E, N E, k6z0s részen kivill es6, az u-nak, illetve az
u’-nek azonos szerepet jatszo u' — (7 - u')u, illetve u — (7, - u)u’ vektorokat
egymésba képezze. Tehat az athuzast a

Bu/u'u:ula Bu’u'q:q (quumEu’)a
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By (U = (14 -d)u) = —(u— (7},  u)u)

u

formulakkal hatéarozzuk meg; a negativ elGjel azért kell, mert igy lesz az athazas
irdnyitastarto.

9.6. Az abszolut Lorentz-forma

9.6.1. A Lorentz-forma szarmaztatasa

Minden u esetén adva kell legyen egy dy, : M x M — I ® I bilineéaris, szim-

metrikus pozitiv szemidefinit leképezés, amelynek a magja Tu. Minthogy E,

transzverzalis Tu-ra, d,, lesztkitése E,-ra pozitiv definit. Ez a lesziikités adja

meg az u-tér euklideszi szerkezetét, hiszen E, reprezentalja a térvektorokat.
Az athizasokra kirott kovetelmény szerint

du’(Bu’u - X, Bu’u : .Y) = du(x,y)

kell, hogy teljesiiljon minden x és y vektorra. Ebbdl és az athazas tulajdon-
sagabol arra jutunk, hogy dy és d, lesziikitése E, N E,y-re meg kell, hogy
egyezzék:

du(q,q) =dw(q,q) ha q€E,NEy; (9.13)

az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban |q|? jeldli ezt a mennyiséget.

Ha q € E, N Ey, akkor mind q + |g|u’, mind —q + |g|u’ fény-jovEszeri
vektor, tehat (9.10) alapjan dy(+q + |q|u’,+q + |q|u’) = (T4 - (g + \q|u’))2,
azaz

la” £ 2]a|du(q, v) + |a]*du(u, u') = |q|* (T4 - 0)?,

ami azt eredményezi, hogy
du(qv ul) =0 (q ceE,N Eu’)a (914)
és
(Tu-u)? —dy(u,u) =1. (9.15)
Az u és U’ szerepcseréjével ugyanilyen Osszefliggések adodnak, azaz
dy(qu)=0 (q€E;NEy),
(), -u)? —d/(u,u) = 1.
Ugyancsak az athazisok tulajdonsaga szerint

dy(u— (- wu,u— (7, W) =du(u — (74 U)u, v’ — (7 u')u),

ami arra vezet, hogy
du’(u7 Ll) = du(u/v u/)'

Ebbdl a fentiek alapjan
Ty =7, U (9.16)
kovetkezik.
Egy tetsz6leges x térids-vektor felbonthatd

x=q+tut+tu
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alakba, ahol q az E, N E, eleme, t és t' az I elemei. (9.14) és (9.15) alapjan
ez a

du(x, %) = |q|* + (t')*(Tu - )’
egyenlGséget eredményezi. Tovabba

Tu- X=t+t 7T, 0,

tehat
dy(x,x) — (T4 x)2 = \q\Q —t? - (1;’)2 —2tt'T, - u.

Ugyanilyen eredményre jutunk u helyett u'-vel is (9.16) felhasznéalasaval, ezért
igaz, hogy

dy(x,x) = (T - %)% = dy(x,%x) — (Tu - x)? (9.17)
minden u és u’ tehetetlenségi megfigyelSre (abszolut sebességre) és x térids-
vektorra. Alkalmazva ezt az egyenlGséget y-ra és x + y is azt kapjuk, hogy

du(x,y) —(Tu- X)(Tu y) = du’(xv.Y) - (Tu’ 'X)(Tu’ 'X)~

Ez azt mondja nekiink, hogy van egy g : M x M — [ ® [ bilinearis, szim-
metrikus leképezés ugy, hogy barmely u € V(1) esetén

g(x,y) = =(Tu-X)(Tu-y) + du(x, y). (9.18)

Ez a g Tu x [u-n negativ értékd, E, x E,-n pedig pozitiv definit, tehat
1—3 tipusi, azaz Lorentz-forma (lasd a matematikai mellékletben a Minkowski-
tereket targyalo fejezetet).

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért pontszorzast irunk g helyett (kivéve
persze, ha valamely oknéal fogva hangsilyozni akarjuk g-t):

x y:=gxy). (9.19)

9.6.2. A jovészert vektorok

A (9.18) Lorentz-forma és az (9.10) egyenldség szerint x - x = 0 minden fény-
jOovGszerd x vektorra, és természetesen minden fényszertre is. Tovabba u- u =
—(7-u)? = —1 minden u abszoltt sebességre, tehat x-x < 0 minden joviszert x
vektorra, és természetesen idGszertire is. Minthogy L™ a T hatéra, kivéve a nul-
lat, a Lorentz-formak tulajdonsagainak ismeretében az is igaz, hogy a fényszerti,
illetve az idGszert vektorokat a fenti egyenlGség, illetve egyenlGtlenség jellemzi.
Az idGszert vektorokon beliil a jovSszertiek a Lorentz-forma nyiliranyitasat
jelentik. Osszefoglalva tehat:

T7 ={xeM|x-x <0, x pozitiv nyila}. (9.20)
Kovetkezésképpen
L7 ={xeM|x-x=0, x#0, x pozitiv nyila}, (9.21)

és itt a pozitiv nyilu azt jelenti, hogy x a T~ hatardban van. Végiil

M
V(1) = {u € T‘u u= —1, u pozitiv nyih’l} . (9.22)
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9.6.3. A tehetetlenségi idémulas

Tudjuk a P idémulasrol, hogy ha x jovGszert, akkor ﬁ

tehat ﬁ - ﬁ = —1. Ezért az idémilas a Lorentz-forméval a kovetkez&képp
fejezhetd Kki:

abszolut sebesség,

P(x)=+v—-x-x (x eT). (9.23)

9.6.4. Az euklideszi szerkezetek

Minthogy a q vektor akkor és csak akkor van E,-ban, ha 7, - q = 0, a Lorentz-
forma definiciojabol lathato, hogy q - ¢ = dy(q, q) minden u abszolat sebesség
és q € By esetén. Igy (9.7) és (9.21) azt eredményezi, hogy q akkor és csak akkor
van Ey,-ban, ha (g +,/q-q u) - (g + /q-q u) = 0, amibél megallapithatjuk,
hogy
E,={qeM|u-q=0}.

Tehéat barmely x vektorra a 7, - x = 0 egyenlGség egyenértéki azzal, hogy
u-x =0; mitébb, 7,-u=1= —u- u, ezért

Ty X=—-U-X (x e M) (9.24)

Veégiilis:

du(x.y) =xy+(ux)(uy)=gx—u(ry x),y—u(tyy)) (9.25)

(uev(l) és x,y e M),

ahol kiirtuk g-t, hogy hangsulyozzuk a (4.5) formuléval fennallé hasonlésagot.

10. A relativisztikus téridémodell

Az el6z6 fejezetben targyalt — specialis relativisztikusnak nevezett — térids-
modellhez Ggy jutottunk el, hogy az altalaban elfogadottakon tul feltettiik:

A fényterjedés a tériddben a 9.2 alfejezetben felsorolt tulajdonsdgokkal ren-
delkezik.

A fényjelek leirasa Osszeférhetetlen az abszolit egyidejtiséggel. Ezért itt nem
érvényesek a nemrelativisztikus téridémodellnek azok a tulajdonsagai, amelyek
az abszolit egyidejliségbdl szarmaznak, és amelyek beleivodtak a hétkdznapi
gondolkodasba. Ovatosnak kell tehat lenniink, nehogy athozzuk ide a nemrela-
tivisztikus esetben érvényes gondolatokat.

Ebben a fejezetben az el6zéek felhasznélasa nélkiil — vagyis anélkiil, hogy
hivatkoznank arra, hogyan jutottunk el hozza — definiadljuk e modellt, majd
targyaljuk a tulajdonsagait. Ugy tekintjiik, mintha az el6z6 fejezet nem is
létezne, hogy azok is, akik azt atugrottak, tokéletesen megértsék a specialis
relativisztikus téridémodellt. Ezért sok minden, ami mar megjelent az el6z6
fejezetben, itt Gjra felbukkan mint Gjdonséag, igaz esetleg egy kicsit més oldalrol
megkozelitve.

Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban a ,specialis” jelz6t elhagyjuk.
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10.1. A modell alaptulajdonsagai
10.1.1. A modell aj jel6lése

A relativisztikus téridémodellt az altalanos (M,I,D, T, P,d) helyett az egy-
szer(ibb és kifejez&bb jelolés kedvéért az (M, I, g) szimbolummal hatarozzuk meg,
ahol

— M a téridd, négydimenzios irdnyitott affin tér (az M vektortér f6lott),

— I az id6tartamok és tavolsagok mértékegyenese,

- g: M x M — I®1I nyiliranyitott Lorentz-forma, az idémilasok és az
euklideszi szerkezetetek kifejezdje,
amelyet az egyszertiség kedvéért tobbnyire pontszorzasként irunk, azaz x -y :=
g(x,y), tovabba felhasznaljuk a matematikai mellékletnek a Minkowski-terekre
vonatkozé fogalmait és jeloléseit (pszeudohossz), valamint eredményeit (fordi-
tott Cauchy-egyenl6tlenség, forditott haromszog-egyenlstlenség), és amellyel

— a jovdszeri vektorok halmaza

T7:={xeM|x x <0, x pozitiv nyili},

— a tehetetlenségi idémulas P(x) :=+/—-x-x=|x| (x € T7),
aminek kovetkeztében az abszolit sebességek halmaza

M
V(1) := {u € T’u u = —1, u pozitiv nyih’l} ,

— D=1, és a tehetetlenségi megfigyel6k euklideszi szerkezeteit

du(x,y)=g(x+u(u-x),y+u(u-y)=x-y+(u-x)(uy) (10.26)

(uev(l) és x,y e M)

adja meg.

Vegylik észre azt a nagy jelent&ségd kiilonbséget, hogy az idémulast és az
euklideszi szerkezeteket nemrelativisztikusan két kiilon matematikai objektum
— T és b — irja le, mig relativisztikusan ezek egyetlen matematikai objektumbol
— g-bdl — szarmaznak.

Tovabbi elnevezések (lasd 2.3.2):

T == -T7, T: =T UT”={xeM|x -x<0}
a multszerd, illetve az idGszerd vektorok halmaza,
L7 :={xeM|x-x=0, x pozitiv nyila}
a fény-joviszert vektorok halmaza,
LT = -L7, L:=L"UL7 ={xeM|x-x=0, x #0}
a fény-multszerd, illetve a fényszerid vektorok halmaza,
S={xeM|x-x>0}U{0}

a térszeri vektorok halmaza
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A téridévektorok fenti osztalyozasat a 10.1 abran szemléltetjiik, amit az arit-
metikai Lorentz-forma (lasd 10.2) sugall két valtozoban, a koordinatatengelyek
elhagyasaval. Vigyéazat, a rajz egy kissé félrevezetd, mert az idGszeri vektorok
halmazat és a térszertiekét azonos formaban mutatja; jobb képet kapunk, ha
harom dimenziéban probaljuk lattatni Sket tgy, hogy az &dbrat megforgatjuk
egy ,vizszintes” tengely koriil.

L*}

L'-)
10.1. abra. Téridévektorok

Az abszolut sebességek Osszessége haromdimenzios részsokasag %—bem ame-
lyet a 10.2 abra szemléltet. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy

— nincs nulla abszolit sebesség,

— nem értelmes az abszolit sebesség nagysaga,

— nem értelmes két abszolat sebesség bezérta szog;
legyiink vigyazatosak, a szemléltetés tulajdonsagai ne vezessenek félre: az abran
levé us nem hosszabb, mint uy, nincs az u; és uy altal bezart szog, u; nem
kozépvonala a T~ kupnak.

10.2. abra. Abszolut sebességek

A kiilonbozs abszolut sebességli egyeneseken eltelt azonos idGtartamokat
az abrainkon altaldban kiilonbo6z6 hossziisagu szakaszok szemléltetnek. Minél
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nagyobb szoget zar be az abran az abszolit sebesség a vizszintessel, annal
hoszszabb szakasz jel6l ugyanolyan idGtartamot; azonos hosszusag felel meg
azonos id6tartamnak két olyan abszolut sebesség esetén, amelyek a vizszintessel
— folotte és alatta — azonos szoget zarnak be. Ezért, ha két abszolat sebességgel
kapcsolatos Osszefiiggéseket targyalunk, szemléltetésként mindig ilyen abszolut
sebességeket rajzolunk. Végezetiil ismét hangsulyozzuk, hogy vizszintes (az
idgszert kup felez6vonala) és bezart szog nem értelmes a modellben, ezek csak
a szemléltets abrak tulajdonsagai.

10.3. abra. Azonos idGtartamok

10.1.2. Néhany fontos tudnivalo
A forditott Cauchy-egyenlStlenség szerint fennéll az igen fontos
—u-u >1 (u,d € V(1)),

Osszefiiggés, amelyben egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha u = u’.

10.4. abra. u-térszerd vektorok

Ha u € V(1), akkor
Ey,:={geM|u-q=0}
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haromdimenzidés térszert altér M-ben, az elemeit u-térszertieknek hivjuk; a
Lorentz-forma lesziikitése E,-ra euklideszi szerkezet (azaz pozitiv definit).
Ha q,p € E,, akkor

du(q,p) = g(q,p)-

A szemléltetés szabalyai szerint u és E,, fénykup vonaléval azonos szoget zar
be (lasd a 10.4 abrat); jegyezziik meg, hogy ezeknek a szogeknek a modellben
nincs értelme, ezek a lap sikjaban létez6 fogalmak, amelyeket felhasznalunk a
szemléltetéshez.

Igen konnyd belatni, hogy ha u # o', akkor E,; # E,. Ez a Lorentz-forma
tulajdonsagainak egyszert kovetkezménye, de kozvetleniil is megmutathatjuk:

u’ E

—ue =" (10.27)

Vuu =
—u-u I

az Efl eleme de nem eleme —~-nek. S&t, a fenti vektor meréleges a metszet-

altérre, hiszen ha q € E, N Ey, akkor u- q = v’ - ¢ = 0. Ugyanigy,
u / Eul

- S

—u -u “ I

Vaw 1= (10.28)
merdleges a metszet-altérre.
Erdemes jol megjegyezni, hogy mind vy, mind vy, merSleges a metszet-
altérre:
Veul EsNEy L v

Minthogy E, és E, egymassal nem egyenlé haromdimenziés linearis altér
M-ben, a metszetiik, E, N E,y kétdimenziés lineéris altér.

10.1.3. A relativisztikus faktor

Az u és U tehetetlenségi megfigyelGkre vonatkozo formuldkban minduntalan
felbukkan a —u - u’ mennyiség, az u’ és u kozotti relativisztikus faktor.
Az (10.27) és (10.28) formulakkal bevezetett mennyiségekre

1
Vaa)? = [Vaw > =1 - ) <1 (10.29)

all fonn, tehat
, 1 1

\/1_|Vu/U|2 \/1_|Vuu’|27
ez a relativisztikus faktor szokasos alakja, ugyanis késébb latni fogjuk, hogy vy

az u'-nek az u-ra vonatkozo standard relativ sebessége, vy pedig az u-nak az
u’-re vonatkozé standard relativ sebessége.

(10.30)

10.1.4. Dualisok

Az M dualisa, M*, az M — R lineéaris leképezések, a kovektorok Gsszessége szin-
tén négydimenzios vektortér, amely a g Lorentz-forma segitségével természetes
kapcsolatba hozhaté M-mel, pontosabban a koévetkezd Lorentz-azonositast
tehetjiik:

- =M"*
I®

=
Rol
w0

(%)
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Masképp is felfoghatjuk ugyanezt: M elemei azonosithatok M — I®I linearis
leképezésekkel: x = g(x,-). Ez tikrozédik a mar kordbban is elfogadott megal-
lapodasunkban, hogy g helyett pontszorzast frunk.

Ez a szokasos szempontbol azt jelenti: M koordinatazasaval ,fels6 indexes”
és atjaras van” kozottik, azaz megfeleltetés 1étesithets a fels6 indexes meny-
nyiségek és als6 indexes mennyiségek kozott. Erre késébb visszatériink.

10.1.5. Sajatidsk

Egy anyagi pont torténelme vildgvonal a téridében. A C vildgvonal x és y
pontja kozott eltelt sajatids 2.4.2 szerint a vilagvonal tetszéleges elérehalado p
paraméterezésével most

p 1 (y) _
to(,y) = / 1p(a)|da,
p~1i(x)

ahol | | a pszeudohosszat jel6i, azaz [p(a)| = v/—p(a) - p(a)

Legyen y jovGszert a-hez képest (azaz y —x € T™"). Vegyiik a fenti integ-
ralnak egy kozelité Osszegét tgy, hogy egyetlen kozbiilsé z pontot valasztunk.
A Kkozelits érték ekkor az x-t8l a z-ig és a z-t6l az y-ig halado egyenesen el-
telt tehetetlenségi id6 Gsszege, azaz |(z — x)| + |y — z|; a forditott haromszog-
egyenlGtlenség szerint ez kisebb, mint az z-t6l az y-ig eltelt tehetetlenségi idd,
ly — x| (kivéve, persze, ha a harom vilagpont egy egyenesbe esik). Ujabb osz-
topontok valasztasaval az ijabb kozelit§ 6sszeg még kisebb lesz.

Eredményiil ezt kapjuk:

Ha t(x,y) jeloli az x és a hozzé képest joviszerd y vilagpont kozott eltelt
tehetetlenségi id6t és C nem-tehetetlenségi vilagvonal, amely 6sszekoti -
et és y-t akkor

tc(fay) < t(l’,y)

10.2. Az aritmetikai téridémodell

Valos szamokbol felépithetiink egy specialis relativisztikus téridémodellt, ame-
lyet aritmetikainak neveziink. Ebben

— M=R* a standard iranyitassal (ekkor M = R* szintén),

— I =R a standard irdnyitassal,

— g a szokasos Lorentz-forma R*-en, azaz

3
g((€%,61,%.8%), (" ', n? ) = =0 + > &y,
=1
amellyel
3

T ={(¢%,6,6%,6) [ (") + > _(¢)* <0, € >0}

i=1
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Tovabba itt
3 .
V(1) = {0 v 28 | =002+ ()P =1, 0 > 0}
i=1
Ismételjiik el: az aritmetikai téridémodellben

— az M téridg és a térid6vektorok M Osszessége ugyanaz a halmaz.

— T a valds egyenes, ezért minden mértékegyenes is R, tehat példaul % =
o = RY, sth.

A szokasos formulaknak megfelelsen M* = R* és a dualis vektorok kompo-
nenseit alsé indexszel latjuk el: ha k = (ko, K1, k2, k3) és x = (€0,€,€2,¢3),
akkor k - x = k&% + Kk1&1 + Kal? + K3E3.

A Lorentz-forma indukalta M = M* azonositas a

(60751752763) = (_507£1a§2753) = (50)51762753)

leképezés. Ennek megfelelGen a Lorentz-szorzést kényelmes

3 3
750770 + Zgl i Z gana
i=1 a=0
alakba irni.

10.3. Izomorfizmusok

A modellek izomorfizmusa igen fontos fogalom: az mondja meg, hogy két for-
mailag kiilonb6z6 modell azonos fizikai tartalommal bir-e vagy sem (lasd 2.8.2).

10.3.1. Izomorfizmusok alakja

Mivel relatiavisztikus téridémodellekben az idStartamok és a tavolsagok mérték-
egyenese ugyanaz, az izomorfizmusok altalanos meghatéarozasaban (lasd 2.8.2)
szereplé B és Z megegyezik, ezért az (L, B) par izomorfizmus az (M, 1, g) és az
(M, I, g’) relativisztikus téridémodell kozott, ha

(i) L:M— M irdnyitas- és nyiliranyitastarté affin bijekcio (az L: M — M/
linearis bijekcio {616tt),

(ii) B :I — T’ irdnyitastarto linearis bijekcio,
amelyek ,megfelel6 modon” atviszik T7-t (T7)-be, P-t P’-be és d-t d’-be.
Minthogy g hatarozza meg T~ -t, P-t és d-t is, az 4lalanosan kimondott harom
feltétel egybe foglalhato:

g'(L-x,L-y)=(B®B)g(x,y)

minden x,y € M esetén.

10.3.2. Relativisztikus téridémodellek izomorfak

Ezutan egyszertien megmutathatjuk:

Barmely relativisztikus téridémodell izomorf az aritmetikaival, aminek
egyenes kovetkezménye, hogy barmely két relativisztikus téridémodell
izomorf egymassal.
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Tekintsiink ugyanis egy (M, 1, g) relativisztikus téridémodellt.
Vegyiink

— egy s € [T idSegységet,

— egy o kezd6pontot” M-ben,

— egy ey, e, e, e3, s-re norméalt pozitivan iranyitott g-ortogonalis bazist
M-ben ugy, hogy eq joviszerti,
és legyen

L:M— R% x — {x — o koordinatai az e, e1, e, e3 bazisban },

t
B:1— R, t— —.
s
Konnyti ellenérizni, hogy ezek valoban izomorfizmust létesitenek a két térids-
modell ko6z6tt.

Az izomorfizmusrol sz6l6 eredményiink azt mondja, hogy minden relativiszti-
kus téridémodellnek ugyanaz a fizikai tartalma, barmelyiket ugyanolyan joggal
hasznalhatjuk. Mégsem egészen mindegy, hogy melyiket. Gyakorlati szem-
pontbol, azaz konkrét feladatok megoldaséara, konkrét szédmitasok elvégzésére
példaul igen jo az aritmetikai téridémodell (egy alkalmas koordinatézas altal,
lasd kés6bb). Elméleti meggondolasokra azonban egy specialis modell kevésbé
alkalmas, mert egy ilyennek lehetnek olyan tébblet-tulajdonsagai,

— amelyeknek semmi kéze a modell struktarajahoz, és ezek vigyéazatlanul
mégis a modell tulajdonsagainak vélhetsk,

— amelyek elfedik a modell strukturajanak lényeges vonasait.

A mondottak fényében djra hangsilyozzuk: nem eleve rossz az aritmetikai
téridében (koordinatakban) dolgozni, hiszen minden relativisztikus téridémodell
fizikai tartalma ugyanaz, altaldnos meggondolésokra mégis jobb keriilni az arit-
metikait, mert konnyen tévutra vezethetnek a specialis tulajdonsagai, nevezete-
sen:

— a térid§ pontjai és a téridévektorok egybeesnek,

— a térid6 pontjai mint id6pontok és térpontok egyiittese jelenik meg (ezt
kés6bb pontosan megmutatjuk),

— minden mértékegyenes a valds egyenes, vagyis a fizikai dimenzidk nem
kiiloniilnek el,
hogy csak a legalapvetébbeket emlitsiik. Ha azt akarjuk, hogy ne cstsszunk el,
allandoan ellendrizni kell, van-e annak valodi (fizikai) értelme, amit a specialis
keretek kozott mondunk, és ez egyrészt igencsak faradsagos, méasrészt valami
aprosag konnyen elkeriilheti a figyelmiinket.

10.3.3. Lorentz- és Poincaré-transzformaciok

Az (M,1, g) téridémodellben a Lorentz-transzformaciok olyan L : M — M
linearis bijekcidk, amelyekre
g(L-x,L-y)=g(x,y) minden x,y € M esetén.

A Poincaré-transzformaciok pedig a Lorentz-transzforméaciok folotti L :
M — M affin bijekciok.

Azokat a Lorentz- illetve Poincaré-transzforméciokat, amelyek iranyitas- és
nyiliranyitastartok valédi Lorentz- illetve valédi Poincaré-transzformaci-
o6knak nevezziik. Az altalanos definicio szerint (lasd 2.8.3) ezek a relativisztikus
téridémodell (vektori) szimmetriai.
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10.4. Tehetetlenségi megfigyel6 tere és térvektorai
10.4.1. Térvektorok standard reprezentacidja

Emlékezziink (lasd 2.5.3), hogy az u tehetetlenségi megfigyels tere az u vezette
egyenesek M-ben,
E, := M/Iu,

és térvektoral az u vezette egyenesek M-ben, sszességiik M /Iu.
Az u-térpontok z + Iu alakuak, az u-térvektorok x + lIu alaktak. E, affin
tér E, folott az
(x4+Tu) — (y+1Iu) = (x —y) + Iu

kivonéssal.

Az igy meghatarozott térvektorok nem szemléletesek és kortilményesen kezel-
hetsk.

Nemrelativisztikusan az abszolut térszert vektorokkal természetszertileg rep-
rezentalhattuk minden tehetetlenségi megfigyels térvektorait. Most ennél kevés-
bé egyszert a helyzet, nem egyetlen haromdimenzios altér van, amely transz-
verzalis minden abszolut sebességre. A Lorentz-forma viszont kitiintet egy
haromdimenzios térszeri vektorteret minden tehetetlenségi megfigyel6hoz; az
u-hoz az

E,={xeM|u-x=0}

vektorteret.

Az Tu és E, transzverzalitdsa miatt az u tehetetlenségi megfigyels térvek-
torait természetszertileg (standard modon) azonosithatjuk az E, elemeivel an-
nak alapjan, hogy az

E,—>M/Iu, gq— q+1u (10.31)

hozzérendelés linearis bijekcio.
Vezessiik be a
oy-x=x+u(u-x) (10.32)

jelolést. Nyilvanvalo, hogy
oy=14+u®u:M—E,
linearis raképezés. Konnyti latni azt is, hogy
M/Iu—E,;, x+lu—o, -x

az 10.31 linearis bijekcid inverze.
Az emlitett azonositas tehat

E = M/Iu, qg=q+1Iu

ugyanez maskeént,
M/Ilu=E, x+lu=o,- x.

Ezen azonositas alapjan a tovabbiakban E, elemeit tekintjiik az u megfigyels
térvektorainak, és u-térszerid vektoroknak hivjuk Gket.

A (10.26)-ban meghatéarozott euklideszi szerkezetet az u-térszerd vektorokon
a Lorentz-forma lesziikitése adja meg.
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Tehéat E, haromdimenzioés euklideszi tér, amely természetes moédon ellathatod
irdnyitassal is: az E,-nak (e1, es, e3) rendezett bazisa legyen pozitiv iranyitéasa,
ha (tu, ey, e2, €3) az M-nek pozitiv iranyitast bazisa az I valamely (és egyben
tetszoleges) pozitiv t elemével. Minden tovabbit is elmondhatunk rola, amit E-
r6l a nemrelativisztikus esetben (vektorok hossza, bezart szoge, axialis vektorok
stb.).

Vezessiik be a

ou(z) = 2 + lu;

jelolést; oy (x) az x villanatot tartalmazo u-térpont.
A fenti azonositasnak megfelelGen a kivonas az u terében:

ou(z) —ou(y) = (x+1u) — (y+Iu) =0y (x —y) (10.33)

lesz. Masképpen ugyanez: ha ¢ és p a tehetetlenségi megfigyel6 E, terének
pontjai, akkor
q_pZGU'(m_y) (.’IJEQ7 y€p)7 (1034)

ami egyenértékii azzal, hogy

g—-p=z-y (z€q yeEp, z—-y€Ey).

Figyeljiink fel arra, hogy (10.33) szerint o, : M — E,, @ — 2« + [u affin
leképezés a o, : M — E, linearis leképezés f0lott.

10.4.2. Kiilonb6z6 megfigyelsk,
kiilonb6z6 standard térvektorok

A 10.1.2 pontban mondottak szerint ha u # u’, akkor E, # E,. Ez azt jelenti,
hogy nincs egyetlen olyan haromdimenzios altér, amellyel természetes modon
azonosithatnank minden tehetetlenségi megfigyels térvektorait: u # u’ esetén
E, # Ey. Ezért a kovetkez6t mondhatjuk:

Kiilonb6z6 tehetetlenségi megfigyelk terei kiilonb6zd
haromdimenzios affin terek kiilonb6zdé vektorterek {6lott.

Fontos megjegyezni, hogy a kiilonboz6 megfigyelok térvektorainak kiilon-
bozGsége elvész a szokasos koordinatas targyalasban, mert ott barmely tehetetlen-
ségi megfigyels térvektorait R3-mal reprezentaljak.

Az abrakon valo szemléltetés szabalya szerint E,-t olyan egyenessel jelenitjiik
meg, amely ugyanakkora szoget zar be a fénykiap vonalaval, mint amekko-
ra szoget u. Hangsilyozzuk, természetesen a bezart szognek itt nincs fizikai
értelme, ez csak a szemléltetés szabalyahoz tartozik.

10.4.3. Athuzasok

Tudjuk, értelmezni kell, mit jelent az, hogy egy tehetetlenségi megfigyels terében
egy vektor (egy egyenes) egyenls (parhuzamos) egy hozza képest mozgo megfi-
gyeld terében egy vektorral (egyenessel), azaz meg kell adnunk minden u és u’
esetén az u-rol az u'-re valo athazast (lasd 2.6.2).

A megfigyels-térvektorokra vonatkozo ismereteink alapjan az athazas ter-
meészetes tulajdonsigai

Byy-u:= 11/, Buu-q=:q (quumEu’)
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Osszefiiggések. Tovabba meg kell tartania az euklideszi szerkezeteket (hosszakat
és szogeket); a 10.1.2-ben mondottak alapjan ez akkor teljestil, ha

/
u u
/
Byy | ———u):=- - —u |;
—u-u —u-u

a negativ elGjel az iranyitastartas miatt kell. Jol lathatoéan ez valodi Lorentz-
transzformacio (lasd 10.3.3), azaz vektori szimmetria, amint azt el is varjuk.
Egyszert ellenérizni, hogy tomor képletben

(0 +u)® (0 + )
1—u-u

Byu=1+ —2u' ® u, (10.35)

ugyanis a jobb oldali leképezés az elsirt tulajdonsagokkal rendelkezik. Ezzel azt
sem nehéz belatni, hogy
B.w =B, (10.36)

Ennél egy kicsit koriillményesebb megmutatni:

Bu//7u/Bu/7u # Bu//7u7 (1037)
dltaldban; egyenldéség pontosan akkor dll, ha u,u’ és u” egy sikban vannak.
Ha egy sikban vannak, mondjuk u’ = au + o’u’, akkor kdzvetlen szadmolassal igyazolhaté a

fenti két oldal egyenlSsége.

Tegyiik fel, hogy a fenti két oldal egyenls, és u, u’, u”’ kiilénb6z6k. Alkalmazzuk mindkét oldalt
tetsz6leges q € E, N E, vektorra. Az eredmény q + (u’ - q) f(u, u’, u”’) = q lesz, ahol f(u,u’,u”)
az abszolut sebességek linearis kombinacioja. Ez csak ugy lehet, hogy

1. f(u,u’,d”) = 0, amikor nyilvanvalé, hogy az abszolit sebességek egy sikban vannak;

2. u’ - q = 0, amikor igy érvelhetiink: E, N E,/, u és u’ kifesziti M-et, tehat u’ megadhat6
ilyen linearis kombinécioként; mivel q € E, N E,// tetszdleges, a szb6an forgd egyenlSség azt jelenti,
hogy u’ benne kell legyen az u és u’’ kifeszitette kétdimenziés altérben.

Eredményitinket tgy is megfogalmazhatjuk, hogy
Ru(u’u”) = Buyw'By'w By

akkor és csak akkor az identitéas, ha u, u’ és u” egy sikban vannak.

R, (wwy olyan szimmetria (iranyitas- és nyiliranyitastarto Lorentz-transz-
formacio), amely u-t u-ba képezi; ezért a lesziikitése E,-ra iranyitastarto euk-
lideszi leképezés, egyszerii néven forgatas. Elnevezése: az u' és u’’ meghatarozta
Thomas-rotacié u-ban.

Az athuzas tehat két megfigyels kozott szimmetrikus a (10.36) egyenlGség
alapjan, viszont altalaban nem tranzitiv (10.37) szerint.

Megismételjiik szavakban, mit jelent ez. Az athuzas természetes megfelel-
tetést 1étesit a kiilonb6z6 megfigyels-terek kozott, amivel példaul értelmet lehet
adni annak a szokasos hallgatélagos megallapodasnak, hogy két egymashoz
képest mozgd térbeli koordinatarendszer tengelyei parhuzamosak egymassal.

En, te és 6 iiljiink egy-egy tirhajoban. Ha az én vektorom athtzva hoz-
zad egyenls a te vektoroddal (az én egyenesem parhuzamos a te egyeneseddel),
akkor a te vektorod athuzva hozzam egyenld az én vektorommal (a te egyenesed
parhuzamos az én egyenesemmel). Viszont ha az én vektorom athtuzva hozzad
egyenl§ a te vektoroddal, és a te vektorod athtuzva hozza egyenls az 6 vektoréaval,
akkor altalaban az én vektorom athuzva hozza nem egyenlé az 6 vektoraval.

A relativitaselmélet egyik Gjabb paradoxona azon alapszik, hogy természe-
tesnek veszik a kiilonb6z6 tehetetlenségi megfigyels terében levs vektorok egyen-
16ségének — vagyis az athtuzasoknak — tranzitivitasat (lasd 14.1).

Az athuzasok gyakorlati megvalositasat késsbb targyaljuk (lasd 10.5.6).
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10.5. Fényjelek
10.5.1. Fényvonalak

A relativisztikus téridémodell bevezetésénél definialtuk a fényszeri vektorokat,
de eddig még sehol sem keriiltek els.

Mindeddig csak anyagi pontok torténelmérdl beszéltiink, igy jutottunk el a
vildgvonalakhoz. Tapasztalataink szerint egy ,pontszeri fénycsomag a vikuum-
ban”, nevezzik fényjelnek, bizonyos szempontbol hasonloan viselkedik, mint
egy anyagi pont.

Fényjel torténelmét is gérbe adja meg a téridében, amelyet fényvonalnak
neveziink: olyan gorbe, amelynek minden érintGje fényszeri. Az érintéket cél-
szerd a

M
VHI—{WGH‘]pLWCLH}

halmaz elemeivel, a fényiranyokkal jellemezni, mint ahogy az abszolut sebessé-
gekkel a vildgvonalak érintéit. Egyszertien szolva, w € % pontosan akkor
fényirany, ha fény-jovGszerd. Bar a fényiranyok olyan szerepet jatszanak, mint
az abszolut sebességek, de — 1évén a pszeudohosszuk nulla — ha w fényirany,
akkor aw is az minden « pozitiv szam esetén.

Egy abszolut sebességgel nulla Lorentz-szorzatot ad6 vektorok térszertek; a
fényiranyok nem térszeriiek és a jovGszert vektorok halmazanak hatérpontjai;
két abszolut sebesség Lorentz-szorzata negativ; ezek alapjan az is igaz, hogy

—u-w>0

minden u abszolit sebességre és w fényiranyra.

10.5.2. Az abszolut fényterjedés

Akadalytalanul 1étezd fényjelet egyenes fényvonallal irunk le, mint ahogy aka-
dalytalan (azaz tehetetlen) tomegpontot egyenes vilagvonallal.

A fényjelek alapvetd tulajdonséga, hogy torténelmiik fiiggetlen attol, mi-
lyen forrasbol szarmaznak; ez az tigynevezett abszolut fényterjedés a kovetkezs
tapasztalati tényeken nyugszik (amelyek a relativisztikus téridémodell felépitésé-
nek alapjat adték): tehetetlenségi megfigyels terében

1) akaddlytalan fényjel pdlydja egyenes,

2) minden iranyban haladhat fényjel,

3) fényjel minden vele azonos pdlydn mozgd anyagi pontndl gyorsabb,

4) bdrmely irdnyd fényjel haladdsa tetszédleges pontossdggal megkézelithetd
anyagi pont mozgdsdval.

Megmutatjuk, hogy mindezek teljesiilnek a téridémodellben. Vegyiik az u
tehetetlenségi megfigyel6t és a w fényiranyt.

Az 1) allitas bizonyitasat a 2.7.1 pontban mondottak lemésolasaval adhatjuk
meg, u' helyett w-vel: az u-térben a w irdnyt fényvonal palydja a w + Ru
vezette egyenes. Az u-térvektorok standard reprezentacioja szerint ennek az
egyenesnek az iranyvektora o, - w.

A 2) allitashoz azt kell belatnunk, hogy minden 0 # v € ET esetén létezik
w fényirany agy, hogy o, - w = v. Ez igen egyszerti: w := |v|u+ v.

A 3) allitas bizonyitasanak az alapja az, hogy ha az u tehetetlenségi meg-
figyels terében a w fényiranya fényjel és az u’ abszolit sebességii anyagi pont
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azonos palyan azonos irdnyban mozog, akkor van olyan o > 0 szdm, amellyel
Oy W=oa0, - u. A

w+ (u-w)u=a(u + (u-u)u)

egyenlséget négyzetre emelve (6nmagéval Lorentz-szorozva)

(u-w)?

u-w+ (u-w)(u-u)

adodik, amelyek szerint u' - w + (u- w)(u- ') > 0. Az el6bbi egyenldség
atrendezve:
w=au + (qau-u —u-w)u=: ' - Bu

2.7.2 és a 2.7.3 szerint a fényjel mozgésa pontosan akkor gyorsabb az anyagi
pont mozgasanal, ha 3’ és 3 pozitivak. Latjuk, hogy ' = a > 0; tovabba az
a-ra kapott Osszefliggésiink azt eredményezi, hogy f = —(au-u' —u-w) =
%>O,ugyams u-w<0éu- -w<D0.

A 4) allitas igy formalizalhaté: adott u abszolat sebesség (tehetetlenségi
megfigyels) és w fényirany (fényvonal) esetén minden S > 0 szamhoz létezik
u’ abszolut sebesség (tehetetlen anyagi pont) és 5’ > 0 szam 1gy, hogy w =
B'd — fu. Ez nyilvanvalé abbdl, hogy jovészerii és jové-fényszerti vektorok

Osszege jovoszerid (lasd a matematikai mellékletet); tehat Su+ w joviszerd, és

: /. Butw
fgy u' = 7

Az imént bizonyitott tények mar maguk utan vonjak:

Két fényjel torténelme azonos, ha ugyanabban a vildgpontban keletkeznek €és
valamely tehetetlenségi megfigyeld terében azonos irdnyban haladnak.

Ez az abszolut fényterjedés fontos tulajdonsaga, amelyet most az el6bbiektdl
fliggetleniil kozvetleniil is belatunk.

Haladjon a w € V7 és w’ € V7 iranyvektoru fényjel az u tehetetlenségi
megfigyel6 terében azonos iranyban; minthogy w’ helyett vehets tetszéleges
pozitiv szamszorosa is, az alkalmas szamszoros vélasztésaval ez azt jelenti, hogy
Oy W =0y, W, azaz van olyan « pozitiv valos szam, amellyel w' = w + au.
Vegyiik mindkét oldal Lorenzt-négyzetét; minthogy w-w = w' - w/ =0, 0 =
20(u - w) — o? adoédik. A két oldalnak u-val vett Lorentz-szorzatabol pedig
ezt kapjuk: (u-w') = u-w — a. Ez utobbinak a négyzetét sszehasonlitva az
elézével arra jutunk, hogy u- w’ = u- w, ami végiil arra vezet, hogy a = 0,
azaz w = w'.

A 10.5 dbran két vilagvonal lathato, amelyek egy-egy — egymashoz képest
mozgo — lampéat jelképeznek. A lampéak a taladlkozasukkor felvillannak: a kibo-
csatott két fényjel egyiitt halad a téridében.

10.5.3. A fény kétutas gyorsasaga

A fényjelekre vonatkozé igen fontos tovabbi tapasztalati tény (amely szintén a
relativisztikus téridémodell felépitésének alapjaul szolgalt):

5) tehetetlenségi megfigyeld terében a fény kétutas terjedése homogén és izotrép
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10.5. abra. Abszolat fényterjedés

Ez pontosan a kovetkezét jelenti. TetszdSleges tehetetlenségi megfigyels egy tér-
pontjabol (forrasbol) elindul egy fényjel, egy méasik térpontban (titkron) visz-
szafordul, majd visszaér a forrashoz; a tiikkor és a forras tavolsagat osztva a
forrasnal az indulas és az érkezés kozotti idGtartam felével megkapjuk a forras
és a tikor kozotti kétutas fénysebességet. A tapasztalat szerint ez a kétutas
sebesség fiiggetlen attél, hol van a forras és a tiikor.

Megmutatjuk, hogy ez teljesiil a téridémodellben. Vegyiink egy u tehetetlen-
ségi megfigyel6t. A megfigyels egy térpontjabol — fényforrasbol — inditott fényjel
érjen el egy masik térpontot — tiikkrot —, és onnan visszaver§dve érkezzen vissza
a forrashoz. Legyen a, illetve a’ a fényjel fény-jovGszert vektora a forrastol a
tikorig, illetve a tiikortdl a forrasig (lasd a 9.1 abrat).

Ha 2t a fényforrasnal a fény indulésa és visszaérkezése kozott eltelt idGtar-
tam, akkor a + a’ = 2tu, tehat 2t = —u- (a+ a’).

A fényforras és a tiikor kozotti tavolsag (10.33) szerint d := |oy - @] =
|oy - a|. Mivel o, - al?> = |a+ (u-a)u|> = (u-a)? és hasonlo igaz a-re is,
2d = —u- (a+ a') = t, vagyis a fény kétutas gyorsasaga 2% =1

Az eredmény fliggetlen a megfigyel6tdl és annak a forréast és a tiikrét megado
térpontjaitol.

10.5.4. Fényjelek haladasa

Tekintsiink két tehetetlenségi megfigyelst, u-t és u'-t, és egy w fényiranyu fény-
jelet. Az u terében az u’, illetve a fényjel mozgasiranyat a o, - o/, illetve a
o, - w vetkor adja meg; érdemes attérni ezen vektorok alkalmas tobbszoroseire,
a Vyu = T/u/ — U éS Vyy = _lVI‘fW — u vektorokra (ezek a standard relativ
sebességek, késobb latjuk). Egyszertien adodik, hogy |ves| = 1. Ertelemsz-
ertien hasonlo formuléak adjak meg az u’ terében a mozgasiranyokat.

A kovetkezd igaz:

Ha a fényjel az u terében az u'-vel azonos irdnyban halad, akkor ugyanez a
fényjel az u’ terében az u-vel ellentétes irdnydban halad, azaz

/

V,
— ha Vg = 2%, akkor vy = —
[Vural’
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Ezt igy lathatjuk be: a v := |vyy| = |vaw| jeloléssel

w 1 ,

Cu= (1 -2 —
u v( v2u’ — u),

—u-w

atrendezve

wo J?(mu/ ~ VI ou), (10.38)

—u-w

amib6l w-vel beszorozva arra jutunk, hogy

—u - wVl+v=—-u-wvl—o.

Ebbél 7 = _uv.ii}’lw_iv és mar csak egy lépés, hogy megkapjuk,

1
/L —u =—=(v/1—-2v2u-1).

W (%

10.5.5. Fényjelek késése

Az u tehetetlenségi megfigyel egymas utan két fényjelet kiild egy térpontjabol
az u’ felé, vagyis abba az irdnyba, amerre az u mozog az u’-hoz képest; mas
szoval v y-val parhuzamosan. Legyen a fényjelek indulésa kozotti idGtartam t.
A fényjelek t',, illetve t’ idckiilonbséggel csapodnak be az u’ megfigyels egy
térpontjaba attol fiiggben, hogy a fényjelek vy, ,-val azonos, illetve ellnekezd
iranyban haladnak.

tu

10.6. dbra. Fényjelek késése
Ekkor, amint a 10.6 abra mutatja, a fényiranyokat t/, u'—tu, illetve tu—t’ u’

adja meg. Vehetjiik persze ugy a wi fényiranyokat, hogy _f:;ur =t u — tu,

= tu — t'_u’ teljesiiljon.

illetve ——=

A (10.38) egyenldségbdl azonnal adodik, hogy

1+ 1—v
t), =,/ t t = t.
+ 1—v - 1+

10.5.6. Az athuzasok fizikai értelmezése

A tehetetlenségi megfigyel6 kozotti athuzasokat ,matematikailag természetes”
modon hataroztuk meg (10.4.3). Most egy fizikai eljarast vazolunk, amellyel egy
megfigyel6 azonosithatja egy vektorat egy méasik megfigyel§ vektoraval. Ehhez
fényjeleket hasznélunk.

Intuitiv képet alkothatunk az athtzasrol, ha két (elég nagy) tirhajot képzeliink
el, mint két tehetetlenségi megfigyel6t. En iilok az egyikben (u), te a masikban



116 V. ABSZOLUT FENYTERJEDES

(u'). En azt tapasztalom, hogy te tavolodsz télem (vagy kozeledsz hozzam), és
te hasonlot tapasztalsz velem kapcsolatban.

Ha kiildok egy fényjelet feléd, abba az irdnyba (vagy azzal ellentétesen)
amerre mozogsz hozzam képest, akkor a fényjel elér téged, méghozza azzal el-
lentétes (vagy megegyezd) iranybol, amerre mozgok hozzad képest (1asd 10.5.4).

Az én terem tetszoleges vektoranak hozzad valo athazasat fényjelek kiildésév-
el a vektornak a mozgasod iranyaval parhuzamos és arra mersleges komponen-
seivel valésitom meg.

Veszek egy sikot a teremben, amely meréleges a mozgasod iranyéara. Veszek
egy vektort ebben a sikban. Kiildok feléd egy zdld fényjelet a vektor talppon-
tjabol és egy piros fényjelet a vektor csicspontjabol. A fényjelek becsapodnak a
te teredben az én mozgéasom irdnyéara merdGleges sikban. Az igy keletkezett zold
és piros pontok meghatéarozzak egy vektorodat, ez lesz a vektorom &thuzottja.

Veszek most egy vektort, amely a mozgéasod irdnyaba mutat. Inditok egy-
szerre két sarga fényjelet a vektorom csucspontjabol: az egyiket feléd, a masikat
ellentétes iranyban. Ez a masik fényjel tiikr6z6djon a vektor talppontjaban, és
ugy haladjon feléd. A két fényjel a te terednek ugyanabban a pontjaban csapodik
be, bizonyos idékiilonbséggel, amibdl kiszamithatod a vektorom hosszat. Ekkor
az a vektorod, amely ilyen hossziisagu és ellentétes a mozgasod irdnyéval, lesz a
vektorom athuzottja. Konkrétan: legyen az én vektorom vy ,-val egyez6 iranyt
és t hosszusagu; ekkor a talppont felé kiilldott fényjelem a vektor csicspontjat
a kibocsatas utan 2t idGtartam utan éri el. Ha tehat a fényjelek becsapddéasa
kozott 2t idokiilonbséget mérsz, akkor a megfelel vektorod ellentétes iranyt
1—wv
14+v°

Kék fénnyel végrehajtott hasonld eljarassal lehet athizni olyan vektorodat,
amely ellentétes a mozgasod iranyaval.

Mar csak az marad kérdés, hogyan mérhet6 v. Erre késébb visszatériink

(l4sd 10.6.5).

Vaw-vel és a hossza t/,

10.6. Standard tehetetlenségi rendszerek
10.6.1. Standard szinkronizaciok

A mindennapos gyakorlatban szinkronizaciot fényjelekkel (radiojelekkel) hozunk
létre azon meggy6z6dés alapjan, hogy a fény tehetetlenségi megfigyels terében
homogén, izotrép modon terjed c := 2,99793... - 108m/s gyorsasaggal.

Tehat egy ,kozponttol” d téavolsagra levs helyre a fényjel d/c id6 alatt ér
oda, igy a kozpontbol a t pillanatban inditott fényjel megérkezésekor az adott
helyen az id6pillanatnak ¢t + d/c értéket adjak. Konkrét példaval: Budapestrsl
déli tizenkettSkor inditjak a pontos id6 radidjelét, és amikor megérkezik a Bu-
dapesttsl 240 km-re levé Debrecenbe, ott az 6ra mutatoit 12 éra utan 0, 0008
masodpercre allitjak.

A téridémodellben ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy egy tehetetlenségi
megfigyelS olyan szinkronizaciot hoz létre — ha létrehozhat —, hogy hozza képest
a fény egyutas sebessége megegyezzen a kétutas sebességgel. Ezt a kétutas
sebességnél mondott eljarassal kapcsolatban tgy tudjuk megfogalmazni, hogy a
fény visszaverGdésének villanata legyen egyideji a fényforras azon villanatéval,
amely éppen felezi a fényjel indulésa és visszaérkezése kozotti idGtartamot.

Az el6z6 jelolésekkel a q := a — tu = tu — a’ vektor a tikor és a fényforras
egyideji villanata kozotti vektor. Tehat mind g+ tu, mind tu— q jovéfényszert
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vektor, igy a Lorentz-négyzetiik nulla, azaz q - q & 2tu- q — t*> = 0, ami csak
agy lehetséges, ha u- q = 0, vagyis q € E,.

z

10.7. abra. Standard szinkronizacid

Eredményiinkbdl azonnal lathatd, hogy ez a szinkronizacié fliggetlen a fény-
forrastol (,szinkronizacios ,kozponttol”). Azt mondhatjuk tehat, hogy az u
tehetetlenségi megfigyel§ szerinti ilyen szinkronizaciéban az z és y vildgpont
egyidejd, ha y — xz € E,. Mas szoval, az x-szel az u szerint ily médon egyideji
vilagpontok Osszessége x + E,. Ezt a szinkronizaciot a megfigyel6 standard
szinkronizaci6éjanak hivunk.

Felhivjuk a figyelmet, hogy — mivel u # u’ esetén E, # E, — kiillonb6z6
tehetetlenségi megfigyel6k standard szinkronizacioi kiilénbo6zsk.

Megismeételjiik, amit mar kordbban is mondtunk: egy szinkronizécié6 nem
fizikai valosag, hanem mesterséges, emberi konstrukecio. Alapvetd fizikai tényeket
szinkronizacié nélkiil kell megfogalmazni.

Semmi sem kotelez minket arra, hogy a standard szinkronizaciot hasznaljuk.
Beallithatnank az 6rakat ugy is, hogy a fény Budapestt6l Debrecenig gyorsabban
haladjon, mint Debrecenbdl Budapestig. A standard szinkronizaciot a szépsége
és egyszeriisége — amelyek nem fizikai fogalmak — tiinteti ki.

Az 3.2 alfejezet szerint egyenletes szinkronizécio és tehetetlenségi megfigyels
egyiittese alkot egy tehetetlenségi rendszert; az u tehetetlenségi megfigyels és a
standard szinkronizacioja alkotja az u-standard tehetetlenségi rendszert.

10.6.2. Standard id6pontok

Az u-standard szinkronizécios pillanatok tehat az E, vezette hipersikok, az u-
standard idé ezeknek az Osszessége, I, := M/E,. A nemrelativisztikus esettel
vald Gsszevetés érdekében bevezetjiik a

Tu:M— Iy, z—x+ Ey,
u-idGkiértékelést.
Két u-idSpont, t és s kiilonbségét a megfigyeld tetszoleges térpontjaban eltelt
idgtartamként értelmezziik:
t—s:=|y—x, (yet,zes, (y—uz)| u). (10.39)

Ha y € t és o € s tetszbleges, akkor van olyan =’ € s, hogy y — 2’ parhuzamos
u-val, és természetesen x — x’ € E,. Ezért

t—s=—u-(y—uz), (y €et,x € s). (10.40)
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u-idépontok

tok

10.8. abra. u-idépontok

Maésképpen ugyanez:
(y + EU) - (m + Eu) = Tu(?/) - 7-u('r) =—u-(y— x>; (10'41)

ezzel a kivonéssal I, egydimenzioés affin tér 1 f6l6tt, és 7, affin leképezés a —u-
linearis leképezés f0lott.

10.6.3. Standard relativ sebességek

Emlékeztetiink, hogy nemrelativisztikusan abszolat (azaz egyetlen) szinkroniza-
ci6 létezik, ,nem kell vele torédniink”, vonatkoztatési rendszer helyett mond-
hatunk csak megfigyel6t, és példaul relativ sebességrél beszélhetiink anélkiil,
hogy sz6ba hoznank, milyen szinkronizaciéra vonatkozik. Vigyazzunk, hogy ezt
a megszokast ne vigylik a4t a relativitdselméletbe, hogy ne essiink masok sok-
szor elkovetett hib4jaba, amikor Gsszekeverik (szét sem valasztjak) a megfigyels
és a vonatkoztatasi rendszer fogalmat, valamint relativ sebességrél beszélnek
szinkronizacioé nélkiil, és igy téves kovetkeztetésekre jutnak.

Vegylink egy u-standard tehetetlenségi rendszert és egy u' vezette egyenest,
amely egy tehetetlen tomegpont vilagvonala. Ha u’ # u, a megfigyels ugy
észleli, a témegpont mozog hozza képest. A témegpontnak a vonatkoztatasi
rendszerhez viszonyitott sebességét kovetkezSképp hatarozhatjuk meg.

Legyen x, a tomegpont vildgvonalanak egy pontja; a tomegpont t sajatids-
tartamanak elteltével a vilagvonal pontja r(t) := z,+tu’. Ennek a vilagpontnak
megfelel§ u-idépont t := 7,(r(t)), az u-térpont pedig o,(r(t)). Felhasznalva
a (10.33) és (10.41) képleteket, értelmezése szerint a relativ sebesség a t u-
pillanatban

ou(r(s)) —ou(r(t)) .. oy-(s—t)ud) oy u

I —1 . _ _
o Ta(r(8)) — a(r(t))  sot—u-(s—t)u —u-u  —u-uw

Az eredmény fliggetlen az id6tél: egy tehetetlen tomegpont allandé sebesség-
gel mozog egy standard tehetetlenségi rendszerhez képest. Az u’ abszolut
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sebességnek az u-ra vonatkozo standard relativ sebessége a

u E,
u
—u-u I

Vu'u ‘—

mennyiség; ez, ellentétben a nemrelativisztikus esettel, nem egyszertien a két
abszolut sebesség kiilonbsége.

Az u-relativ sebességek haromdimenzios euklideszi vektorteret alkotnak, tehat
ellentétben az abszolat sebességgel,

— van nulla u-relativ sebesség,

— értelmes az u-relativ sebesség nagysaga,

— értelmes két u-relativ sebesség bezarta szog.

Kiilonbo6z6 abszolut sebességekre vonatkozo relativ sebességek szoge viszont
nem feltétleniil értelmes.

A két abszolut sebesség szerepét felcserélve:

u

Vow = ———— — u.
—u - u

A Lorentz-formara igaz forditott Cauchy-egyenl6tlenség szerint, ha u és u’
kiilonbozd abszolit sebességek, akkor —u - u’ > 1. Ebbdl azonnal adodik, hogy

Vuw # —Vwu ha u#ud.

A szokasos targyalasokban meg nem kérddjelezett tényként fogadjak el, hogy
az egymaésra vonatkoztatott relativ sebességek egymas ellentettjei. Pedig, ellen-
tétben a nemrelativisztikus esettel, ez nem igaz!

Az viszont igaz, hogy a relativ sebességek athizottjai egymaés ellentettjei.
Idézziik fel a megfelel§ formulakat:

— Vuuw és Vyy kiilonb6z§ haromdimenzios vektorterekben vannak: az egyik

E ‘.
#--ben, a masik %—ben,

— mind vy, mind v,y meréleges E, N E,/-re:
- Bu’u *Vu'u = —Vuu/,
- 4= 2=1- 2w <1

‘Vuu’| = |Vu’u| = (au)? , AZaZ

1

1_|Vu’u

—u-u = .
‘2

Végiil érdemes tujra felhivni a figyelmet arra, hogy a relativ sebesség itt a
standard szinkronizaciéra vonatkozik. Mas szinkronizacioval mas relativ sebessé-
get kapunk (lasd 15.3).

Az el6z6ekhez hasonldan egy w iranyu akadalytalan fényjel (w vezette egye-
nes fényvonal) relativ sebessége az u standard rendszerre

w

Vwu ‘= — U

—u-w

erre |vyy| = 1 igaz, vagyis a fény egyutas gyorsasdga minden standard rend-
szerben minden irdnyban ugyanakkora — amint annak lennie is kell.
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10.6.4. Relativ sebességek Gsszeadasa

Igen fontos, hogy ellentétben a nemrelativisztikus esettel, nem igaz a standard
relativ sebességek Osszeadodasa, azaz (a trividlis u’ = u’ és u' = u esetet
kivéve)
Vu'u 7é Vu'a + Vu'u-
Megjegyezziik, nem is varhato egyenl@ség, hiszen v,y més haromdimenzios
vektortérben van (E, /I-ben), mint a méasik két relativ sebesség (E,/I-ben).
Levezetés nélkiil k6zoljiik, hogy a kovetkezs Osszefiiggés all fonn: az

]‘ /! / 1

ai=—u u= —ou—, Bi=-u u=—u—,
1 — |vual? 1— |vyrul?
vi=—u"u=aB(l+ vyu- Vuru)
jelolésekkel
Vu'u = éBuu/ s Vu'w —|— Mku. (1042)
gt (1 +a)

Ide kivankozik még egy Osszefiiggés megemlitése. Tudjuk, hogy az u’’-rél
az u'-be valo athuzas utan az u'-rél az u-ba valo athuzas akkor és csak akkor
egyenls az u”-rél az u-ba valé athazassal, ha (lasd (10.37))

— u, u’ és u” egy sikban vannak.

Egyszertien megmutathato, ez a feltétel egyenértéki azzal, hogy

— Vyrg Parhuzamos vy ,-vel és vy parhuzamos vy, -vel.

10.6.5. Standard relativ sebesség mérése

A gyakorlatban szokésos eljarasokkal (példaul radar-késziilékkel) a relativ sebesség
nagysagat arra alapozva mérik, hogy a fény egyutas gyorsasaga minden iranyban
ugyanaz. Az u megfigyeld egy térpontjabol (radarkésziilékbdl ) a t pillanatban
elinditott fényjel (radidjel) az u’ abszolut sebességti tomegponton (a kozeleds
jarmtivon) visszaverddve 2t idGtartam mtlva érkezik vissza. Az els6 jel utan
s id6vel inditott mésodik jel pedig 2t, idGtartam mulva érkezik vissza. Ezen
adatok szerint a ¢t + t1 (u szerinti standard) iddpillanatban (most a hétkéznapi
megfogalmazésnak megfelelgen kiirjuk a c¢ fénygyorsasagot, amely persze a mi
kereteink kozott 1) a jarmid cty tavolsagra volt, a t + s + to id6pillanatban cty
tavolsagra. Sebességének nagysiga tehét
CtQ — Ctl tl — tg

U i st t) (e s—(t—t)

10.7. Standard vektori széthasitasok
és transzformacioés szabalyok

10.7.1. Széthasitasok

Minthogy [u és E, kiegészits alterek, barmely téridé-vektor egyértelmiien megad-
hato ezen alterekben levs vektorok Osszegeként. Az x vektor esetén a (10.32)
jeloléssel x = —u(u- x) + o, - x ez a szoban forgd Osszeg. Mas szoval azt
mondjuk, hogy az x téridé-vektort az u széthasitja a —u - x u-idGszerid
komponensre és a o, - x u-térszeri komponensre. Maga a

h, =M —>1IxE, x— (—u-x,04X) (10.43)



10. A relativisztikus téridémodell 121

linearis bijekcié a téridS-vektorok széthasitasa u szerint.
A nemrelativisztikus esettel valo jobb parhuzamba-allitas végett vezessiik be
a
Tu: M =1, X —u-Xx

jelolést; ezzel E, a T, lineéris leképezés magja, és a széthasitast
h, = (Tm Uu)

alakba is frhatjuk.
Jegyezziik meg, hogy

10.9. abra. Vektorok széthasitasa

Természetesen M-nek egydimenzios vektortérrel valo tenzorszorzatai és ten-
zorhanyadosai, példaul %, % is a fenti formulanak megfelelGen hasitodnak szét,
alkalmazva azt a szabalyunkat, hogy a mértékegyenesek elemeivel vald szorzast
és osztast kiemelhetjiik linearis leképezések elé. Példaul az u’ abszolut sebesség
u-id6szerti komponense —u - u’ > 1, u-térszerti komponense

!

au-u':u’+(u.u')u:(—u-u’)( 4 —u>. (10.44)

—u-u

A 10.1.3 elnevezései szerint tehat u'-nek

— az u-id6szerii komponense az u’ és u kozotti relativisztikus faktor,

— az u-térszerdi komponense az u'-nek az u-ra vonatkozo standard relativ
sebessége megszorozva a relativisztikus faktorral.

Osszefoglalva:
1
U =—=(1,vyu).

h. .
" V1= vl

A vektorok széthasitdsa meghatarozza a kovektorok széthasitasat is az
ry:= (hil)* :M* > T" X Ej,

u

formulaval.
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Egy k kovektorra (ry- k) - (t,q)) = k-h;'(t,q)) = (k- u)t+k-q. A nem-
relativisztikus mintara agy onthetjiik jol kezelhets formaba ezt a széthasitast,
hogy bevezetjiik az i, : E, — M beagyaz6 leképezést, azaz

in-q=gq (g€ Ey, iy-q€eM)).
Ennek transzponaltja

i M 5 EL, ko ki, =klg,,

ahol |g, az E,-re valo lesziikitést jelenti.

A szokésnak megfeleléen megfordithatjuk k és u szerepét a dualitdsban,
vagyis felfoghatjuk u-t, mint a dudalison haté lineéaris leképezést; azonban a
matematikai mellékletben szerepls formulaktol eltéréen a szerepcserében u helyett
u*-ot frunk a késébbiek jobb attekinthetdsége érdekében.

Igy tehat a téridé-kovektorok széthasitasa az u szerint a

ks (u* - kit k)= (k-uk-iy)

linearis bijekci6. u* -k = k- u és i);- k = k- iy a k kovektor u-idészerid
komponense, illetve u-térszerd komponense.
Témor formaban:

ry = (u*,i).

A széthasitas inverze r; ' = hY : I* x EX, amelyet a

(hi(e.p)) - x = (e.p) (hu %) = (e,p) - (Tu"x, 00 x) =
— e (Tu-x)+p- (0u-x)

képlet alapjan igy foglalhatunk 6ssze:

r;'(e,p)=e - Tu+p-ou=75-e+0o’-p ((e,p)cl* xE}).

Egy kovektort az M* = % azonositas alapjan vektornak is tekinthetiink.
Mig a fentiekben u*-k és k- u esetén a pontszorzés a dualitas bilinearis formajat
jeloli, ha a kovektort vektornak tekintjiik, akkor a pontszorzas a Lorentz-szorzast
jelenti. Azonal latjuk, hogy ekkor a kovektori széthasitas idészerti komponense
a vektori széthasitas idGszerti komponensének a negativja, és a Lorentz-szorzas
szimmetrikussaga miatt értelmetlenné valik az u és u* megkiilonboztetése.

Kérdés, hogyan viszonylik a kovektori térszert komponens a vektori térszert
komponenshez. Vegyiik észre, hogy a k kovektornak az E,-ra val6 lesziikitése
pontosan akkor nulla, ha k mint vektor parhuzamos u-val, ezért a kovektorok és
vektorok azonositasdban i;; nem mas, mint az u mentén az E,-ra vald vetités,
azaz I, = o a kovektori széthasités térszer komponense a vektori széthasitas
térszerd kompnensével egyenld.

Osszefoglalva:

ry=(—Tu, 0u).

A vektorok és kovektorok széthasitasa egyel6re csak mint matematikai for-
mula jelent meg, azonban latni fogjuk, hogy fizikai tartalommal is bir: egy
tehetetlenségi rendszer nem magukat a vektorokat, hanem azok komponenseit
Jeszleli” fizikailag. Példaul u'-nek az u-térszerdi komponense elosztva az u-
id6szerii komponensével az u'-nek az u-ra vonatkozo standard relativ sebessége.
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10.7.2. Transzformacioés szabalyok

A kiilonb6z6 standard tehetetlenségi rendszerek kiillonbozSképpen hasitjak szét
a vektorokat. A vektorok kiilonbozs széthasitasanak osszehasonlitasa mar nem
olyan egyszert, mint a nemrelativisztikus esetben, hiszen a kiilonb6z6 széthasité-
sok kiilonb6z6 vektorterekbe érkeznek. Kozelebbrsl, ugyanannak a vektornak az
u és u’ szerinti (¢, q) illetve (¢, q’) széthasitottja I x E,-ban illetve I x E,y-ben
van. Més szoval, a széthasitasok dsszehasonlitdsara hy - hyl : 1 x Ey — Ix Ey
6nmagaban még nem alkalmas.

Itt vehetjiik elGszor hasznat az dthtizasnak, amellyel természetes kapcsolatot
létesithetiink E,y és E, kozott. Ezért az u-széthasitasbol az u’-széthasitasba
atvivs vektori transzformacios szabalyt igy értelmezziik:

hyy = (1, Buw) (hy - hy') (10.45)

ahol (1, B, ) azt jelenti, hogy az els6 komponenst (I elemét) 1-gyel kell szorozni,
a masodik komponensre (E,y elemére) By, -t kell alkalmazni.

Némi szdmolas utn azt kapjuk, hogy — a vy, 1= — 7 — u standard relativ

sebességgel, és a v 1= |vyry|, valamint a
1
V1=u]?’

J(Vuru) = ﬁ (idEu + Imvu/u ® vu/u>

jelolésekkel a transzformacios szabaly (mint I x E,, — I x E, lineéris leképezés)

méatrixalakban
1 —Vu'u
hu/u = H(U) <_Vu’u J(Vu’u)> 3

amelyet Lorentz-féle transzformacios szabalynak hivunk.

Ha tehat most (t, q) egy vektornak az u szerint széthasitott alakja, és (t', q')
ugyanannak a vektornak az u’ szerint széthasitott alakja athtzva az u-hoz,
akkor

k(v) ==

t' =rk()(t — vuu- q), q = k() (J (Vo) q — tvyw).

Egyszertibb formulat kapunk, ha az E,, q elemét felbontjuk v-vel parhuzamos
q) ¢és arra merdleges g komponensre, ami altal a (t,q) = (t,q)) + (0,q.) fel-
bontasban
qj_ =4q.,

és
, 1

1
t = ———(t— vuu-q), "= ———(q) — tVuu).
A MQ( q) q| s (q )

Ilyen a szokésosan targyalt Lorentz-féle transzformacios szabaly, de nem ez,
mert az koordinatékra vonatkozik, tehat I helyett R, E, helyett R? szerepel, és
ekkor a ,két térbeli koordinatarendszer megfelels tengelyei parhuzamosak”.

A kiilonbozs terekben levs egyenesek parhuzamossigat magyarazatra nem
szorulonak, magétol értet6dének veszik; latjuk, hogy a szokasos Lorentz-
féle transzformacios szabalyban elbijtatva ott van a kiilonb6z6 terek
egymasba hizasa.
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A kovektorok és vektorok Lorentz-azonositasa miatt a kovektorok széthasitasa
lényegében (egy elGjeltdl eltekintve) ugyanaz, mint a vektoroke, igy a transzfor-
macios szabaly is hasonloképp alakul. Kozelebbrsl,

ru = ((hww) )" = 5(v) <v1 J(V5;7u>) '

Ha tehat (e, p) egy kovektornak az u szerint széthasitott alakja, és (e’,p’)
ugyanannak a vektornak az u’ szerint széthasitott alakja athvazva az u-hoz,
akkor

/
P, =P,
és

1
e = ———=(e+v- p)), p| = (p +ev).

1—|v[? 1—|v[?
10.8. Standard tenzori széthasitasok
és transzformacioés szabalyok

10.8.1. Széthasitasok

Egyes fizikai elméletekben — mint példéul az elektromégnességben — nem csak
vektorok és kovektorok, hanem kiilonféle tenzorok is megjelennek. Ezeknek az
alapos ismeretéhez a matematikai melléklet nyujt segitséget.

Az u abszolut sebesség szerint a kiilonféle tenzorokat, azaz M @M, M@ M*,
M* ® M, és M* ® M* elemeit is széthasithatjuk. Emlékeztetiink, hogy ezek
a tenzorok rendre M* — M, M — M, M* — M* és M — M* linearis
leképezéseknek tekinthetsk.

AGeM®M azaz G : M* — M széthasitottja a

hy- G-h%: (Ix E)* — (Ix E)

tenzor. Mivel h, = (7y,04) és hi = (7%,0}), é¢s (I x E)* = I* x E*, a
széthasitott tenzort matrixformaba irva a
Tu G- T Tu'G'UZ>

*
o, G- 1}, oy G o},

h, G-hi, = =<

eredményre jutunk, amelynek komponensei bévebben kifejtve
Ty G, =u-G-u,
Ty G-oy,=—u-G—u(u-G-u), o, G- 17,=-G-u—u(u-G-u),
0y G0, =G+u®(u-G)+(G-uyeu+u®u(u-G-u).
A kovektorok és vektorok kozotti Lorentz-azonositas miatt az egyéb tenzorok
széthasitott alakjai bizonyos elGjelektdl eltekintve ugyanilyenek.
Nevezetesen, az L € M ® M* u-széthasitott alakja
—u-L-u —u-L—u(u-L-u)
L-u+u(u-L-u) L+u®(u-L)+(L-uyy@u+u®u(u-L-u)/’

Az F € M* ® M u-széthasitott alakja pedig

u-F-u u-F+u(u-F-u)
<F~u+u(u-F-u) F+u®(u-F)+(F-u)®u+u®u(u~F~u)>'
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Kiilon figyelmet érdemelnek az antiszimmetrikus tenzorok.
Ha G antiszimmetrikus tenzor, azaz G = —G*, akkor u- G = —G - u, ezért
u- G- u=0, és igy az u-széthasitottja

0 G-u ]
-G-u G+(G-u)Au)’
a széthasitott alak ,alsé” két komponense meghatarozza a tobbit, ezért csak
ezekre szoktunk hivatkozni

(-G u,G+(G-u)Au)) € (B, @) x (Ey A Ey)

alakban. Az els6t a G u-iddszerii komponensének, a mésodikat pedig az
u-térszeridi komponensének nevezziik.
Hasonloan, az F antiszimmetrikus kotenzor széthasitott alakja

(F-u,F+ (F-u)Au)).

10.8.2. Transzformacios szabalyok

A kiilénb6z6 tenzori széthasitasok Osszehasonlitasaval kapjuk a tenzori transz-
formaciés szabalyokat. Most csak az antiszimmetrikus tenzorokra és koten-
zorokra vonatkozo formulakkal foglalkozunk.

Ha (D, H)) és (D', H')) ugyanannak az antiszimmetrikus tenzornak az u
szerinti széthasitottja, illetve az u’ szerinti széthasitottja athtzva u-ra, akkor
— az egyszertiség kedvéért a v := vy, jelolést hasznélva —

(D', H') = hyy - (D, H)) - by, =

(L ) (8 @) ()

Itt is egyszertibb formulat kapunk, ha a
DZDJ_—i-DH, HZHJ_—‘rHH

felbontassal éliink, ahol D és D) a v-re meréleges, illetve azzal parhuzamos
vektor, H és H) olyan antiszimmetrikus tenzor, amelynek a magja meréleges
v-re, illetve parhuzamos v-vel. Ekkor

D) =Dy, Hj=Hj

1 1
D/:7DL+HL'V H =—(vAND, +H)).
L= ) i )
Egy-egy elGjeltdl eltekintve ugyanilyen transzformacios szabaly érvényes an-
tiszimmetrikus kotenzorokra is. Kozelebbrdl, ha ((E, B)) és ((E’, B')) ugyanan-
nak az antiszimmetrikus kotenzornak az u szerinti széthasitottja, illetve az u’
szerinti széthasitottja athazva u-ra, akkor

E|=E, Bj=B,,

1 1
ELZTM(EL_BLV) BL:TUQ(—v/\El+BL).



126 V. ABSZOLUT FENYTERJEDES

10.9. Standard téridg-széthasitasok
és transzformacioés szabalyok

10.9.1. Széthasitasok

Egy u standard tehetetlenségi rendszer a vilagpontokat azzal jellemzi, mikor és
hol torténnek (torténtek), a korabbi elnevezésiink szerint széthasitja a téridst
idore és térre; kozelebbrdl, egy x térids-ponthoz hozzarendeli a 7,(z) =: © + E,
u-id6pontot és a o,(z) := x + Iu u-térpontot:

hy:M— I, XE,, T (Tu(x),au(:c)).

Ez a (10.33), (10.41) és (10.43) képletek alapjan affin bijekcio a h, vektori
széthasitas folott. E széthasitas inverze — amely megmondja, mely vilagpont
felel meg egy id6pontnak és egy u-térpontnak —

hyl: I, xEy =M, (t,q) — tNq.

10.10. abra. A térids széthasitasa

Minthogy az affin terek helyett sokszor célszertibb az alulfekv§ vektorterekkel
dolgozni, a standard tehetetlenségi rendszer — a mindennapi gyakorlatnak megfe-
lel6en, amikor az id6pontokat valamely id6ponttol eltelt idGtartammal, a tér-
pontokat valamely origobol odahtizott vektorral jellemezziik — valasztva egy to
,u-id6-kezdGpontot” és egy qq ,,u-tér-kezd6épontot”, vektorizalja az idejét és a
terét az

Iu.XEy = 1IxE,, (t,q) — (t —to,q — qo)

képlettel.

to és qo valasztasa egyenértékd egy o ,kezdg-vilagpont” valasztasaval: o =
to N qo, to = Tu(0) = 0+ Ey, g0 = ou(0) = 0 + Iu, és a mondottak alapjan igen
egyszerid tény, hogy a téridd széthasitdasa majd az u-id6 és u-tér vektorizéalasa



10. A relativisztikus téridémodell 127

egyiitt a
huo : M= I x E,y, z—hy (z—0)=(-u-(z—0),04 (xr—0)) (10.46)

hozzarendelést adja, amelynek neve a téridének o és u szerinti vektorizalt
széthasitasa. Ennek inverze

IxE, =M, (t,q) — o+ tu+q.

10.9.2. Transzformacios szabalyok

A térido-széthasitasok kozotti transzformacios szabalyt hy o b7t I, x By —
I x E/, adnd meg. FEzzel is az a baj, hogy az indulasi halmaza (értelmezési
tartomanya) és az érkezési halmaza (értékkészlete) két kiilonbo6z6 halmaz, igy
nem kézzel foghato, mi a kiilonbség az indulési és érkezési értékek kozott. Ezért
célszertiien a vektorizalt széthasitdsokat hasonlitjuk Gssze az el6zek szerint atha-
zéssal kombinélva, hiszen akkor a transzformécios szabalyra I x E, — I x E,
leképezést kapunk.

Legyen (t,q) és (t',q’) ugyanannak a téridépontnak a vektorizalt széthasi-
tott alakja az (u, o) illetve az (u’, o) tehetetlenségi megfigyels szerint, ez utobbi
athtzva wv-ra. Ekkor

(t/a q,) = (17 BHU’)hu,O’ (h;,z(ta q))

Az el6z6ekbd] nyilvanvalo szamolast mell6zve a tg := —u’ - (0 — 0') és qp =
o, - (0 —0') jelolésekkel azt kapjuk, hogy

t'=r(v)(t-v-q+t, q=r(v)JI(V) q-tv)+a,

ami a jol ismert ugynevezett inhomogén Lorentz-transzformacios szabaly.

Ez atmegy a (vektori) Lorentz-transzformacios szabalyba, ha a két megfi-
gyel§ ugyanazt a téridé-kezdGpontot valasztja (o = o), ami megfelel annak,
hogy a két megfigyel6 tgy valaszt idé-kezdSpontot és origot, hogy azok egyiitte-
sen egybeesnek: to N gy =ty N qf)-

Jol jegyezziik meg:

— az inhomogén Lorentz-transzformacios szabaly affin leképezés, és az affin
térids kiilonféle széthasitasainak Ssszehasonlitdsara szolgél,

— a Lorentz-transzformécios szabaly linearis leképzés, és térids-vektorok
széthasitasainak 6sszehsonlitasara szolgal.

10.10. Transzformacidk és transzformaciés szabalyok

A nemrelativisztikus téridémodellben az egyetlen térszerii altér minden Galilei-
transzforméciora invariéns; itt viszont nincs olyan haromdimenzioés altér, amely
invarians volna minden Lorentz-transzformaciora. Ezért a Lorentz-transzforma-
ciok széthasitott alakja altalaban joval bonyolultabb, mint a Galilei-transzforma-
cioké.

Az (10.45) meghatarozasbol kénnyen szarmaztathatjuk, hogy

huu’ = hu . Bu’u ' h;l,

vagyis az u'-r6l az u-ra vonatkozé vektori transzformacios szabily éppen az
u-r6l az u'-re val6 athtizasnak az u-széthasitott alakja.
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A térid6 vektorizalt széthasitasa pedig a Poincaré-transzforméaciokat az in-
homogén Lorentz-transzformacios szabalyokba viszi at.

Noha a mondottak alapjan bizonyos kapcsolat van a Poincaré-, illetve a
Lorentz-transzforméciok és az (inhomogén) Lorentz-transzformacios szabalyok
kozott, mind fogalmilag, mind matematikailag 1ényegesen kiillonboznek egymastol.
A téridészimmetridk a térid6 struktarajat tikr6zé M — M, illetve M — M
leképezések, mig a transzformécios szabélyok a megfigyelGk szerinti széthasita-
sokat Osszehasonlitoé 1 x E, — 1 x E, leképezések.

A szokasos koordinatas targyalasban a transzformécios szabalyok és a térids-
szimmetriak dsszemosodnak, mert mind az R x R? ugyanolyan transzformacioi.
Ez olykor fogalmi zavarhoz vezet, amint arra mar a nemrelativisztikus esetben
felhivtuk a figyelmet.

Az irodalomban taldlhato utalas arra, hogy két kiilonb6z6 dolog jelenik meg
ugyanabban a forméban, ezért szokés aktiv és passziv transzformaciokrol beszél-
ni, az el6bbin a tériddszimmetridkat értve, az utdbbin a transzforméciés szabé-
lyokat.

10.11. Standard koordinatazasok

Az id6tartamokat gy jellemezziik szamokkal, hogy egy valasztott s € IT id6-
egység (szekundum) szamszorosaiként adjuk meg 6ket; formulaban, az idgtar-
tamok koordinatézasa
t
I - R, t— —.
S
Most a tavolsagokat is idGtartamokkal mérjiik (egy tehetetlenségi megfigyels
két térpontja kozotti tavolsag a fény oda-vissza utja idStartamanak a fele). Az
u tehetetlenségi megfigyelS a térvektorait gy jellemzi szamhéarmasokkal, hogy
valaszt E,-ban e, es, e3 egymésra merdleges, ,,jobb sodrasi”, s hosszusagiu vek-
torokat, azaz egy pozitivan irdanyitott, s-re normélt ortogonalis bazist, és veszi
a vektoroknak az erre vonatkoz6 koordinatait:

e - e - e;s -
Eu—>R37 q'_>(1q 2CI3Q).

s2 7 g2 7 g2

Az u standard tehetetlenségi rendszer gy koordinatazza a téridévektorokat,
hogy

— széthasitja M-et a 10.7.1-ben mondottak szerint I x E,-ra,

— I-t koordinatazza s-sel,

— E,-et koordinatézza e, es, e3-mal.

Mas szdval, bevezetve az ey := su jeldlést, a téridévektorok koordinatazasa
az

M — R*, x — {x koordinatai az ey, e1, ez, e3 bazisban },

linearis bijekcio.

Tehat ha €961, 62,63 az x vektor koordinatéi, akkor x = S°_ €le;, 6s
konyen adodik, hogy
€ - X . € X

502_ 9 gz:

Jegyezziik meg, hogy a szokdsnak megfelelGen, egy vektor koordinétait fels
indexszel jeloljiik.

&2 oR (1=1,2,3).
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A térid6 koordinatazasdhoz a standard tehetetlenségi rendszer még valaszt
egy o kezd8pontot is M-ben, ennek segitségével vektorizalja a térid6t, majd
alkalmazza az el6bb leirt koordinatazast, ami végiil ezt adja:

M — R*, x — {x — o koordinatai az ey, e1, ez, €3 bazisban }.

A mondottaknak megfelelGen egy standard tehetetlenségi koordinata-
rendszer
(Sa u, er, ez, €3, 0)7

ahol s idGegység, u tehetetlenségi megfigyels, e1, es, e3 az s-re normélt pozitivan
irdnyitott ortogonalis bazis E,-ben és o vildgpont.

Visszalapozva a 10.3.2 alfejezethez, megallapithatjuk, hogy a téridének a
standard tehetetlenségi rendszer altali koordindtazasa valdjaban az aritmetikai
téridémodellre valo attérést jelenti. Azt is lathatjuk, hogy mennyi esetleges és
onkényes objektum van elrejtve az aritmetikai téridémodellben: egy megfigyeld,
a megfigyel6 standard szinkronizécioja, egy idGegység, egy ortogonalis térbézis
és egy téridé-kezdSpont.

A koordinatarendszer nemcsak a téridévektorokat, hanem a kovektorokat és
a kiilonféle tenzorokat is megfelelen koordinatakkal jeleniti meg. Példaul a k
kovektor kordinatai

(Xi ::k~ei ‘ 1= 0,1,2,3).

A kovektorok is szdmnégyesként jelennek meg koordinatédkban, és a szokas-
nak megfelel6en, hogy a kovektorok szamnégyeseit megkiilonboztessiik a vek-
torok szdmnégyeseitdl, a kovektorok koordinatait als6 indexszel jeloljiik. Most
azonban az M* = % Lorentz-azonositas miatt a kovektorok koordinatait lénye-
gében ugyanugy kapjuk, mint a vektorokét, egy elGjeltdl eltekintve a nulladik
(az id@szerti) koordinataban. Szokis beszélni egy x vektornak (£¢:i=0,1,2,3)
vektori koordinatairol (ezek maganak az x-nek a a koordinatai) és (& : i =
0,1,2,3) kovektori koordinatairol (ezek a kovektornak tekintett % koordinatéi);
ekkor &y = —¢€9, & =¢F (a=1,2,3).

Egy G € M ® M tenzor koordinatai (i,k = 1,2, 3):

GOO._eO-G-eO ok _ e - G- ey oo _ e, G- e
T 2 T e T s
Gik_ ei-G-ek
==

Egy F € M* ® M* kotenzor koordinatai (i,k = 0,1, 2, 3):

Fik:el--F~ek.

10.12. Hosszusagok és idtartamok O6sszehasonlitasa
10.12.1. Lenyomatkészités

Noha mar értelmeztiik az athuzéast fényjelek segitségével, érdemes megvizs-
galni, milyen eredményre vezet most a pillanatszerd lenyomat készitése, ame-
ly a nemrelativisztikus téridémodellben az egymashoz képest mozgo vektorok
azonositasara szolgélt. Ez az eljaras — kiilonb6z6 térpontok ugyanabban a pil-
lanatban — szinkronizaciot feltételez.
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Tekintslink egy u standard vonatkoztatési rendszert, amely pillanatszeri
lenyomatot készit az u’ tehetetlenségi megfigyels megfigyelé térvektorair6l. A
q' € Ey vektor lenyomata az a q € E,, amelyre ¢’ — q parhuzamos u’-vel
(lasd a 10.11 abrat); ez azt jelenti, hogy q a q'-nek az u’ mentén az E,-ra valo
vetiilete. Egyszerten lathato, hogy a szoban forgé vetités a

14 L2 (10.47)
—u' - u
line4ris leképezés, ugyanis u'-t a nullaba viszi, E, elemeit pedig sajat magukba;
tehat ,
q= (1 + L2 ") q. (10.48)
—u' - u

10.11. abra. Pillanatszerd lenyomat

Mindjart meglatjuk, hogy g és @' nem azonos hosszusaguak, ezért a pillanat-
szerl lenyomat készitése nem alkalmas a vektorok &thtzasara.

10.12.2. Lorentz-kontrakcid

Felhasznalva, hogy u' - ¢’ = 0, a (10.48) atalakitasaval

/
q=q'+u’ u'/q :q/+u/< 1/1 _u/>_q/:
—u - u —u'-u
= ql + ul(vuu’ : q/)a
ami szerint a lenyomat hossz-négyzete
la® = d'F* = (vuw - 4)*.

Ez a hires Lorentz-kontrakci6: ha a vektor (,rud”) meréleges a relativ
sebességre, akkor a lenyomat hossza megegyezik a vektor sajat hosszéval. Egyéb-
ként a lenyomat rovidebb; a legrévidebb akkor, ha a vektor parhuzamos a relativ
sebességgel, amikor is a lenyomat hossza a sajathossz /1 — | vy |2-szerese.

A Lorentz-kontrakciot sokszor — helyteleniil! — igy fogalmazzak meg: a moz-
g6 rud a mozgés iranyaban megrévidiil. Hangstlyozzuk: a Lorentz-kontrak-
cié nem valdsagos fizikai tény, hanem a szinkronizéci6 sajatossdgabol eredd
latszat; szorosan kapcsolddik a szinkronizacidhoz, amely, mint mar sokszor
mondtuk, nem fizikai val6sag, hanem emberi konstrukcio. Méas szinkronizacioval
mas eredményre jutunk (lasd 15.5).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a mondottak alapjan fizikai tényt nem
lehet a Lorentz-kontrakcioval magyarazni. A szokasos irodalomban talal-
hato, Lorentz-kontrakcioval magyarazott osszefiiggéseket csak akkor fogadjuk el
fizikai tényeknek, ha talalunk rajuk szinkronzaciotél mentes magyarazatot.
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10.12.3. Alagut-paradoxon

A Lorentz-kontrakcioval kapcsolatban meriilt fel az ismert alagut-paradoxon.

Ugyanis az el6bbiekben u és u’ szerepét felcserélhetjiik: az u' is ugy ,észleli”,
hogy az u vektorai megrévidiilnek.

Tekintsilink egy egyenes palyan egyenletes sebességgel halad6 vonatot, amely
alagut felé kozeledik. Az alagit sajathossza egyezzen meg a vonat sajathossza-
val.

Az alaguthoz képest mozog a vonat, ezért szerinte a vonat megrovidiil, igy
az alagut azt allitja, hogy a vonat egy ideig teljes egészében az alagutban lesz.

A vonathoz képest az alagit mozog, ezért szerinte az alagit megrovidiil, igy
a vonat azt allitja, hogy a vonat sohasem lesz teljes egészében az alagitban.

egyidejliség

vonat alagit

10.12. abra. Vonat és alagit

Ugy tudjuk feloldani az alagit és a vonat ellentmondéasat, hogy pontosan
fogalmazunk. Tekintsiik azt az eseményt, hogy a vonat eleje egybeesik az
alagut végével. Az alagut szerinti standard szinkronizacionak ugyanebben a
pillanataban a vonat vége méar tulhaladt az alagut elején. A vonat szerinti stan-
dard szinkronizaciénak ugyanebben a pillanatdban a vonat vége még nem érte
el az alagut elejét (lasd a 10.12 abrat).

Tehat mind az alagit, mind a vonat allitdsa igaz, persze két kiilonbozd
szinkronizaciéra vonatkoztatva.

Lehet, hogy valakit nem gy6z meg a fenti érvelés, és azt mondja: zarja be az
alagit a vonatot, amikor az benn van, és akkor neki lesz igaza, nem a vonatnak.
Eresszen le az alagut elején is, végén is egyszerre egy attorhetetlen csapoajtot!

Természetesen igy is be fog kovetkezni az az esemény, hogy a vonat eleje
talalkozik az alagit végével, és akkor nekiiitédve hirtelen megall. Kovetkezéskép-
pen az egész vonat meg fog allni. Hogyan? Az alagit nem akarja, hogy a vonat
Osszetorjon, ezért — fogadjuk el ezt az idealis lehet&séget — ,hirtelen, egy pillanat
alatt” megallitja (lefékezi) az egész vonatot. Amikor a vonat minden kocsija az
alagut szinkronizécioja szerint ugyanabban a pillanatban all meg, azt a vonat
agy éli meg, hogy az 6 szinkronizacidja szerint amikor a mozdony megall, az
els6 kocsi még halad elére, aztan megall az els6 kocsi, de ekkor a masodik kocsi
még halad eldre, és igy tovabb: a vonat dsszenyomodik (10.13 abra)!

Valoban, a lefékezett vonat benn van az alagtatban. A fékezéssel azonban
megsziint az alagit és a vonat szerepének a kolcsonossége, mert a vonat méar nem
tehetetlenségi, és az ilyen moédon megvalositott fékezéssel valoban megrovidiilt.
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10.13. abra. Lefékezett vonat

10.12.4. Idédilatacio

Egy tehetetlenségi megfigyel6 meg akarja mérni egy hozza képest mozgd kro-
nométer jarasat, azaz a kettyenéseinek gyakorisagat: megszdmolja, mennyit ket-
tyen a kronométer adott idGtartam alatt.

A kronométer mozog a megfigyel6hoz képest, ezért kiilonb6z6 kettyenései a
megfigyel6 kiilonbozdé térpontjaiban kévetkeznek be. Adott idStartam a megfi-
gyeld kiilonbo6z6 térpontjai kozott: ez szinkronizaciot feltételez.

Tekintsiink tehat egy u standard vonatkoztatési rendszert, amely méri az u’
abszolut sebességili kronométer jarasat.

A kronométer t’ sajatids-tartamanak megfelelé szinkronizacios idétartam a
t'u’ vektornak az u-id8szerd komponense (10.14 abra):

t/

1= [vaw]?

Ez a hires id6dilatacié: a mért idGtartam hosszabb, mint a sajatids-tartam.

10.14. dbra. Idgédilatacio

Az idédilataciot sokszor — helyteleniil! — igy fogalmazzak meg: a mozgo ora
(kronométer) jarasa lelassul. Hangstlyozzuk: az idédilatacié nem valdsa-
gos fizikai tény, hanem a szinkronizaci6 sajatossagabol eredd latszat; szorosan
kapcsolodik a szinkronizaciohoz, amely, mint mar sokszor mondtuk, nem fizikai
valosag, hanem emberi konstrukcié. Més szinkronizacioval mas eredményre ju-
tunk (lasd 15.6).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a mondottak alapjan fizikai tényt nem
lehet a id&dilatacioval magyarazni. A szokasos irodalomban talalhato, id6-
dilatacioval magyaréazott 6sszefliggéseket csak akkor fogadjuk el fizikai tényeknek,
ha talalunk rajuk szinkronzaci6tél mentes magyarazatot.
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10.12.5. Ikerparadoxon

Az idédilatacioval kapcsolatban meriilt fel az ismert ikerparadoxon.

Ugyanis az el6bbiekben u és u’ szerepét felcserélhetjik: az u' is ugy ,észleli”,
hogy az u 6rai jarnak lassabban.

Tekintsiink két ikret, Pétert és Palt, akik sziiletésiik pillanataban szétvalnak,
és két kiilonbo6z6 tehetetlen tirhajoban folytatjak életiiket.

Péter szerint Pal mozog hozza képest, és tgy taldlja, hogy amikor ¢ huszonét
éves, akkor Pal még csak husz éves: Pal fiatalabb, mint Péter.

P4l szerint Péter mozog hozza képest, és ugy talélja, hogy amikor 6 huszondt
éves, akkor Péter még csak hisz éves: Péter fiatalabb, mint P4l

Az ellentmondas feloldasa abban &ll, hogy az ,amikor ..., akkor ...” a két
esetben két kiilonbo6z6 szinkronizaciora vonatkozik.

Lehet, hogy valakit nem gy6z meg ez az érvelés, és azt mondja: lassuk,
melyikiik lesz 6regebb a két iker koziil, ha talalkoznak.

Azonban ha mindkett6 marad tehetetlen, akkor sohasem talalkoznak.

Ha ugy talalkoznak, hogy Péter megy Palhoz, azaz Pal marad tehetetlenségi,
akkor Péter lesz fiatalabb, mert tudjuk, hogy két esemény kozott a tehetetlenségi
id6 a leghosszabb; ellenkezd esetben Pal lesz a fiatalabb. De az is lehet, hogy
egyik sem marad tehetetlenségi, és éppen tgy, hogy ugyanolyan idGsek lesznek
a talalkozasukkor.

Felmeriilhet valakiben a kérdés, hogyan értesiilhet arrol Péter (Pal), hogy
amikor ¢ huszonot éves, akkor Pal (Péter) még csak hisz éves, hiszen messze-
messze vannak egymastél egy-egy tirhajoban. Nos, radidiizenetekkel kapcsolat-
ban allhatnak egyméassal. Péter (Pal), amikor 6 tiz éves, radion elkiildi a kérdést:
hany éves vagy? Amint Pal (Péter) megkapja az iizenetet, valaszol: husz éves
vagyok. Ez a vélasz akkor érkezik vissza Péterhez (Palhoz), amikor 6 negyven
éves. Ebbdl kiszamitja: a radiojelek oda-vissza harminc évig haladtak, ,nyil-
van” tizenotot oda, tizenotot vissza, tehat azzal egyidében, amikor a testvérem
valaszolt, akkor én huszondt éves voltam.

Lathatjuk, hogy az egyidejiség ilyen kiszamitasi modja pontosan a standard
szinkronizaciot eredményezi.

10.13. Derivaltak

Tekintsiink egy f : M — R differencialhaté fliggvényt. Mint ismeretes (lasd a
matematikai mellékletet), egy = pontban a derivaltja Df(z) : M — R linearis
leképezés, vagyis az M* eleme. Ezt a kovektort az u standard tehetetlenségi
rendszer széthasitja a

(Df(x)) - u=: Duf(z),

u-idGszertd komponensre és

(Df(@)|e, = Vuf(z)

u-térszerii komponensre, amelyeknek kozvetlen értelem is adhat6é hasonlokép-
pen, mint a nemrelativisztikus esetben.

Szikitsiik le f-et az z-en athaladd u-vezette egyenesre, azaz tekintsiik az
I - R, t— f(z+tu) fliggvényt. Ennek a derivaltja a kompoziciok derivalasanak
szabélya szerint Df(z) - u.
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Sziikitsiik le f-et az x-en athaladé E,-vezette hipersikra, azaz tekintsiik az
E, — R, g~ f(x+q) fiiggvényt. Ennek a derivaltja a kompoziciok derivalasa-
nak szabalya szerint (Df(z))|g,-

Ezeknek megfeleléen Dy, f-et az f u-idGszerd derivaltjanak hivjuk, V, f-et
pedig az f u-térszerid derivaltjanak.

Ha a téridét koordinatazzuk, R* — R, (£9,¢&1,€2,€3) — f(§0,§17§2,§3) =
f(oJrZi:o ¢*ey,) formaban adjuk meg a fiiggvényt, és ekkor 9y, f (€9, €1, €2, €3) =
Df(o+ Zi:o ¢*ey)- ey, vagyis a parcialis derivaltak a D f koordinatai. A szokas-
nak megfelelGen, az egyszertiség kedvéért egy kis pongyolasidggal elhagyjuk a
kalapot” és azt irjuk, hogy

Df koordinatai Opf (k=0,1,2,3).

Vilagos, hogy a nulladik parcialis derivalt az u-idGszert derivalt koordin&tazott
alakja, a tobbi parcidlis derivalt pedig az u-térszerd derivalt koordinatazott
alakja.

A D differencialas altalaban szimbolikus kovektorként foghato fel, amelynek
széthasitott alakja (Dy, Vy) := (u-D, oy - D).

Példaul egy J : M — M vektormez6 DJ derivaltjanak az értékei az M @ M*
elemei. A matematikai mellékletben mondottak szerint célszertien a derivalt
helyett a transzponaltjat fogjuk hasznalni, amelyet D ® J alakba irunk; ennek
széthasitott formaja

koordinatakban 0;J* (i,k = 0,1,2,3).
(D ® J)(x)-nek vehetjiik a nyomat (lasd a matematikai mellékletet), igy
értelmezziik a J divergenciajat:

(D J)(x) = Tr(D ® J (=),
széthasitassal
D-J=Dy(—u-J)+Vy,- (oy-J),

ami koordinatakban Ei:o O J*.

A jobb attekinthetség kedvéért vezessiik be a ~ jelet a széthasitott, illetve
a koordinatazott alakban valé megjelenitésre. A koordinata-indexek mindig a
0,1,2,3 értéken futnak végig, és egy formuldban az azonos also-felsé indexre
Osszegezni kell 0-t6l 3-ig. Tehat ha

J ~ (puaju) ~ Jka

akkor
D-J ~ Duypu+Vaju ~ J*

Egy K : M — M* kovektormezére D ® K értékei az M* @ M* elemei,

széthasitva
Du(u- K) Duloy - K)
Vulu-K) V2 (ogy-K))/’

koordinatakban 0; Ky, (i,k = 0,1,2,3).
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D ® K(z)-nek vehetjiik az antiszimmetrikus részét, igy értelmezziik a K
kiils6 derivaltjat:
DANK:=D®K — (D® K)*,

ami széthasitva
(Vu(u-K) —Dy(oy-K),Vu A (o4 K))),

koordinatakban pedig Oy K; — 0; K.
Az elébbi attekintéssel: ha

K ~ (_Vu;Au) ~ Kk7
akkor
DANK ~ ((_vuVu _Du 'Auavu/\Au)) ~ 8kKi _aiKk~

Jegyezzik meg jol: noha eredetileg vektormezdnek nincs kilsd derivdltja,
kovektormezdnek pedig nincs divergencidja, a vektorok és kovektorok Lorentz-
azonositdsa miatt beszélhetiink vektormezd kiilsé derivdltjdrol és kovektormezd
divergencidjdrol.

Teljesen hasonléan, egy G : M — M A M antiszimmetrikus tenzormezének
van divergenciaja, amelynek az értékei M-ben vannak; ha

G ~ (DuwH.) ~ G*,

akkor
D-G ~ (Vy-Dy-DyD,+V, H,) ~ 3G*

Egy F : M — M A M antiszimmetrikus kotenzormezének van D A F kiils6
derivaltja, amelynek az értékei M* A M* A M*-ban vannak; ha

F ~ ((Em Bu)) ~  Fy,
akkor
DANF ~ (((Vu NEy;+DyBy, Vy /\Bu))) ~ 6]sz +8ij7; +(97;ij,

ahol a ((( ) zarojel azt jelenti, hogy a benne foglalt két mennyiség mar meghaté-
rozza az egész harmadrendd antiszimmetrikus tenzort.

A tenzorok és kotenzorok Lorentz-azonositdsa miatt antiszimmetrikus ten-
zornak is tekinthetjik a kilsd derivdltjat és kotenzornak is tekinthetjik a diver-
gencidjadt.

11. A pontmechanika alapjai a téridémodellben

A legegyszeriibb fizikai elmélet, a pontmechanika attekintése egyrészt kitiing
lehet@séget ad, hogy jobban megértsiik és elmélyitsiik a téridémodellrsl szer-
zett tudasunkat, mésrészt igen jol mutatja a lényeges (fizikai tartalommal bird)
eltérést a nemrelativisztikus és a relativisztikus elmélet kozott.
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11.1. Vilagvonal-fiiggvények

Nemrelativisztikusan egy vildgvonalat természetes médon paraméterezhettiink
az abszolut idével. Itt erre nincs lehetGség, azonban mégis adhatunk természetes
paraméterezést a sajatidével.

Rogzitsiik a C vildgvonal egy xy elemét; ekkor a C minden x pontjahoz
hozzarendelve az xo-t0l x-ig eltelt tc(zo,x) sajatidst (lasd 10.1.5), kapjuk a
C vilagvonal xg-boél indulé sajatids-fliggvényét.

AC = I, x — te(wo,z) sajdtidd-fiigguény injektiv, az inverze, amelyet
jelélyink r-rel, az 1-b6l az M-be képezd folytonosan differencidlhats fiiggvény, és
bdrmely p eldrehalado paraméterezés esetén

plp~"(2))

= e @) (11:49)

A C)
ahol | | a pszeudohosszat jelenti.

Legyen p a C el6rehaladé paraméterezése, p(0) = zo. Ekkor az
a
R — 1, a— X(a):= / |p(b)])db
0

fiiggvény bevezetésével X o p~ ! a szoban forgo sajatids-fiiggvény. Az integralszamitas jol ismert
eredménye szerint X folytonosan differencialhato, és X (a) = P(p(a)) > 0 minden a-ra. Ez azt je-
lenti, hogy X szigortian monoton né (tehat injektiv), az inverze szintén folytonosan differencialhato,
L szintén injektiv

és (X 1y= ﬁ Ezért a sajatidéfiiggvény is injektiv, és inverze r := po X

és folytonosan differencialhat6, és a mondottakboél kévetkezSen igaz a fenti Gsszefliggés.

Gorbét persze nem csak valés szamokkal, hanem mértékegyenesek elemeivel
is paraméterezhetiink; azt mondhatjuk, hogy r a C (elérehalad6) paraméterezése,
amelyet sajatidG-paraméterezésnek hivunk. r(t) tehat az a pontja a vilagvo-
nalnak, ameddig t id6 telt el a vildgvonalon a kiindulasul valasztott zg-to6l
szamitva.

A (11.49) szerint |7(s)| = 1, vagyis 7 értéke minden sajatidg-pillananatban
abszolut sebesség.

Vilagvonal-fiiggvénynek neveziink minden olyan (elég sokszor differen-
cidlhato) r : T — M fiigvényt, amely derivaltjanak az értéke mindeniitt a V(1)
eleme.

Nyilvanvald, hogy egy vilagvonal-fiiggvény értékkészlete vilagvonal, és min-
den vildgvonal meghataroz tobb vilagvonal-fliggvényt, amelyek azonban csak a
valtozo-értékeik eltolasdban kiilonboznek egymaéstol: ha ry és ro értékkészlete
ugyanaz a vilagvonal, akkor van oilyan sy € I, hogy r2(s) = r1(s + sp).-

Minthogy egy r vilagvonal-fiiggvényre 7(s) - (s) = —1, azonnal adodik az
#(s) abszolat gyorsulésra, hogy

vagyis
Eis)

Il
az abszolut gyorsulds mindig térszert, a pillanatnyi gyorsulasérték Lorentz-
ortogonélis az aktualis abszolut sebességértékre. Tehat az u abszolit sebesség-
hez tartoz6 abszolut gyorsulasok Gsszessége

E,

I®I

7(s) €
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haromdimenziés euklideszi tér. Ellentétben tehat az abszolit sebességekkel,
van nulla abszolut gyorsulas, értelmes az abszolut gyorsulas nagysaga, értelmes
azonos abszolit sebességhez tartozo két abszolut gyorsulas bezarta szog (viszont
nem feltétlentil értelmes két kiilonboz6 sebességhez tartozo gyorsulas esetén).

11.2. Mozgasok
11.2.1. Standard relativ sebességek

Egy u standard tehetetlenségi rendszer egy anyagi pontot (egy vildgvonalat)
megfigyelve ,mozgast észlel”, amelyet tgy ir le, hogy egy ¢ u-pillanathoz (E,
vezette hipersikhoz) azt az u-térpontot (u vezette egyenest) rendeli, amelyik a ¢
u-pillanatban talalkozik a vilagvonallal. Az r vilagvonal-fiiggvénynek megfelelg
standard u-mozgas tehat

I, — Ey, ¢+ ry(t) :=oyu(tNRanr)).

our(s(t))

11.1. Abra. Mozgés leirasa

Ahhoz, hogy ezt a fliggvényt jol tudjuk kezelni, meg kell adnunk a kapcso-
latot a vilagvonal sajatideje — az r valtozoja — és a rendszerid6 — r, valtozoja —
kozott.

Ezt a kapcsolatot az a fliggvény irja le, amely az s sajatidé-pillanathoz azt
az u-pillanatot (E,-vezette hipersikot) rendeli, amely tartalmazza r(s)-et:

t(s) :=1r(s) + Ey = 1u(r(s)).
Erre (10.41) alapjan

dt(s)
= Tu-i(s) = —u-i(s) > 1
P Ty 7(8) u-7r(s) >
teljesiil, tehat szigorian monoton névekszik (injektiv); az s(t)-vel jelolt inverzére
ds(t) 1

(11.50)

dt — —u-7(s(t))
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all fonn. Ezek szerint tehat
t NRanr = r(s(t)).
Az anyagi pont standard relativ sebessége az u-ra vonatkozoan

dry(t)  doyu(r(s(t))  ou-7(s(t))

dt dt —u-7(s(t))

_ (:T _ u> (s(t)).

Ez altalanossagban is igazolja a tehetetlen mozgasokra a 10.6.3 pontban
kapott eredményiinket, amely szerint az u’ abszolit sebességnek az u-ra vonat-
kozo6 relativ sebessége a

mennyiség.

11.2.2. Relativ gyorsulasok

A tovabbiakban gyakran talalkozunk olyan fiiggvényekkel, amelyek a rendszer-
id6tol a sajatids kozbevetésével fliggnek. Hogy ne kelljen terjedelmes formulakat
irnunk, ezt egyszeriien egy e jellel jeloljiik. Ha f a sajatidétsl fliggs akarmi-
lyen érteki fliggvény, akkor fe a rendszeridéstdl fiigg: (fe)(t) = f(s(t)). A
sajatid6 szerinti derivaltat ponttal, a rendszeridé szerinti derivaltat vesszével
fogjuk jelolni. Tehat a (11.50) Osszefiiggés alapjan

(f.)/ = (—jr) o .

Megismételve korabbi eredményiinket ezekkel a jelolésekkel, az r vilagvonal-
nak megfelel6 u-relativ sebesség

, 7
Ty = - —U)e®=Vy,e.
—u-r

Tovabba felidézziik az (10.30) Osszefiiggést a megfelels forméaban:

(cur) = (11.51)

\/1 - |V7;u|2

Igy az u-relativ gyorsulas

o=+ )

Adjunk a bels6 zarojelben #-hoz (u - #*)u-t, a méasodik tagbol pedig vonjunk
ki ugyanennyit; az 7 - 7 = 0 egyenl&ség miatt u- ¥ = —v;y, - ¥, ezért azt kapjuk,
hogy

re=((1- Vvi)(1 = vig ® vr-u)au~7'”') o,
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amibdl viszont egyszertien addédik, hogy

1 QT
e — 1 u u //.
ot = i (U )

Latjuk, ellentétben a nemrelativisztikus esettel, a relativ gyorsulds messze
nem azonos az abszolut gyorsuldssall Ami nem is megleps, ha figyelembe

vessziik, hogy az u-relativ gyorsulas minden u-pillanatban az £t altérben van,

I®I
E;(s) .
ot altérben.

viszont az abszolut gyorsulés a s sajatidé-pillanatban az

11.3. Abszoluat Newton-egyenlet

11.3.1. A tdomeg mértékegyenese

1
DRD
ban itt aD =1 a 2,99...10%m := s azonositéassal, végiil is a tomeg mértékegye-
neseként % = II* szerepel konyviinkben, amely szerint

Mint nemrelativisztikusan, a tomeg mértékegyeneséiil valaszthatjuk -t; azon-

1
kg = 8,47...10°°=.
S

Ez a valasztés a gyakorlatban szokatlan, de az elvi megfogalmazasokban nagy-
ban egyszertsiti a képleteket.

11.3.2. Abszolut ersk

2099

Az abszolut Newton-egyenletet ,tomegx abszolut gyorsulas = abszolat erd” for-
maban fogadjuk el, ahol az abszolut erg a térid6pontoktoél és az abszolut sebessé-
gektdl fiigghet.
Minthogy a ,tomegxabszolit gyorsulas” értékei a £ ® % = WI\I/I@I vektortér-
ben vannak, az abszolut erdt
M M*

I[®I®I I

f:Mxv(l)—

alaku fiiggvénnyel irhatjuk le.
Tehat az f abszolut er§ hatasa alatt létezd m tomegti anyagi pont vilagvonal-
fliggvényét az
(z:1T—M)? mi = f(z, ) (11.52)

masodrendd differencidlegyenlet, az abszoltt Newton-egyenlet hatarozza meg.

Nemrelativisztikusan az abszolit er§ haromdimenziés E vektortérbe képez,
értékei abszolut térszertiek. Itt viszont az abszolit erd négydimenzids vek-
tortérbe, M-be képez; értékei mégis ,haromdimenzidsak” és térszertiek. Ugyanis
az abszolut gyorsulds Lorentz-ortogonalis az abszolit sebességre, ezért az eré
eleget kell, hogy tegyen az

f(z,2)- =0

egyenlGségnek, vagyis az & abszolut sebességnél az értékei i-térszertiek, méas
szoval az gitg-ben vannak.

A Newton-egyenlet masodrendii kézonséges differencidlegyenlet; egyértelmd
megoldasahoz kezdeti értékként — egymaéstol fliggetleniil — a tomegpont térids-

helyzetét és abszolut sebességét kell megadni. Ezért, ha tehat ¢ — r(t) a
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Newton-egyenlet megoldasa, akkor célszerd (a szokasnak megfelelgen) a tomeg-
pont folyamatanak az (r,r) part tekinteni, hiszen ennek egyetlen idépontbeli
értéke méar meghatarozza az egész fiiggvényt.

A tomegpont fejlédési tere az a halmaz, amelyben a folyamatok az értékeiket
felvehetik, tehat M x V(1).

A tovabbiakban azt a célszer( (a szokasnak megfelel§) megallapodast kovetjiik,
hogy

— a fejlédési tér elemeit (z,) alakban irjuk, mert a Newton-egyenletben
igy szerepelnek (de mint fiiggvény-valtozonak i-nak eleve semmi koze x-hez,
egy akarmilyen abszolat sebességet jelol!)

— egy akirmilyen (jabsztrakt”) folyamatot, tehat egy idéfiiggvényt is (z, &)
jelol,

— egy konkrét folyamatot (r,7)) jelol.

Mint ismeretes, kiilonleges szerepet jatszanak a potencialos erék. Egy po-
tencial

K:M— M*

kétszer differencidlhatod fiiggvény. A potencidlnak megfelel6 mezGerGsség a
potencial kiilsg derivaltja,
F.=DAK,

és az ez altal meghatarozott eré

f(z,z):=F(x) - &.

11.4. Impulzusok

Kérjiik az olvasot, hogy a most kévetkezGknek a jo megértéséhez lapozzon vissza
a 6.4 alfejezethez.
Tekintsiink egy m tomegi anyagi pontot, amelynek az abszolut sebessége .
Elfogadjuk az

sabszolut impulzus = témegxabszolut sebesség” (mi)
meghatéarozast. Mivel

,abszolut impulzus sajatidé-derivaltja = témegx abszolut gyorsulas”

((m&) = mi),

az abszolut Newton-egyenlet kétféleképp is megfogalmazhato:
,abszolut impulzus sajatidé-derivaltja = abszolut ers”,
,t0megxabszolit gyorsulas = abszolut erd”.

Vegyiink egy u standard tehetetlenségi rendszert. Azt talaljuk, hogy (az
alabbiakban az egyszertiség kedvéért és a félreérthetdség veszélye nélkiil elhagyva
a e jelet)

Lt0megx u-relativ sebesség” (Mmvgy)

és

abszolut impulzus u-térszerti komponense” | oy, - (mi) = — 2w
7 1_‘V:iu|2 ’
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nem egyenlSk egymaéssal, ellentétben a nemrelativisztikus esettel. Kérdés tehat,
melyiket fogadjuk el u-relativ impulzusként. Az elmélet erre nem tud valaszolni.
Tapasztalati tények tamasztjak ala, hogy a helyes dontés:

,u-relativ impulzus := abszolit impulzus u-térszert komponense”.

Tovabbéa

,SH0megx u-relativ gyorsulas” (m ((x + %) (U,Z)Q))

és

,u-relativ impulzus u-idéderivaltja” ((a‘u . (m:b))/ =moy- xﬁ)
nem egyenlSk egymaéssal, ellentétben a nemrelativisztikus esettel. Kérdés tehat,
melyiket fogadjuk el a relativ Newton-egyenlet ,bal oldalan” all6 mennyiségnek.
Az elmélet erre sem tud valaszolni. Tapasztalati tények tamasztjak ala, hogy a

helyes dontés: az u-relativ Newton egyenlet
,u-relativ impulzus idéderivéaltja = u-relativ erd”.

alaku.

11.5. Relativ Newton-egyenlet
11.5.1. Ertelmezés

Egy u standard tehetetlenségi rendszer az r vilagvonalii anyagi pont létezését
mozgasnak észleli, a mozgast az ry : Iy — Eyu, t — oy(r(s(t))) fiiggvénnyel
irja le, ahol t — s(t) az anyagi pont sajatideje a rendszeridé fiigvényében (lasd
11.2.1). Ez a mozgas egy relativ Newton-egyenletnek tesz eleget, amelyet az
el6z6 alfejezetben mondottak alapjan ,relativ imulzus idéderivaltja=relativ ers”
formajunak fogunk fel.

Az u-relativ eré fiigghet az u-idépontoktol, az u-térpontoktodl és az u-relativ
sebességektdl; az u-relativ impulzust megadhatjuk az wu-relativ sebességgel

m(i+u(u'f))—m(_“'i)(—j-a's_u) :ﬁ

szerint, tehat az u-relativ Newton egyenlet

mq'

/1_ Iq/|2

alakt méasodrendd differencialegyenlet.
Elvégezve a differencialast, a bal oldalt igy irhatjuk:

(¢: Iy = Ey)? ( > = fu(t,q,q")

m qd®q ) "
— |1+ — .
V1-—]q? ( 1—|q'] I

Ebbdl latszik az a fontos tény, hogy ellentétben a nemrelativisztikus esettel,
a relativ gyorsulas nem parhuzamos a relativ erdvel.
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11.5.2. Relativ erdk

Ellentétben a nemrelativisztikus esettel, a relativ er6 nem csak abban tér el az
abszolut er6t6l, hogy az abszolut valtozokat a relativokkal kell kifejezni.
Figyelembe véve a relativ impulzus

(o mije) = (a1 )

—u-z

idéderivaltjat és az abszolit Newton-egyenletet, azt kapjuk, hogy az u-relativ

erd (au < f(x, ) Hiz) o, természetesen az abszolut valtozokat is a relativokkal

kiejezve, vagyis

fu(t,q,q') =0 -f<mq _utd V1—1q?
u Y u b 17|q,|2 b

ahol (t,q,¢') € Iy X Ey X %

Vizsgaljuk most meg, milyen az alakja az olyan relativ erének, amely poten-
cidlos abszolut erébdl szarmazik.

Idézziik fel a 10.13 alfejezet formulait a K potencialra! Legyen a

K u-széthasitott alakja (—Vy, Ay),
ekkor
F:=DAK u-széthasitott alakja (—VyVu—DuAu, VuAAy) =: (Eu, By)).
Tovabba

ou F(x) & -
—u-x —u-x

! .=0'u~F(a?)-u+0'u~F(x).< & _u);

az els6 tag épp a F u-id8szerti komponense, a masodik tagban F(z) mellett
Vig = Oy - Viy all, igy ott az F' u-térszeri komponense és az u-relativ sebesség
szerepel, tehat

on F(z) & u-széthasitott alakja E, + By - Vig.

—u-z

Felismerjiik: elektroméagneses esetben V, a skalarpotencial, A, a vektor-
potencial, E, az elektromos er6, B, - v;, a magnességbdl szarmazd Lorentz-
erS. Persze nemcsak elektromagnességre alkalmazhato a formulank, hanem més
potencialos erdkre is; ellentétben a nemrelativisztikus esettel azonban, itt a
lehet@ségek kore joval sziikebb, amint azt a kdvetkezGkben latni fogjuk.

Végezetiil megmutatjuk, hogyan lehet a relativ eré ismeretében meghatarozni
az abszolat erét. Az egyszertiiség kedvéért a kovetkezs levezetésben a valtozokat
nem irjuk ki. Az wu-relativ er6t az abszolit erébdl az

71+u®u
 —u-#

fu f

formuléval fejezhetjiik ki. Mivel

u® T

u®x
(1+ .>(1+u®u)1+ -
—u-x —u-x
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és - f =0, azt kapjuk, hogy

f=(—u-i) <1+ "m)fu:(_u-i)fﬁu@a-fu): (11.53)

—u-z

=(unf)-z, (11.54)

ahol, most méar a valtozokat is kiirva, az elején f(xx) szerepel, a végén pedig:
fu(ru(2), ou(), Viy).

11.5.3. A tOmeg szerepe

Nemrelativisztikusan ugyanaz a mennyiség jelenik meg harom kiilénb6z6 szerep-
ben:

1) m az abszolut gyorsulas szorzdjaként az abszolut Newton-egyenletben,

2) m a relativ sebesség szorzojaként a relativ impulzus eléallitasaban,

3) m a relativ gyorsulas szorzojaként a relativ Newton-egyenletben.

Ezzal szemben relativisztikusan harom kiilonb6z6 mennyiség jelenik meg
hérom kiilénb6z6 szerepben:

1) m az abszolut gyorsulas szorzdjaként az abszolut Newton-egyenletben,

2) \/ﬁ a relativ sebesség szorzojaként a relativ impulzus elGallitasaban,

m

3) Vi-lg'?
egyenletben.

Az elsére ,nyugalmi tomegként” szokéas hivatkozni, a masodikra ,mozgasi
tomegként”, a harmadikra pedig a ,longitudinalis és transzverzalis” tomeg megkii-
I6nboztetésével.

Sajnos az elnevezések eredetét altalaban nem fogalmazzak meg kristalytisztan,
ezért fogalmi zavarokat okozhatnak.

Az a legjobb, ha csak az els§ szerepldt illetjiik a tomeg szoval. A masodik
szereplének van jobb (egyébként szintén szokésos) neve: relativ energia (lasd a
11.7 alfejezetet). A harmadik szereplére meg nincs is igazan sziikségiink, akar
el se nevezziik.

/ !
(1 + 1(1_%1‘,1‘2) a relativ gyorsulas ,szorzojaként” a relativ Newton-

11.6. Néhany konkrét abszolat erd

A nemrelativisztikus esetben igen jol targyalhato és a gyakorlatban fontos ab-
szolut eréknek legtobb esetben nincs relativisztikus megfelelGje. Az ok: az ab-
szolit erének mindig Lorentz-ortogonalisnak kell lennie az aktuélius abszolut
sebességre.

11.6.1. A legegyszertibb specialis esetek

a) Nincs sebesség-fliggetlen abszolut erd, specialisan nincs csak idétél fliggd
abszolat erd, nincs allando abszolut erd.

Az persze el6fordulhat, hogy egy u standard tehetetlenségi rendszer szerinti
relativ erd a fenti tulajdonsagok valamelyikével rendelkezik. Ekkor a (11.53)
Osszefiiggést hasznalva allithatjuk els az abszolut erét.

Példaul: ha az u-relativ er6 a g € ETZ allando, akkor az abszolut erd (11.53)
alapjan

f(z, &) =(ung)-i.



144 V. ABSZOLUT FENYTERJEDES

Ez az er6 potencialos, potencialja
K(z)=g-(xr—o0)u

tetszoleges o € M esetén. Figyelembe véve, hogy —u = 7, ésitt g - (z —0) =
g - (ou(z — 0)), egyezést talalunk a nemrelativisztikus (6.21) képlettel.
b) Az u.-sztatikus abszolut eré a nemrelativisztikus esettel megegyezGen
értelmezhetd:
f(z,2) = f(x + tue, &)
teljesiil minden t € I esetén. Ezzel egyenértéki: van olyan h: E, x V(1) — l\f{
fliggvény és o € M, hogy

f(x,2) = h(oy, - (x — 0), ).

11.6.2. Centralis ersk

Altalaban nincsenck centralis erk sem, mivel nincs egyértelmien az z téridépont-
tal egyidejli pontja a centrumnak.

Kivételt képeznek azok az esetek, amikor a centrum vilagvonala egyenes,
u, abszolut sebességgel. Ekkor azt fogadjuk el, hogy az u.-eré olyan formaju,
mint a nemrelativisztikus: a centrum ¢, (nyugvo) helyzetével az u. megfigyels
terében

fo.(t,0,4") = allg — ol )(q — qo)-

Ekkor, ha o a g, tetsz6leges villanata, azaz g, = o+ lu,., — lévén (z + Lu.) —
(o+1Tu) =0y, - (x—0)és oy, - (x—0) ANu. = (z — 0) A u, — az abszolit erd

f(z,i) = a(|loy, - (x—0)])(uc A (z — 0)) .
Ez az erd potencialos, potencialja
K(z) = b(low, - (z —o)|)uc,

ahol %f) = a(§)¢. Figyelembe véve, hogy —u. = T,,, ez esetben is egyezést

talalunk a megfelels nemrelativisztikus formulaval (lasd (6.22)).

11.7. Mozgasi energia és teljesitmény

Lattuk, a relativ impulzussal és a relativ Newton-egyenlettel kapcsolatban don-
teniink kellett lehetéségek kozott. Most egy hasonld dontés az, hogy elfogadjuk
— a nemrelativisztikus eset mintajara —, hogy a relativ teljesitmény a relativ
erd és a relativ sebesség szorzata.

A rovidség kedvéért a kovetkezd formulaban nem irjuk ki sem a relativ erd,
sem az abszolit erd valtozoit. Tehét az f erének az u-relativ teljesitménye

(fu- Viu)® = <f+_1;(.uj; f) (_;fx - u>> o= <:Zi> o,  (11.55)

ami nem mas, mint a kovektornak tekintett eré u-idGszerti komponensének a
negativja, a relativisztikus faktor reciprokaval sulyozva. Kérjiik az olvasot, vesse
ezt egybe a 6.7 alfejezetben mondottakkal.
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Tovabb alakitva eredményiinket

!
(2o (2o i - (2
—u-z —u-z 1 — [vial?

Szokés ennek alapjan az utolso el6tti, illetve az utols6 egyenldség zarojelében
levé mennyiséget a relativ energidval azonositani, hiszen az idGderivéltja a re-
lativ teljesitmény. Ez azonban nem helytalld, hiszen akarmilyen konstanst hoz-
zéadva is az idéderivalt ugyanaz. Tovabba pontosabban nem a relativ energia,
hanem a relativ mozgési energia idéderivaltja a relativ teljesitmény mint a re-
lativ erd és relativ sebesség szorzata. Tehat olyan mennyiséget kell venniink a
zardjel alatt, amely elttinik a zérus relativ sebesség mellett.

Ezért azt fogadhatjuk el j6 szivvel, hogy

. m
m(—u-3)—m=——-=-m
1-— ‘Vz'u|2
az u-mozgasi energia. Annal inkabb is, mert 1-nél (vagyis a fénygyorsasagnal)
joval kisebb relativ sebesség esetén — amint a gyokvonas sorfejtésébdl latszik —
ez kozelitSleg m|viy|?/2, ami a nemrelativisztikus esetbdl jol ismert.

Mindazonaltal az
m

\/ 1-— ‘Viu|2

mennyiség felfoghaté u-relativ energianak, de az eddigiekbsl ez még nem
kovetkezik; viszont részecskék bomlasanak és egyesiilésének, fényrészecskék (foto-
nok) kibocsatasanak leirasa egyértelmden indokolja, amit kés6bb néhany példa-
val illusztralunk.

m(—u-z) =

11.8. Megmaradasi tételek
11.8.1. Nincs hatas-ellenhatas

Két egymassal nem érintkezd anyagi pont kdlesénhatésat, a nemrelativisztikus
esettel ellentétben, nem tudjuk erékkel leirni: nem lévén abszolat idépont, nincs
értelme a pillanatszertiségnek; méas széval, nincsenek téavolhatd erdsk.

A Kkolcsonhatas pillanatszertisége helyett most azt képzeljiik el, hogy az
egyik anyagi pont ,kil6tt pici részecskékkel bombézva” hat a maésikra, és vi-
szont. Vagyis a tomegpontok kolcsonhatasa a tomegpontoknak és a ,kolcson-
hatast szallito részecskéknek” az litkozése révén valosul meg. Természetesen az
is lehetséges, hogy maguk a tomegpontok iitkdznek egymassal.

11.8.2. Utkdzések

Alapvetd fizikai tényként fogadjuk el az abszolit impulzus megmaradésat min-
denféle titk6zésben.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a két tomegpont taldlkozik és egyesiil-
nek (teljesen rugalmatlanul iitkoznek). Legyen a tomegiik m; és mo, talalkozasi
abszolut sebességiik u; és us, és legyen az egyesiilésiikbél keletkezett anyagi
pont tomege mg, abszolut sebessége usz. Alapfeltevésiink, az 6ssz abszolut
impulzus megmaradasa szerint tehat

miu] + mols = Mms3us.



146 V. ABSZOLUT FENYTERJEDES

Ennek barmely u-térszerti komponense az u-relativ impulzus megmarada-
sat eredményezi:

my (ur + u(u- wy)) + me(u + u(u- u)) = mg(us + u(u- us)),

ami a relativ sebességekkel kifejezve
mMi1Vuu + mMa2Vusu _ M3 Vusu
\/1_|Vu1u|2 \/1_|Vu2u|2 \/1_ | Vit ul

Természetesen az u-iddszert komponensek Gsszessége is megmarad; megelGle-
gezve az elnevezés jogossagit, ez az u-relativ energia megmaradasa:

mi(—u-ur) + me(—u-up) = mg(—u- us),

ami a relativ sebességekkel kifejezve
mi + ma _ ms3
\/1_|Vu1U|2 \/1_|VH2H|2 \/1_ |VU3u|2.

Vegyiik e legutobbi formulaban us-at az u szerepére (tekintsiik azt a stan-
dard tehetetlenségi rendszert, amelyhez képest a keletkezett részecske nyugszik).
Ekkor

mi ma

+ =
\/1_|VU1H3|2 \/1_|VU2U3‘2

a bal oldalon a tomegek melletti szorzé nagyobb 1-nél — ha u; és us nem egyenld
us-mal (és ez az igazi litk6zés) —, tehat

ms;

mi1 + mo < Ms3.

A tomeg nem marad meg, megnd az egyesiiléses iitkbzésben.
Ahhoz a megfigyel6hoz viszonyitva, amelyhez képest a keletkezett részecske
nyugszik, a tomegpontok mozgasi energidja az iitkozés elGtt

mq ma
i Mt A
1_‘Vu1u3| 1_‘VU2U3|

az litkozés utan 0. Ugyanugy, mint nemrelativisztikusan, az us-mozgéasi energia
az iitkozésben eltint.

Nemrelativisztikusan, tapasztalataink alapjan, bevezettiik a bels§ energia
fogalmat, amivel az Osszenergia megmaradasat értelmeztiik: az iitkozésben a
keletkezett részecske bels6 energidja megnétt, a névekmény éppen barmely u-
mozgasi energia iitkozés el6tti és litkdzés utani értékének a kiilonbsége.

Most tetsz6leges u-mozgési energia iitkozés el6tti értékének és iitkozés utani
értékének a kiilonbsége — célszertien az abszolat sebességeket hasznalva a relati-
vok helyett —

— My,

(ml(—u-ul)—m1)+(m2(—u~u2)—m2) — (mg(—U'lll)—TTL3) = mg—(ml +TTL2).

Az u-mozgasi energidk kiilonbsége a tomegnovekedés. Nemrelativisztikus
analogia alapjan azt mondhatjuk, hogy a bels§ energia szerepét itt atveszi a
tomeg, ezért elfogadjuk:

,u-relativ energia:= u-mozgési energia + tomeg =

= abszolut impulzus u-idészerti komponense.”
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11.8.3. Parkeltés

Még meggy6zbb lesz a fenti megallapitasunk, ha fényelnyelést és -kibocsatast
is figyelembe vesziink. Tapasztalati tény, hogy a fényt elnyel6 test melegszik,
a fényt kisugarzo test hiil, nemrelativisztikus szemlélettel ng, illetve csokken a
belss energiaja. Ugyancsak ismert a testre haté fénynyomas.

Relativisztikusan a fény elnyelését-kibocsatasat, visszaverését jol tudjuk tar-
gyalni anyagi pontok és fotonok {itk6zésével. Egy fotont olyan ,pici” objektum-
nak fogunk fel, amely fény-jovészerd abszolut impulzussal rendelkezik.

Itt jegyezziik meg, hogy egy tomegpont abszolit impulzusa jovészeri vektor;
az m tomegi anyagi pont p impulzusara p - p = —m? teljesiil.

Ha k egy foton impulzusa, akkor k - k = 0, aminek alapjan azt mondhatjuk,
hogy a fotonnak nincs témege.

Egy tomegpont elnyel egy fotont: ennek abszolit impulzus-mérlege

myu; + k = mouy,
amelyet —us-vel beszorozva
my(—uz - uw) — us -k =my

adodik. Minthogy —us-u; > 1 és —us-k > 0, latjuk, hogy mo > my. Ismét arra
jutunk: fényelnyelés nemrelativisztikus szemszogbdl belsGenergia-névekedéssel
jar, relativisztikusan ezt tomegnovekedés irja le. A tomegndvekedés értéke

me — My = (ml(—uQ cuy) —ml) —uy - k.

Az uy-mozgési energia az elnyelés el6tt mq (—ug-uy) —mq, az elnyelés utén 0.
Nemrelativisztikus gondolattal azt mondanénk, hogy az elnyelés el6tti mozgési
energia plusz a foton energiaja atalakult bels§ energiava. A fenti egyenl@ség-
re tekintve a jobb oldalon az elnyelés el6tti energidkat latjuk, a bal oldalon
a tomegnovekedést; ez ismét arra utal, hogy relativisztikusan a bels§ energia
szerepét a tomeg veszi at.

Még érdekesebb az tigynevezett parkeltés: egy tomegpont elbomlik, mikézben
kisugaroz két fotont. Ennek abszolut impulzus-mérlege

mu = 1(1 + kg,
amibdl
m:fu~k17u'k2.

A tomegpont megsemmisiil, eltiinik a tomeg, keletkeznek fotonok, amelyek
viszont egy masik testen elnyel6dve novelik annak a tomegét (nemrelativisztikus
gondolattal a bels§ energiajat).

11.8.4. Toémeg és energia ekvivalenciaja?
ményérsl.
Jarjuk koriil ezt a kérdést. Osszegezve eredményeinket azt taldljuk, hogy

nemrelativisztikusan
— relativ energia= mozgési energia + bels6 energia,
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— mozgasi energia — bels6 energia névekedése,
— relativ impulzus= tomeg X relativ sebesség

all fonn, relativisztikusan pedig
— relativ energia= mozgési energia + tomeg,
— mozgasi energia — tomegnovekedés,
— relativ impulzus= relativ energia x relativ sebesség.

Az els6 két viszonylatban a bels6 energia szerepét a tomeg veszi at, a har-
madik viszonylatban a tomeg szerepét a relativ energia veszi at. Ha a szerepek
felcserél6dését ekvivalencianak neveznénk is, bajban lennénk, mert sem az nem
volna igaz, hogy a tomeg a bels6 energiaval ekvivalens, sem azt, hogy a tomeg
a relativ energiaval; arr6l nem is beszélve, hogy nincs szerepcsere az abszolut
Newton-egyenletben, ahol a tomeg jelenik meg mindkét esetben.

Mivel a tomeg mind nemrelativisztikusan, mind relativisztikusan vonatkoz-
tatasi rendszertsl fliggetlen mennyiség, és nemrelativisztikusan a bels energia
is ilyen, talan akkor fejezziik ki leghtiebben a viszonyokat, ha azt mondjuk, hogy
relativisztikusan a tomeg egyesiti magaban a nemrelativisztikus tomeg és belsé
energia fogalmat (de ez sem fedi pontosan a valdsagot).

11.9. A rakétaegyenlet

A relativisztikus rakétaegyenlet alapja ugyanaz, mint a nemrelativisztikusé: az
abszolut impulzus megmaradasa. Adva kell legyen most is a rakéta tomege,
mint a sajatidejének a fiiggvénye, m : I — I*, valamint a kidramlé anyagnak
a rakétahoz viszonyitott sebessége, mint a sajatids fiiggvénye, v : [ — %; ez
relativ sebesség, tehat ha r a rakéta vilagvonal-fiiggvénye, akkor v(s) az %
eleme, azaz 7(s) - v(s) = 0.

Orjuk fel az erémentes rakétara az abszolut impulzus megmaradasat az s
sajat-pillanat és az azt kévets s 4+ h sajat-pillanatra vonatkozoban; ellentétben
a nem-relativisztikus esettel, minthogy a tomeg nem megmaradé mennyiség,
nem allithatjuk, hogy a két pillanat kozott kidaramlo anyag mennyisége m(s) —
m(s + h); egyel6re semmi biztosat nem tudunk mondani réla azon kiviil, hogy
u(s)h + ordo(h) alaki, az abszolut sebessége pedig &% + ordo(h). Igy

tehat

7(s) + v(s)

m(s)r(s) = m(s+ h)i(s + h) + (u(s)h + ordo(h)) < T

+ ordo(h)) .

A jobb oldalhoz hozzaadva és levonva m(s)r(s + h)-t, atrendezve, elosztva
h-val és aztan tartva vele a nulldhoz, kapjuk:

m(s)7(s m(s)r(s SM:
($)7(5) +(s)7(s) + nls) s = 0

Beszorozva 7(s)-sel a
p = —iny/T- VP

eredményre jutunk. Ezért végiil is — most mar az erShatast is figyelembe véve
— a rakétaegyenlet formailag ugyanolyan lesz, mint a nemrelativisztikus:

(x: T M)? md —mv = f(z, ).
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Ezzel az egyenlettel azonban baj van: ugyanis ez a rakéta vilagvonalanak
meghatéarozasara szolgalna, viszont a v fiiggvényt csak akkor tudjuk megadni,
ha ismerjiik a rakéta r vilagvonal-fiiggvényét, hiszen v(s) Lorentz-ortogonéalis
kell legyen 7(s)-re. Ezt a nehézséget gy lehet athidalni, hogy a rakétat az in-
ditasi (kezdeti feltételnek megfelels) u tehetetlenségi megfigyels terében képzeljiik
el, ebben adjuk meg a kiaraml6é anyag sebességét, a v : I — % fliggvényt,
amit aztan Lorentz-huzassal atviszlink a rakéta pillanatnyi terébe, v(s) :=
Bi(s),u- V(s). Az igy kapott

(: T M)? mi — mBg - v =f(z,1)

egyenlet mar jol értelmezett.

12. Az elektromagnesség alapjai
a téridémodellben

Az elektromagnesség egyenleteinek — a Maxwell-egyenleteknek — alapvetd sze-
repe volt a relativitaselmélet kialakulasaban. A fény elektroméagneses jelenség.
A relativisztikus téridémodellt a fényterjedés tulajdonsagaira épitettiik. Ebben
a fejezetben meglatjuk, hogyan kiiszoboli ki a relativisztikus téridémodell az
elektromagnesség nemrelativisztikus elméletének alapvetd hidnyossagat.

12.1. Maxwell-egyenletek

A Maxwell-egyenletek megfigyelére vonatkoztatott szokasos (7.24) stb. alakja
shem tud arrdl”, hogy nemrelativisztikus vagy relativisztikus elméletben van-e
felirva.

Persze, ha most tgy néziink rajuk, hogy a relativisztikus téridében egy u
standard tehetetlenségi rendszer szerinti széthasitott mennyiségekrsl van sz,
akkor 10.8.1 és 10.13 formulai alapjan azt kapjuk, hogy

Vu+ Dy = pu,

—DuDy + Vy - Hy = ju,
Vu A Ey+ DBy = 0,
VuABy =0,

ahol

-D,:= -G u, H,=G—-—uA (G- u),

E,:=F - u, B,:=F —uA (F-u),

ahol J, G és F fizikai jelentése ugyanaz, mint nemrelativisztikusan, és az ab-
szolut Maxwell-egyenletek is ugyanolyan alakaak:

D-G=J, DAF=0. (12.56)
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12.2. A vakuum-konstitiicids relacid

Természetesen, ugyanugy, mint nemrelativisztikusan, dltalaban meg kell adnunk
az elektromagneses mennyiségek kozott egy konstiticios relaciot (dllagegyen-
letet),

G=T(F)

amely azt a fizikai tényt kivanja tiikkrozni, hogy a téridében létez6 anyag miként
befolyasolja az elektroméagneses jelenségeket.

Valodi anyag jelenlétébsl adodo konstitucios relaciorol formailag mindent
ugyanigy elmondhatunk, mint a nemrelativisztikus esetben. Lényeges a kiilonb-
ség azonban, ha a vakuumrol van sz6: most akkor is megfelel6 konstiticios
relaciot lehet felirni: eltiinik az éter értelmezésének kényszertisége.

Nevezetesen, vegyiik figyelembe, hogy most D = I, tehat a G elektroméag-
neses gerjesztés értékei %—ben vannak. Viszont az % = M* azonositas
miatt % = M* A M*, tehat a G elektromégneses gerjesztést (amely ten-
zormezd) tekinthetjiik ugyanolyan jellegi mennyiségnek, mint az F elektromag-
neses mezét (amely kotenzormezs).

Ezért az elektromégneses mennyiségek kozotti vakuumbeli konstittucios relé-
ciot vehetjiik tgy, hogy

G=F,

és gy a vakuumra vonatkozo konstittcios abszolit Maxwell-egyenletek a
D-F=J, DANF =0

alakba irhatok.

13. Nemtehetetlenségi megfigyel6k

13.1. Kozelitéleg standard lokalis szinkronizaciok

Nemtehetetlenségi megfigyel6hoz nincs standard szinkronizacié. Természetesen
most is meg lehet tenni, hogy a megfigyels egy ,kozpontjabol” fényjeleket indi-
tunk és tiikroztetjiik valahol és fogadjuk a visszavert jelet, és ezekkel a korab-
ban elmondott médon hatarozzuk meg az egyidejiiséget. Igy létre lehet hozni
szinkronizaciot, de az nem fog rendelkezni az ismert j6 tulajdonsagokkal, példéul
eléfordulhat, hogy

— a szinkronizéaci6 szerint egyideji villanatok kézott kiilonb6z6 térpontokban
kiilonb6z6 id6tartamok milnak el,

— kiilinb6z6 kozpontokbél 1étrehozott szinkronizaciok kiilonbozsk.

A Fold nemtehetetlenségi megfigyels, mégis mikor a standard szinkronizaciot
szemléltettiik, akkor Budapestrsl Debrecenbe iranyitott fényjelekrél beszéltiink,
és arra a kérdésre, vajon a Budapestrdl vezérelt és a Debrecenbdl vezérelt
szinkronizacié megegyezik-e, burkoltan igenl§ valaszt adtunk, a Foldet hall-
gatolagosan tehetetlenséginek tekintve. Most mar bevallhatjuk, hogy ez nem
helytallo. Természetesen a két varosbol vezérelt szinkronizacio eltérése elenyészd,
legalabbis a varosoktél nem tul tavol, mint ahogy elenyészé a fényjelekkel létesitett
szinkronizaci6 és a csillagok allasabol szarmazo szinkronizacié kiilonbsége.

Nem tehetetlenségi megfigyels fényjelekkel olyan szinkronizaciot tud létesiteni
barmely térpontjanak egy kornyezetében, hogy a fény egyutas sebessége az adott
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térpontban minden irdnyban ugyanaz (a fény izotrop terjedése az adott térpont-
ban); ezt az adott térponthoz tartozo kézelitSleg standard lokalis szinkro-
nizaciénak nevezziik. Ezzel a szinkronizaciéval més térpontban méar nem biz-
tos, hogy izotrép a fényterjedés, és mas térponthoz mas lehet a kozelitleg stan-
dard lokalis szinkronizaci6.

13.1. abra. Nem-tehetetlenségi szinkronizacio

A modellben az U megfigyel6 ¢ térpontjaban a kozelitSleg standard lokalis
szinkronizacié pillanatait kovetkezSképpen allitjuk els: ¢ pontjanak (vilagvon-
alnak) x villanatéval (vilagponttal) egyidejt vilagpontok legyenek az  + Ey(s)
hipersiknak az z-hez ,elég kozeli” pontjai. Mint az 13.1 dbra is mutatja, a
kiilonbo6z§ ilyen hipersikok taldlkozhatnak, ezért a meghatarozas csak a g-nak
egy kornyezetében jo. Meg lehet mutatni, hogy van olyan kérnyezet, amelyben
valéban jo.

13.2. Egyenletes forgas, forgdé megfigyel6k

Most a forgo megfigyel6krdl ejtiink néhany szot. Teljesen hasonléan, mint nem-
relativisztikusan (lasd a 8 fejezetet), az u standard rendszerben egy egyenletesen
forgd mozgés

ru(t) = ge+ "% qy  (tE€Ty)
alakd, ahol most 2 : E, — % antiszimmetrikus leképezés, tg egy tetszéleges

u-pillanat (,kezd6pillanat”), ¢. a kor kozéppontja és qo € E, a kozéppontbol a
kezddpillanatbeli helyzethez hiizott vektor. A t u-pillanatban a relativ sebesség

TI (t) =Q- e(t_tO)Q *qo = Q- (ru(t) - CIC)v

u

amelynek nagysaga |2 - qo| allando.
A (11.50)) és (11.51) képlet szerint a mozgast megadd Vilagvonal-fiiggvény
s sajatideje és a t u-id6 kozott most a

ds(t)
=/1-1Q-qgnl?
dt 122 - qof

Osszefiiggés all fenn, tehat

s(t) = /1 —|Q- qol*(t — to),

ami mutatja, hogy adott szogsebességgel nem johet 1étre kormozgas akirmilyen
nagy sugaru korpalyan, mert a gyokjel alatt pozitiv mennyiségnek kell szerepel-
nie.

A t:=1t—t, jeloléssel és a fenti Osszefiiggés

t(s) =

S

\/1—|Q"10\2
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megforditasaval nem tual nehezen kikovetkeztethetjiik, hogy a szoban forgd moz-
gast az

t(s)2

r(s)=o+ t(s)ute qQ

vildgvonal-fiiggvény eredményezi, ahol o a g. u-térpont és a t, u-pillanat altal
meghatarozott vilagpont (egyenes vilagvonal és hipersik metszéspontja; ¢. = o+
Tu), tehat az is igaz, hogy q. = o+1u = 0,4(0) és tg = 0o+ E, = 14(0). Nevezziik
ezt az o + lu kdzéppont koriil () szdgsebességgel egyenletesen forgo
vilagvonal-fiiggvénynek. Ennek abszolit sebessége az s sajatidé-pillanatban

u+Q-e!®%. qp  u+Q-oy,-(r(s)—o)
V1—1Q qol? VI=|Q-a, (r(s) —0)]2

A nemrelativisztikus formulédk mintajara ezek alapjan a tehetetlen k6zép-
pontu, egyenletesen forgdé megfigyelSt az M egy o pontjaval (a kézéppont
egy villanataval), egy u abszolut sebességgel (a kozéppont sebességével) és egy
Q:E,— % leképezéssel (a forgas szogsebességével) adhatjuk meg

i(s) =

 u+Q-oy-(r—o0)
U(x) = VI Q 0u (@0

alakban, ahol x csak olyan vilagpont lehet, amelyre a nevez6ben a gyokjel alatti
mennyiség pozitiv.

Megmutathato, hogy ez a megfigyels (megfelel§ értelmezéssel) merev.

Bar ez adodott a nemrelativisztikus egyenletesen forgd megfigyels kozvetlen
analogonjaként, merev is, de van egy kellemetlen és egy furcsa tulajdonséga.
Kellemetlen: nem globélis, azaz nincs mindenhol értelmezve. Furcsa: az u
standard rendszer szerint barmely pontjanak forgasi periodusa Qw—”, ahol w := |Q),
viszont a forgastengelytsl d < % tavolsagra lev6 pontjanak a sajatideje szerinti
peri6dusa 2U’T\/l — w?d?. Tehat minél tavolabb van egy pont a forgastengelytsl,
annal rovidebb idStartaminak ,érez” egy fordulatot; a sajatperiodus a nulldhoz
tart a tavolsag novekedésével.

Megjegyezziik, nem ez az egyetlen lehetGség egyenletesen forgd megfigyels

értelmezésére®.

(13.57)

13.3. Egyenletesen forgdé megfigyel6 szinkronizaciéi

Meg lehet mutatni®, hogy ha az eléz6ekben definialt forgd megfigyels az u-
szinkronizaciét hasznélja — nevezziik ezt kézépponti szinkronizaciénak —,
akkor a megfigyel6 kozéppontjatol d tavolsagra levs térpontjaban az ,érinté
irdnya” fény cy és c_ egyutas gyorsasaga a forgas irdnyaban, illetve azzal ellen-
tétesen,
1 1

=—) c_ = .

1+ wd 1—wd

Ugynakkor a forgd megfigyelének minden térpontjihoz meg lehet adni
a kozelitSleg standard lokalis szinkronizaciot, amely csak a szoban forgd
térpont egy kornyezetében értelmezhets, és abban a pontban — de csak abban!
— minden irdnyban a fény egyutas gyorsasiga 1.

cy (13.58)

5T. Matolcsi, Spacetime without Reference Frames (Budapest, 1993, Akadémiai Kiadé
6T. Matolcsi (1998) Foundataions of Physics 27 1865
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Emlékezziink, hogy a Foldon kétféle szinkronizaciot emlegettiink: az egyik
a csillagok allasaval, a masik fényjelekkel van meghatarozva. Az allocsillagok
testesitik meg azt a tehetetlenségi megfigyel6t, amelyben a forgo Fold kézéppont-
ja nyugszik. A csillagok allasaval megvalositott szinkronizacio tehat a kozép-
ponti szinkronizacié. A fényjelekkel meghatérozott szinkronizacié arra épil,
hogy a kibocsatas helyén a fénygyorsasag minden irdnyban ugyanaz. Ez tehat a
kozelitsleg standard lokalis szinkronizacio. A kettd elvileg lényegesen kiilonbozik
egymastol, gyakorlatilag azonban alig. Ugyanis a csillagok allasdval meghatéro-
zott szinkronizacidoban az egyenlitén a kelet felé, illetve a nyugat felé halado
fény gyorsasaga

1 1
“T1-16-10000 T 1+1,6-10-¢

14. Két tjabbkori paradoxon

14.1. Sebességosszeadasi paradoxon

Szemléletesen fogalmazva a kovetkezd eredményt szarmaztatjak a szokasos kere-
tek kozott.

Tekintsiink harom standard tehetetlenségi rendszert, Annat, Bélat és Cilit.
Mozogjon Béla Annéhoz képest vpa sebességgel, és mozogjon Cili Béldhoz
képest vop sebességgel. Ekkor Cilinek Annahoz viszonyitott vo 4 sebességére

o +7)

vea = —VeB + VBaA =: Vcp ® VBA, (14.59)
gl 7(1+a)

teljesiil, ahol

1 1

ST T Ve e ved)
(14.60)
A paradoxon” gy adodik, hogy ,nyilvanvale™ Béla vo = —vep sebességgel
mozog Cilihez képest, Anna vqp = —vp4 sebességgel Bélahoz képest; Annanak
Cilihez viszonyitott sebessége pedig vac = —voa = —(veop @ vpa). Viszont
a fenti képletet megfelelgen alkalmazva vac = vap®vpe = (—vpa)®(—vep).
Azonban egyszertien lathato, hogy altalaban —(vep®vpa) # (—vea)®(—ves),
vagy ami ugyanaz,

veB D VA # VBa © Ve, (14.61)

Térjiink 4t a szokasos jeloléseinkre. Vegyiik az u, u’ és u” standard vonatkoz-
tatasi rendszereket.
Ekkor vp 4 szerepét atveszi vy u, Vop szerepét vyry €s voa szerepét vy,

Azonnal latjuk, hogy nincs rendben a 14.59 képlet: vy, € % és vyry € EH"’

linearis kombinaci6ja &altalaban nincs benne az E]I altérben, amelynek eleme
Vu'u-
Megmutathato, hogy a fenti Osszeadasi képlet gy helyes, hogy a mésodik

sebességet athuzzuk az elsé sebesség terébe, azaz

Vu'u = Vau® Buu’ Vu'u -

"Mocanu C.I. (1992), Foundations of Physics Letters 5 443-456
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Teljesen hasonléan,
Vuu// = Vu/u// @ Bu//u/ Vuu/,

A fenti két egyenléség bal oldalara vy = —Byy Vau all fenn, azaz

Vu'u @ Buu/ Vu'u = —Buu// (Vu/u// @ Bu//u/ Vuu’) =

— ((Buuu Vu/u//) @ (Buu// Bu// u’ Vuu/)) y

az utolsd egyenlGségnél kihasznaltuk, hogy @ a szoban forgd sebességekben
lineéris mivelet.

A paradoxon ,nyilvanvald” allitdsa azt jelentené, hogy By vy egyenld
volna — By Vyrw-vel és Buy Byrw Vg egyenlé volna — vy ,-vel. Ez azonban
nem igaz, mert a Lorentz-hiizdsok nem tranzitivak:

Buu// Va'u' = —Buu// Bu//u/ Vu''u 7& —Buu/ Vu'’u (1462)

Buu”Bu”u’ Vuw = _Buu”Bu”u’Bu’uVu'u # —Vuu- (1463)

A paradoxon abbol ered, hogy a szokasos koordinatas targyalasban barmely
megfigyels terét R3-mal reprezentaljék, ezaltal elsikkad az, hogy a kiilonbozs
megfigyelSk tere kiilonbozik, elsikkadnak a Lorentz-huzasok is.

Erdemes még egy mas oldalrol is ravilagitani a paradoxon eredetére. A vy
relativ sebesség, athtizva az u” terébe ellentettje a vy relativ sebességnek, és
verw athizva az u' terébe ellentettje vy us-nek. Ezzel szemben, ezek a re-
lativ sebességek athiizva az u terébe nem egymés ellentettjei: Byy Vyry #
—Buyw Vyrw (kivéve, ha a harom abszolat sebesség egy sikban van).

14.2. Fényterjedési paradoxon

Egy forgo korong keriiletén levg fényforrasbol inditott fényjelet tiikrokkel kor-
bevezetiink elére (a forgas iranyaba) és hatra (a forgas iranyaval ellentétesen).
Ki lehet mérni a fényforrasnak azt a sajatidGtartaméat, mialatt a fényjel kor-
befutés utan visszatér. Ismerve a megtett ut hosszat (a kor keriiletét), megal-
lapithaté a fény gyorsasaga elére is, hatra is. A 13.58 képlet alapjan ki is
szamithatd a kozépponttol d tavolsagra levs fényforras esetén a fény kdrutas
cy elre gyorsasaga és a c_ hatra gyorsasaga:

1 1
=—— c_ = .
14+ wd’ 1—wd

.t (14.64)

A paradoxon a kovetkezSképpen meriilt fel®. Noha kétes modon, de a fenti
helyes eredményre jutva kiszamoltak a fény korutas gyorsasagait. Ezek utan azt
allitottak, hogy }Iig ,hem csak az ellentétes iranyu korutas fénygyorsasagok
aranya, hanem a helyi sebességeké is: a tér izotropidja biztositja, hogy a fény
sebessége a korong keriiletének minden pontjaban ugyanaz, ezért az atlagérték
megegyezik a helyi értékekkel.”

Majd igy folytatjak: , Tekintsiink egyenletesen forgé megfigyel6ket, amelyek

w szogsebessége egyre kisebb, és vegylik azoknak olyan kis részeit, amelyeknek

8Selleri F. (1997), Foundations of Physics Letters 10 73-83
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a kozponttél mért d tavolsaga egyre nagyobb, tugy hogy [ := wd &llando.
Ekkor az ellentétes iranyu fénysebességek aranya ugyanaz a % # 1 érték
minden ilyen kis részben, amelyek egyre inkdbb hasonlitanak egy a kdzéppont-
hoz (8 sebességgel mozgo tehetetlenségi megfigyels részéhez. Kovetkezésképpen
a szoban fogo arany kiilonbozik 1-t6l a hataresetben nyert tehetetlenségi megfi-
gyel6 szamara, ellentmondva a specidlis relativitis elméletének, amely azt éllitja,
hogy tehetetlenségi megfigyelének a fénysebesség minden iranyban ugyanaz.”

A paradoxon megfogalmazasaban szinkronizacié6 megadasa nélkiil beszélnek
a fény egyutas gyorsasagarol, és a fény korutas gyorsasagabol — amely szinkro-
nizécié nélkiil is értelmes — vonnak le kovetkeztetést az egyutas gyorsasagara.
Hangsilyozzuk: a fény kérutas gyorsasaga semmit sem mond az egyutas
gyorsasagarol.

Az el6re és hatra haladd egyutas gyorsasiag akkor egyezik meg a korong
keriiletén a megfelel§ korutas gyorsasaggal, ha a kdzpont standard szinkroniza-
ciojat valasztjuk (13.58 és 14.64). A hatéaresetben kapott tehetetlenségi meg-
figyel§ 8 sebességgel mozog a kdzépponthoz képest, és a sajat szinkronizacioja
helyett a kozpont szinkronizacidjat hasznalja, tehat tokéletesen rendben van,
hogy a fény egyutas gyorsasaga kiilonbozik a kiillénb6z6 iranyokban.

Akkor adodik a hataresetben nyert tehetetlenségi megfigyels standard szinkro-
nizécidja, ha a korong keriiletének pontjaiban a kézelit6leg standard szinkroniza-
ciot alkalmazzuk.

15. Nemstandard formulak

15.1. Szinkronizaciok

A relativitaselmélet szokasos targyalasaiban a koordinatak mindig — sokszor ki-
mondatlanul — a standard szinkronizaciéra vonatkoznak, ezért elsikkad a szinkro-
nizéaciok jelentGsége, f6ként a relativ sebességekkel kapcsolatban. Az egyik legu-
jabb paradoxon azon alapszik, hogy nem tesz kiilonbséget a kétutas fénygyor-
sasédg és az egyutas fénygyorsasig kozott, nem veszi figyelembe, hogy az egyutas
gyorsasag csak szinkronizacié mellett értelmes, és egy nemstandard szinkro-
nizaciora vonatkozo fénygyorsasagra bukkanva megallapitja, hogy a fény (egyu-
tas) terjedése nem izotrop, ellentétben a relativitdselmélet szokasos kiindulasi
alapeszméjével (lasd 14.2).

Ezért is érdemes kozelebbrél megvizsgalni a nemstandard szinkronizéciokat,
igen tanulsagos eredményeket fogunk kapni.

Egyenletes szinkronizaciét egy minden abszolut sebességre transzverzalis
haromdimenzios Eg altérrel adhatunk meg, amelyrdl feltessziik, hogy térszert
(azaz nem tartalmaz fényszert vektort). Ez azt jelenti, hogy van egy us abszolat
sebesség, amellyel Eq = {x € M | us - x = 0}.

A szinkronizaciés idépontok tehat az Eg-sel parhuzamos hipersikok. Két
ilyen szinkronizicios idépont kozott eltelt idétartamot a megfigyels tovabbra is
a sajatidejével méri, azaz a t és s Eg-pillanat kozott eltelt ¢ idGtartamot ugy
hatérozhatjuk meg, hogy ha y € t és « € s, akkor (v — y — tu) - us = 0, amibdl
t= 9@ Tehat a

uu- U
Tu,s -— — . (1565)

—u- ug
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15.1. abra. Nem-standard szinkronizacio

jelolés bevezetésével az idépontok k6zotti —g szinkronizécids kivonés
(x+Eg) —s (y+Eg) =7y (x—v). (15.66)

Ha az u megfigyel6 az Eg szinkronizaciot valasztja, akkor a terének vektorait
az By elemeivel reprezentalja, vagyis tehetetlenségi megfigyels E,, terének ¢ és p
pontja kozotti gs vektort tgy hatarozhatjuk meg, hogy ha x € ¢ és y € p, akkor
(z — y — qs) parhuzamos u-val.

Egyszerti megmutatni, hogy a

Ous: =1+ E——— (15.67)
jeloléssel a fent meghatarozottt vektor
Qs = 0us (T —Y),
vagyis most a megfigyelS terében a —, szinkronizacios kivonas
(x+1Tu) — (y+1Iu) = oys - (r—v). (15.68)

Természetesen a megfigyel6 euklideszi szerkezete nem fligg a szinkronizé-
ciotol, tehat a az x + Iu és y + Iu u-térpontok tavolsiga |oy - (x — y)|. Egy-
szerdi tény, hogy oy, - 045 = oy, tehat ha az u-térpontok kozdtti vektort
qs = 0y - (x —y) € Eg reprezentalja, akkor a térpontok tavolsag-négyzete

@l% = lou- asl® = |as* + (u- q.)?, (15.69)

amit jo észben tartani, nehogy tévedjiink: |gs|u # |gs| ha us # u.

15.2. Széthasitasok

Az u megfigyel6t az Eg altérrel megvalositott szinkronizacioval egyiitt (u, Eg)
tehetetlenségi rendszernek hivjuk. Ez egyértelmiien felbontja a téridévektorokat
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u-val parhuzamos és Eg-ben levs vektorok 6sszegére. Egyszertien lathaté, hogy
az x vektor ilyen felbontasa

_uS.X uS,X
X=———u+|(x+ u| = (Tys X)+0ous-x.
—u- ug —u- ug

Az uiranyu GsszetevGben csak az u egyiitthatoja az érdekes, igy értelmezziik
a térdid6vektorok széthasitasat (u, Eg) szerint:

hu7s = (Tu7sya-u)s) : M — ]I X ES'

15.3. Relativ sebességek

Az u' abszolut sebességii tehetetlen anyagi pontnak az (u,Eg) tehetetlenségi
rendszerre vonatkozo relativ sebessége a fenti széthasités alapjan

Ous * u’ (qu : u)u’
Vu/u,s = ; — p —u,
Tus U —ug-u
amelynek nagysaga
711/ -u)(—u. - u
Varuslu = |0 Varuu | = |Vu’u|( X /S )7

—us - u

ahol vy, az U’ relativ sebessége az u standard rendszerre vonatkozoan.

Ugyanilyen formulak igazak fényjelekre, vagyis u’ abszolut sebesség helyett
w fényiranyra. Hogy jobban lassuk, mit is mond fényjelekre a fenti formula,
vegylik figyelembe, hogy azt irhatjuk,

u + vgng
— 2’
V1=

ahol ng, n, € % egységvektorok. ng egy a szinkronizaciéra jellemzd§ irany,
kozelebbrél a vy, , standard relativ sebesség iranya az u terében: vs = |vy, ul,

ng = 2=t p pedig a w fényirdnyu fényjel iranya az u terében. Ekkor

u; = W = U+ Ny,

Vs

1 —wvgng - Ny,

|Vwuslu = ﬁ

A fénygyorsasag az u terében az iranytol fligg6en més és més, kivéve persze a
vs = 0 esetét, ami épp a standard szinkronizacionak felel meg. Legkisebb — 5 _&U
1 s

— akkor, amikor ny, = ng, és legnagyobb — oo ~ akkor, amikor ny, = —nj.

15.4. Transzformacios szabalyok

A térid6vektoroknak az (u,Es) és az (u',Ey) tehetetlenségi rendszer szerinti
széthasitasat csak dgy tudjuk Osszehasonlitani, akarcsak a standard szinkro-
nizaciok esetén, hogy Eg -t dthiizzuk Eg-re.

Altalaban igen bonyolult transzformacios szabalyt kapunk.

Nézziik meg csak az us; = uy = u specidlis esetet (vagyis a ,vesszGs’
tehetetlenségi rendszer standard, és a ,vesszGtlen” tehetetlenségi rendszer a
,vesszGs” szinkronizaciojat alkalmazza). Ekkor mindkét rendszer szerinti széthasi-
tott komponensek I x E,-ban vannak, nem kell Lorentz-huzast alkalmazni.
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Legyen (t,q) € I x E,y egy vektornak az (u, E,/) szerinti széthasitott alakja,
és (t',q') € IxEy ugyanennek a vektornak az (u', E,/) szerinti — tehat standard
— széthasitott alakja. Ekkor maga a vektor ut + q, és igy

t
V1—v?

qd =0y (ut+q)=(u+t(u uu)t+q=

t'=—-u (ut+q)=(—u- ut=

v
7t+ ,
V1—0? d

Y — u' (az u-nak az u'-re vonatkozo6 standard relativ sebessége)

—u'u

ahol v :=
és v = |v|.

Ilyen és ehhez hasonlé transzformacios szabalyok taldlhatok az irodalom-
ban a Lorentz-féle transzformaciés szabaly helyett?, mintegy a relativitaselmélet
tagadasaként. Természetesen ott minden koordinatakban van megfogalmazva,
amibdl szinte lehetetlen felismerni, hogy valojaban a relativisztikus téridérol
van sz6 csak nem a standard szinkronizacio6 szerinti koordinatazasokban. Ezek a
transzformaécios szabalyok egyaltalan nem mondanak ellent a relativitaselmélet-
nek, nagyon is beleférnek a kereteibe.

15.5. Hossziisagok Osszehasonlitasa

Vegyiik az u’ tehetetlenségi megfigyels térvektorainak pillanatszert lenyomatat
az (u, Es) tehetetlenségi rendszer terében.

s

15.2. dbra. Nemstandard lenyomat

A ¢ € Ey vektor lenyomata az a qs € Eg vektor lesz, amelyre q' — qs
parhuzamos u'-vel; ez azt jelenti, hogy qs a q’-nek az u’ mentén az Eg-re valo
vetiilete. A 10.47 értelemszertd alkalmazasaval, a

u ®u
qs(1+, S>q’,
—u - ug

és 15.69 alapjan a lenyomat hossznégyzete

2
u ® ug
|qs|3:‘(1+u®u) (1+_ )q/

/
u - ug

Altalaban meglehetésen bonyolult formula adodik a fenti hossznégyzet kifej-
tésére. Tekintsiik azokat a specialis eseteket, amikor u'-nek az u-ra vonatkoz6

9Marinov, (1980) General Relativity and Gravitation 12 53; Selleri, F. (1996) Foundations
of Physics Letters 9 43
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relativ sebessége parhuzamos a szinkronizacio jellemz6 ng irdnyéval, v, = vng,

méasként ugyanez, u’ = \"/t% (tehat v = | vy u| = |Vaw|). Ekkor
u ®u ns; @ u
(14+u®u) (1+(I®S> :1+u®u+v37®s’
—u - ug 1—wv
és v -q = 0 miatt n, - q' = _‘;'q/, tehat us - q' = (1 — %) u- q’; tovabba

’
Vau’ "4

u-q = Vit és igy a lenyomat hossznégyzete

528 —1— B%0?

712 /
A = (Vo P

lesz, ahol
8= 7(1 — %)
1 —wvgv

Specialisan, amikor vs = 0 (azaz us = u), akkor 8 = 1, megkapjuk a stan-
dard szinkronizaciora jol ismert Lorentz-kontrakciot.

Egy masik specialis eset, amikor vs = v (azaz us = u'), akkor 8 = 0, tehat

Vo - 2
|ql|2 4 ( uu q2)
1—wv
adodik; a lenyomat hosszabb, mint az eredeti vektor.

Végiil a harmadik specialis eset, amikor v, = 1=¥1=v% VJ“’Q, akkor 28 —1—320? =
0, ezért a lenyomat hossza megegyezik az eredeti hosszal.

Ezek a konkrét formulak jol mutatjak, hogy a sokat emlegetett Lorentz-
kontrakci6 (azaz rovidiilés) nem fizikai valosag: esetleges, mivi dolog, illuzio
egy konkrét szinkronizacioban. Mas szinkronizacioban dilatacié (hosszabbodas)
adodhat, vagy éppen semmi valtozas.

15.6. IdStartamok Osszehasonlitasa

Legyen t és s két Eg-szinkronizacios pillanat. Az u megfigyel6 szerint a két
pillanat kozott eltelt idGtartam

7uA. xiy
= ) = D,
S

ahol x € s, y € t. Ugyanigy, az u’ megfigyel§ szerinti idStartam

¢ — —us-(x—y)
amibdl ,
t— 2 Uy
—u- ug

Vegyiik megint az u’ = % esetet. Ekkor

e LUV

V1 -2
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Specialisan, amikor vs = 0, akkor megkapjuk a standard szinkronizéciora jol
ismert Lorentz-féle idgdilatéaciot.
Egy maésik specialis eset, amikor vs = v, akkor

t=+1-—0v2t,

vagyis a szinkronizéciés id6tartam rovidebb, mint a sajatidétartam.

Végiil a harmadik speciélis eset, amikor vy = 1_72}—1;27 akkor a két idGtar-
tam megegyezik. Latjuk, hogy a sokat emlegetett Lorentz-féle idédilatacié nem
fizikai valosag: esetleges, miivi dolog, illazio egy konkrét szinkronizacioban. Méas
szinkronizacioban id6kontrakcié adodik.

16. A szokasos targyalasokroél

16.1. Néhany megjegyzés

A relativitaselmélet szokasos koordinatas targyaldsa tobbféle tévedés forrasa
lehet. Példaul elsikkad az a tény, hogy

- a kiilonb6z6 megfigyeldk térvektorai kiilonbozdk (ellentétben a nemrela-
tivisztikus esettel),

— a kiilonb6z8 megfigyels-terekben levs vektorok egyenlésége (egyenesek
parhuzamossaga) nem magatol értet6ds fogalom; ebbdl ered a sebesség-Gssze-
adasi paradoxon.

Tovabba a koordinatak mindig standard szinkronizaciora vonatkoznak, ezért

— 1ugy ttnik, mintha a standard szinkronizaci6 sziikségszertiség volna, és igy
valosagos tényként tiinnek fel bizonyos megéllapitédsok, amelyek nem azok, mint
a Lorentz-kontrakci6 és az idédilatacio,

— nem domborodik ki a szinkronizacié jelentGsége a relativ sebesség értel-
mezésében; ebbdl ered a fényterjedési paradoxon.

Szokés azt mondani, a specialis relativitas elmélete a tehetetlenségi vonatkoz-
tatasi rendszerek elmélete, az altalanos relativitaselmélet pedig a tetszéleges
vonatkoztatasi rendszerek elmélete. Ez nem igy van, amint az mar tobb, mint
otven éve is megjelent!? (hiaba), és nagyon jol latszik a mi targyalasunkbol,
amelyben a vonatkoztatasi rendszer nem az elmélet épitSkovéiil szolgalod (in-
tuitiv) alapfogalom, hanem az elméletben jol definialt fogalom, és a specialis
relativisztikus téridémodellbe akarmilyen vonatkoztatasi rendszer is kitiinGen
belefér.

Az igaz, hogy a nemtehetetlenségi vonatkozatasi rendszerek targyalasa mate-
matikailag pontosan annyival bonyolultabb a tehetetlenségi vonatkoztatasi rend-
szerek targyalasanal, mint az altalanos relativisztikus téridémodellek targyalasa
a specialis relativisztikus téridémodell targyalasanal.

Az &ltalanos relativisztikus téridémodellek valojaban gravitacios hatasok
modelljei, a specialis relativisztikus téridémodell a gravitacié hidnyat modellezi.

16.2. Idézetek

A relativitaselmélet egyik jol ismert alapmiivébél fogunk idézni
fajaban a legjobbak kozé tartozik.

1 amely a mi-

10Synge, J.L.: Relativity: The special Theory (1955) North Holland
U Moeller M.C. The Theory of Relativity, 1972. Oxford, Clarendon Oress
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2. oldal : ...the law of inertia, a material particle when left to itself will
continue to move in a straight line with constant velocity” (... a tehetetlenség
torvénye, egy magara hagyott anyagi pont egyenesvonali egyenletes mozgést
végez).

LAIL systems of reference for which the law of inertia is valid are called
systems of inertia” (Minden vonatkoztatési rendszert, amelyben a tehetetlenség
torvénye érvényes, tehetetlenségi rendszernek hivunk).

249. oldal: ,,According to the special principle of relativity, which is the base
of the special theory of relativity, all systems of inertia, i.e. all rigid systems
of reference moving with constant velocity to the fixed stars, are completely
equivalent in respect of our description of nature” (A specialis relativitas elve
szerint, amely a specialis relativitas elméletének az alapja, minden tehetetlen-
ségi rendszer, azaz minden merev rendszer, amely allando6 sebességgel mozog az
allocsillagokhoz képest, tokéletesen egyenértékii a természet leirdsa szempon-
tjabol).

30. oldal: ,Since the fundamental equations of electrodyamics — Maxwell
equations — must hold in any system of inertia, it follows that the velocity of
propagation of light in vacuo must be the same constant value ¢ = 3 - 10%m/s
in every system of inertia” (Minthogy az elektrodinamika alapegyenletei — a
Maxwell-egyenletek — érvényesek kell legyenek minden tehetetlenségi rendszer-
ben, a fény vakuumbeli terjedési sebessége ugyanaz a ¢ = 3 - 108m/s &llando
érték kell legyen minden tehetetlenségi rendszerben).

16.3. Az idézetek kritikaja

2. oldal: A reference system” (vonatkoztatasi rendszer), specialisan a ,system of
inertia” (tehetetlenségi rendszer) nincs definialva, csak beszél rola. Koriilirasuk
burkoltan magéban foglalja, hogy értelmes a térbeli egyenes meg az egyenletes
sebesség, tehat még burkoltabban valamely szinkronizacié is benne foglaltatik,
eszerint tehat a tehetetlenségi rendszer a mi megfogalmazasunkban megfigyels
plusz szinkronizécid, azaz vonatkoztatasi rendszer.

249. oldal: A ,system of inertia (tehetetlenségi rendszer) — megint csak
definidlatlan — ,rigid system” (merev rendszer), amely az allocsillagokhoz képest
egyenletes sebességgel mozog. ElGszor is, ellentétben az el6zGekkel szinkroniza-
ci6rol még burkoltan sincs sz0, tehat a tehetetlenslégi rendszer itt a mi megfogal-
mazasunkban csupan megfigyel6t jelent. Masodszor, az allocsillagok 1ényegében
megfigyel6t jelentenek; ahhoz, hogy értelmes legyen a hozzajuk képest allando
sebesség, mint tudjuk, szinkronizaciot is meg kellene adni az &allocsillagoknak,
de errdl nincs szo.

Latjuk tehat, hogy a ,system of inertia”ban két kiilonbo6z6 fogalmat — a mi
terminologiank szerint megfigyel6t és vonatkoztatasi rendszert — Gsszemos.

Tovabbé a ,special principle of relativity” (a specialis relativitas elve) az
idézett formaban semmitmondd, nemcsak azért, mert a system of inertia fo-
galma nincs tisztazva, hanem mert az sincs megmondva, mit jelent az, hogy
sequivalent in respect of our description of nature” (egyenértékd a természet
leirasa szempontjabol).

30. oldal: Itt a system of inertia-ban ismét burkoltan szinkronizaci6 is benne
van, hiszen a (szokasosan koordinatakban felirt) Maxwell-egyenleteknek csak
azzal van értelme (id6-derivaltak!). Tovabba, ha igaz, amit mond, akkor a sys-
tem of inertia standard szinkronizacioval ellatott tehetetlenségi megfigyel6t kell
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jelentsen, hiszen a Maxwell-egyenletek alakja csak a standard szinkronizacid
esetén olyan, amilyennek megismertiik, més szinkronizacié esetén maés, és hogy
a fény gyorsaséga ,the same constant value ¢ = 3 - 108m/s in every system of
inertia,” is csak a standard szinkronizécioban teljesiil.

Am ha a system of inertia standard szinkronizacioval ellatott tehetetlenségi
megfigyel6t jelent, akkor meg a legelején, a 2. oldalon mondottak nem stimmel-
nek a system of inertia meghatarozaséara, ugyanis a ,law of inertia” nem standard
de egyenletes szinkronizacioval ellatott tehetetlenségi megfigyeldre is igaz.

A szinkronizaci6é mell6zése nyilvan a nemrelativisztikus gondolkodéas beideg-
z6désének a kovetkezménye, amikor is nem kell {igyelni arra, milyen szinkroniza-
ciora érvényes, amit mondunk, hiszen csak egyetlen szinkronizécié van. Annél
lényegesebb itt.



VI. Matematikai eszkozok

Ismertnek tételezziik fel a halmazelmélet alapvets fogalmait és jeloléseit: részhal-
maz, metszet, egyesités, Descartes-szorzat, fiiggvény stb.

Ugyancsak ismertnek tételezziik fel a vektorterek elméletének alapvets fo-
galmait: linearis kombinacio, béazis, dimenzid, lineéaris altér, linearis leképezés,
stb.

Ebben a kényvben minden vektortér valos és véges dimenzios.

Véges dimenzi6s vektortéren barmely két norma ekvivalens, ami azt jelenti,
hogy konkrét norma megadas nélkiil értelmesek az analizis fogalmai, amelyek
koziil az alapvetdket ismertnek tételezziik fel: nyilt halmaz, zart halmaz, sorozat
konvergenciéja, fiiggvény folytonossaga, stb.

A tovabbiakban egyéb matematikai fogalmakat ismertetiink és a rajuk vonat-
kozo6 sziikséges allitasokat bizonyitas nélkiil kozoljik.

17. Vektorterek

17.1. Alapvetd fogalmak

Amint mondtuk, ismertnek tételezziik fel a vektorterek elméletének alapvets
fogalmait: linearis kombinacid, bézis, dimenzid, linearis altér, linearis leképezés,
linearis leképezés magja, stb.

Ebben a kdnyvben a vektorterek valosak és véges dimenzidsak.

Linearis leképezések hatasat ponttal jeloljik: L - v a v vektornak az L
(egymasutanjat, ,szorzatat") ponttal jeloljik: L-K az L és K linearis leképezés
kompozicidja.

Gyakran hasznaljuk a halmaz-mitveleteket: ha v vektor, a valos szam, A és
B vektorok halmaza, akkor

v+A={v+x|xecA} aA = {ax | x € A},

A+B:={x+y|x€cA yec B}

17.2. Kiegészits alterek

Vegyiink egy V vektorteret.

A V-nek E és F linearis altere transzverzalis, ha ENF = 0.

Az E és F kiegészitG alterek, ha ENF = 0 é E+ F = V. Ekkor
dimE +dimF =dim V.

163
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Ha E és F kiegészit6 alterek, akkor minden v € V esetén létezik egyértelmten
meghatarozott vg az E-ben és vg az F-ben, tgy hogy v = vg + vg.

Ekkor a v +— vg hozzarendelés linearis, amelyet az F mentén az E-re
val6 vetitésnek hivunk.

17.3. Faktorterek

Legyen E a V vektortér linearis altere.

A V-nek egy részhalmazat az E vezette affin altérnek hivjuk, ha v + E
alaku valamely v vektorral. Vegyiik észre, hogy v + E = u+ E akkor és csak
akkor, ha v —u € E.

A V pontjai a nulla linearis altér vezette affin alterek. Egydimenzios linearis
altér vezette affin alteret egyenesnek hivunk, és hipersiknak egy olyan affin
alteret, amelyet dim'V — 1 dimenzi6s altér vezet.

Azonos alterek vezette affin altereket parhuzamosaknak mondunk.

Az E vezette affin alterek Osszességét V/E jeloli; elnevezése: V-nek E sze-
rinti faktortere.

V /E vektortér lesz a kovetkezd jol definialt 6sszadéssal és szammal szorzas-
sal:

(v+E)+ (u+E):=(v+u +E, a(v+E):=(av)+E

V/E dimenzidja dimV — dim E.

Ha F az E kiegészit§ altere, akkor minden az E vezette affin altér az F-
nek pontosan egy elemét tartalmazza. Kozelebbrol, az F — V/E, v —» v+ E
leképezés linearis bijekcio. Ez altal a linearis bijekcié altal reprezentalhatjuk
a V/E elemeit az F elemeivel.

17.4. Iranyitas

AV (vi,...,vn) és (v],..., vy) rendezett bazisa azonosan iranyitott, ha a
vi = v! (i=1,...,N) formulaval meghatarozott linearis leképzés determinansa
pozitiv.

Az azonosan irdnyitott rendezett bazisok egy ekvivalencia-osztalyat a V egy
iranyitasanak nevezziik. V iranyitott, ha adot a V egy irdnyitésa; a vélasz-
tott ekvivalencia-osztalyban levs bézist pozitivan iranyitottnak mondjuk.

Iranyitott vektorterek kozotti linearis bijekci6 iranyitastartd, ha pozitivan
iranyitott bézist pozitivan iranyitottba képez.

Legyen A egydimenzi6s vektortér.

Az A a és a’ bazisa pontosan akkor azonosan iranyitott, ha a’ az a-nak pozi-
tiv szamszorosa. Tehat az azonosan irdnyitott bazisok Osszessége "félegyenest"
alkot.

Az egydimenzids iranyitott vektortereket mértékegyeneseknek hivjuk.

Egy A mértékegyenes nem-nulla a elemét pozitivnak hivjuk, jelolésben 0 <
a, ha mint bazis pozitivan iranyitott. a nem-negativ, jelolésben 0 < a, ha
0=avagy 0 < a.

Tovabba azt irjuk, hogy a < b, ha 0 < b — a. Ezzel teljes rendezést adtunk
meg A-n, amelyre

— haa<bésc<d, akkora+c < b+d,

— ha a < b és a pozitiv valés szam, akkor aa < ab.
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Bevezetjiik az
At :={a€A|0< a}, Ay = At u{o}

jelolést. Tovabba az a € A abszolut értéke

la] = a ha a € Af
" l-a haad¢AJ.

17.5. DudAlis tér

Tekintsiik a V vektorteret. A V — R linearis leképezések Osszességét a V
dualisanak hivjuk és V*-gal jeloljiik. Ez a szokisos pontonként értelmezett
miiveletekkel vektortér, amelynek a dimenzidja egyenlé a V dimenzidjaval.

A V* duélisa azonosithatd V-vel, V** =V tgy, hogy a v vektort a V* — R,
p — p - v leképezésnek fogjuk fel.

Ennek megfelel6en irhatjuk, hogy v-p = p- v barmely v € V és p € V*
esetén.

17.6. Transzponaltak

Az L :V — U linearis leképezés transzponaltja az
L*:U" -V~ f—folL
formulaval meghatéarozott lineéris leképezés, azaz
(L £)-v=F-(L-v),
vagy a V** =V azonositassal
v-L* - f=f-L-v (feU", veV).
Ha L, K : V — U lineéaris leképezések és a valos szam, akkor
(L+ K)*=L"+ K*, (al)* = aL*.
Ha L:V — U és K : U — W linearis leképezések, akkor
(K-L)y*=L"-K~.
Az is fennall a V** =V és U** = U azonositas szerint, hogy
L™ =L.

Tovabba

— L akkor és csak akkor injektiv, ha L* sziirjektiv,
— L akkor és csak akkor sziirjektiv, ha L* injektiv.
Ha L bijekcio, akkor

L) =@y
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17.7. Linearis leképezések fiiggvényei

Legyen L: V — V linearis leképezés.
Ekkor I? := L - L, és értelemszerd tovabblépéssel definialjuk L"-et minden
természetes szdmra; LO-n pedig a V identitasat értjiik.

Természetesen adodik ebbdl az L polinomjainak értelmezése: p(L) := > a; L.
i=0

Tovabba az L olyan valos fiiggvényeit is tudjuk értelmezni, amelyek min-
deniitt konvergens hatvanysorral alithatok elg. Példaul

Sin(L) = Z ((_1)”L2n+17 COS(L) — Z ((;711))7 L2",

n=0 2n+ 1)' n=0
L - 1 n
e :=exp(L) := Z EL
n=0

17.8. Vektorok, kovektorok

Rogzitsiink egy V vektorteret.

A 'V elemeit vektoroknak hivjuk, a dualisanak, V*-nak az elemeit kovek-
toroknak. A V** =V azonosités szerint tehat a "ko-kovektorok" vektorok.

Egy A : V — V* linearis leképezés transzponéltja A* : V** =V — V*
linearis leképezés, értelmes tehat a kivetkezé meghatarozas: A szimmetrikus,
illetve antiszimmetrikus, ha A* = A illetve A* = —A.

Hasonloképpen értelmezziik V* — V linearis leképezés szimmetrikus, illetve
antiszimmetrikus voltéat.

Jegyezziik meg azt a fontos tényt, hogy V. — V és V* — V™ linearis
leképezésekre nem értelmes a szimmetrikussag, antiszimmetrikusség foglma.

17.9. Kotenzorok, tenzorok

Egy V x V — R bilinearis leképezést kotenzornak hivunk. A kotenzorok
Osszességét V* ® V*-gal jeloljiik. V* ® V* vektortér, amelynek a dimenzidja a
V dimenziéjanak négyzete.

Egy A : V — V* linearis leképezést felfoghatunk kotenzornak tugy, hogy
(u,v) — u- A - v; viszont, egy A kotenzort felfoghatunk V. — V* linearis
leképezésnek a v — A - v := A(:, v) hozzarendeléssel. Mas szoval, a V. — V*
linrais leképezések azonosithatok a V x V — R bilineéris leképezésekkel.

Egy kotenzor (bilinearis leképezés) pontosan akkor antiszimmetrikus, ha a
megfelel§ linearis leképezés antiszimmetrikus az el6z8 pont értelmében. Az an-
tiszimmetrikus kotenzorok lineéris alteret alkotnak, amelyet V* A V* jelol.

A q és p kovektorokkal definaljuk a q ® p kotenzort, amely az (u,v) —
(q-u)(p-v) bilinearis leképezés; ezt a q és p tenzorszorzatanak hivjuk. Mint
linearis leképezés, q ® p a kovetkezGképpen hat: v — q(p - v).

A q és p antiszimmetrikus tenzorszorzata a qAp :=q®p—-p® q
antiszimmetrikus bilinearis leképezés.

Felcserélve V és V* szerepét —a V** = V azonosités szerint — kapjuk a ten-
zorokat, mint V* x V* — R bilinearis leképezéseket, amelyek Osszességét VRV
jeloli. Vektorok tenzorszorzatat, antiszimmetrikus tenzorszorzatat értelemszeri-
en az el6z8ek szerint értelmezziik.
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Egy T tenzort felfoghatunk mint a V* — V, p— T p := T(:, p) linearis
leképezést.

Vegyes tenzorokat mint VxV* — R vagy V* XV — R bilinearis leképezése-
ket értelmezziik. Osszességiiket V* @ V, illetve V ® V* jeloli. Természetesen,
nincsenek antiszimmetrikus vegyes tenzorok.

Altalaban, egy n természetes szam esetén az n-kotenzorokat mint n-linearis
V™ — R leképezéseket értelmezziik. Ebben a vonatkozésban a 0-kotenzoroknak
a valos szamokat értjiik, az 1-kotenzorok a kovektorok.

Az n-tenzorokat és vegyes n-tenzorokat hasonloképpen definialjuk.

17.10. Koordinatak

AV vektortér (eq, ..., ey) rendezett bazisa létrehozza a 'V egy koordinataza-
sat, ami azt jelenti, hogy a V elemeit valos szam-n-esekkel reprezentaljuk; a v

N .
vektort azokkal a v',v?, ... v" szamokkal, amelyekkel v = > vie;.

i=1

Ekkor V*-nak is létrejon egy koordinatazésa; a p kovektort p; := p - e;
(i=1,2,..., N) szamok reprezentaljak.

Mas részrél ugyanez: a 'V vektortér (e, . .., en) rendezett bazisa meghatéroz-
zaa (ki,..., k") dualis bazisat V*-ban tgy, hogy (k; | e;) = &;; (Kronecker-
delta). Ezzel

N N

v=> (k'-v)e, p=) (p-e)k’
i=1 i=1
Figyelem: a szokasnak megfelel6en a vektorok koordinatéit fels6 indexszel,
a kovektorokét alsé indexszel jeloljiik; a bazisok indexei viszont épp ellenkezdleg
helyezkednek el.

N
Ekkor p - v = Y p;v’; a formuldkat egyszeriibbé tehetjiik az Einstein-féle
i=1
Osszegzési szaballyal: a ) jelet elhagyjuk és automatikisan 6sszegziink az ellen-
tétes pozicidban — lenn-fénn — levs indexekre: p - v = p;v’.
A béazissal a linearis leképezéseket méatrixokkal reprezentalhatjuk:
—~ az L : V — V linearis leképezést L reprezentalja gy, hogy L - v ko-
ordinatai Liv* (Einstein-6sszegzés!),
— az F : V — V™ linearis leképezést Fji reprezentalja tugy, hogy F - v
koordinatai Fj,v* (Einstein-osszegzés!).
A bilinearis leképezéseket is méatrixokkal reprezentaljuk. Specialisan, az F :
V x V — R kotenzor matrixa Fy, := F(e;, e;).
A matrixformak jol tiikkrozik, hogyan azonositjuk a kiilonféle bilineéris leképe-
zéseket kiilonféle linearis leképezésekkel .

18. Tenzorialis miiveletek

18.1. Tenzorszorzatok

Az elébbiek altalanositasaképpen, véve a V és U vektorteret, az U*Q@V* jelolést
fogadjuk el az U x V — R bilineéaris leképezések vektorterére, amelyet azonosit-
hatunk a V. — U lineéaris leképezések vektorterével; a B : UxV — R bilinearis
leképezést a V. — U*, v — B v := B(, v) linearis leképezésnek fogjuk fel.
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Az f € U* és p € V* f ® p tenzorszorzata az
UxV =R, (u,v) = (f-u)(p-v)
bilinearis leképezés, vagy a
V — U*, v f(p-v)

linearis leképezés.

Felcserélve a vektorok és kovektorok szerepét, U ® V jeloli a U* x V¥ — R
bilinearis leképezések vektorterét, amelyet azonosithatunk a V* — U linearis
leképezések vektorterével, és u ® v-t az el6z6 formula mintajara értelmezziik.

Hasonloképp érelmezziik az U ® V* stb. jeloléseket.

Barmely tipusi tenzorszorzat minden eleme a megfelels szorzat alaku elemek
Osszegeként &allithato eld.

Ha u® v-t V* — U linearis leképezésnek fogjuk fel, akkor a transzponaltja
U* — V** =V linearis leképezés; egyszertien adodik, hogy (u® v)* = v @ u.

Legyen A egydimenzios vektortér. A ® V minden eleme szorzat alakt. Az A
elemeivel val6 tenzorszorzassal formailag tigy banhatunk, mint valds szdmokkal
valé szorzassal.

Ennek megfelelen az A-val valo tenzorszorzast kommutativnak fogjuk fel,
azaz, ha A egydimenzios, akkor

ARV=VRA apv=vea
mi t6bb, ekkor elhagyjuk a tenzorszorzés jelét:
av:=aQyv.

Azt mondjuk, hogy az A ® V egy eleme parhuzamos a V egy v elemével,
ha av alaku.

Ha A iranyitott — azaz mértékegyenes —, akkor A ® A is természetszertileg
iranyitott az A-beli pozitiv elemek szorzata altal, és ekkor

A - (A®A)}, ama’®=aca

bijekcio, amelynek az inverze a gySkvénas: \/ : (A ® A — A

18.2. Tenzorhanyadosok

Legyen A egydimenzi6s vektortér.

Ha a az A-nak nem-nulla eleme, akkor minden b € A esetén van egy
egyértelmiien meghatéarozott valos szam, amelyet g—val jeloliink, tgy, hogy ga =
b.

Ha v a V vektortér eleme és a az A nem-nulla eleme, akkor definialjuk a

Y.ASV., bo2y
a a
linearis leképezést, amelyet a v és a tenzorhanyadosanak hivunk.

Minden A — V lineéris leképezés ilyen alakt, ezért a % jelolést alkalmazzuk
az ilyen linearis leképezések Osszességére.

Minthogy az A — A linearis leképezések pontosan a valds szamokkal valo
szorzéasok, % = R és g mint tenzorhanyados egyenl$ azzal a vald szdmmal,
amelyet az elfejezet elején bevezettiink.

Azt mondjuk, hogy a % egy eleme parhuzamos a V egy v elemével, ha +

alaku.
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18.3. Tenzorialis azonositasok

Tekintsiik U ® V-t. Konnyt latni, hogy (u,v) — u® v bilinearis leképezés
U x V-161l U ® V-be és
(i) U® V minden eleme > u; ® v; alaka valamely n természetes szammal,
i=1

n
(ii) ha vy,..., v, linearisan fiiggetlenek és > u; ® v; = 0, akkor u; = 0
i=1
minden 7 = 1,...,n esetén. '

Specidlisan, u ® v = 0 akkor és csak akkor, ha u =0 vagy v = 0.

Az U és V tenzorszorzatat, ahogy definialtuk, akar mint valamely bilinearis
leképezések, akar mint valamely linearis leképezések vektorterének tekinthetjiik,
vagyis a tenzorszorzat nem egyértelmi. Altalaban bevezetjitk az U ® V abszt-
rakt tenzorszorzatot mint egy akarmilyen vektorteret és hozza adott (u, v) —
u® v bilinearis leképezést U x V-bdl, amely teljesiti a fenti (i) és (ii) tulajdon-
sagokat.

Hasonlban, azt taldljuk, hogy a (v, a) — ¥ leképezés V x (A \ {0})-bol ¥-ba
linedris-hanyados, azaz linedris a v valtozoban és -~ = é% minden nem-nulla
a valés szam esetén. Tovabba

(i) a ¥ minden eleme ¥ alakd,

(ii) ¥ = 0 akkor és csak akkor, ha v = 0.

Ezért bevezetjiikk a % absztrakt tenzorhanyadost mint egy akarmilyen
vektorteret és hozza adott (v, a) — ¥ linearis-hanyados leképezést Vx (A '\ {0})-
bol, amely teljesiti a fenti (i) és (ii) tulajdonsagokat.

A kovetkezd azonositasokat tehetjiik a V, U, A és B vektorterek kiilonféle
tenzorszorzataira és tenzorhanyadosaira dim A = dimB = 1 esetén:

R « b

— =A* —=b — (beA);

A ’ a }_}aa (b€ A);
XEV@A*7 XEV@)E;
A a a

V* A\AW
_ (VY. p_v PV

A* A h a ha
(¥) _ Vv (3) _ v
B  A®B’ b ~ ab’

vV U VU

— R === — =stb

A°B-AoB _AgBOU=°

u_ v~_eu _

“b= ab p & u=sth

Vegyiik észre, hogy az utols6 két azonositasnak megfeleléen a tenzorialis
szorzas és osztas szabélyai megegyeznak a valos szdmokra ismert mitiveleti sza-
balyokkal.

Az el6z6 azonositasok kombinécioival azt kapjuk, hogy

ARA*=A"Q A=R, ah=ha=h-a.

Egy L:V — U lineéris leképezés barmely egydimenzios A vektortér esetén
tekinthetd
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- A®V — A®U linearis leképezésnek ugy, hogy
L-(av):=aL-v,

- % — % linearis leképezésnek tugy, hogy

L.X L-v
a

a

18.4. Kontrakciok

Barmely V vektortér esetén létezik
Tr: VoV —=R és Tr: V'@V = R,
linearis leképezés, amelyet nyomnak hivunk, és amelyet
vp+—v-p, illetve pQvi—p-v

hataroz meg.

Tartsuk észben, hogy csak vegyes tenzoroknak van nyoma, koktenzoroknak
és tenzoroknak nincs.

Altalanosabban, ha U is vektortér, definialhatjuk a nyomot mint az

URVeV' -U, u®vp—(p-v)u

képlettel meghatérozott lineéris leképezést.
Tovabba barmely Z vektortér esetén definidlhatjuk az

(UeV)x(VazZ) - UZ,

(u@p) (vez):=(p v)u®z,

képlettel meghatéarozott linearis leképezést, amelyet az adott tenzorok kontrak-

cidjanak neveziink. Ez a pontszorzéssal jelolt kontrakcié megfelel a a linearis

leképezésnek tekintett u® p és v ® z kompozicidjanak (egyméasutanjanak).
Hasonl6 formula érvényes tenzorhanyadosokra is.

19. Euklideszi vektorterek

19.1. Altalanos tulajdonsagok

Egy euklideszi vektortér egy (E,D, b) harmas, ahol

— E véges dimengzios valos vektortér,

— D mértékegyenes (iranyitott egydimenzios vektortér),

— b: EXxE — D®D szimmetrikus, pozitiv definit bilineéris leképezés,
amelyet euklideszi formanak hivunk.

Minthogy D®D is iranyitott, ezért teljesen rendezett, (lasd 17.4), igy értelmes
a pozitiv definitség: b(x,x) > 0 minden nem-nulla x esetén.

A b euklideszi forma segitségével az
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azonositast tehetjiik.
Ennek az azonositasnak és a korabban bevezetett pontszorzésnak az alapjan
(lasd 18.3), azt irjuk, hogy

Mivel D irdnyftott, vehetjiik a D ® D nem-negativ elemeinek négyzetgyokét,
igy definialjuk a vektorok hosszat:

|x] :=vx - x.

Ez a hossz a kovetkez§ alapvetd tulajdonsigokkal rendelkezik:

— |x| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0,

~ Jax| = [alx],

- x+yl<Ix[+]yl
minden x, y vektor és « valos szdm esetén. Az utolsé Osszefiiggést, amely-
ben egyenlség akkor és csak akkor all, ha x és y parhuzamos, haromszog-
egyenldtlenségnek hivjuk, és a kévetkez6 Cauchy—Schwartz-egyenltlen-
ségbdl szarmaztathato:

Ix -yl < x| |yl

ahol egyenléség akkor és csak akkor all, ha x és y parhuzamosak.
Ennek segitségével definidlhatjuk az x # 0 és y # 0 vektorok szdgét:

arg(x,y) := arccos XY
x| ||

Azt mondjuk, hogy x és y merdleges vagy ortogonalis, jelolésben x | y,
ha x -y = 0; nem-nulla vektorok esetén ez egyenértéki azzal, hogy a szogiik
/2.

Fontos tudni, hogy mindig megadhaté barmely m € DT esetén m-re nor-
malt ortogonalis bazis, azaz olyan e1, ..., ey bézis, amelyre e; - €, = m? és
e -e,=0,aholi,k=1,... Nési#k.

Tetsz6leges A mértékegyenes esetén az euklideszi forma atvihet6 A @ E-re és

%—ra a tenzoroknéal bevezetett pontszorzassal. Konkrétan,

(ax) - (by) := ab(x - y),

() ()=

és

Ennek megfelelen

b'e x| D
= cAxD ‘—‘ =-— € —.
jax| = lallxl e aoD, |5|= Heg
Specialisan, az euklideszi forma, %—n valos értéki, és az itteni vektorok hossza

is valos szam. A (x) azonositas itt azt eredményezi, hogy

- )
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19.2. Adjungaltak

Az L : E — E linearis leképezés b-adjungaltja az az L* : E — E linearis
leképezés, amelyet az x - Ly = (L*x) -y (x,y € E) egyenldség hataroz meg.

L b-szimmetrikus, illetve b-antiszimmetrikus, ha L* = L, illetve L* =
—L.

L b-ortogonalis, ha L - L™ az E identitasa; ez egyenértékid azzal, hogy
L* = L7}, és azzal is, hogy (L-x)-(L-y) = x-y minden x,y € E esetén, azaz
megtartja az euklideszi format.

Az egyszertiség kedvéért altalaban elhagyjuk az euklideszi formara valé utalast,
és csak adjungaltat, szimmetrikust, antiszimmetrikust és ortogonalist mondunk.

Barmely A és B mértékegyenes esetén a pontszorzas értelemszeri alkalmazasa-
val ugyanigy definialjuk az A E - B E és % — % lineéris leképezések
adjungaltjat, szimmetrikus és antiszimmetrikus tulajdonsagat.

Az adjungalt a transzponéaltnak felel meg a vektorok és kovektorok azonositasa
kovetkeztében. Jegyezziik meg, hogy itt — épp az emlitett azonositas miatt — az
altalanos esettel ellentétben, értelmes E — E linearis leképezés szimmetrikussa-
ga, antiszimmetrikussaga.

19.3. Axialvektorok

A kovetkezdkben az E euklideszi vektortér haromdimenzios, és iranyitott.

Célszertinek latjuk bevezetni az N := % jelolést. N-en az el6bb mondottak
szerint az euklideszi forma valos értékt, és a vektorainak hossza is valos szam,
tovabba N* = N. Ez utébbi tulajdonsag az, ami kitiinteti N-et: a kovektorok
azonosak a vektorokkal, a kotenzorok a tenzorokkal, s6t akarmely tipust vegyes
tenzorok is azonosak a tenzorokkal.

A harom dimenzi6 kévetkezménye, hogy NAN, az antiszimemtrikus tenzorok
vektortere is haromdimenziés, és N A N A N, az antiszimetrikus 3-tenzorok
vektortere egydimenzios.

Megmutathaté, hogy barmely pozitivan irdnyitott n;, ns,ns ortonormalt
(azaz 1-re normalt ortogonalis) bazis esetén

622111/\112/\1’13

ugyanaz (nem fligg a bazistol); neve: Levi-Civita-tenzor.
Ugyancsak megmutathaté, hogy barmely pozitivan iranyitott n;, ns, n3 orto-
normalt bazis a

J:NAN =N, n;Ans;+— ng, no Ang+— nj, n3Anj— ng (19.1)

formuléval ugyanazt a linearis bijekciot hatarozza meg.
Ennek segitségével definialjuk az

NxN-—-N, (k,n)— kxn:=jlkAn)

vektorialis szorzast.
Igen fontosak a kovetkezs formulédk: ha A, B € N AN és n € N, akkor az
[A,B]:=A-B— B- A jeloléssel

(i) Li(A)] = |A] = |/ —3Tr(A?),

(i) A-n=—j(A) x n,
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(iii) Aj(B) = —j([A, B]),

(iv) ([A B} =j(A) x j(B),

(v) i(A)Aj(B) = [A, B,

(vi) A/\n— (j(A) - n)e.

Természetesen barmely A és B mértékegyenes esetén értelmes a

J:(AN)AB®N)=(A®B)® (AN - N)O
linearis bijeckcio, és ezzel az
(A®N)x (BN) - (A®B)®N
vektorialis szorzas; példaul
ExXE—-D®E.

A fizikdban szokas axialvektorokroél beszélni, mint olyan vektorokrol, ame-
lyek a tértiikrozésre nem valtanak elGjelet. Fzek valojaban antiszimmetrikus
tenzorok. Azt mondjak: két vektor vektoridlis szorzata axidlvektor. Ennek is
agy van pontos értelme, hogy a vektorialis szorzat helyett antiszimmetrikus ten-
zorszorzatot értiink. Mi ragaszkodunk a pontos matematikai értelemhez, tehat
ahol a fizikaban axialvektorokroél beszélnek, ott antiszimmetrikus tenzort értiink,
és a fenti Osszefliggések szerint irjuk at a vektorialis szorzatokat.

Ha R : E — E ortogonalis leképezés amely nem az identitas, akkor van olyan
nem-nulla a vektor, amelyre R - a = a, és az a vektorra mer6leges barmely x

vektor esetén X'I(f‘;‘) ugyanaz; ezért azt mondjuk, hogy R az a tengely koriili,

arg(x, R - x) szogl forgatas.

Ha A € NAN, azaz N — N antiszimmetrikus lineéris leképezés, akkor e4 az
A magja korili, |A| szogi forgatas, vagyis irdnyitastarto ortogonélis leképezés,
és |x - e? - x| = |x|% cos |A| ha x mer6leges (ortogonalis) A magjara.

20. Minkowski-féle vektorterek

Egy Minkowski-féle vektorér egy (M, 1, g) harmas, ahol

— M véges, legalabb kétdimenziés vektortér; itt a tovabbiakban négy di-
menzios,

— I mértékegyenes,

- g: M xM — I®I Lorentz-forma, azaz szimmetrikus bilineéris leképezés,
amelyre a kovetkez§ teljestil: ha e, e1, 3, es olyan vektorok, hogy g(e;, ex) =0
i # k esetén, akkor (megfelels szamozassal) g(ep, ep) < 0 és g(e;, €;) > 0 ha
i=1,2,3.

A Lorentz-forma nem-elfajulo, ami azt jelenti, hogy ha g(y,x) = 0 minden
x € M esetén, akkor y = 0.

A Lorentz-forma segitségével az

M .Y gy, x)
el M @=X7 @ *)

azonositast tehetjiik.
Ennek az azonositasnak és a korabban bevezetett pontszorzésnak az alapjan
(lasd 18.3), azt irjuk, hogy

x-y:=gx,y)el®l (x,y € M).
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Mivel T iranyitott, vehetjiikk az I ® I nem-negativ elemeinek négyzetgyokét,
igy definialjuk a vektorok pszeudohosszat:

|x| :=+/|x - x|.

A pszeudohosszra igaz:

— |x| =0 ha x =0, de ha |x| = 0, abbol nem kovetkezik, hogy x = 0,
- |ax| = |a|x| minden « € R valds szamra,

— nincs meghatéarozott Osszefliggés |x + y| és |x| + |y| kozott.
Minthogy I ® I is irdnyitott, jol értelmezett a

T:={xeM|x -x <0}

halmaz.

Azt mondjuk, hogy T x és y eleme azonos nyila ha x -y < 0.

Azonos nyilinak lenni ekvivalencia-relacio, két ekvivalencia-osztaly van, ame-
lyek nyilt, nulla csticstt konvex kupok. Azonos nyilu vektorok egy ekvivalencia-
osztalyat a g egy nyiliranyitasanak nevezziik. g nyiliranyitott, ha adot a g
egy nyiliranyitasa; a vélaszott ekvivalencia-osztalyban levé vektorokat pozitiv
nyiliaknak mondjuk.

A pozitiv nyila vektorok halmazat T -lal jeloljiik. Ez tehat nyilt halmaz, és
nulla csicst konvex kip, azaz ha x,y € T, akkor ax + Sy € T~ minden «, 3
olyan nem-negativ valds szamra, hogy a + g # 0.

A forditott Cauchy-egyenlétlenség igy szol: ha x,y € T, akkor

|x-y|>|x|ly| >0

és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha x és y parhuzamos.
Ez eredményezi a forditott haromsz6g-egyenlétlenséget: ha x,y € T,
x és y azonos nyila, akkor

Ix +yl > [x|+ |y

és egyenlGség pontosan akkor all, ha x és y parhuzamos.

Azt mondjuk, hogy x és y g-ortogonélis, ha x - y = 0. Ellentétben az
euklideszi esettel, van olyan nem-nulla x, amely g-ortogonalis 6nmagara.

Fontos tudni, hogy mindig megadhaté barmely s € IT esetén s-re normalt
g-ortogonalis bazis, azaz olyan ep, e, es, e3 bazis, hogy e; - e = 0, ha i # k,
ésep-e=—s2 €€ =s>hai=1,2 73 (ilyen bazis szerepelt a Lorentz-forma
meghatarozasaban).

Ha y a T eleme, akkor a ra g-otogonalis vektorok dsszesége, {x € M | y-x =
0} harom dimenzios linearis altér, amelyre g lesziikitése euklideszi forma, ezért
az ilyen vektorokon a pszeudohossz valodi hossz lesz.

Tetsz6leges A mértékegyenes esetén a Lorentz-forma atvihet6 A ® M-re és

M _ra a tenzoroknal bevezetett pontszorzassal. Konkrétan,

A

(ax) - (by) := ab(x - y),

G- ()=

és
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Ennek megfelelGen

x |x| T
lllener [X[=B L
ax| = falxl c Al 5[ Pe )

Specialisan, a Lorentz-forma %—n valos értéki, és az itteni vektorok hossza
is valos szam. A (x) azonosités itt azt eredményezi, hogy

Szemléletes képet kapunk a Minkowski-térrsl, ha vessziik az M := R?* vek-
torteret, az I := R mértékegyenest, és a

3
(€266, - (" nt P ) = =00+ gy
1=1

Lorentz-formaét.
Az egyszertibb irasmod kedvéért a szokashoz hiven bevezetjiik a

§0 = _60’ Ei = fl (7’ = 172a3)

jelolést, és ezzel
3
E&n=> &'
i=0

Ennek megfelelGen a vektorok és kovektorok azonositésat a

(fl) = (ﬁz) (Z =0,1, 273)

formula fejezi ki. Jegyezziik meg tehat: mind a vektorok, mind a kovektorok
szamnégyesek, a vektorok szimbolumait felsé indexszel, a kovektorok szim-
bolumait alsé indexszel jeloljiik.

20.1. Adjungaltak

Az L : M — M linearis leképezés g-adjugaltja az az L* : M — M linearis
leképezés, amelyet az x - Ly = (L*x) -y (x,y € M) egyenlSség hataroz meg.

L g-szimmetrikus, illetve g-antiszimmetrikus, ha L* = L, illetve L* =
—L.

L g-ortogonalis, ha L - L* az M identitasa; ez egyenértékii azzal, hogy
L* = L7}, és azzal is, hogy (L-x) - (L-y) = x -y minden x,y € M esetén.

Az egyszertiiség kedvéért altalaban elhagyjuk a Lorentz-formara valé utalést,
és csak adjungéltat, szimmetrikust, antiszimmetrikust és ortogonélisat mon-
dunk.

Barmely A meértékegyenes estén a pontszorzas értelemszert alkalmazasaval
ugyanigy definidljuk az E - AQE és E — % linearis leképezések adjungaltjat,
szimmetrikus és antiszimmetrikus tulajdonsagat.

Az adjungalt a transzponaltnak felel meg a vektorok és kovektorok azonosita-
sa kovetkeztében. Jegyezziikk meg, hogy itt — épp az emlitett azonositds miatt
— az altaldnos esettel ellentétben, értelmes M — M linearis leképezés szim-
metrikussaga, antiszimmetrikusséga.
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21. Affin terek

21.1. Alapveté tulajdonsagok

Egy affin tér egy (V,V, —) harmas, ahol
— V nem iires halmaz,
— V vektortér,
— — leképzés V x V-r6l V-re, amelyet

(z,y) =z —y

formaban frunk, és amely a kévetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1) minden o € V esetén az O, : V— V, z — x — o hozzarendelés bijekcio,

2) (x —y)+ (y—2)+ (z —z) = 0 minden z,y, z € V esetén.

O, szokasos neve: V-nek o kezd6ponta (origdju) vektorizacioja.

A szokasnak megfelelGen az affin teret egyetlen betiivel jeloljiik, és azt mond-
juk, V affin tér V vektortér folott, és a — leképezést kivonasnak hivjuk.

Specialisan egy vektortér, a vektori kivonassal, affin tér 6nmaga f6lott. Affin
terek — amelyek viszont mar altalaban nem vektorterek — egy vektortér affin
alterei is (lasd 17.3) a vektori kivonassal (ezért is nevezik ket igy).

Az V affin tér dimenzidja az alulfekvé V vektortér dimenzioja. V iranyi-
tott ha V iranyitott.

A fenti 1) és 2) tulajdonsagbol azonnal adodik, hogy minden z,y € V esetén

— x —y = 0 akkor és csak akkor, ha x =y,

- r—y=—(y—uz)
tovabba barmely n > 3 egész szamra és a V-nek x1,zo, ..., z, elemére

(r1 —x2)+ (2 —23) +.... + (2 — 1) = 0.

Adott o € V esetén, az O, leképezés inverzét
V =V, X+ o0+ x (*)

forméban jeloljiik.
Tehat, definicié szerint a V minden x,y elemére

y+@—y ==

Jegyezziik jol meg:

— értelmes az Osszeg, a kiilonbség és a szammal szorzas vektorok kozott, az
eredmény vektor;

— értelmes a kiilonbség két affin térbeli elem kozott, az eredmény vektor
(nem értelmes az Osszeg és a szammal szorzés!),

— értelmes egy affin térbeli elem és egy vektor Osszege, az eredmény affin
térbeli elem.

A jelolések ugy vannak meghatéarozva, hogy a szokasos miiveleti szabalyok
érvényben maradjanak, amennyiben az elvégzett miiveletnek van értelme.

Tehat példaul igaz, hogy (z +x)+y =z + (x +y) (az Osszeadas jele a bal
oldalon kétszer a () miveletet jeloli, a jobb oldalon egyszer ezt a mtveletet,
egyszer a vektorok Osszeadasat).

Ugyancsak igaz, hogy (z —y) + (u —v) = (z —v) — (y — u), ezzel szemben
(r —y)+ (u—v) = (r+u) — (y +v) nem helytallo, ugyanis a jobb oldalnak —
affin térbeli elemek Gsszegének — nincs értelme.



22. Differencialas 177

21.2. Faktorterek

Legyen E a 'V vektortér linearis altere.

A V affin tér egy részhalmazat az E vezette affin altérnek hivjuk, ha z+E
alaki az affin tér valamely x elemével. Vegyiik észre, hogy = +E = y + E akkor
és csak akkor, ha y — x € E.

A V pontjai a nulla linearis altér vezette affin alterek. Egydimenzios linearis
altér vezette affin alteret egyenesnek hivunk, és hipersiknak egy olyan affin
alteret, amelyet dim V — 1 dimenzios altér vezet.

Azonos alterek vezette affin altereket parhuzamosaknak mondunk.

Az E vezette affin alterek Osszességét V/E jeloli; elnevezése: V-nek E szerinti
faktortere.

V/E affin tér lesz V/E 616tt a kovetkez6 jol definialt kivonassal:

(y+E)—(z+E):=(y—z) +E.

21.3. Affin leképezések

Legyen U és V affin tér az U, illetve a V vektortér folott. Egy L : V. — U
leképezést affinnak hivunk, ha létezik egy L : V — U lineéris leképezés tgy,
hogy
Ly) - Lx)=L-(y—=z) (z,yeV).
Az L linearis leképezés egyértelmi. Azt mondjuk, hogy L affin leképezés L
folott. A fenti formula egyenértékii azzal, hogy

Liz+x)=Lz)+L -x (x eV, x€V).

Nyilvanvalo, hogy linearis leképezés — az affin tereknek teintett vektorterek
kozott — affin leképezés onmaga f6lott.

Az affin leképezés L pontosan akkor injektiv vagy sziirjektiv, ha L olyan;
ha L bijekcio, akkor L~" affin leképezés L1 £516tt. Ha L bijekcioé és V is, U is
irdnyitott, L iranyitastarto, ha L olyan.

Affin altérnek affin leképezés altali képe affin altér; affin altérnek affin leképe-
zés altali 6sképe affin altér.

Specialisan az L affin leképezés értékkészletében levé minden u esetén

{z €V | L(z) =u}

az L magja vezette affin altér.

22. Differencialas

22.1. Differencialas affin terekben

Ismertnek tételezziik fel az analizis alapvetd fogalmait: nyilt halmaz, zart hal-
maz, konvergencia, folytonossag stb.

Véges dimenzids vektortéren barmely két norma ekvivalens, vagyis ugyana-
zokat a nyilt halmazokat, zart halmazokat, konvergens sorozatokat, folytonos
fliggvényeket, stb. hatarozzak meg, ezért beszélhetiink ezekrsl norma konkrét
megadasa nélkiil. Lineéris, bilinearis, multilinearis leképezések automatikusan
folytonosak (véges dimenzi6 esetén!).
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Ha U és V véges dimenzios vektortér, ordo : V — U olyan fiiggvényt jeldl,

amely
— definidlva van a 0 € U egy kdrnyezetében,
ii_r&) Orﬁ;ﬁx) = 0 a V-n adott valamely (tehat minden) || - || norma esetén.
Ha V affin tér a (véges dimenzios valos) V vektortér {6lott, és || || norma
V-n, akkor V x V — R, (x,y) — ||z — y|| metrika V-n. Ezzel a V-n is beszél-
hetiink nyilt halmazokrol, folytonossagrol stb. Affin leképezések automatikusan
folytonosak.

Legyen V és U affin tér. Egy F : V — U fliggvény differencialhato az
értelmezési tartomanyéanak egy x bels6 pontjaban, ha létezik egy DF (z) : V —
U lineéaris leképezés — més szdval az U ® V* eleme — gy, hogy

F(y) — F(z) = DF(z) - (y — x) + ordo(y — ).

DF(z) az F derivaltja x-ben.

F differencialhato, ha differencialhat6 az értelmezési tartomanyanak min-
den pontjaban.

F folytonosan differencialhato, ha differencialhato, és a V.— Lin(V, U),
x — DF(zx) figgvény folytonos.

F kétszer differencialhatoé, ha differencialhato, és a V. — UQ® V, = —
DF(z) fiiggvény differencialhato (aminek a fenti definicié szerint van értelme,
hiszen a U ® V véges dimenzios vektortér). Az F maéasodik derivéaltja z-ben,
amelyet D?F(z)-szel jeléliink, az (U® V*) @ V* = U ® (V* ® V*) eleme.

Magasabb rendi diferencidlhatésig hasonloan értelmezhets. Az F' n-ik de-
rivaltja z-ben, amelyet D™ F(x)-szel jeloliink, az U ® (V*)®" eleme.

Simanak mondunk egy akarhanyszor ("végtelenszer") differencialhato fiigg-
vényt.

Minthogy egy vektortér affin tér dnmaga folott, értelemszertien U és/vagy V
helyett U és/vagy V is vehetd.

Affin leképezés differencidlhato, a derivaltja minden pontban az alulfekvé
linearis leképezés. Ezért végtelenszer differencidlhaté, minden magasabb rendd
derivaltja nulla.

22.2. Tenzormezdk differencialasa

A V-n értelmezett és R, V, V* V® V, V* ® V* sth. értékid fiiggvények
(skalarmezdk, vektormezsk, kovektormezsk, tenzormezsk, kotenzormezdk, stb)
kiilon figyelmet érdemelnek.

Az f:V — R fiiggvény derivaltja Df : V— V* fiiggvény.

A J :V— V vektormezs derivaltja DJ : V. — V ® V* fliggvény.

A K : V — V* kovektormezs derivaltja DK : V — V* ® V* fliggvény.

A G:V—V®YV tenzormezs derivaltja DG : V=V ® V ® V* fliggvény.

Es igy tovabb: a D differencialas formalis kovektorként foghato fel, amel-
lyel mintegy tenzoridlisan szorozzuk az eredeti fiiggvényt. Sajnos a derivaltak
megszokott jelolése nincs Osszhangban a tenzori jellésekkel: a D szimbolu-
mot a fiiggvény jele elé irjuk, mig az eredmény hatulrél valé szorzasban jelent-
kezik. A vektormezdskkel és kovektormezdskkel kapcsolatban alkalmazhatunk egy
"triikkot", hogy helyrebillenjenek a dolgok. Nevezetesen, vessziik a derivaltak
transzponéltjat:

DRJ:=(DJ)" :V>V"QV,
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DK = (DK)*:V— V* @ V",

A J vektormez$ derivaltjanak az értékei vegyes tenzormezdk, ezért vehetjiik
az értékek nyomat, igy kapjuk a vektormez6 divergenciajat:

divJ :=D - J := Tr(DJ).

A K kovektormezd derivaltjnak pedig vehetjiik az antiszimmetrizaltjat, ame-
lyet a kiilsé dervaltjanak hivunk:

DANK:=D® K —-DK.

Ertelemszertien definialjuk egy antiszimmetrikus kotenzormezének, egy F :
V — V* A V* fiiggvénynek a D A F kiils6 derivaltjat.

22.3. Differencialas haromdimenzios euklideszi térben

Haromdimenzios iranyitott euklideszi tér folotti affin tér esetében szokés a dif-
ferenciélas jeléiil a V szimbolumot hasznalni.

Ekkor egy D vektormez§ derivaltja VD, a divergencidja divD =V - D.

Egy E kovektormezd kiilss derivaltja V A E, amelyre alkalmazva a (19.1)
leképezést kapjuk a kovektormez6 rotaciojat: j(V A E) =V x E =: rotE.

Egy H antiszimetrikus tenzormez§ derivaltja VH, divergencidja a V - H
vektormezd. A 19.3 alfejezetben a vektoridlis szorzéasra szerepls (ii) formula
szerint V- H = —V x j(H) =: —rotj(H).

Egy B antiszimmetrikus kotenzormez§ kiils6é deriviltja V A B antiszim-
metrikus 3-kotenzormezs. A 19.3 alfejezetben szerepls (vi) formula szerint ez a
Levi-Civita-tenzor —V - j(B) =: —divj(B)-szerese.

22.4. Differencialas egydimenzios affin téren

Tekintstink egy f : A — V differencialhat6 fliggvényt, ahol A egydimenziés affin
tér (az A vekortér folott). Definicio szerint a derivéltja az a pontban, Df(a) :
A — V linearis leképezés, amely tekinthets a % elemének. Ekkor az f'(a) vagy

f(a) jelet hasznaljuk Df(a) helyett, és megmutathato, hogy

) — tn T =T )

b—a —a

23. Részsokasagok

23.1. Gorbék

Legyen V affin tér, amelynek a dimenzi6ja nagyobb 1-nél.

A V egy C részhalmaza gérbe vagy vonal, ha létezik egy p : R — V fiiggvény,
amelyet a C paraméterezésének hivunk, tgy, hogy

— a p értelmezési tartomanya nyilt intervallum, értékkészlete C,

— p folytonosan differencidlhato, és p(€) # 0 az értelmezési tartomanyaban
levé minden &-re,

— p injektiv és p~! folytonos.
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Legyen z a C gorbe eleme. A p(p~!(z)) vektorral parhuzamos vektorokat
(més szoval a p(p~1(x)) szdmszorosait) a gérbe 2-beli érintévektorainak nevez-
ziik; Osszességiik az x folotti érintétér.

Noha az érintévektorokat egy paraméterezéssel definialtuk, fliggetlenek a
paraméterezéstsl: megmutathaté, hogy ha p és ¢ a C gérbe paraméterezése,
akkor p~' o ¢ : R — R folytonosan differencidlhaté, tovabba minden x € C
esetén p(p~1(x)) és ¢(¢~!(z)) parhuzamos egymassal.

A C gbrbe p és ¢ paraméterezése azonos iranyitasi, ha p(p~1(x)) és ¢(q¢~1(x))
egymés pozitiv szamszorosai minden x € C esetén. Az azonos irdnyitési parameé-
terezések egy ekvivalencia-osztéilyat a gorbe egy iranyitasanak nevezziik. C
iranyitott, ha adott egy iranyitasa.

Specialis gérbe egy C egyenes, azaz egydimenziés affin altér V-ben. Ugyanis
ez x + C alaka, ahol = a C tetszéleges pontja, és C egydimenziés lineéris altér
V-ben. Véve tetszéleges ¢ elemet C-bdl, o — z + ac az eldirt tulajdonsigi
paraméterezése C-nek. Az egyenes minden pontjaban az érintStere C. A C
iranyitasa egyenértéki a C egy iranyitasaval.

23.2. Tobb dimenziés részsokasagok

Legyen V affin tér, amelynek az N dimenzi6ja nagyobb 2-nél; és legyen M ter-
mészetes szam, 1 < M < N.

A V egy H részhalmaza M-dimenzios egyszerii részsokasag, ha létezik
egy p : RM — V fiiggvény, amelyet a H paraméterezésének hivunk, ugy hogy

— a p értelmezési tartoménya nyilt és Gsszefliggs, értékkészlete H,

— p folytonosan differencidlhato, és Dp(€) # 0 az értelmezési tartomanyaban
levé minden &-re,

— p injektiv és p~! folytonos.

Az értelmezés szerint tehat a gorbék egydimenzios egyszerti részsokasagok;
az N — 1 dimenzios egyszerii részsokasdgot hiperfeliiletnek hivjuk.

A V egy H részhalmaza M-dimenzios részsokasag, ha minden x pontja-
nak van olyan G(z) kérnyezete V-ben, hogy G(x) N H M-dimenzios egyszeri
részsokasag; egy ilyennek a paraméterezését a H lokalis paraméterezésének
hivjuk.

Egy lokalis paraméterezés inverzét lokalis koordinatazasnak nevezziik.

Legyen z a p lokilis paraméterezés értékkészletében. Emlékezziink, hogy
Dp(€) : RM — V linearis leképezés. A Dp(p~'(x)) értékkészletében levs ele-
meket a H z-beli érintévektorainak nevezziik; Gsszességiik az x folotti érin-
totér,

T.(H) := Ran (Dp(pil(:c))) .

Noha az érintévektorokat egy paraméterezéssel definialtuk, fliggetlenek a
paraméterezéstsl: megmutathato, hogy ha p és ¢ olyan lokalis paraméterezés,
hogy az értékkészletiik metszete nem iires, akkor p~tog : RM — RM folytonosan
differencidlhat6, tovabba minden x € Ranp N Rang esetén,

Ran (Dp(p~"'(z))) = Ran (Dg(g~'(z))) .

A részsokasag érintSterei a V-nek M dimenzios linearis alterei.
Legyen U affin tér, dimU = N — M, és S : V. — U olyan folytonosan differ-
encialhato fliggvény hogy DS(x) sziirjektiv minden z-re az S értelmezési tar-
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tomanyabol. Ha v € Ran$, akkor
H:={zevVv|S)=u}
M dimenzioés részsokasag V-ben, amelyre
T,(H) = KerDS(x).

Szavakban: az S szintfeliiletei részsokasagok.
Forditva, megmutathato, hogy egy részsokasag minden pontjanak van olyan
kornyezete, amelyben szintfeliiletként allithato eld.



