ALTALANOS RELATIVITASELMELET

Nemelfaijult szimmetrikus bhilineadris formdk terei

fonek

Ebben a pontban M vég sesdimenzids valds vektorteret és 1

dimenzicds valds vektorteret jeldl.

Definicié - Legyen N:=dimM &g nelN. Ekkor B (M,I) jeloli azon
g : MxM - Is®I
bilinearis forméak halmazat, melyekhez van olyan deI, d#0 é£s

olvan (e ) bazis M-ben, hogy minden 1=2j,ksN indexre:
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+de ¢ ha j=k és j>n
teliesiil. (Az ilyen M-beli bézisokat d-cortonorméaltnak neverzik. )

A Lq(M,I) halmazt Lor{M,I} jeldli és ennek elemeit Lorentz-

forméknalk nevezzik. A BH(M,I) halmaz elemeit euklidészi formalk-

nak nevezziik. Az Osszes MxM-I1el bilinearis forméak

~

Megiegyezziltk, hogy a definicid nyilvédnvalé kovetkezménye az,

il
hogy a B (M,I) minden eleme nemelfajult és szimmetrikus bilinea—

o]

rie forma. Ha n>dimM, akkor B (M,I)=¢, tehdt ha dimM=0,
st

Lori{M,I)=¢

al elméletét ismertnek tekint-

T
ik (Alg., Ch. IX.). A ktvetkend lemmat csak azért

g 1 fogalmazzuk
mert hivatkozunk ra.
1.Lemma - Legyen ‘MxMeToI szimmetrikus bilinearis forma es
—_— e e fsu 2N}
M'cM olvan linedris altér, hogy g R (M ,I), ahol n i,

I M xM
Jeldlje MY az M alter g-ortogonalis komplementeret. Tegyvik fel,

v M'eM’=M és neN, n’'sn<dimM. Ekkor a kovetkezd allit



b) geB (M, I1).
n
Bizonyitds - Az a)sb) trividlis, ami azonnal lathaté, ha vesziink
ortonorméalt bazisokat a g és ¢ bilinearis formakhogz,
MI _\;MI M"I.\;MIH
majd a két bédzist megfelelden "dsszefiizzik'". A bl=sa) pedig azért
nyilvanvald, mert nemelfaju szimmetrikus bilinedris forméra

nézve ortonormialt

-

zissa és mert a bilinedris

el" ),

hatdrozott {"inerciatét

1.A111ités - Legven N:=dimM
és LiM=M’ linedaris izomorfi
1 -1 , .
L-g:r=go{l =L B (M',I) g a
n
B (M,I) - B ,(M

ba n

leképezés bijekcid, Tovabba:
GL(M} x B (M,I) =

1

csoportja

g-ortogondlis csoporttal.

rendszert ki

forma szigna

Minden B (M,I)9g~re a g pont

ebben a trans zfurnac1ocsopo;tban megegvezik

:= { LeGL(M) |

s

egésziteni ortonormidlt bha-

i

lehet

tirdja egvértelmlien meg-

és nelN. Legyen M valds vektortér
izmus. Ekkor minden B (M,I)3g-re
1) ; g = L-g

harmas tranzitiv

Az

go(LxL)=g }

Bizonvitéds - Ha L:MsM' linearis izomorfizmus, geB (M, I) &z deI
Tt
olyvan nem nulla elem éz (e ) . olyvan bédzis M-ben, hogy (%)
. kW 1=k=N ¥
teljesul, akkor az L-g::MxM-I9I bilinedris operitorhoz az

{Le ~ M =-beli bédzis olyan, hogy minden
kT 12k=N
{L-gi{Le ,LeL):g(e ,e!}, tehat L-geB (M',I). Tovabbsa, kdnnyven
J i J < B

lathatd, hogy a

B (M, I} - B ,(M,I) X g = L-g

n
, -1
B (M ,I) =2 (M,I) ; g = L '.g
be] n

n



csoport. Legvenek g,g’eBp(M,I) tetszdlegeselk; olyan LeGL(M) ope-
ratort keresiink, amelyre g'=L-g teljestil. A definicid szerint a
g-hez (ill. g’ ~-hoz) létezik olyvan deI, d#0 (i11. d'«1, d'#0) és
Vo cren ! bazis M-ben, hogy

. { S
olvan \ek)ingN (111, (ej

¥ 1
teljesiil (ill. g’ -re (%) teljesil, ha g helvére g —-t,

d' -t és le } _ helyére (e’) -t dirunk). Létezik
k 1Xk<N K 1XkXN

olvan LneGL(M;‘ hogy minde 1<k<N indexre Lgel=e;. Ekkor
8] 4 X

gy  az L:z(d/d')LQ€GL(M) ope

i szamoldssal kapjuk, ho
e

(L-g)(e , k):g'(e_,ep) teljestil minden j¢k€{1,.°.,N}
j ]
tehat L-g=g'; ezért a (GL(M),BW(M,I),

g
tranzitiv. B

ban bevezete y leképezés altal meghatédro-
n n
zott transzio rmAcidcsoport-struktirat tekintjtik adottinalk.

Definicié - Legyenek neN., A B {M,I) halmaz természetes topo-
n

TTI

16gidjdnak nevezzik a B (M,I) feletti GL{M)-topoldgiat. {Ez te-

wat az az egyvetlen tOD01001a B (M,I) felett, amelyre teljesiil

T
az, hogy minden Bq(M,I)Bg—ze a g-hez tartozd GL{ }aB (M, 1)
LeslL-g orbitalis fiiggvény kanonikus faktorizaltja homeomorfizmus
a GL(M)/0(g) topologikus faktortér és az ezzel a topolégiaval
1latott Bq{M,I} topologikus tér kozdtt ). A tovabbiakban
BD(M,I)-t a “természetes topolégidjaval ellédtva topologikus

Tehat a (GL(M),B (M,I), ) héarmas tranzitiv topologikus transz-—

9.A11itds ~ Ha nelN, akkor a B (M,T) topologikus tér megszam-
n
l4lhaté bazisd lokalisan kompakt tér; specialisan ag-kompakt is

és teljesen metrizalhato.

Bizonvitds - Elég azt megmutatni, hogy régzitett geB (M,

I
tén a GL(M)/0{(g) topologikus faktortér ilven. Mivel 0(g) ZArtT

M
44
im0
=
D
=
o
o0
o
t'*i
=

régresoport a GL{(M) tepologikus csoporthba
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sért elég azt igazolni, hogy minden G megszamlalhatd haristd

e
lokédlisan kompakt csoportra és minden HEG zart részcsoport a
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G/H topologikus homogén tér megszdamlalhatd bazisd é&s lokdalisan
kompakt. Mivel egy topogikus csoport részcsoportja altal

meghatarozott (baloldali) elvivalenciareldcid nyilt, ezért elég

volna azt tudni, hogy mindern X megszamlidlhatd bazisd lokélisan
kompakt térre és minden olyan X-beli R nyilt ekvivalenciareldci-
6ra, amelyre a X/R topologikus faktortér szeparalt teljesil az,

hogy az X/R faktortér megszamlialhatd bidzisui és lokadlisan kom-
= f=-3

Y
pakt. Ez viszont trividlisan digaz. (Ha X topologikus &g R
nyilt ekvivalenciarelédcid X-ben és 7m:X2X/R a kanonikus jek-
cid, akkor az X minden B topologikus bazisdra a {n<B> hal-
maz topologikus bédzisa az X/R topologikus faktortérnek.

3.A11itas - Legyenek nelN. Minden B (M,I)2g-hez létezik olyan
n
)

B (M,I)-GL(M) Borel-fiiggvény, amely a GL(M)>B (M, I
n

bitalis flggvényvnek jobbinversze.
=5 ‘.

BizonyitAds - Elég arra a {lénvegesen nemtrivii

kozni, hogy ha X o-kompakt leng

gikus tér, akkor minden X-V

olyan jobbinverze, amely Borel-fliggvény.

4

ldlje R az f Altal meghatirozott ekvivalenciare
e

Mivel VY T1—tér ég f fTolytonos, ezért az R szerinti ekvivalencia-
' -1

osztalyok (vagyis az f {y} alaku halmazok, ahol yeY) zartak. Ha
<X zart halmaz, akkor az F halmaz R szerinti telitése [vagyis
-1

T <f<F>>}) Borel-halmaz. Valdban, legven (K &7 X kompakt

0 Nt
-1

részhalmazainak olyan sorozata, hogy U K =X, Ekkor  «<f<Fro>=

H

B

Bo

az

=i figgveény, amely minden ‘2y-hoz hozzarendell az
-1

Enf {v} halmaz egyetlen eleméit. Ekkcr = Jobbinverze f-nek &g az

2 higzen ha BeX Borel-halmaz, akker BnE=Bnims




Borel-halmaz X-ben és (py=f<BnE> és £ a Bnk halmazon injektiv,
tehdat a Top.Gén. Ch. IX, 86, n 7, 3.Tétel éz annak Kovetlkezménye

szerint a BnE halmaz £ Altal 1létesitett képe Borel-halmaz

Avonban folytonos jobbinversz létezése erBsen kétseges. Nyil~-

Sk

vanvalso, hogy a Livetlkezd allitds is igaz: ha ¥ lengyel-tér és ¥

metrizalhatd topologikus tér, akkor minden olvan f:XsY fo slvtonoes

szirjekecidnak van Borel-féle jobbinverze, amelyre teljeslil az,
_’L

hogy minden FecX zart halmazra f ¢f<F>> Borel-halmaz ¥~hen. A

-

fenti bizonyitas szerint ez a fel

fond

i

tétel minden XE=sY olytonos

szlrjekecidra teljesiil, ha X o~-kompakt.

2. A Lorentz-formak tere
Ebben a pontban (E,I,{-l-}) legalabb g% vdimenzids valds
suklidészi teret Jelsl., A it}s]:EanI®I hilinedris forma termé-

sretes modon generalja a

bilinedris formdkat. Minden sav-re 4 EV\I=%(V¥V> jeldlést hasz-.

=il b=

néaljuk. Ha HcE Jinedris altér, akkor [-]-1, Jjelsli a [- - bili-
H

. . L .
nedris forma HxH-ra vett leszikitését és H jelsli a H ortogona-

. | - - s
1lis ko mplementerért a L-{-l-ra vonaltkozcan &s PH a H-7ra vetlito

- , . . X . — .
{-!~]—oriogonalis projektor. Ha 1LeEnd(E), akkor L jelsli az
adjungaltjat a I-[-]~ra vonatkozdan.

o E

Minden V,WET vektorra a vew {(absz ztrakt) tenzorszor zatot azo-
nositjuk {vagy realizal juk) az EsE; grva{wlql linedris cper?—

o

torral. Ez a realizdcid lényegesen fiigg a -l-] ceuklidészi for-—

Minden LeEnd{IxE) cperdtort aronositunk azzal a

ﬂ
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métrixszal, amelyre



(r,v,w,R)eEx(E X[EJXEnd(E)
I)5\T

és minden IXE3(t,q)=-ra:
L{t,q) = (tt+(w|q]l,vet+Rq)

tel

t—

tt az

Oz

by

~

v R

szimbdlummal jeldljlik., Ez az azonositds is lényegesen fii

euklidészi formidtsl.

Kénnyen beldthats, hogy ha L,L'eEnd (IxE) és

il

L T w} ’ L' = T ow
v’ R’

akkor
Y
ﬁm”+(wiv" tw +R W
Lol’ = i e I .
(\fV‘RIVJ RoR' +vew’
A [+ l~ra nézve szimmetrikus FE-F linedris operdtorolk
| re
terét Sjm(E,[-l 1) Jelsli.

Az IxE alaku szorzattér feletti

i
formékat keressiik, tehit a Lor{(IxE,

AN
)

.
£re

Ehhez szikséglink lesz a GL{IxE) halmaz Jellemzé

]
o

)

re.

i

lens azzal, hogy 120 és TR-vewsGL(E), wvagy t=0 &z vz0 £o
' i
4 N P - e <
a (P ]OR}' W 2V operator bijekcid,
v w
Tegylk fel eld8szér, hogy L sziirjektiv.

Ch

Jeslil. Ezt a kapcsolatot z L operdtor és az adott
5

&
R )

matrix

vektor-

). Ekkor q'€E, t'=0 esetén van olvan {t,;q)¢IxE

egidltalanosabb alakt Lorentsz-

) halmazt akarjuk jellemezni.
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(a,ﬁ,y)emx(%xmd(ﬁz‘)
harmas, hOgy minden IxEB(t,q),(t’,q’)—re:
g((t,a),(t,a)) = —(x-(t@t"i+t®iﬁi<1’}+t’®(55’1q]+[’x<q')‘\¢]

teljesiil és van olyan (T,V,W,H)ERX(T}X(T]XEDdLE) négyesg, no
) N

i}

v

cGL{IxE), azaz

L) 1=0 esetén vz0 és wz0 és a (E’|0R) anev operédtor injek-
v | W

tiv.

Bizonyitds - Legyen gy \ ]:(ILEEX(IXE)%I®I az a bilinearis forma,

amelvre (t,q},(t’,qf)éIxE ecetén

mnd

g[.\,ii(t,q‘},(t’ ,q')) = —tfi%?t"+[q§3q']-

&

Nyilvéanvald, hogy 8 clLor{IxE,I). Ezért a g: (IxE)x{IxE)-Ie1
KN

bilineadris forma pontosan sakkor Lorentz-forma, ha 1étezik olyan
LeGL{IxE), hogy L-g:g[_x_], vagyis ha g[ l lo(LxL)=g Tz ekviva-
) , . E\ (E) o4y o , o -
lens olyan {t,v,w,n;é&x T X5 «End(E) négyes létenésével, hogy
L = T W
lv R
\ A

és LeGL(IxE), vagyis a 2.Lemma szerint a) €s L) teljesll.

Ha a (t,v,w,RI}E Rx(%)x(%)xEnd(E) négyes ilvyen, akkor minden
N

(tJQ);(t',qf§€IxE elemre:

o



= —(tt+(w§q])@(Tt’+(w’q’}}+[v@t+RqIV@t’+Rq’} =

.
E - . . . o s
ahol az (a,ﬁ,y}e@x(i xEnd{E; harmas éppen az, amire az allitis-
N
ban felirt egyenl&ség tel jesil.
E

Azt kellene még belatni, hogy =z az (Q,B,y)ekx(TJxEnd{E) harmas
N

N
csak g-t6l fligg (és nem kdzvetlenil a (t,v,w,R)e RX(%JX(%)XEHd(E}
. L

négyestdl). Ez viszont nyilvanvaldva valik, ha felirjuk g érté-
keit specialis -alkalmasan megvalasztott- (t,q),(t’,q JeIxE ele-

mnekre.

g{{t,0),(t,0))

- Ha tel és t#0, akkor o=-

tot
l R I LY
- Ha t'el, t'#0 s akkor minden E3q-ra (ﬁgq]=g\(o’qéf(t ’OI'A
- Minden E3q,q -re [y{a)lq 1=g((0,a),(0,q")).
- 2o e — E ST / \ 2 ¢ L R - N
Ezért az (o,B,7)eRx T xEnd{E) harmast egyértelmlien meghatiarozza

a g bilinedris forma.B§

A 4, Allitéds alapjan célszert bevermetni a kdvetkerd definici-

6t.

o

C e " E . . -
efinicid ~ Legyven (a,B,y}eMX[T xEnd(E) tetszdleges. Ekkor

g 8 }2(1XE)X(IXE)%I®I jeloli azt a bilinedris format, amelyre
Gy 2y
{(t,q),{(t ,q )EIXE esetén
8, 5 ((t,a),(t,a))i=—c (tot')+te(Bla’ T+t e(flal+lv(a) |a’].
PN S A
A definicid alapjén nyilvanvald, hogyv g =g o
L-I-} 1,0,1QE

)



y 2laki bilinearis forméak “transzformacids szabalyat”

irja le a kdvetkezd allitéas:

5.Al1itas - Legyenek

(a’,B',y’)eRx(%}xEnd(E} ; (t,v,w,R)eRx(%J;(%]xEnd(E)

tetszblegesek ég L = (T w\éEnd(E). Ekkor:

v R
N Z
LW 3 =
ga",BI,YIO(LhL] gd,‘s’}'
ahol («,B,7%) L%\xEnd( E) a kdvetkezd harmas:

werlo —2e(p v = (3 (V) V)

*{B*>+<—ra'+(5'\v)>w+(y'oa>§(v)

* 7
=R 0y oR-0t’ \w®w)*W?QI B ).
Bizonvitas - |
L i1z Y e , (E - ,
A 4. Allités szerint & két alabbi diszjunkt Rx T wEnd (B}~
&

heli részhalmasz unidja raképezhetd Lor{IxE,1)-

e

{(TFV,W,R}GQXK%}X(g)XEEd(E)!(Ti@)’(IR voweGL(E) }}

{(0,v,w,R )EWX(?) (1} End(E) | (v#£0)&(wz0)&( (P oR)| | bijekeid)l.
v W

Ez a sziirjekcld nem injektiv. A (t,v,w,R} és (r’,v',w',R’) né-
gyesek pontosan akkor hatarozzak meg ugvanazt a Lorentz-forméat,

ha 1létezik olyan LEO(g[‘g_]) g[.MW—OILOQOnal“S transzformacio,

?

v
. A

T W (T' w’}
)

teljestil. Viszonyliag hosszid szémolds utén megkaphatju uk

a
alédnosabb formajd g[ 1 ]—ortogonalls transz sformacidt. AZ ered-

mén

D

<,

; az, hogy egy LeGL(IxE) leképezés pontosan akkor g['\,]—or—
E

togonalis, ha van olyan u€g &g Lec([-1-1) és ge{-1,1}, hogy

[,
b



2 -1,
ey 1+]|ul eLp (u)
L = \
ueL_ " {(u)
] u L+ &L, (u)
\ 2
14y 1+ ]|u]
Ebbdl kdvetkezik, hogy a {(t,v,w,R) és (77,v ,w ,R') négyesek
pontosan akkor hatdroczzmidk meg ugyvanazt a Lorentz-format, ha

JE—
w o= ewy/ 1+}u¢2+e(LoR};<u> ;

v' = Tu+L v)+—i3l£1izli u
|ul ®

(
! 1+ 1+

4 * 3
R = Lops—28lLoR) (w)

1+ 1+]ul”

Az 4. Allitéds szerint Lor(IxE,I) azonosithatd az RX(—JXEJd(E)

v s vektortér egy részhalmazidval. Az azonositis az E-n vAlasz-
]-] euklidészi formdtdl lényegesen fligs. Ezt azért fontos

- . V E o
hangsilyozni, mert sem Lor(IxE,I), sem RK(T xEnd(E) nem filigg
L

2le E-n vagy I-n adott egyéb (tehit nem vektortér) struk-

g (IxE)x{IxE)>Ie¢I bilinearis operdtor lehet elfajult is és

o, By

nem szimmetrikus is.

E)
3.Lemma - Legven (a,B,y)EEX(T xEnd(E),
rd
| (o -8 .
al g B v pontosan akkor nemelfajult, ha Ls g eGLIIxE) .
g 1)
J
bh) pontosan akkor szimmetrikus, ha a Y€End{E) operitor
ay, By - \
. L - P
szimmetrikus a [-{-]-ra nézve.



Bizonyité

)]

- Azt kell égrzrevenni, hogy g[‘t‘]O(LXid yo= g .

&g nemelfajult és arimmetrikus
(11 -

Ebbdl &és a 2, Lemmdbdl kapjuk, hogy ha g Lorentz-forma,

e

2
oy Y

akkor:

- a v operétor szimmetrikus a [-]-1-ra négve;

-~ o0 esetén oy +BRBEGLIE) ;
Ero &
~ a=0 esetén (P Ldy) eGL(B) .

Termésrzetesen vetddik fel az a kérdés, hogy milyen kapcsola~

~

tok vannak egy (a,B,y) € Rx‘%}xEnd(E) harmas komponensel kozott,
\

o B ye Lor (IxE,I) teljestil? Ilven természetd jellemzést ad a
A3 3

kevetkezd tétel, amely egyben a Lorentz-formdk egyfajta oszté~

c(IxE)-1Ig1 bilinearis forma P ntosan ak-

fot
3
[ORS
ot
0]
}_.\
i

[

i8]

e}

0o
.
v
=
et
E s

van

egyértelmien 1étezik ol

b
@)
]
C-’i
I
Iy
&)
o}
ot
N
|
H
O
[
=
o
s
)

(a,B,7)€Rx —)XSym(E,['\-l)

hairmas, hogy 878

oy, By
(1) s a>0, akkor az ay+&%%End(E) operator pozitiv definit a
[ l j-ra nézve.
TT 1 Z VR — v At < 4 I g
11 Ha o=0, akkor 320 és a (P oY cEnd (B ) operalor pozitiv
i ¢ i T

B B

. . i .
definit a [-1-1 -ra nézve.

(I11) Ha o0

[N
n
o) ™
1
(@)
&
e
a
Q
]
—
-
ol
e
‘,..J
Q.
el
m
t-—i
<
o}
=
[aatl

-7 ¢ . . 5 L \
(IV) Ha «<0 es B#0, akkor 8 . B:AJCLOT(IXB ,I), ahol
bl 5

.
(&5
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Bizonyitds - Az elézdek alapjan elég azt igazolni, hogy ha
. K . . -
(u,B,y)eRx[T XSym(E,[’!-}), akkor g X€LOT(IXE,I) ekvivalens

azzal, hogy erre a hédrmasra az (I})-{IV) alternativ lehetdségek

egyike teljesiil.

1} Tegyik fel, hogy «>0,
Ha ga,B,yELor(IXE’I)’ akkor van olyan

(vyv,w,R)e x(%}x(%)xEnd(E)

2 2
o =T —;v} € R ;
%, _E
B = IW-RI(V) €3 ; (1)
Y = R R-wdw € Svym(E,][ } 1)
(v w
és L’ € GL{IxE). Mivel a>0, ezért 120, tehdt S:=tR-vew <
v R

-

'szerden szameclédssal kapjuk, hogy

- -Z2a% . o 1
ay+pRp = t 78 o(dldE+V®V)ob
és mivel az aidE+v®v:EaE operator pozitiv definit a [-]-]l-ra

nézve és S invertidlhatd, ezért ay+pep is cpozitiv definit, vagyis

(I) teljesiil.
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teljesiil, tehat g VELor(IXE,I).
0,B

Ly

Frrzel belattuk, hogy go g cLor(IxE,I) és (IT) ckvivalensek,
Yy

2

3) Tegylik fel, hogy <0,

}.—J
m
1

Tkkor a g bilinearis forma (IX{O})X{IX{O})—re vett

o By

4

artikitése <0 miatt BH(IX{O},I}“nek asleme és az Ix{0} halmaz

IS

gszerinti ortokomplementuna egvenld a
ga,B,y 1y g
Mg = [((Blal/a,q)eIxE | acE ]
altérrel és IxE=(Ix{0})sM,. Mivel a 8 bilinearis forma
B oy By
gzimmetrikus, ezért az {,Lemma szerint g 54fior(IXE,I):=
4 5

:B](IXE,I) azzal ekvivalens, hogy a & ga’B’? lesg

M. xM . altérre Bl{MD,I)“nek eleme, azaz Lorentz~-forma. Ha B£0 ,
8]

g {

akkor legyen:

18, .. B .
(t,a) e t,q*Té-ryt)

. 1,
LB:Ixﬁ %Mﬁ ;
és ha B=0, akkor LﬂiEeMg {MO={0}XE) a kanonikus bijekcid. Mivel
LB linedaris bhijekeld, azért a Tentilek gzerint gy 3 yELor{IxE,I}
Ay Py

ekvivalens arzal, hogy ha B#0, akkor g o{L XLQ}ELOT{IXBL,I)
o, By B B

é= ha B=0, akkor gy 0 Yo(LOXLD)€Lor(E,I).
~ ) 3

Mivel gd’ o(LOXLO)=['I-]o(yxidE), azért o0 es B=0 aesetén

0,7

g, 8 yELor(IxE,I} ég (IID) ekvivalensek.
4 2

Ha o«<0 és p#0, akkor (t,q),(t’gq')élxﬁl esetén

(8, yo(LﬁxLB))((t,q),(t’,q’>)=»cz’t®t’+t®(5’lq’]+t’®< lqi+ly (a)la’)
Ly

r)_L +
ahol (a',ﬁ’yﬁ)ERx(i )xEnd(B y oaz a harmas, amit (IV)~ben értel-

meztink. Ezért a< és B0 egetén g, 3 V€Lor(IxE,I) és (IV) ekvi-
3 L)

valensek.%



- A fizikai alkalmazdsokban leggvakrabban eldéforduld {I} eset,
valamint a (II) eset teljesen problémamentes. Fklkor egészen egy-

szerd szilkséges és elégsdges feltdtelrdl van szd,

- A (III) fTeltétel tovabb nem riésg 2letezhetd, mert -az adott

feltevések mellett- az E vektortérben a B=0 vektor nem jeldl ki

- A (IV) feltétel rekurziv jellegd. J61 1lathats, hogy a (yI(B)Eﬁ)
valdés szdm értékei verzérlik a rekurzidét. Pontosabban; ha Bz0
2 S~ ~ — ! ,.p‘j‘ Y P =R T 4 - ] 1, Gr a
és a0, akkor g , B,,thor\ xp ;1) egyvenértékd azzal, hogy:
3 S 6
' 4 X
a) Ha {yI(B}!B EIRVART {vagyis «'>0), akkor az « y +8 9Bc
o £ . . ~ o . i o - -
€ End(B”) operdtor pozitiv defini a [-]-1 ,“ra nézve és a
L
jul
rekurzidnak vége.
- ¢ 4 0 .
b) Ha (yl(a)iﬁ)=§51 /ol (vagyis o'=0), akkor B 20 és a
A
{pP _!.O}il) L = End(B8°7)
‘ 34
B B
P vy oo . H - -
operator pozitiv definit a [-]|-] -ra nézve és a rekurzi-

Snak vége.

@]
s
e
wd
H
v
-
Ty
N,
s

1) B'=0 (vagyis vy (B)eRB) esetén [-]-Jo(y'xid JeLor(p ,I)
(ami tovdbb nem részletezhetd, mert a B'=0 vektor nen

oli ki a 5 -nak tovabbi felbontédsdt és a rekurzidnak

fomed

Jje

vége )

e,

[N

B'#0 esetén a rekurzié tjra indul a {IV) alternativaval,

az {(o,B,y) hérmas helyett az {a/ B ¥} harmast véve,
1]
A rekurzid biztosan véges, mert minden 1épés dimenzid-cedkken-

té és E végesdimenzids. S$6t az is lathaté, hogy a leghosszabb
e

UO

z6dik be {(mert

=y

c)-1) eset teljeciilésével e,

(-

rekurzidé a fenti
egydimenzids térben badrmely két vektor parhuzamos). Az altalinos
relativitdselméletben a dimE=3 eset kiildndsen fontos; ekkor

legfeljebb egy rekurziv 1épés sziks

O

et
-



1,Kbvetkezmény ~ Legyen

, p E N
(ot,;j,})ElR:*;(:—[ «Sym{E, [- <13
és tegyiuk fel, hogVy >0, p20. Ekkor g, 5 YéLor(IxE,I) ekvivalens
Ly

azzal, hogy a

operator pozitiv definit a ['y] -ra nézve €8 a

Bl i=(P ox);(B) €
B
vektorra teljesil a (31 B)l8)+i81 Ja > (B !yinl(ﬁ’)) gyenldétlen~-
ség.
Bizonyitds =- Az 1.Tétel alapjén azt tell igazolni, hogy & ket

fenti feltétel egylittes teljestilése egyenértékl azzal, hogy az

av+BoReENd(E) operator pozitiv definit a [-
h ¥

Elészor tegyik fel, hogy oy +BeB Lozitiv definit a L'X-j“ra
P L oz . \ i i
nénve . Tkkor q€f qz0 esetén O<[(ay+ﬁ®5}(q)§q}=a[y fq)lal,

tehdt o>0 miatt a y' operator pozitiv definit a [-]-]1 -ra nézve.

i
-1, . BT . , . .
! "y, ami £ -nek eleme. Ekkor B#0 miatt ﬁ—pofﬂ

I
elem E-ben, tehat a (y+Bﬁ; thd(% operator (-1 gzerinti po-

I

sitiv definitiviasa folvtéan:

o < ((y+EZE) (p-p) B-B,) =

- Gpele B - apmeley - B0 (v (B} 1By
teljestil. Mivel B'eéL, ezért
<¥I(B>lB;>=((PBL)I<¥I<B>>IB;)=((PﬁLox)I(B)lﬁg)=:<ﬁ’lﬁé)
és a 15 definicidja szerint
(YI(B;)\ﬁg>=((PBL}I(¥I( |8 (B 18)=(8"|By)

ok
A



L
Mivel pedig a y szimmetrikusséaga £s Bée% miatt
(B 8= (B Ly (B = (8L 1R ovdp (8= By |8 )=y (87 [B7)
P
ezért az el16z8 egyenl&tlensédg azt jelenti, hogy
(yo gy i) (v (f Lol
1 B 16 < \?I(L)[B/x o "

P ) . . . € . .
Megforditva; tegyilk fel, hogy a €End{f7) operdtor pozitiv

finit a [~i-} —ra nésve ésg
gt

. E , - . ~
Legven VGT tetszdleges és ezt a vektort irjuk fel

- - L . , .
alakban, ahol v :={(P L)I(V}° Ekkor a y szimmetrikussiza £z =&

B

b

és v definicidja szerint:

. o . . i . .
teljestil. Ha (v|B)=0 és v#0, akkor v=v #0, tehdt a vy pozi

definitivitasa miatt:

Ha (v|B)#0, akkor a
/"1 7 ’ B
(i BB < (rp(B) By et
egyvenldétlenség miatt kapjuk, hosgy

z 1

Bzl { 5 - P8 ) X .
() (v ]v) s _LL—H!, ;i (7 e 1Bl (G gy s (g1 (0t |90 =
B

, L ’V!B', + (vlB) .
=(yp (v 5)'85)!" ALl ;D}zo
| 120
|51 | B
3 ; s =1, 4 P . .
ahol BO =v1 {(B'") ezért ismét
_B3B. N \
+E viivy > 0
((Y = ')I< }] j

de-

Y
eljestil a fenti egyenlétlenség,

S8



e . f . C . oo
addédik, tehat a Y= operator E-n pozitiv definit a {’E-]~ra

o
nézve . B
Az (o, Byy) harmasra vonatkozd feltételek més csoportositéséval
természelesen nédsféle (szintén rekurziv) osztalyozas 1s adhatd a
Lor{IxE, I} elemeire. Erre példa a kovetkezd Allités:
5 Kovetkezmény - Eg8Y g:(IxE}x(IxE)aI@I bilinedris forma ponto-

san akkor Lorentz-forma, ha  egyértelmlen 1éterzik olyan (a0, ByY)E

ERX(%}xSym(E,{-S-}) harmas, nogy g:ga,B,y és

(1) Ha Bz0 és o0, akkor az qy+5®B€End(E) operator pozitiv
definit a [-|-1-ra nézve.
. . ~ ot P .
{I1°) Ha Bz0 és o=0, akkor a (P_ﬁy) Jghnd(ﬁ y operdtor pozi-

tiv definit [-]-] -ra nézve.

g*

e . ) . ) . B , L ,
(IV') Ha B#0 és w0, akkor gy g ftlpr Ixf ,I), ahol « LB,y
PR I
ugvanazok, mint (IV)-ben.
(V') Ha g=0 &s o>0, akkor a yeEnd(E) operator pozitiv definit
a [-]-1-ra nézve B

Az egyszerd Lorentz—sokaségok konstrukcidja srempont jadbsdl

alapvetden fontos legz az aldbbil 411itas.

A £ n H
{ &, ; = TR~ z -1 A v TS ~<rm \
{c,B ,y“,,i,yl,gﬁ} c RxRxRxi{in jxin _Lflclusqu(i N )nL>)
1
r1,\,
rendszer, hogy minden Ixlxy 3(t,r,V>,(t’,r’,v’)—re 2g aclol, azl
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2 s o ,b
b = iJCJn+al,

oy
. o v HZﬁ'XW

= vy {nsn)+nvs1 G1d P

y = ¥, (nem)Hndgtt Gegiiar)or o

ezért az

) I v
o, B n+st (nen }+nosit |57
o By » Yy T 5

d

harmas eleget tesz az 1.7étel

san egynek. Ez mutatja a kivant tulajdonsagt

rendszer egziszieﬁciéjét.

Az unicitds viszont trivialis, mert ha {a,ﬁo,yo,ﬁﬂ,yl,yq)
olyan rendszer, amelyre a (%%) teljesiil, akkor

g({t,0,0),(%,0,0))

- teI, t#0 eseten a=- ot )
o g((t,0,0),(0.%t 0))
_ tel, t#0 esetén B =7 g e Ll
’ S tet ’
({0,t,0),(0,t,0))
- 4 i /
- tel, t#0 esetén ¥ =81 i , (0,%,0), ;
‘o tet
- teI, t#£0 esatén minden n zg-ra {ngq}:g((0,0;%),(t 0,0)};
- el 0 ssetén minden ming-ra [y, al=g((0,T,0 (0,0,2));
rel, T#F esetén minden n 3g-ra Lgl‘q =g{ (0, T, V)1V, ’E))’
{
n . ((0,0,v),{0,0,v })
- V,V”ti 45 aciel, a#0 eseteén (gz(v)lv'):g 2t as‘ R
tehat g egyértelmien mechatarozza &z (a,ﬁg,yg,lq,yp,yg, rend-
Szert,§
4 fenti &llitésban megfogalmazott algebral feltétel nagyon

helyzet, ha a B,
X kS
"nemdiagonalis” tagok eltlnnek é&s yq:fQid.L alakd, ahol felal.

. . E ; .
Jeldlés - Legyen DET’ lns:1, HUa a, b, ceR &8s feInl, akkor
L L
n n
g, b ¢, fin (Ix X3 )X(IXIAT Voo
s Dy Gy L

format, amelyre

pilinearis

B
o



R alakd bilinedris formakra
a,b,c,in

Latnli fogjuk, hogy a g
! . " P . e ' n 3
egészen egyszerd feltétel adhatd arra, hogy ezek Lor(IxIxf , L=

ben legyenek. Ez a feltétel természetesen a fenti 4l1itédsbsl

=

[N

levezethetd, de van egyszerlibb Gt is. Szilkségiink lesz a kivetke-

z6 lemmara.

4.Lemma - Tegyiik fel, hogy E=I és [-]-] a kanonikus euklidé-
‘N [r,rﬂ:=r®rﬂ Ekkor
) . I . B B
{ay B,y )eRx T xEnd{(I} (=RxRxR) esetén
>
r{IxI,I} ekvivalens azzal, hogy ay+B7>0.

.

b) g “yEBO(IXI’I} ekvivalens azzal, hogy

52

<0 és y>0 ég ay+32<0.

€ GL(IxI). Ha ({t,v,w,R) ilyen négyes, akkor egvsze-

W
Lv R

) - . a2 AN e - - , TS
4 szamolas mutatja, hogy oy+B =(detl ) »0. Megforditva, tegyviik

T
f

. 2 .
el, hogy oy+B87>0. Legyven:

- y>0 esetén

~ ¥<0 esetén

»P:

i

RIS
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BIY - -y =Y
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- y=0 és >0 esetén

(/a1 «

-
i
e
[
es
~o
R

x<0 esetén

I
el
i
<
[0S
7]

L /l—d B/JFi;

- y=0 és o=0 esetén

1 -B/2

t»i
i
Y
—

B/2 J

il a

s
n

Egyszerlien ellendrizhetd, hogy ekkor LeGL(IxI) és telje

g = g 1Q{LKL) egyenléség, ahol g | :IxI-1 & kanonikus
o, By r-]] (11

AL
Lorentz-forma IxI felett, azaz minden Ix s(t,r),{t ,r")-re: e

((t,r),(t ,x' }) = —-tat’ +ror’ .

Erért g ELor(IXI,I).E
o, By

Rl LI ]

Tehat a legaltalanosabb geLor {(IxI,I) Lorentz-forma olyan,
hogy egvértelmien léteznek hozzd o, B, ¥eR széamolk, ame lyekre

ay+52>0 ég minden IxIB(t,r),(t',r’}—re:

g((t,r),(t’,r’))z—a-(t@t’)+ﬁ-{t®r’+t’®r)+y~(r@r/}

i mea oz E . o 4 3
6.A111itas - Legyen nEf, !n&=1. Ha a, b,ceR ée felsl, akkor

L

-
ga,b,c,f;n < LOL(IAIAI ’I)

pontosan akkor teljesiil, ha
.. . 2.
- dimE=1 esetén actb >0

- dimE=2 csetén %0 és

i
1]



- ha <0, akkor a<0d és >0 és ac+b™<0;
- dimEz3 esgsetén 0 &g ac+b >0,

- Ha dimE=1, akkor % =10

}y ami azt mutatja, hogy
ekkor az allités kdvetkezik a 4.Lemmabdl,

Tegylk fel, hogy dimEz2 &g legyen

] L

MZZIXIX? ;0 MTi=TxIx{0} ; M':={0};{0}x% .

Parmilyenek is legyenek a,b,c és f; az M'sM linedris altér orto-

komplementuma a g:=g ao tMxMsI9I bilinearis forma szerint
a,b,c, 1n

egvenld a {(t3r9v}€M!f%V:0} altérrel. Ha ha =0, akkor az M al-

tér minden eleme g-ortogondliz az

elfajultsidga esetén #0. Ezért ha

tokomplementuma egyenld M'-vel &g természetesen M aM’'=M, T
M

ba; a g leszlkitése M xM -re 720 esetédn B (

B (M ,I)-nek eleme, ahol m:=dim¥ =dimE~1, a szerint, hogy >0,
m

vagy 1<0.
Mozt tegyilik fel, hogy dimE=2. Ekkor g€Lor(M,I):=Bq(M,I) ese-
tén a fen

van, ha >0 és B (M,

1

tiek zzerint #Z0 és g leszlkitése M xM -re BD(M',I)~ben
1

)~nek eleme, ha f<0. Ezért az

s I
rint gelor{M,I) esetén:

a) Ha >0, akkor g leszlikitése M'zxM’'-re uj(M”,I?wnek elemne.
b) Ha <0, akkor g leszUkitése M'sM'-re BO{M”,I)—nek eleme.

2 » 4 .
Az a) esetben a 4.Lemma szerint ac+b >0 és a b) esetben a<d és

c>0 és actb <0, amint allitottuk., Megforditva; ha >0 é= ac+b™>

akkor a 4.Lemma szerint a g leszldkitése M'xM'-re B (M",I)-nek

legzlikitése M xM -re B (M',I)-nek eleme. Ezért ekkor az 1.Lenm-
o 3

£104
[

D
0]
0
A
[
(D
i
O
O
+
oy
v}
~
<
o]
=
';\T‘
O
[
O]

o

ma alapjéan gelor(M,I). Ha <0 é&s
4.Lemmna alapjan a g leszikit

az M’ g-ortokomplementuma M -vel egy

hogy dimEz3 és legven geLor(M,I)., Ekkor a g

]
o
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las
Ds
wn
®

nemelfajultsdga miatt f#0 és ha <0 volna, akkor a g lesziki

A
\ . ., n . . -
M'xM' -re B (M',I)-nek eleme volna, ahol m::dlmT =zdinE-1z2. Ez a
m
az 1.Lemma szerint lehetetlen, ezért szlkségképpen >0. IKkkor
viszont a g leszlkitése M xM -re elenme BH(M',I)—nek és mivel a

feltevés szerint a gEBq(M,I), ezért az 1.Lemma alapjan a g le-

szlikitése M'xM'-re B1(M”,I)—ben van., Ez viszzont a 4.Lemma sze-
2. - wr .
rint azt Jjelenti, hogy ac+bh >0. Megforditva; tegylk fel, hogy

? o “ .
dimE=3 és >0 és ac+b >0, Ekkor a g leszlkitése M xM -re elenme

BO(M’,I}—nek és a g leszikitése M'xM'-re a 4.Lemma és a felte-
hivat-

vég alapjan Bl(M”,I)—ben van, tehdat ismét az 1,Lemméra !

kozva kapjuk, hogy gEBl(M,I)=:Lor(M,I)

A kovetkezd allitas a g alakn
b,c,in

o
y
=
8 N
B

pbilinedris f

. oy s E . . -
7.A11itds ~ Legyven ne=, |nl=1 és a' ,b ,c’'€éR és felel. Legyen
L e e e oD ’ v

500 Soi]

) E . ..
s= eEnd( )E%Z(R), ReO{ (3 1Y) és jeldlje L azt az
\10 ®1q
i X n
{(Bn) C . 1 , NP <
*w—f-“ linearis operatort, amelyre \t,r,v,beIXT ege-

IKIT?‘»IXI@
t

L{t,r,v)=(s t+s r,s t+s r,Rv).
01 0 11

0o 0 1
(= 0
{Ezt a kapcsoclatot igy Jjeloljuk: LELO . ) Ekkor
B o(L?T = -
ga’,b’,c , ' ;Rn L= gu,b ¢, fin "’
ahol:
;2 aa VL2
a = a s -2b - s
oo 0o 1o 10
b = b'{s +3 & J=a's s +c¢'s s
0711 T 0110 oo~ o1 10711
7 2 o 7 7 2
c = o's” +2b's s -a’s
11 01711 01
£ = .
Bizonvitds - Egédszen egyszerid szamolas mutatja, hogy ha {(t'.,v'

L v n
s (t",r",v’) eleme IXIXT -nek, akkor

e

A

P
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1

ahol a,b,ceR és felsl éppen azok az objektumck, amiket az Alli-

tazban felirtunk.
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Ebben a ponthan 1 régzitett egydimenzics

Jeldl.

A ? [ o e ¢ = +o, . o N S
A "sokasdg ezd a "tiszta, valds, végesdimenzids
p A e ep e e L
1vii, Hausdorff-sokasdsg kifejezés 1rividitése lesz.
2
4

Ha M sokasdg, s M colyan valds vektortér, hogy dimM

kor Ch{M;M) Jjeldli az M sokasdg M-be vezetd térk

{ha M nem ilyven objektum, akkor Ch(M;M):=8). Az M

(vagy derii

Ha ™M végesdimenzids

& I

£
i

AL O

srteret

aklkor M-t a természzetes 1

tekint jiik; tovédbbid az M minden nyilt részhalmazat a természetes

résezsokasdg struktirdval ellatotinak  minden MeM
nyilt halmazra &s Maa-ra Ta{ié Fitiintetett médon azonosul M-mel,
tehdt az M feletti C° osztdlyi vektormezdk (ill. kovektormezék)
azonosulnak a Cm{ﬂ;M) (i11. Cw(j;M* Vy filggvényterekkel, amik

modulusok a Cm(M;P) fliggvényvalgebra felett,

Definicid -~ Az (M,g) péart Lorentz-sokasdgnak nevezzik

- M legaldbb kétdimenzids sokaség;

- g €7 Lor{T (M),I) olvan rendszer, hogy ha £,§

vektormezd8k M felett, akkor az M2I8I; arg (E(a),

zés C -osztalvd,
Az (M,g) part egyszerd Lorentz-sckasdgnak nevezzil
ha az (M,g2) T

4r olyan Lorentz-sokasédg, amelynek léte
m

4

térképe (vagy ami ugyanaz; létezik egy ele

o
[}



Minden egyszer( Lorentz-sockasdg parallelizalhatd. 4 Lorentz-

sokasagok definicidjdban szerepld, g-re vonatkozd simasdsi fel-
. . ; . 0 PO . .

tétel ekvivalens azzal, hogy minden £ C -osztidlyd M feletti vek-
oY . : . . oy \ oo 0 R
S tormezdre az M-aI01; a+aga(§(a},§{a)) fliggvény C -osztalvi; ez a
M . P o ~ 4 e -
Cf polarizécids formula kdvetkezménve.
(02! X
g "'«;‘;_

Definicid - Legyenek M’ é&s M sokasdsgok, g'e [ Lor(T ,{M"),I)
a’eM
] e . . . -
ég Y:MsM' C~osztdlya fliggvény. Ekkor a
2
x ., <
Y7g’ € T]{Loi{T
/ aeM
<y
¢ 4
rendszert a g’ ¥Y-alital létesitett inver

Nyilvanvald, hogv ha

teljesiil, Ez az inverz k figg-~
i differencialdasi szabdlvabdl kivetkezilk,
Definicid - Az (M,g) Lorentz-sokasag Lorentz-részsokasdgéanak

nevezlink minden olyan (M',g’) Lorentz-sokasagot, amelvre M/ oM

- - ) N . . . .
nyilt halmaz és (' g=g’', ahol L:MsM a kanonikus injekcid. Az

1183

(M",g") Lorentz-részsokasdg valddi, ha M #M.

3

Definicidé - Az (M,g) és (M ,g') Lorentz~sokasidgokat iszomorfak-
nak nevezzlk, ha létezik olyvan V:M=M’ Cm—diffeomorfizmus, hogy
¥'g'=g teljestil, Az (M,g) és (M',g’) Lorentz-sokasigok izomorfi
kussagat az (M,g)=(M,g’ ) Jjellel jeldljiik. Az (M,g) Lorentz-so-
kasag automorfizmusdnak neveziink minden olvan V:MoM c¥-diffeo-
morfizmust, amelvyre T*g g teljestil. Az (M,g) Lorentz-sckasag

automorfizmusainak halmazdt Aut(M,g) jelsdli.

Az izomorfia-relacid ekvivalenciareldcid Loerentz-sokaszsédgok

a
z6 egyenldéséghbdl és az inverz filigs-

vény differencialdsi szabdlyabsl kdvetkezik. Ha (M,g) Lorentz-
sokasag, akkor Aut(M,g) a kompoziciéval elldtva csoport; ez az

[@s]
e
(]



-

adott Lorentz-sckasdg automorfizmus-csoportja.

e s

{(Meta)Definicidéd - Ha x betl, akkor £or{x) a kovetkezd kije-

44

\,
lengtés rovidités

\,

(Iy)(2z){x=(y,z)&"(y,z) Lorentz~sokasdag")

ahol v és z tetszdleges egymastdl és x-tdl kilonbozd betdk. Azt
mondjuk, hogy az A kijelentés az x valtozdjaban Lorentz-sokasa-

gokra vonatkozé abszolit kijelentés (vagy tulajdonsdg), ha

- A=290r({x) tétel es

N

- (Yyi{(¥z){(Lorl{y)&Lor (z)&(yzz)) ((yIX)Aﬁ le)A)>\ tétel, ha a:

az y és z betllk egymastdol killonbdznek és A-ban nem szerepelnek.

Az &ltaléancs relativitéaselmélet alapfeladata a négydimenzids

Lorentz-sokagdgokra vonatkozd abszoldt kijelentések ekvivalencia-
L) o

1%

csztédlvainak el8dllitdasa (velna). Fizikai szempontbdl az abszo-

oo

14t kijelentések tekinthetdk a "fizikailag értelmes” kijelenté-

seknek (ez valédjédban a "fizikailag értelmes” fogalom definicidja
&s nem elv"; ez azért hangsdlyozandd, mert a fizika kdnyvek-
hen ezt a definicidét nevezmik az &ltaldnos relativitds elvénel,)
Ez természetesen nem azt jelenti, hegy a nem abszoldlt kijelenté-

selt vagy tulajdonsagok értéktelenelk volnanak, hiszen a tipikus

it kijelentések sorozata vezet el abszo-

an kdnnven megadhatd fontos abszolut fogalom kdzvetlenul

ig, amint az a kidvetkezd definicidbdl lathatd.

Definicidé - Ha O csoport, akkor az {(M,g) Lorentz-sokaszagot G-
srimmetrikusnak nevezzilk, ha az Aut(M,g) automorfizmus-csoportnak

G~vel {csgoport-lizomorf részcsoportia. az (M,g) Lorentz-

¢

}«.—)
]
ot
1]
&
i
o
i

sokasdg (térhen) gémbszimmetrikus, ha SO{dimM-1,R)-szimmetrikus.

Pé&ldéaul winden specidlis relativisztikus téridé-modell gomb-

immetrikus egvszer(l Lorentz-sokasag (=286t még ennél iz sokka

n
)
Jed

"srzimmetrikusabh" )., Ezzel természetesen nem allitottuk, hogy a
Poincaré-csoportnak volna olyan kitintetett részcsoportja, amely

-f a haromdimenzids forgascsoporttal. Az S50(3,R) sokféle-

Eh)



P . oo

képpen beinjektadlhatd a Poincaré-csoportba csoport-morfikusan.

P T o

8.Allitas - Ha G csoport, akkor a Lorentz-sokasdgok G-gszimmet-

rikussdga abszoldt tulajdcnsag.g

Altaldnosabban; minden homeomorfikusan vagy diffecomorfikusan
invaridns tulajdonsédg Lorentzm-sokasdgokra vonatkozdan abszolit.
(Példdaul egy Lorentz-sokasag dJsszefiieg8sége vagy kompakts Aga

sége abszmolit tulaidonzdag; a két

r
elébbi homeomorfikusan, az utolsd pedig diffeomorfikkusan invari-
£ o

ans, )
95.A111t4s - Legven M végesdimenzids valds affin tér a M vektor-

tér felett és dimMz2. Legyen Mol nem iires nyilt halmaz &s

. . ; . NP oo . .
olvan fliggvény, hogy minden FeC {M;M; Tuggvényre az M-a1I21:

v e - - L L A ’ .
arg (E{a),E(a)) fluggvény C ~osztalyd. Ekkor (M,g) egyszerd Lo-

ren t”—“ok, 4g és minden egyszer(l Lorentz-sokasdg izomorf egy
ily alakd ~sockasaggs

Elnevezés - Az (M,g) egyszerd Lorentz-sokasdgot
- aritmetikainak nevezzilk, ha van olyan NelN, N22, hogy az M so-

P e N -
kasdg egyenld R wvalamelyik (nem fe

ektorialisnak nevezzitk, ha van olyan végesdimenzids, legaléb
kétdimenzids M valds vektortér, hogy az M sokas

vik {(nem feltétlenil nyilt) részsokas

<}
g
ﬂ‘)
I__.A

a
- affinnak nevezzik, ha van olyan végesdimenzids, legalabb
kétdimenzids M valds affin tér, hogy az M sokasig egvenld az M
valamelyik {nem feltétlenlil nvilt) részsokasigaval.
A fenti &llitds szerint minden
morf {rengeteg) aritmetikai, vektor

sagdal. Az elnevezmés srerint minden

zsokasdg vektori&dlis és minden vekto
zag affin.

)



hogy egy ilven -

térbelli nyvilt

csak annyviban

lehet eldnvyds, amennyiben ezekre 1ttt tulajdonsa-
t

gokat felfedezni, mint més {pl. aritmetikai-, vagy vektortér-ba-
zisd) Lorentz-sokasdgokra., (Lényegében minden utdlagos tapaszta-

lat azt mutatja, hogy egyidltaldn nem kdnnyebb, =8t az affin te-

félrevezetd

rekkel kapcsoclatos vitathatatlan abeszolat Jelleg
lehet; abszolitnak hihetiink nem abszollt tulajdonsagokat is -pl.
a Lorentz-sockasag nem folytathatdsagdt. )

Definicidé - Legyven (M,g) Lorentz-sokasdg és M olvan sokasdg,
amelynek M nyiid
haté M'-ben, ha van olyan (M”',g") Lorentz-sckasdg, hogy b
thyg/IeSASOna”a éz MeM”, M#EM" és L*(g”>=g, ahol L:MsM” a ka-

*onlkds ingekecid,

Definicidé - Azt mondjuk, hogy az (M,g) Lorentz-sckasédg kiter—

o

Jeszthetd, ha van olyan &sszefliggd Lorentz-sokasdg, amelynek lé-
tezik (M,g)-vel izomorf wvalddi Lorentz-részsokasidga. A nem ki-

terjeszthetd Lorentz-sckasdgokat maximidlisaknak nevezzilk.

A definicidban egészen lényeges az oSsszpefliggdségi feltétel,
klilonben minden Lorentz-sokasdg kiterjeszthetd volna, vagyis nem
létezne maximédlis Lorentz-sokasasg. Valdban, ha (M,g) Lorentz-
sokasag és (M’ ,g’) tetszlleges olyan Lorentz-sokasdg, hogy az M
és M' sokasagok dimenzidi egyenldk (pl. (M',g"):=(M,g)), akkor
az M és M’ sokasdgok diszjunkt unidjit véve és arra természetes
nédon folytatva g-t és g’'-t:

o
(M,g)~vel izomorf Lorentz~részsokasidga, azonban ez

amelynek van

a diszjunkt unid nem d&sszefiliggl. Persze ez még nem bizonyitja

maximalis Lorentz-sokasdg Iétezdsdt. (A maximé

o \
et
-
n
=~
O
[
0]
o
(-1_
N

I
03]
[s)
e
jaxl

!

T
gdgok edzisztenciajanak probléﬁﬁa latszik a Lorentz-sokasagok

elméletében a legnehezebb problémanak. )

Lorentz-sokasag folytathatdsaga vagy nem folytathatdsidga nem
abszolut tulajdonsdg (ezt a Lemaitre-téridd konkrét példajan

[
o
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latjuk majd), ugyanakkor Lorentz-sokasag kiterjeszthet

o

3
H
o
o+
o+
-
}.—}

t

maximalitasa abszolut tulajdonsag {(ami a definiciéd sz

vialis).

Jeldlés - Ha (M,g) és (M ,g’) Lorentz-sokasdgok, akkor az

szimbdélum azt fogja Jjelenteni, hogy létezik (M ,g’)-nek olyan
{nem feltétleniil valddi) Lorentz-részsokasdda, amely izomorf az

(M,g)-vel,

A Lorentz-sokasédgok kdzott imént bevezetett = kapcsolat nyil-
van reflexiv és tranzitiv, azonban trivialisan nem antiszimme-
trikus, hiszen ha (M,g) és (M',g’ ) izomorf, de nem egyenl’ Lo-

rentz-sokasagok, akkor

A maximédlis Lorentz-scka
valens a fent értelmezett £ eldrendezés srzerint maximalilis e=lemel

létezésével.

4, Vektorialis és affin egvsrzerd Loren

Ebben a pontban 1 egydimenzids valds vektorteret Jjeldl,

- -

amelyre néhdny &Allitasban megkdvetel jlik az
vabba M végesdimenzids, legalabb kétdimenzid

Jeldl,

Definlicid - Az M végesdimenzids valds vektortér feletti Lo-

rentz-struktiurdanak nevezlink minden olvyan {g,c) part, ahol

gelor(M,I) és c=

Jeldlés - Ha (g,c) Lorentz-struktira az M végesdimenzids va-

1és vektortér felett, akkor

{\
- f \_\‘1
Eg,C =X l g(C X} 0‘
-7 ‘MsE ¢ XX+ CH g(c X
g,C g,C
- ]+ o= | TEL L »IeT;
g:c §g;c¢C

(o)
[Ee



- . . v = M gjc' g\C
{ | )g.c‘ IgI . . ‘T b 1 IR
g,CK g,¢C
T 1
- Sg o MO IXE ; xr+<~Ig(c,X>,x+C®Ig(c,X>);
¥ 3

- ha I orientalt, akkor

F M-IxT ; XF%(‘Ig(C,X);IH

g.C g,C
- ha I orientalt, akkor:
E e %g o
© M\ coT-—82C ; X b ? -
g,C I T {x)
g,C

u,u €= esetén u/gu:MxM+I®I az a szimmetrikus bilinedris forma

M felett, amelyre x,x'eM esetén:

7 2 \ 1 7 7y - ’ N 7
(w'gu)(x",x) =5 glu’,x" )eglu,x)+pglu’ ,x)e g(u,x")).

Legyen M végdesdimenzids valds vektortér és (g,c) Lorentz-
struktira M felett. Ekkor [-]-] 'R b Y I euklidészi for-
g,c¢ g,C g,C
ma az R végesdimenzids valds vektortér felett és S line-
g;C g,C

aris izomorfizmus M ésg IXEg c kozott., Ezért a Lor{(M,I) és a
$

Lor(Ing C,I) halmazok az Sg c dltal bijektiv kapcsolatban A11-
3y 3

Lor{Ix g C,I}aLcr(M,I} ; g g o8 CXS )

]
fliggvény bijekcid.,
Megforditva, legyen E végesdimenzids valds vektortér és legven
[+]-]:ExE-TIeI euklidészi forma E felett. Ekkor M:=IxE végesdi-

-

menzids valds vektortér és a

g:MxM>Tel; ((t,q),(t',q ))-tot +[qlq’]

=

3

I’ vektorra teljestil az, hogy a

[-—
®
b
D

o]
[}
Ry
({28
03]
[

e éz a c:=(l,0)€%(aﬁx

S Y sE ésg

(g,c) par olyan Lorentz-struktira M felestt, hogs g, c
¥

0,

(1] =[-]-] és 8 =id__ .

[E%]
W



"

Ez azt mutatja, hogy teljesen egyvenértélkll egy végesdimenzids

valdés vektorteret tekinteni, amelven adott egy Lorentz-struktira
és egy IxE alakd vektorteret tekinteni, hol E végesdimenzids

a
valds vektortér és adott E-n gy Isl értékd euklidészi forma

e
4dltal meghatédrozott struktira. Ezért:

-

Ebben a ponthan E legalablb egydimenzics, végesdimenzids valds
, . P - | . .
vektorteret jeldl, tovdbba [-|-]1:ExE-121 euklidészi forma E fe-
. E . c , , P P
lett. Az = vektortér \-]-; szerinti egységgbmb feliiletét

I

fogja Jeldélni;, ezt a halmazt a természetes sokasdg struktirdval

I

., . , C e o K
ellatva sokasdgnalk tekintjiik. Minden neS(f,('i-)) ponthan a

f

E ; . .. - P , L n
S(=,{-1-)) sokasdg érintdterét az n ponthan azonosit.juk az =
1 - = I

. . E |
hipersikkal fwben.
Ha 1 orientalt, akkor 1 jeldli: az 1 szigoridan pozitiv eleme-

-

. - . = o H H
inek halmazit és q€E ssetén a 1q|:=y

harmasra az 1.Tétel (L)-(IV) alternativdi kdzil pontosan egy

s -3 e - - [agiPQEN LA, P s A T S s =1 St e 1 A P Tron
Bizonvitis - az 1.Tétel és a 9.A11itds nyilvéanvald kdvetkez-
- =
menye . g
Jeldlés -~ Le lires halmaz

oA
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Lorentz~sokasdag, hogy

Eg o
" + . . 3
MeIxT XS(—“L_,('! ) )

I g,cC

; . -1, . P .
nyilt halmaz, akkor M::®g . o M >eM\ (otceeI) olyan nyilt halmaz
3 b

- A X N X N . 7 ) _ ‘
és g:=0 g’ olyan rendszer, hogy (M,g) az (M",g" })~vel izo-

£,C,0

morf Lorentz-sckasis.

A fentiek alapjédn az egvezeri Lorentz~sockasdgok konstrukcidja

P i - v 2 o + E ..
gzempont jabol déntd Jjelentdsdgll az IxI XSLT,('!'}) nem Ures

nyilt részhalmazain értelmezhetd Lorentz-bilinedris forma mendk

M1 e ) . . : : E
eldallitdsa. Ehhez ismerniink kell minden (t,r,n)elxI’ x5 (3 {- 3-),
pontra e szorzatsockasdg (L,r,n)-beli érintdterén (vagyis az

_L
IxIx— vektortéren) megadhatd Lorentez-formédkat; éppen ezeket

1
irja le az 1.Tétel 3.K&vetkezménye.

Utdlag kideriil, hogy a fenti feladatnal valamivel 4ltaldno-
sabbat kell megoldanunk, ha a Lemaitre-tériddt ig targvalni
(2,01 )

I’ ! ’

akarjuk; ti. az IxIxS =l
in értelmezhetd Lorentz-forma mezdket is

szorzatsokasidg nyilt részhalmaza-
1

semmivel sem nehezebb, mi: az eldbb megfogalmarzott feladat,

E
{- i-)) pontbhan az IXIXS(T,(‘§'})
L

ht
. . B
mert minden {t,r,n)elxIxS!{ (T

£« . n .
szorzatsokaséag érintétere ugyanaz azm IXIXE' vektortér.
Latni fogjuk tovabbad, hogy a legfontosabb dltaldnos relati-

visztikus tériddék (pl. Minkowski, Schwarzschild, Lemaitre, Fin-

Y

1

stein, de Sitter, Friedmann tériddk) elBillitdsihozm elégség

‘Jn
UC\
(

olvan rCI\I\Q( *)) nyilt részhalmazokat tekinteni térid&-ba-

I H ( : }
. . . E . .

zisként, melvek mxS(T,(-f-}) alakuak, ahol MeIxI nem {lires nvilt
halmaz. S6t az 1s vildgossa valik, hogy az ilyen gpecialis ala-
ki nyilt halmazokon egészen =pecidlis alakt, egyszerd Lorentz-

forma mezdket elég lenne konstrualni ahhoz, hogy az elébb fel-

¢

sorolt téridék mindegyikét targvalni lehessen. Azonban a Kerr-

téridé (és altalédnosabban; a hengerszimmetrikus Lorentz-sokaséd~
gok) elééllitAatéséga megkdvetelid az dltaldnossdg magasabb

o



.Tétel - Legven (M,g) olyan Lorentz-sokasag, hogy

MEIXIXS(E 1))

‘-I—’

nem lres nyilt halmaz. Ekkor egyvértelmlen léteznek

o, B o,y TMsR,
s 3 0 b

L
7
fe T osym(E () 1)
2, o I n
{(t,r,njeM T
fiiggvények, hogy:

1) Minden {(t,r,n)eM pontra és del, d#0 elemre az

o

[
2l

o

=}

, B, {t,r,n) y,(t,r,n)
(e¢{t,r,n), B (t,r,n)n+t—————, vy (t,r,n) - (non)+no—————— +
g d 0 d
}’?(tyrsn> E
+{————=id € Rx=xSvm(E )
( dzd -LQI)OP _'_) XI ¥ ( s[ l }
n
harmasra az 1.Tétel {I)-(IV) alternatival kdézil az egvik telje-
siil;
Y " - T - - 1 [Pt E\ . g
2) M,Bg,yo C-osztalv fliggvények és ha E&C (M;T} tetszdleges
olyan vektormezd, hogy minden (t,r,n)eM pontra {(n|&{t,r,n))=0,
akkor az
M-I 5 (t,r,n)e(E(t,r,n) B (t,r,n)]

M=1 5 (t,r,n)m(E(t,r,n) |y (t,r,n)]

fliggvények ¢ -osztalyiuak ésg minden acI®l, az0 elemre acz

MeR 3 {t,r,n)me o {¢{t,r,n))|E(t,r,n))a
fliggvény C -osztalya;
3) minden {(t,r.,n)eM pontra és barmely két
n.L
(vt’,r',v' ),(tuzr”’v,/) € I}‘:I}:-f = T(t r n)(M)
. M 3

(t,r.,n)-beli érintdévektorra &és aclel, az0 eclemre:

e

s



=-a{t,r,v})-" (t’ffé%vt"“‘ﬁo(t,rw) - (t'®r"+t”®r”yo(t»r,V) rfer” )+
y.{t,r,n)

2

+[B (t,r,v) |t ov’ +t av’ ]+[y t,r,v) | evi+riov’ J+( = (v }|v')a
teljestl.
Megforditva; ha MeIx ’S(%,(-f'}} nem Ures nyilt halmaz és
Q,Bo,y 1 M=R
- A
IR S 1 n-;
{(t,r,n)eM
4
T n \
y_E n IsIeSymi= , (-] ) 1)
2 I n
{t,r,n)eM I

olyan fliggvények, amelyekre az 1) algebrai és a 2) simasdgi fel-

tétel teljesilil, akkor az az M-en értelmezmett g figgvény, amit a

)

3)-ban szerepld formuldval értelmeziink olyan Lorentz-forma mezd,

M felett, hogy (M,g) (egyszerd) Lorentz-sokasds.

Bizonyités - Ez a 9.A11it&csnak és az 1.Tétel 3.Kovetkezménvének

nyilvanvald kdvetkezménye

tételel (szlkségképpen) bonyolultak,

1t
kiilondsen az 1) algebrai feltétel; ittt ez azm ara az dltalédnossag

e}
nak, Joval egyszeribb Allitast nyerhetiink akkor, ha az M nvilt

halmaz alakjiat specialisabbnak vesszik {ti. x%(I,( alaki-
nak, ahol McIxI nyilt halmaz) &és csak olyvan Lorentz-forma meznbket

tekintink M felett, amelyekben a B = "nemdiagonalis vektorid-

1isg" tagok eltlnnek ég a y_  fliggvény annyiban specialis hogy
§ [ 3

”

létezik Thozzd olyan f:MsIel (skalar ) figgvény, hogy  minden

{t,r,n}eM pontra Yy, (t,r,n)=f{t,r)eid L
<

n
I

Jeldlés - Legyen MeIxIxS( (-]-)) nyilt halmaz és

Pﬂm

o cM=R
B, v, MR

_L -

{t,r,n)eM

o
[



e n
V€ T IoIeSym(3 ,(-l->n¢)
a (t;r,n\,"EM 'i"
tetszdleges filiggvények. Ekkor g, 5 By ) Jjeloli
\qslnsyopalsa1vyp
1
n -
elemet Il B(IXITT ,I)~-ben, amelyre {(t,r,n)eM

(t,r,n)eM
minden

i

.
(Lr,vi ), (27,07, v") € InIxg = Ty

,_.
£
e

{(t,r,n)-beli érintédvektorra és aclIsl, a#0 elemre:

& \/I 7 £ 7 7 iz LAY -
(o, B s Y W B aY. Y )(t;rsn'l\k‘t e,V ), (7, y V7))
o 0 1771 2

=-alt,r,v)-(tot")+B (t,r,v) (t'er’+ter)+y (t,r,v) (

azt az

esetén

+{§1{t,r,v)}t’@v“+t”@v’]+[v (t)r,v)’r’@v“+r”®vf]+{~————~———(v’)iv")ag

!

Ha MeIxI nyilt halmaz és a,b,c:BR és FMbIsl fliggvénvek

4
Cdeeq s ) n y
. . jeldli azt az elemet n B{IxIx>= ,I)-ben
a,b,c, 1 Y - I
{(t,r,njeM
r E
M:=Mx (E,( l-yy), amelyre:
g iz g .
“Sa,b,c, f “lal-y,bl-),c(),0,0, f{ Yeid L}
n
I
- A / N P
vagyis minden \t,r,n)tﬂxS(f,( |-)) pontra és
n.L
(t',r' ,v’ t7,r",v") € IxIx= = T M3
y ¥ 3 )7( ) ! ) I (th‘,n)( 7

(t,r,n)-beli érintévektorra:

gg: b.c f(t)rﬁn)(<_t":r/)V,,}s(tusrﬂavﬁ)):
iy Dy Oy

akkor

{ahel

=—5mft;r)(t’@t”}+lﬁ1:,r}(t'@r“+t”®r')%w:bt,r)(r'@r”)+(v"V”)‘f(t,r).

E

Természetesen (MxS{ ,(-I-)},g ) "alakd" Lorentz-soka-
I a,b,c,

.Tétel feltételel Jelentdsen egyvszerisddnek:

]
93\
(0
@]
o
+
o
o
]
r+

13.A111t4as ~ Legdyen HcIxI nem Ures nyilt halmaz és legvernek a, b,

cieR, fiMsIel fliggvények. Az (mXS(%,('%)§,g .} par

[
]

ponto-



san akkor (egvszerd) Lorentz-sokasédg, ha az a,b,c és £ flggvé~
0 o .
nvek mind ¢ —osztalyldak é€s

a) dimE=1 esetén ac+b >0 az N0 minden pontjaban.

b) dimE=2 egetén £#0 az N minden pontjadban é&s minden {t,r)em

rontra:

2
- ha f{t,r}>0, akkor (ac+b™ ) {t,r)>0;
= ha £(t,r)<0, akkor a(t,r)<0 és cl{t,r)>0 és (actb™){t,r)<0,.

2 EY . [
c) dimEz3 esetén >0 &s ac+b >0 az N minden pontjdban.

. .. : E . ae e .
Bizonyitads -~ Ha (t,r,n)EﬂxS(T,('I-)), akkor a definicid szerint

g At,r,n):=
Sa,b,c, £ T g

a('t,r),b{t,r}yc(t,r),f(t,r);n

{1d. az 1.Téteal 3.Kovetkezménye utén 4116 definicidt), ezért a
6.A111tas szerint a

£

E n
- T \ T
o ! ) Da)bscyf(t,r,n)ELor(IAIAI , I

(V(t,r,n)emxS{

b~

kijelentés ekvivalens az a), b) és ¢) 4llitdsck diszjunkcidjéval.

. . PO " v - - ay
A g , bilinedris forma-mezd nyivanvaldan pontosan akkor -

ta ha az a,b,c és F fiigevé

&y

venyvek ugvanilyen simaségﬁa}.ﬁ

ay b, c,
05z vu

Q

Természetesen a dimE=3 eset gz legérdekesebb,

E . o D oans 00 L P .
REO(E,Q-}’)) tetgszdleges. Ha ?z(?D,Wl)ﬂ%ﬂl C‘-Osztalyu fuggveny
. ~ - o O ey - 1-1
€s a’', b ,c'eC (M ;R) és feC (M, I9I), akkor

*x
(¥xR) g =g

- >
a={d (a’o¥)=2(8 ¥ J{(8 Y (b o¥)-{(3 ¥ Y o¥)
(8,¥,)7(ao¥)=2(8 ¥ ) (8¥ }(b'o¥)~(3 ¥ )2 (e’ o¥)
b={ (¢ J(O ¥ 1+(8 Y J(8 Y )b o¥)-(5 ¥ V(8 ¥ Y(a o¥)
a o 11 10 01 00 10

2

c={d V¥ ) (c’oW)+2(61?ﬂ}(61W1}{b'o?)—{ﬁ.w }

(]

i



1

~ -
anva

nyilv

i

W o~ | ~ i
e ,m T £ o @ o 2 B
SN o - & 0 wes . 0 v
= . + ) @ > o - o
R —r = o3 o o4 - 0}
= - @ i A T i b
” ] - i) o e - oo
\Q ~ s .ﬁ N fase) Lt . ¢ JA [0}
Y § g = o . Sy O b " - —
nu 5 ) i L g il W o 4
I = o o b - i
2 ==y | i~ o [ e~ e
a © g L 0 P, : :
o § ¢ ~ el + 1
IS . — , v 3 wu n Y — o n
by u q - N ¢ Qi)
<4 s L 1 b . . e L - -
= 3 = o : -5 -~ v -
@ o ¢ il oot 1 3
iy - ™ il < - ) J ] N
2 & N - 5 - P 4 I
o o~ . s 3 o N v
,”i “._\,.\u, [ N e WM 4 Sy g M: N . e \?‘M
. > . ) N o ; e
I B S 3 0 - - | E §
o - 2 - — P o
% 4 @ O +T S o3} N [ Z R | Gy e
mo ] B -\ e o o @ o — N w
o - Qg " a i o Al i L i
R Y o M Q + ~ = DA » .- -
o @D \/ Y ™ & G g o - i
O - ol W) - b 3 +
s o — . - . . bt M [N @ i N -
B o - “ 4 P 0 £ - .
Tt e o, O] o+ W
NG B 3 = + - W oo 4 )
o W po) e o, o ] wl d St .. [6)] A ©
S e m - T E 3 £ p 5 L g - 8
ofy ] o E— B & e 0 - - - ,
[ B .%J. w\ - A 8 W 0 - D w
®ouS o A - v v 0 Sy ) . 0 -
. A 1= i Ny A2 ] &) \
e W ¥ - - ol o « <« I R o "
Y 43 = eaR e .mw - & A o - . Id “ 0 "y
B — N £ P NS o) 9] o « = H @ )
- o] o 2 i) ! n\vb ke w N e of) - 0 & .o i )
£ 05 o 84 P : _ 8 - 3 o " o
S S = r o 0 X - -~ 2 q A5 H €
o @ W N © ) ‘g Ad S o o - Q w_ o - i o
of = 7 4+ o il ~—y m R . 2 u 5 o+ ) L
) A - s} = e ) 4 T e N et —
Y e N == ~ : B £ o) £ . . i = © - 4 W
| et ]QH T w L o ) v W - p ~ +2 o~
i -+ T © ,Th.t N - - rmo oo - e 2 + oo &
i @ i . . LT o) n . [0 E* I m & o » o © .
- — e (] 43 o Y . & +
Py S @ - Na _1; ek = - b - b 9) =4 o~ o
ny BB o : g & -
qg- ~ © - & A v SR - 5 . S =
g ( A T oy . oy - = Moob i - y
\ mm o O o S~ W 0 o - .m & TL_N o +I m 0 - 0 ! ..
S O -~ Ty w3 R - v H Lt -t - H e o
N4y o g ik = v O i - - I ol —_— o=
3 O = - & 5 0 _ W e M g m o
! © : ) Q ,hw + o [ - — ~ o] N}
—4 - i ) @ o 14 i o ot i — ol
+ o b o = I S I -
- & [ i 4 QO gl e~ o » — o % 0 L. i o
CICEPN S I IR 3w 8 L :
0l 2 0 b ; - o o BT B B ) wo o 4 VI
o = - st =4 < a2 O B L i ) N o o -t i o
g I o w0 a i - o [ N0 -
R - ) @ <} o0 > 1 2 o g o )
o - I o0 o I, 4 ¢ 24 = I 42
v~ a e o O - @ 40 W ~— O
) ; s . { g~ i A Y q
w S et B o o s e T B . I R -
. prd] 4 w0 I — I | s Sy s 3




ja5)
N
O
b
)
ok
<
0,
i

a,b,c:m[+k, zﬁﬁ%e{IQI)

esetén:

alt,r):=1 blt,r):=0 ; c(t,r):= s
N 2/3
2 r
12Ur )]
Tarsz
\ fB r—~t /
f(t,r}iZI—Z—T {r @ar ).
G
AN g J g )
; y K . C e .
Ekkor az (ﬂ?xS(—,(-!-)},g )} part (vektoridlis) Lemaitre-
L I a,b,c,
sokasdgnak nevezzik, (A késébbiekben megmutatjuk majd, hogy =i
" T2/3
_ . L N g e Slr—-t) | BN o
az oka annax, hogy itt a kiilénds ?-’;T}j Zliraejezes szerepel
B g

21ljuk a Schwarzschild- és Lemaitre-sckasdgok kapcso-

o}

119}
A

vizs

Dy
0
=

e

£

L

3
/

at.

et
ot

a

d)} Vektoridlis Einstein-sokasé4g

* .\ . p . 5 o .
Legyen r €1 rogritett &8 legvenek a,b,c:Ix10,r [si &g
g q
+ -
D Ix]0,r [={1Ial) azok a flggvénvek melyekre minden t,rie
bl o 3 = 5 J 3 B \
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f) Vektorialis Friedmann-sokasag

e . L o + . . cor o
Legyen IEEI rogzitett és QﬁC {I;R ) tetszdleges Tfliggvény.
- . . - + . .
Legyenek a,b,c:Ix}O,rgLaR &g I:Ix]O,ri{4(I@I) azok a fluggvényelk,
i
melyvekre minden {t,r)elIx]l0,r [ esetén
g
ro(t)
alt,ri:=1 ; b{t,r):=0 ; clt,r):= s f(t,r}::fO(t) (rer).
1-(r/r }°

(-[-)),g } part {vektoridlis) Fried-

Ekkor az {(Ixl0,r [xS(=,
g I

mann-sokasdgnak nevegzzitk, (A fenti egyszerd Lorentz-sokasdgcokkal
gzemben ez egy Lorentz~-sokasédg tipus, amelynek —rg~n kivil- az
fb fliggvény is paramétere.) LAthatdan az Einstein-sokasdg az a
specialis Friedmann-sckasédg, amelyre f}al,

3 1o o . ¢ < o o B e 4 P A R =0
Figveljik meg, hogy az odzsres fenti példaban b=0,

Az affin gdmbszimmetrikus egyszerd Lorentz-sckasagok 184111~

£ — L e S A o = -
téza szempontjabdl alapvetd a

ven I orientalt, M végesdinenzids wva

g s}
tér M felett, amelyre dimMz2, {g,c) Lorentz-struktira M fe

. _ - . + . P - . P
&g o€M rogzitett., Ha NeIxI nem Ures nyilt halmaz és a, b, ceC (J

ahol (mint kordbban is)

NES
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Rg C(a~5)

- . - / e . — } . 3 1
a s | [8(c,a GJ,INgjc(a 5)[,iﬂg C(Q“G);/

a természetesg diffeomorfizmus. Fkkor (M,2) olvan egyszeril Lo-

- . . o . C E N [
rentz-sokaség, amely izomorf az (EXS(—%Lﬁ(-M}),P J "vekto-

ridalis" egvazerd Lorentz-sokasédggal. Tovibba:

M= { aEM\(0+c®I){(—Ig(c,a~o),§ﬁ C(a—a)[)@ﬂ 3

g

€8s minden M3a-ra:

g{a)= —a(Fg C(a~o))-(c®c) - 2b(Fg C(n-a))~(cgwg C(a—@)) +
b 3 3

; (F C(a—@)}

+!C(F (a-o) ) - B ) (w la-o)pw {a~o) ) +
| BsC [ 7 /a__0>!2, g8,cC 8 8;cC
i { g’c‘« ! 7
f{F {a~o))

+ g,C [ g ] o(nd X7 C)~
x{,,z (Q._O'\/I g, (=R ] g,

g,C

ahol (mint kordbban is)

ngc:MelxI : Xre(~1g{c,x}31%g (x) )

Eg c Ty ot
W M\ e Is—22= ; < ‘%r ‘
g,C I ‘?‘Lg’c\xl

Bizonyitds - Trividlis.

Megjegvzések -~ 1) Mivel nyilvanvaldan

g
ezért az &allitdsban felirt g a kivetkezdképpen alakithatd at;

f(Fg C\G_G'))
gla) = - — 8 -
s (a-or) | ©
g,cC
s p(Fg C(C“u/>
- lang olamoi)- : ~|-{cgc) +
e EFRTRSTE
g,cC

R



- 2b(Fg C(a—@))-{cgmg C(a—@))‘
b L]

Ez az alak kiildndsen alkalmas a g és az azonosan g fliggvény dsz-
szehasonlitdsdra (pl. a gyenge graviticids terek vagy az aszimp-

totikusan lapos graviticids terek vizegialatara).
fual fiwed

. + -
2) Mivel MeIxI , ezé T
yr)=f(t,r){ror) alakban ((t,r)el), ahol F:IR egyértelmien

P

t
meghatdrozott filiggvény. Ekkor g-re a kdvetkezd (viszonyvlag egy-~
e

gsrzerlibb) alakot kapjuk; minden M3da-ra

c(a) = 7 — - :

gla) I\Fg,cm cl)-g +

i e PN { \ ‘ il e T {a-a)) ey {cmcr) ) =
[ =3 f,\Fg,C\( a7 (CL()C) L O f)(Fg’C‘CL {7)1 (Ug)caa O")*'J,(L)g’c\(l ,)
-2 ~o) ) (ea {a-o) ).

2b(F }C(a o)) (cgug’c\a o))

= a4 - + -
Figyelijlk meg, hogy az 15.Al1itdsban McIxI’ és nem McIxT tet-

szdleges, kildnben @g c .o leszGkitése nem lenne diffecmorfizmus
3 3
a megfeleld nyilt részsokasdgok kdzdtt! Ezért a vektoridlis Le-

itre-sokasdghdl a fenti 4llitds alkalmazédsival nem 4117thatd

affin Lemaitre-sokasdg. Ez nem jelenti azt, hogy ilyen nem

O]

eld
létezik; csak arrdél van szd, hogy azt nem (egészen) igy kell 1ét-

rehozni (csak majdnem igy; 1ld. az 5.pontot}.

it
o

O

[i[¢}

Azonban a fentiekben felsorolt vektoridlis Lorentz-sokasa:

mindegyikéhbdl (kivéve a Lemaitre-t) az .. Allitds alkalmazdsaval

kaphatunk egyszerd affin Lorentz-zokasdgokat.

déakban feltessziltk, hogy I orientalt és M véges-
bb kétdimenzids valds affin tér a M vektortédr

orentz-struktira M felett és o€l rdgzitett pont.
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Péeldak (Affin gémbszimmetrikus egyszeri Lorentz-scokasagokra)

az) Affin Minkowski-sockaség



lis Minkowski-sokasdggal. Az (M,g) affin Minkowski-sockazdg M-ten

i
ot
o
o
[AV]N

3
0]

folytathats; a természetes foly M-ben azonos az (M,I,g)

specialis relativisztikus téridé-modellel (amit megfosztunk az

idé-orientéaltséagot add strukt taratdl).

b) Affin Schwarzschild-sokasag

Legyen 1 €I rogzitett s M:={qel !O<fq C(a—o)f#r } és legven
g g
minden Maa-1a:
r 1
gla)=-|1- 2 (coc)+ (o (a-o)ow (a=—or)
3y C g,¢C
| n (a-o0) | | {a-0)]
’ g, "1j
T
g
+ . T{ _‘ =
-] Tg, e g, g o)
r 3 1 }
=g+ g g-(cﬁc)+ o C{a~@)®w C(a~0)).
Sk (a-o0)]) g N (a-o)] j g5 g 8,
g? l g’ _1)
~ r
g

Ekkor (M,g) olyan affin egvszertd Lorentz- sokasag, amely izomorf
az 1 -paraméterd vektoridalis Sc ‘hwarzschild-sokasédggal. Ez az

{Myg) affin Schwarzschild-sokaszsdg M-ben nen folyvtathatd: ez tri-

o
o
},»t
by
},-J
st
£
O
p
s
=,
)
[
]
|

vidlis. A kdvetkezd pontban megmutat juk, hogw
schild-sokasédg kiterjeszthetd: a "termésrzetes kiterjesztése{i)
lesz({nek) az affin Lemaitre-sokasédg(ck).
c¢) Affin Lemaitre-sokaséig
X ; ; _ Iy LIS < .
Legven mT::{gt,r)cIAI;t&r}, r €1 rogzitett és legyen
- =

- + ——— A
Yot IxI @mL

< ) © L. aa . - . , . c e
tetszbleges C -diffeomorfizmus (ilyen még linearis bijekcid

P . . . . . p E
leszikitéseként is rengeteg 1létezik). Legven (ﬂ%xS(T,( | ?),gi)
az r -paraméter vektoridlis Lemaitre~sokasdg és

g
M o= M\{ot+cel);
g := ((¥ xid )o@ ) g
= L E ; \ g,C,T L
S\—;('{')} :
I NG
r \

N L g,Cc,0
i e E - 3 .
altal izomorf az 1 -paraméter: <MLXS‘T’{ I ) ;gT) vektorialis
g L
Lemaitre-sckasdggal. Ez{eket) a Lorentm- sokaségokat nevezzik

y
5%



(Wl,r j-paraméterd affin Lemaitre-sokasdg!{ok)nak, Az affin Lemait-

o

-sokasagokkal wvald kapcsolatdval az 5. pontban fog

(Példaul

me
fin Schwarzschild-sokaséag

re-sokasagok explicit alakjédval, tovéabbid ezek affin Schwarzschild-
1
gmutatjulk, hogy minden affin Lemaitre-sokasag egy

vanvald. )
d) Affin Einstein-sokasag

+ .y - ‘
Legyen r €I rogzitett:

Il
M ot= { aeM | O<|m (a-o)l<r )}
g, g

és minden M3a-~ra

1
T Y { iy ) o, { v
g{a) := -{coc) + ( - " (wg’c\a o) ’ {a-a)) +

g [ 1

In, (a=o)})
g,¢C
+ { 1 ol 39T 1=

I

Ekkor (M,g)} olvan affin egyszerll Lorentz-sokasdg, amely &

c
az r -paraméterd vektoridlis Einstein-sockasdggal.
g

e} Affin de Sitter-sokasag

-

4 ., - - R . P B \ " .
Legyven v €I rdgzitett é&s M::{atM§0<}ng C(a—o}!#r } és minden
G 1 g
Mza-~1a
o2
( f]ng C(a~0)§} ) 1
g{a):i=-]1~ : (cgc )+ {w (a~o)ow {a-~o)
r J T z , C g'g,c
. g g -1
7 a-o)
Uy |
+ 011 { X7 ) =
g.¢C g,c g,cC
L >
{!Hg Lla-o) } 1
=g 2 i {coe )+ {w R
8 T | { j T - ¢ , j
i h=] 7 g — 1
n,  {a-o)])
g,C
Ekkor (M,2) olvan affin egyszer( Lorentz-sokasdg, amely @g e o
3 §
dltal izomorf az r -paraméterd vektoridlis de Sitter-sokasaggal.

oy

o
<o



£1 Affin Friedmann-sokasag

+ " . . S N e = -
Legyen rqu rogznitett és fHEC (I:R) tetszbleges TLfuggveny.
Legyen
_ i ; "
M o= { aeM | o<in, (a-o)|{<r }
g,¢ g
ég minden M3a-ra
£ 3
1 (—Ig<csa"0)/
ola) 1= -(cgec) + - (o (a-0) 3w la~c) ) +
= g !{ r 2 s g,¢C
| g -1
Un, (a-o)l)
g,¢
v f (-_gle,a-oc))-L-]-] ofm X7 =
0 I ‘ l gs¢C g;c §g,¢
£ (-_glc,a-0o))
= g + o I (o (-0 ) B la-c)) +
1 T )2 g,¢ ’ , G
! s -t
7t (a-0)
Umy la=o)l)
+ {f {- c,a-a))-1)-1{-] olm S )
{ D\ Ig< ’ o T gsc ' Lgsc gyc/
Ekkor (M,g) olyan affin egvszeri Lorentz-sokasdg, amely ®g c. o
5 3
altal izomorf az (r , f Y-paraméterd vektorialis Friedmann-soka
saggal.

)]
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5. A vektoridalis chwarzschild- és Lenmaitre kasdgok kapcsolata

Ebben a pontban 1 orientdlt egydimenzi ég valds vektorteret,

+ .. - , ., - L . vy g .
r €l régzitett elemet, B végesdimenzids, legalabb kétdimenzids
g
valds vektorteret és ) ExEsIel euklidészi format jeldl B fe-

R

(-1)) gémbfeliiletet S-sel jeldljiik.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy az r -paramétertt vektoria-
g

s}

az T -paraméterd vektoridlils Schwarzchild-

g

sokasagnak kiterjesztése, Valdjaban ennél idval tdbbet tesziink;

lis Lemaitre-sckasa

U

azt vizesgdljuk, hogy a vektorialis Schwarzschild-sokasag egy-

PRI

gzerd alakd” diffecomorfizmusok adltali transzformaltjail miféle Lo

znek? fgyv eljutunk majd a vektorialis

s
fajta "természetes szarmaztatidsdhoz’.

16,A111itas - Legyenek mg&%gl nem uUres nyilt halmazok: m::gﬁm,
és McIxI nyilt halmaz. Jeldlje (&L}LgI az m1 halmaz Ozszefiligsd
komponenseinek injektiv rendszerét.
Tegyviuk fel, hogy:
a) ¥Y=(¥ ¥ )M olvan C -osztalya flggvény, hogy létezik olvan

. i“’(/@ ” » ’C{‘v . . o < .
by a,b' ,c'eCT{M;R) és FeC (W (Isl) ) olvan flggvények, hogy

-
. - . 1 Lo - 1 o R R S N
a'c'+b >0 az W minden pontjaban és az a , b ,c,f fluggvenyek

csak a valtozdkompo ﬂsek kiilonbségétdl fliggenek; tehat egyértel
milen léteznek olyan a, b,u.mMR &z 1:l- (IMI) fliggvények az M:=

:(prl—pr0)<m’>91 nyilt halmazon, hogy minden Wa(t' ,r" )-re

teljesil.

[iie]
«

Al
2
Oy
v
]
[as)
[

¢) a,ceC(MR) és FCT(M; (IsT)Y) olvan filggvénvek, hog

R minden pontjadban.

Sl
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d»g} D(Ri’bl,(:']_qf! E

i2e}

a,o,c,

- . - . AV s . oy 5 e P
- ¥ ég & lokdlis C -diffeomorfizmus (tehét %ng nyilt halmaz);

- a-2b=c20 a ¢ értékkészletének minden pontjidban;

. ., - o . . R L e
- a (b+c;/(aw20~c):%®ﬂR fliggveény minden FC {%®;I) primitiv fligeg

i

. . . . . . . . L o
vényéhez és minden Izt-~hoz létezik olvan Q eC U%;I) figegvény,

hogy minden (t,r)€m§ﬂ% pontra

Yolt,re) = @ (t) + PY (t,r)-¥ (t,r)) = @ (t) + P(&(r))

L ) o L

tel jesil;

- a c és f flggvények fliggetlenek a nulladik valtozdjuktdl és ha
cqﬂ%g@ az a flggvény, amelyre C=1®c1 {ahol lﬂmﬁﬁ ar azonosan
1 fiiggvény), akkor & kielégiti a
oS5

2 — "
(D®) " = ¢,

differencidlegyenletet;
- ha a is flggetlen a nulladik vdltozdjatdl, akkor az

(btc)/(a-2b-c) t R s R

. . . ® . C e, W
figgvény minden FPeC {%®HR) primitiv flggvényére teljeslil az,
hogy egyértelmlien létezik olvan <BL)L¢I rendszer R-ben és a=m

az mg minden  Osszefliggd komponenséhez egvértelmiien l1étezik

olvan <t0 Lth rendszer I-ben, hogy minden QxQEﬂt,r)~re

5

?O(t,r)=tQ’L+BLt+P(@{r))

és ha alﬂmgﬁ az a flggvény, amelvyre a:1®a19 akkor az

al/(g~2b—c)oi) SR

fliggvény lokalisan allanda.

»

0
Bizonyitas - Elészdr tegylk fel, hogy a,b,ceC (M;R), a' ,b ,c'c

[a¢] X0, , M ; s O ; . = + . -
eCT{WR), feCT(M;{Iel) ) és £ eC (MW ;(Iel)" ) tetszdleges olyvan

figgvények, hogy actb ™ >0 az M minden pontjédban és a o +b ">0 az

M minden pontjdban és



o

) g, =

(Wx1ds 2 b e, f

i

a,b,c,f

ahol Y-re az a) feltételei teljesiilnek. Mivel ekkor

ahol 1 azﬂ&ﬁR azonosan 1 flggvényt jeldli, ezért a 14. Al

szerint:

£ = fioq’r.

Most tegyik fel, hogy b=0. Ekkor ac>0 az R

mi
tehdt az a fliggvény sehol sem nulla f-n, ezért a -2k -¢’
E

sem nulla Ydi>-n és 60¥O sehol sem nulla P-n.

& kovetkezd egyvenletekre Jutunk

81?’ = ~{12Dd)
- (a -2b" -¢' oV

eV = F,

Innen a masodik egvenlethdl aﬁb—t beirjuk a harmadikba;

rendezés utdn a harmadik egyenlet igy néz ki

(a"-2b"-c¢’ )o¥

1®(D<I>}2 =

9}

)

{a’ c"+b' ")V

Ebb61l latszik, hogy DP sehol sem nulla m}—p ezért a

i
3V a v |
oo 10 v N B .
detD¥ = = (0¥ ) (1eD®)
3 ¥ 3. ¥ +1eDd|
O 0 1 0

-((a'-Zb’—c')o?)+2(81WD)(1®D®)-((b'+c'}o?)+{1®(D©)2)-

nden pontjaban,

sehol

zért a fentiekbdl

(' o¥)

ekkor



. . T P PR o .
fliggvény sehol sem nulla M-n, tehat ¥V lokdiis C -diffecmorfizmus

. PR o0 oo
is lokalis C-diffeomor-

o

éz DP szintén sehol sem nulla, ezér
fizmus.

Most tegylk fel olyan E,E,;:mﬁﬁ &5 §3ﬁ5{1®1)+ fliggvények létené-

sét azm m::(prl—pro%ﬂf>gl nvilt halmazon, amelyekre a b} felt

telel teljeslUlnek. Mivel ekkor

[ON

a’oW=1®(_§®), B o¥=18{ bo®}, c o¥=1é{cod), 1 o¥=1e( fob),

ezért a kovetkezd egyenlet-rendszert kapjuk

16(D0)° = c 1]

A mésodik egvenletbdl 1léathatd, hogy ha Pzﬁéﬁl primitiv figgvénye

a {btc)/{a-2b-c) flggvénynek, akkor

81?0 = 12((DF}e®) D) = 12D(Po?®) = Gl(lf(EBQ)),

tehdt minden ﬁ%Bt—re a (W0—1®(Rﬂﬂ){t,-) fiiggvény lokdlisan &al-
landé ml—n, tehat minden I3t-hoz létezik olyan @Lﬂ%ﬁl fluggvény,
hogy minden (t,r}eﬁOxQL pontra Y (t,r)=@ (t)+P(d{xr))=@ (t)+

+P(W1(t,r}—Wg(t,r)) teljestl.

A negyvedik egyvenlet szerint 7 nem filigg a nulladik valtozdjatdl.

A harmadik egyvenlet azt mutatja, hogdy a ¢ fliggvény nem flgg a
. . . , . P U . N P
0~1ik valtozdjatsl, tehat van olyvan ch;(%H;R), hogy Czlc_ocl &5

akkor a harmadik egyvenlet szerint:



7 ~

a-2b-c¢
o I R - 10

.7z
a-c+b

s\

(D)

S

Ha most az a fliggvény is fliggetlen a nulladik valtozdjatél, ak-

kor az elsd egyenlet szerint a (4 Y ) fliggvény is fliggetlen a

o

nulladik valtozdjatdl; ugvanakkor minden IdiL-ra és ﬂleLj(t,r)—re

Wo(t,r):Qa(t)+F%®(r)), tehéat (aowo) y={ @,

is lokéalisan 4llandd (mert DQL folytones! ). Ezédrt ekkor az mo

minden Q Ssszefliggd komponenséhez &g Int~hoz vannak olyan tQ LGI
Sty

0

és BQ R konstansok, hogy t€Q esetén Q'(t):tn L+jQ toes dgy
y o L YU s L

o

minden OxQ 3{t,r)-re: ¥ (t,r)=t +B t+P(0{r)). Ebbdl az elz8
L 0 Q,L 70,

egyenlet alapjan azonnal kapjuk, hogy ha alﬁ%§R az a fliggvény,
amelyre a=1l®a , akkor minden Qx la(t,r)~re: CRE

1 3 0 a ’ Q,t

flggvény lokalisan 4llandé mq—n.g

AL

— e - + , + . -
Kovetkermény - Legyen r €I  és aS,cS:IX(I \N{r }}»R, tovabb
g g

fé:Ix(I+\{rg})aI@I azok a fliggvények, melyekre (t,r)eIx(I'\{r 1)
g

egsetén:

1
a(t,r):=1l-(r /7)) ; cs(t,r):z———~——~ ; fé(t,r):zr@r‘
= g i-{(r /1)
{Vagyis (IX(I+\{r })x8,¢ ) azonos az r ~paraméteri
g ag,o,cg,fq g

N

vektoridlis Schwarzschild-sokasaggal
Legyen ﬂ%:={(t,r)€IXI]t<r} éx cLﬂ%eR , fLﬁ%f(I®I)+ olyvan fligg-

vények, hogy léteznek olyan ¢ eC ‘R, }ZECN(I+;(I®I)+) fligg~-

vények, amelyekre (t,r)@& esetén

, =c (p- . ' Y= F (pet)
cL(t,r) c (r-t) ; f’L(_t,r, iL(r t)

tel jestil.

. . + . 00 . . oo ) ot
Legyen V¥ {WD,Wl).Ix(I \{rg})emL C-osztalyad fliggvény és tegyilk

Gy



fel, hogy

"
a) van olyvan 9:I'-1 folytonosan differencidlhatd fluggvény, hogy

ahol 1 az I-R azonosan 1 fliggvény;

b)Y lim @{(r)=0 és lim (D®)(r)=1;

H
rv0 r-r
g
¢y (¥xid.) g = g .
’ 57 a ,o,c_,f iy,0,¢c ,f
S s’ s L’ L
Ekkor:
o f 3/2
. + r . Lo L, .
- minden I 3r-re &®(r) = ?t“} r , tehdt & C -diffecmorfizmus
3 I‘g g
+ - + e o,
I és I kozott
- minden mLa(t,r)—re
.
2 r 4/3
- 3(r-t)
c {t,r) = = ; IL(t,r) = L; —-} T 8r
{_3 (r—t\q“ “h T g 9
2 i
L"‘ rgJ
(tehat (M x85,g ) ) azonos az T -paraméterd vektorialis
L MO,QL,JOL g

- léteznek olyan t+,t €l é= B ,B &R\{0} elemek, hogy minden
- + -

(t,r)eIx(I+\{r 1) pontra
g

- 1/2 '
NE I
(r )12 | J t + Bt , ha r<r
- - - c
Wo(t,r}:Zr L; ) + T Logi 4 — + I
q .
g gJ - i(r \ L t + B L , ha r>r
—J + 1 L + + g
Pr !
g
of(p 3/2
&
Y {(t,r) = V¥ {t,r) +-;(—) r .
ST g
- . & o +, P =
- a ¥ figgvény C -diffeomorfizmus az Ix{I'\{r }) és a {(t,r}tWT
g L
| 2
lr-t#zr } nyilt IxI-beli részesokasagok kdzott.
S g

£

jegforditva; ha a © és ¥ flggvényeket a fentil formuldkkal értel-
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lim (D) {r)=c ,/C ; lim (D@ {ri=ec /C
”"/ +',1/ +

rftr i rir
g g
tehat a Do-re vonatkozd b) feltétel alapjan C =C =1 és ¢ =¢ =1,
- + -+
vagyvis minden I sr-re (D@)(r)=¥‘r/r . Ezért wvannak olyan D ,D eI
g - +
elemek, hogy
[ - 3/2
2{r
D+ g(—'J r s ha re]O,r |
- SAT g g
g
®(r) = .
2 (r 372
D+ == r , ha relr o]
+ 3ir J g g
\ g

és mivel ® folytonos és lim ®(r)=0, ezért D =D =0, tehat minden
+ -

. +
minden I 3r-re

r o
gJ
C ey . . ® . , . N .
teljesll. Latszik, hogy © C -diffeomorfizmus I° és I' kizott &g

" 2
<IN\ {1 b>=I\{5r_}.
g g

[ONS

. B + - . - . - .
Mivel minden I \{r }ar-re cy(®(r)}:r /r s f{d{r))=rer, ezért
g i

a ¢ inverzének ismerstében azonnal megkapjuk a c, és fl fluggvé-

nyek explicit alakjat.

Végil, a ¥ meghatdrozdsihoz ki kell szémitani a

- — 2 ~
¢ /{l-c ) : I+\{%rdgE>R ; r ﬂ—ﬁ

. . . L . . . 2 . ‘
fliggvény egyik P primitiv fliggvényét (itt I+\{;r }=®<I+\{r 1B
3 g g

Konnyen lathatd, hogy a

.o 3 r 1/3 ] I
F o I'\{=r -+ I ; r i~ 2= —-) r + r log 2 .
\L3 g} ’ N/ 2 r ) g a = (n r 173
¢ 5 T + 1
2 r
g

fliggvény ilyen. A Pod fiiggvényt kiszamitva ebbdl kapjuk, hogy



minden (t,r)eIX(I+‘\{r 1) pontra:

0

r 172
1/2 T
t + Bt + Zr (»—) - r -log = , ha r<r
- - y a ( 1/2 g
s —]3} + 1
r J
¥ (t,r)= g
(I‘ 172
= -1
r 1/2 (r
t + Bt + 2r |[= + r log 2 , ha r>r
+ + glr G r N 1/2 I+1
N g (—~J + 1
T
g
5 3/2
és természetesen ‘I/l(t,r) = ‘Po(t,r) + ?(—I—_) r . Ebbél vilagosan
y g

latszik, hogy V¥ cY-diffeomorfizmus az Ix(I'\{r }) és a -{(t;r)e")‘ﬁ‘]
g i

[»]
gr—t,i%r } halmazok kozdtt, ugyvanis ¥ inverze a kdvetkezd:

g
\I;'ll_ i 5“1 w"l . i 2N - N . 7 /42 _ + 7 L
PR ) (T ) s (e JeIxI| O<r' -t ,.—qrg} > Ix(I'\{r })

.
Z P
és (t',r  )elIxI, 0<r'—t’<—3~r esetén

3 r' -t V13
1 - |=
, 2 T
t-t r -t }1/3 T L g )
(v (t7,07) = —— - Z.r |2 - 9.10g
: o ’ B B Tg {2 r B = r , I
- - g - 3 T -t")1/2
1 + § -
L \ g Vi J
, ' -t a3z
(‘i"i) (t',r") = |= T
' 1 2 r a
g ) ’
- { , 4N - ’ 2 4 2
és (t’',r JelIxI, r -t ' >zr eseten
S g
[ '3 ' -t )1/3
S L2
t-t r'-t'l1/3 r \ g )
-1 (4 PN + 2 3 g
(v "y (t',r'} = - =T |3 - z7-leg
B B g |2 r B 7 , a
+ + L g ) + 3 T -t ]1/3
1 + |35
2 r
N \ a  J 7

i
‘.,.-A



; R r’-t’\jzm
(v ) (¢, ) = |2 r .
) 1" ! 2 r } g

g
4

Az is lathatd, hogy

)
Y<Ixi0,r [> = {(t’,r’)€Ifo O<r’—t’<§r }
g g

-

>
Y<Ixlr ,»[> = 1(t’,r’}€IXI] r’—t’>§rg}.
g

. - - . v . + .
Nyilvanvald, hogy ¥ nem terjeszthetd ki IxI' -ra folytonosan.

Megjegyzés - Az 4llitédsban szerepld V¥ figgvény a t_=t+=0 és
B_:B+=1 esetben teljesen azonos a Novikov-Frolov: Fekete 1vukak
fizikdja c. kényv 168. oldalan 4118 (2.4.4) és (2.4.5) formuldk-
kal adott transzformécidval. A kdnyvben nem ¥, hanem a gt expli-

cit alakja talalhatd.

n

3.Tétel - Az r -paramétert vektoridlis Lemaitre-sokasag az r -
g

paraméterd vektoridlis Schwarzschild~sokasdgnak kiterjesztése.

nyilt részhalmaz, amelyre leszikitve a Lemaitre-metrikat olyan

Lorentz-sokasdgot kapunk, amelynek az el&zé 1litédsban beveze-

a
, O . . . ) . Cy
tett ¥¥altali inverz képe egyenld az r -paraméterd Schwarzschild-

g

sokasaggal,

6. Affin Lemaitre-sokasisok

imenzids valds

Q.

Ebben a ponthan M végesdimenzids, legaldbb két

affin teret jeldl az M vektortsér felett, 1 egyvdimenzids orientsl

valés vektortér, (g,c) Lorentz-struktira M felett, ocM régzitett
E
P + ) g,C | N - - .
POI s €l . Az S(—==,1.,. 23] ¢ L ~ -V Jeld&l-
pont & rg I z 8 T S ]g,c> gdmbfelliletet Jgac vel jeld]
Jlik., Tovabbi; az (E B ) euklidészi tér feletti r -para-
J \ g,c’[ ( ]g,c g E

méterd vektoridlis Lemaitre (i11. Schwarzschild) metrikst 'gL

(111, gs) Jeldli, tehat

- a gL definicids tartomdnya az meSg c sokasdg, amelynek min-
-~ bl

o
Ry}



!

, . . . n
den {t,r,n) elemére és minden IXIXT =T

(v, r' ,v' ), (t',v",v") érintévektorokra:

g (t,e,m)((t 0 ,v), (7,7, v")) :=

3,1"—11 4/3
= =(t'et”) + —-(r'er”) + [—t J} (r or ) (v |v") .
- ~2/3 22U g,C
= A
2V r )]
ol
- a8 definicids tartomdnya az T (I\{r })ng c sokasdg, amely-
g 3
ot
nek minden (t,r,n) elemére és IxIxT =T (Ix(I"\{r x5 )~
\ 3 3 ) 4 = 1 (t,r,n)\‘ ( \L g}) g,c)

beli (t',r' ,v' )}, (t",",v') érintdvektorckra:

gs(t,r,n}({t',r’,v'),(t”,r“,v”}} s

(

e
——
Jomk

S Ip—
r

L J

(tret”) + (r'er’) + (rer)- (v’ |v") .

Ebben a pontban a kévetkezd kérdésre valaszolunk: megadhaté-e

EY
olyan affin Lorentz-sokasdg, amelynek a bazisa egyenld M\{o+col}~-

vel és amely izomorf az r -paraméter( vektoridlis Lemaitre-soka-
g
sdggal? A 4. pontban megadtunk egy &dltaldnos médszert, amellyel

vektoridlis Lorentz-sokasdgokbdl (gbmbszimmetrikus) affin Lo-

Q)

rentz-sokasdgok &a4llithatdk elé. Mar ott megjegyeztiik, hogy a=z
médszer nem alkalmazhatdé affin Lemaitre-sokasédg konstrukcidjara,

mert csak olyan vektoridlis Lorentz-sokasagokbdl lehet kiindul-

. P 5 . " + N . .
ni, amelyek bédzisa xS alakd, ahol MeIxI ; ugyanakkor a vektori-

4lis Lemaitre-sokasagok béazisza mLxS alakdu, ahol ﬁ%:={{t,r)€IxI, {

ir—t>0}¢IXI ., Ezért - elsd randrzésre - nem nyilvanvald, hogy a

kérdés valéjdban trividlisan (igenlden) megvalaszolhatd.

Az affin Lemaitre-sokasédg({ok) konstrukcidja szempontidbdl an-

ge, hogy IxI é=z M egy~

M

nak az észrevételnek van déntd Jjelentds

L2



I C ~diffeomorf nyilt részsoka sdgok IxI-ben. Ezért a kidvet-

=3
[N
U"

sa
ket tehet jik:

o
L\]

. - - +
Veszilink tetzzéleges T:IxI emL ‘dlLLeOmO“plszSt.

fes

-

Elkészitilik a =xid tIxI xS M xS leképezést, amely
Sg e g,c 1 g,¢C
3

. . o0 . .
szintén C ~diffecomorfizmus,

- Képezzik a g vektoridlis Lemaitre-metrika ExidS fliggvény
h g,¢C
. . . + —_ . L%
dltali inverz képét; ezzel kapjuk a (IxI XSg c,(ledg ) gL)
3

f
gs¢C
vekteridlis Lorentz-sokasdgot, amely izomorf azm r —paraméteri
g

vektorialis Lemaitre-sckasdggal,

- Az imént elfallitott Lorentz-metrikéanak =a

@ M\ {o+eeI) » IxI*xS
g,C,,0O gscC

© . . . . . . . . .
C -diffeomorfizmus &Altal létesitett inverz Lképét Lképezzilk,

Ekkor az
(M\(c+cel) , &
p§1 olvan affin Lorentsz -sokasag, amelvynek bédzisa egyvenld az
N{oc+enI) nyilt halmazzal és amely Izomorf az r -paramétertd

vektorialis Lemaitre-sokasdggal.

A fenti eljédrdssal elBallitott affin Lorentz sockasdagokat (E,r )-
g

paraméteri affin Lemaitre-s sokasdgoknak nevezziik., Ezek {régzitett

r mellett) mind izomorfak egyméssal; vagyis ezek izomorfia-oges-

g

tdlya a = vadlasztidsatsdl

W

(D\

A kovetkezd terné

o
nilyen kapcsolatban dllnak az affin 80uwarzschild~Sokaségokkal;

1 ]
Az 5. pont eredményei alapjén a valasz nyilvinvald: akarmilyven
- + w . _ o
oIkl -l C~diffeomorfizmust is valasztunk, a (Z,r )-paraméterd

L g
affin Lemaitre-sokasdg kiterjeszidse az r -paraméteri affin
g
— -~ 9 - ) +
Schwarzschild-gsokasdgnak. Valdban; legyen P:Ix(I'\{r })=M tet-
g L
- . . . O L. A .
szbleges olyan injektiv lokalis C ~diffeomorfizmus, amelyre
S 2 * . . . - R . N
(?deg ) g 78, teljesiul. Ha MS3:M\(O*CWI)\{QEM[’WG C(a-@}f:rqj,
= 5 g

akkor kdénnyen léathatd, hogyv a
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affin Lemaitre-metrikara teljesiil az, hogy minden M\{o+csI)3c~ra
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affin Lemaitre-metrika fenti konkrét alakjat.

Figyveljuk meg, hogy az eldbb konstrualt affin Lemaitre-metri-
ka mennvi paramétertdl fligg:
~ az M affin tértdl, amely legalabb kétdimenzids, végesdimenszids
valdés affin tér,
- az I egydimenzids valds vektortértdl,

- az oM ponttdl,

- az M feletti {(g,c¢) Lorentz-struktdratsl,
- aw I-n valasztott orientéacidstdl,

ot x
- az r €l elemtdl,

g
-~ a 7€GL(IxI) operdtortédl, amelyre Z<IxI’ \‘W teljesul.

Ezzel szemben egy euklidészi tér feletti vextor 4lis Lemaitre-

metrika ésak a kovetkezd paraméterektd]l figg:

- az E vektortértdl, amely legalabb egvdimenzids, végesdimenzids
valds vektortér,

- az I egyvdimenzids vektortértdl,

- a [-]-1:ExE>TIel euklidészi formatsl,

- az I-n valasztott orientacidtdl,

+ o
- az r €l elemtdl.
1

v

Arrdl nem 1is szdlva, hogy a gL vektoridalis Lemalitre-metrikék

sokkal egyszerlbb alaktak, mint a fent eldallitott affin Lemaitre-

metrikak. Ugyanakkor minden affin Lemaitre-sokasdg izomorf egy

is Lemaitre-sokaséaggal. Ezért legalabbis kétséges az,
1

“
¥
19

szeribb affin Loren

7 -
b

i
hooy az altalénos relativitdselméletben cé

sokasdgokkal folalkozni, mint vektoridlis Lorentz-sokasagokkal

Végezetil felirjuk az affin Lemaitre-sokasdgok és a megfeleld

e
paraméter(l affin Schwarzschild-sokasagok explicit kapcsolabtat,

-

[
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7. Formalisan gombszimmetrikus Lorentz-sokasisok

Ebben a pontban Y valés egydimenziés orientdlt vektorteret jeldl, (EL["|'D valés
végesdimenzids (és a trividlis esetek kizardsa végett legaldbb egydimenzios) euklidészi tér
lesz. Az % egyseggomb-feliiletét S-sel jeloljiik, ami az %mek dim(E)-1 dimenzids

£

részsokasaga és minden n€ES elemre a T, (S) érintdtér kanonikusan azonosul az B

linedris altérrel %—ben. Az —];:— feletti (| ) skaldrszorzat meghatdroz S felett egy kitiintetett

Riemann-metrikat.

XX. Allitss - Az
)

S:E\{0}>1"XS ; q- qq’l‘ﬂ

leképezés olyan C “-diffeomorfizmus amelynek inverze az

ST ITx S-E\ {0} ; (n)—=1r®n
fiiggvény. Tovabba; minden (1,n)E1 X S elemre az § ™ derivaltja az (1,n) pontban azonos
(ithato) az

1
I><—n-I— —-E ; (rnm)—>(1Qn)+ (r&n)
L

lineé4ris operétorral, ahol: T, (8)= n—I~

Bizonyitds - B

Ezért az
id;x ST IX ITX S I x (E\{0})

(tr,n) = (t,r®@n)

figgvény is C“-diffeomorfizmus. BEbb8l kévetkezik, hogy minden IX(E\{0}) Altal
tartalmazott nyilt halmazon értelmezett Lorentz-metrika id, xS7! altali transzformaltja

("pull-back"-je) Lorentz-metrikdt hatdroz meg egy IXI XS 4ltal tartalmazott nyilt
halmazon.

XX, Tétel - Legyen MEI X (E\{0}) nyilt halmaz és

(afy) € C°(M; RX T XSym(E,[-| ])
tetsz6leges fliggvény. Ekkor az (id, X S)<M> halmaz nyilt részhalmaza I X1 xS-nek és

g=(d; xS H*g,,_
olyan bilinedris forma-mez6 (id; X S)<M> felett, hogy minden (t,r,n)E (id; XS)<M> pontra
és minden

L

(t,,l’l,ll’), (t",r",n") ET(t,r,n)((idI XS)<M>) = IXIXn—I—



érintGvektor-parra:

g(t,rn)((t',r",m"), (t",r",n")) =

= -a(t,r®m)-(t' @ t") + (B(Lr®n)|n)(t' ®r"+t" O r') + (y(t,r®m)m|n)(r' ®r )+
+ (fy(t,r®n)ln' In")(r®r) +

+(Btr®n)|t'®n"+t" @ n']®1+ (y(t,r®n)n|r @ n"+r" @ n']®1

teljestil.
Bizonyitas - Trivialis. @

XX. Allitas - Legyen MS I X (E\{0}) nyilt halmaz és

(a67) € C7(M; Rx T x Sym(E.["|])

tetsz6leges fiiggvény. Bkkor az (id, XS)<M> halmazon értelmezett g = (id, xSy * Begy
bilinearis forma-mez&re a kdvetkez§ allitasok ekvivalensek:

a) Minden (t,r,n) € (id, XS)<M> pontra a B(t,r@n)E% vektor pdrimzamos az n-nel és az n

vektor sajatvektora a y(tr®@n) € Sym(%,(- | -)) operatornak.
b) Minden (t,r,n) € (id, X S)<M> pontra és
(t',r',n"), (t".xr".n") €T, ((id XS)<M>) =1 XIXE{—
érintGvektor-parra:
g(trn)((t’,r’,n"), (t".r",n")) = 4
= a(t,r®n) (1" @ t") + (B(tr®n) [n)(t' @r"+t" ®r") + (v(t,r@n)m [n)(r' S r Y+
+ (y(tr@nyn’ [n")- (1 ®1).

Bizonyitds - Trivialis. B

XX. Allitas - Legyen ME I X1 tetsz8leges nyilt halmaz és legyenek
abc: M—=R;, f: M—=1ISI

tetsz6leges fliggvények. Tekintsiik az M XS szorzatsokasagon azt a
g E H B(T(t,r,n)(JA X S):I ®I)

(t,1,2) € M XS
biline4ris forma mez6t, amely minden (t,r,n)E M XS pontban minden
(t',r',n"), (t",r".n") €T, (MXS) =1 ><I><EIi
érintSvektor-parhoz a kovetkez6 értéket rendeli:
g(tr)((t',r',n"), (t".r",n") =
= a(tD)(t' ®t") + () (t' @r "+t " ®r') + (D) (r' @r") + fitr)(n"|n").

Ekkor az (M X S,g) par pontosan akkor Lorentz-sokasag, ha az a,b,c.f/ figgvények mind C°-
osztalytak és fennéallnak a kovetkez6 egyenl@ségek:

a) dim(E)=1 esetén [a-c+b”>0]=l.



b) dim(E)=2 esetén
[f # 0]=A,
[f>0]=[a-c+b™>0],
[f <0}=[a-ctb*<0]N[a < 0]N[c > 0].
¢) dim(E) >3 esctén [a-c+b”>0]=[f>0]=l.

Tovébba; ha MSTXI", akkor g=(id, xS ™) * g ahol

by 2
(@B7) € CM: RxE xsym(E.[-] 1)
az a fiiggveny, amelyre M=(id, X S~ )(MXS) és minden (t1,n) EM XS pontra

a(t,r®n) = a(tr) ;
B(tr®n) = b(t,r)n;

Wer®n) = c(tr)y 0®m) + L8 g @)
T ®r
Bizonyitds - Legyen (t,r,n)E M xS tetsz6leges pont és legyenek
L
t,r € 10}, n € E‘r [n] =1

tetszélegesek. Ekkor:
aftr) = - BLTD((£,0,0),(¢,0,0))

t Ot
_ 8(t,1,n)((t,0,0),(0,r,0))
btn) = t®r
_ &(t,1,n)((0,r,0),(0,r,0))
oltr) = r Qr

At = g(t,1,n)((0,0,n), (0,0,n)).

Ezért a g bilinearis forma-mez& pontosan akkor C “-osztalyl, ha az a,b,c.f figgvények mind
C “-osztalytak.

Legyen (t,r,n) € M X S rdgzitett pont és legyenek:
g = g(tr,n)
a=a(ty), b=>b(tr), c=c(ty), f= At
L L
M, =IxIXx{0}, M, = {0} x {0} xlli—, M=T,,  (MXS) = lexl’I—
g =g/ M xm, > 8 =8| M, XM, -

Ekkor M=M,®M, és g=¢ Dg,, és M;, M, g-ortogonalisak. Ezért g nemelfajultsaga
esetén g, és g, mindketten nemelfajultak, tehat g pontosan akkor Lorentz-forma M felett, ha
a két kovetkez8 alternativa koziil (pontosan) az egyik teljesiil:

a) g, Lorentz-forma M, felett és g, euklidészi forma M, felett;
b) g, euklidészi forma M, felett és g, Lorentz-forma M, felett.

Legyenek:



L tIXI=M, ; (t',r)-=(t",r',0)
L,: —nI—l =M, ; n'->(0,0,n")
Ekkor L, és L, linearis bijekciok és a g =g, o (L, XL,) ill. g;=g,° (L, xL,) bilinearis
formak olyanok, hogy:
g, (IXI) X (IXI) - IRT
(")t ") »-a(t'®t")+b(t'®r"+t"®r' )+ e (r' Or")

illetve:

n_L L

(n’,n") = f(n'|n").
Ha dim(E)=1, akkor dim(-nl—i)=0, tehat g, nem lehet Lorentz-forma és ekkor az f vektor
el8jelétdl fliggetleniil kapjuk, hogy g pontosan akkor Lorentz-forma, ha az a) kijelentés
teljesiil, azaz g; Lorentz-forma, ami a 4. Lemma alapjan azt jelenti, hogy a-c+5”>0.
Ha dim(E)=2, akkor dim(lll—l)=1, ezért g; pontosan akkor Lorentz- (ill. euklidészi) forma, ha
S<0 (ill. f<0). Ezért a 4. Lemma szerint a) ekvivalens azzal, hogy a-c+b*>0 és f>0, illetve
b) ekvivalens azzal, hogy a-c+b”<0 és a<0 és ¢>0 és f<0.
Ha dim(E) = 3, akkor dim(gl-l—) =2, ezért g, nem lehet Lorentz-forma, vagyis b) ki van zéarva
és ekkor a 4.Lemma szerint a) ekvivalens azzal, hogy a-c+b°>0 és >0

Ebbdl kévetkezik, hogy az a,b,c és f fliggvényekre megfogalmarzott feltételek ekvivalensek
azzal, hogy minden (t,r,n) € M XS pontban a g(t,r,n) bilinearis forma Lorentz-forma. M

Definicié - Legyen MES I XI nyilt halmaz és
abc: M—=R; f: M—=1IRI

tetsz6leges fliggvények. Ekkor &b s JeIOL azt a bilinearis forma-mez8t az M XS szorzat-
sokasag felett, amit az XX.Allitasban értelmeztiink.

Megjegyzések 1) Ha tehat az a,b,cf fliggvények mind C "-osztalytak és fennallnak a
[a-c+b2>0]=[f >0]=M egyenl6ségek, akkor az E dimenzi6jatél fliggetleniil &ap,.. s LoTENtZ-
metrika M XS felett.
2)Ha MESIXI" nem igaz, akkor g, , szitkségképpen nem egyenlé egyetlen

(id; x8™) * g 5.
alakq bilinearis forma-mezGvel sem, de lehet ilyennel izomorf. Valdban; ha NSIXI ™ olyan
nyilt halmaz, hogy létezik ¥: N—=M C “-diffeomorfizmus, akkor a (¥ X idg)* Bopos
bilineéris forma-mezé definiciés tartomanya I X I "% S-nek része, tehat van olyan (o, 8,7)
figgvény, hogy (¥ xidg) * g, =(id; xS ™) * g_, .

A g,y r alaki Lorentz-metrikak alapvet6 transzformécios tulajdonsagat irja le a kbvetkezé
allitas.



XX. Allitas - Legyen M’ ST X1 nyilt halmaz és
' a,b' ¢t M =R, £ M —=IQI
tetsz6leges fuggvények. Ha MESIXI nyilt halmaz és
Y=(¥,,¥,) € CTULM) 3 R € O(E(])
akkor a ¥ XR € C7(MXS; M’ x8) fliggvényre teljesiil az, hogy

(¥ XR)* Eapef'” Babers
ahol:

a=(a'o¥)y(8,%,) -2:(b' o ¥)(8,¥%,)-(8,%,) - (c' o ¥)(3,¥.)
b=(b"o¥)((8,¥,)(3,¥)+8.¥,)(8,9.))-(a'o¥)(3,¥,)-(3,¥,) +
+(c'o¥)(3,v,)-(0. V)
c=(c'"oW)y(d¥ ) +2:(b'o¥)(8.¥,)(8 ¥,) - (a"0¥) (8 ¥,)
f=fo¥
Bizonyitds - Trivialis. B
Kovetkezmény - Ha M ST X1 tetszbleges nyilt halmaz és

abc: M-R; [T M-=IRT

tetszbleges fliiggvények, akkor
a)R € O(!;:—,(- | ) esetén:
(iduﬂ XR) ¥ ga,b,c,f = ga,b,c,f

teljesiil (tehata g, . alakl Lorentz-metrikak formalisan gdmbszimmetrikusak);
b) Ha az a,b,c és f fliggvények az els§ valtozojuktol fliggtelenek, akkor minden tE1 vektorra,
((id; + t) X id)<M>S M esetén:

((idl + t) Xidy X ids) Baper ™ Bapef
teljesiil (tehat ekkor a g, , . . alaka Lorentz-metrikak formalisan sztatikusak).

Bizonyitas - Trivialis. W

Példak -

1) (Altalanositott Minkowski-sokasag)
Legyenek a, b, ¢ : IX(IN{0}) = R és f: IX(I\{0}) » I®I azok a fliggvények, amelyekre
(t,)EIXI\{0}) esetén: e
altry=1, b(t,r)=0, ctr)=1, Atr) =11
Az (IxX(I\{0})xS,g,, . ;) Lorentz-sokasagot altalanositott Minkowski-soksagnak nevez-

ziik. A Minkowski-soksag ennek az“a nyilt részsokasdga, amelynek bazisa az IXITXS
halmaz.

2) (Altalanositott Schwarzschild-sokasag)
Legyen r, €1 tetszbleges és a, b, ¢ - IX(I\{r,,0}) = R és f: IX(I\{r,,0}) — I®T azok a

fiiggvények, amelyekre (t,) EI X (I\{r,,0}) esetén:



r
at)=1--=, btn)=0, c(tr)=—1—, Atr)=r®r.
T - T,
T
Az (IxX(\{r, ,0})XS8,g ) Lorentz-sokasagot r_-paraméter(i altaldnositott Schwarz-
E ab,c, f g g P

schild-soksagnak nevezzikk. Az r_ -paraméterti Schwarzschild-soksag ennek az a nyilt

részsokasaga, amelynek bazisa az IX(I +\{rg }) XS halmaz; ekkor feltessziik, hogy r, =0.

Nyilvanvalo, hogy a 0-paraméterti A4ltalanositott Schwarzschild-sokasig egyenls az
altalanositott Minkowski-sokasaggal és a O-paraméteri Schwarzschild-sokasag egyenl§ a
Minkowski-sokasaggal

3) (Altalanositott Reissner-Nordstrom sokasag)
Legyenek r,,Q €1 tetszblegesek és M={(t,r) EI X1 |



Példak -

1) (Altalanositott Minkowski-sokasag)
Legyenek a,b,c:Ix(I\{0}) >R és £IxX{I\{0})>I®I azok a fliggvények, amelyekre (t,neIx(I\{0})
esetén:
atry=1, btr)=0, ctr)=1, Atr)=1®r.
Az (Ix(M{0})xS, g, ;) Lorentz-sokasagot altalanositott Minkowski-soksagnak nevezziik. A

Minkowski-soksig ennek az a nyilt részsokasaga, amelynek bazisa az IxI” xS halmaz.

2) (Altalanositott Schwarzschild-sokasag)
Legyen r, el tetszSleges és a,b,c:Ix(I\r,,01)>R és fIx(I\{r, .»0})>I®I azok a flggvények,

amelyekre (t,r)eIx(I\{r,,0}) esetén:

1
N
T

r
atn=1- Tg’ b(t,r) =0, c(tr)= Atr) = 1®r.

roor

Az (Ix(I\{r,,01)xS, g,,. ) Lorentz-sokasagot r -paraméterdi altaldnositott Schwarzschild-
soksagnak nevezziik. Az r -paraméteri Schwarzschild-soksag ennek az a nyilt részsokasaga,
amelynek bazisa az I><(I+\{rg })x8S halmaz; ekkor feltessziik, hogy r,20. Nyilvanvalo, hogy a 0-

paraméter( altalanositott Schwarzschild-sokasag egyenl6 az altalanositott Minkowski-sokasaggal
és a 0-paraméterl Schwarzschild-sokasag egyenld a Minkowski-sokasaggal

3) (Altaldnositott Reissner-Nordstrom sokasag)
Legyenek r,,Qel tetszélegesek és M={(t,r)eIxI]

r, (QY
at,r)=1- —rg~ - (T) , bty =0, ctr)= —, At =1%r.

L_g,(gj
I T



7. Formalisan hengerszimmetrikus Lorentz-sokasagok

Ebben a pontban 1 valés egydimenziés orientdlt vektorteret jelol, (E.L[-|-]) valos

végesdimenzids (és a trividlis esetek kizardsa végett legalabb kétdimenzios) euklidészi tér
L

lesz. Az % egységgomb-feliiletét S-sel jeloljiik és minden mES elemre S_ = Sﬂ—r—%—. Az

S, elemeit m-szerinti azimutvektoroknak nevezziik. Ha m€E€S, akkor S | az %—nek dim(E)-

2 dimenzids részsokasaga és minden n€S_~ pontra a T, (Sm) érintbtér kanonikusan

(Rn ®Rm)"*

L 1S .
m n_ o . ; E . . .
azonosul az —— N T linedris altérrel T—ben, vagyis az altérrel; ezért az

I
T feletti (+|+) skaldrszorzat meghataroz S felett egy kitiintetett Riemann-metrikit. Ha

dim(E)=3 és E orientdlt, akkor minden m,n €S vektorra mXn jelli azt az elemet S-ben,
amelyre az (m,n,m Xn) hdrmas pozitiv bazis E-ben.

19. Allitas - Legyen m € S. Ekkor az:

Sm: E\(m®I)—>SmXI+X]O’7r[ > 9~ EM9 1(1‘, Arccos ((m[q}]
la —m &(mlq] [

leképezés olyan C “-diffeomorfizmus (ahol Arccos=(cos| o, ) amelynek inverze az

S_': 8, XI"x]0,7[ »E\(m®I) ; (n,r,6)—>r®(nsind+m-cosh)
fuggvény. Tovabba; minden (n,r,0) €S X1 +><]O,7r[ elemre az S;l derivaltja az (n,1,0) pont-
ban azonos(ithat6) az

(Rn ®Rm)*
I
(n,r,0) = ®n)-sinf + r@ (n-sinf + m-cosf) + §-1& (n-cosf - m-sinf )

XIXR—-E

linearis operatorral, ahol:
(Rn ®Rm)*
I

T(n,r,&)(sm XI+X]O>7"[) = XIXR

Bizonyitds - B
Ezért m& S esetén az
id, xS I xS, X ITx]0,a] - Ix (E\(m®I))
(t,n,r,0) = (t, 1®(n-sinf + m-cosb ) )

figgvény is C°-diffeomorfizmus. EbbSl kovetkezik, hogy minden IX(E\(m®I)) altal
tartalmazott nyilt halmazon értelmezett Lorentz-metrika id; XS : altali transzformaltja
("pull-back"-je) Lorentz-metrikat hatdroz meg egy IXS X I x10,7[ 4ltal tartalmazott nyflt

halmazon. A pontos 4llitast a 3.Tételben fogalmazzuk meg; elStte a jeloléseket egyszer-
sitjiik.



Jeldlés - Ha m €S, akkor a kdvetkez§ fiiggvényjeleket alkalmazzuk:

Y 'S, XR~=>S ; (n,6)— n-sind+ m-cosh

v; 'S, XR=S ; (n,6)— n-cosh - m-sinb.

Megjegyzések - 1) Nyilvanvalé, hogy m € S esetén minden
(tnr) € IXS_ xI*x]0,x]
pontra (id; X S "Wt nro)~(tr® » . (n,6)).
2)Ham€S, akkor (n,6)ES_ XR esetén:
vy (m,0) =v_ (n,6+1/2)
(V0 @0 v, (0,6)=0
Rn®Rm =Ry (n,0)OR»: (n,0).

3. Tétel - Legyen MS I X (E\(m®1)) nyilt halmaz és
(a8,) € C7(M; RX L XSym(E,[-|-])

tetsz6leges fiiggvény. Ekkor minden m€ S elemre az
M, =(d; X S_)<M>

halmaz nyilt részhalmaza I1xS_ XTI *x10, w[-nek és

gm;a,ﬁ,'y: (1dI X S;I) * ga,ﬁ,’y
olyan bilineéris forma-mez6 M __ felett, hogy minden (tnrheEM pontra és minden

14 ! 14 ! n n 1" " (Rn ®Rm)l
(tn',r',0), (t".n" r". 8 )ET(t,n’no)(Mm) = IX——Iﬁ XIXR

érintévektor-parra:

B, (GOLLO((t 0 ,x",0),(t" 0" r",0")) =

=-o(tr® v, () (t'@t") + (B(tr® v (n6)|t' ®n"+t"®n']@r-sinf +

T (GO v, ()’ [ n ") ®1)-sin?f + (Y(t,r® v D)7, @0)] v, ,0))(r' @r") +
+ (Y(t1® v, (0,0)) v (0,6)] v, (0,6)-(8 'r"+6" 1 )®r +

+ (VEr® v, (0,0 7m (0,0)] v (0,0) (t®1)-00" +

+H(BEI® v, (0| v, mO))(t'®r"+t"Sr') +

+((tr® v (0,0)) v, 0,0)|r' ®n"+r" @ n']®rsing +

+ (BEr® v, (,0)] v (n,0)(0't"+0"t" )1 +

+ (Y(tr® v, (0,0)) v, (0,6)] 6 0" +0 " n')-(t®1)-sing

teljestil.

Bizonyitas - Trivialis. B



20. Allitas - Legyen MCIX (E\(m®1I)) nyilt halmaz és
(B7) € C7M RXE xSym(E,[| 1)
tetsz8leges fliggvény. Ekkor minden m &S elemre az
M, = (id; X S )<M>CSIXS_ x1*x]0,7]
halmazon értelmezett g, bilinearis forma-mez&re a kovetkez6 allitisok ekvivalensek:

a) Minden (tnr,0)& M pontra a B(t,r® Vm(n,(?))E% vektor ortogondlis az Rn©Rm

altérre és Rn@® Rm invaridns altere a y(t,1® v_ (n, N E Sym(%,(- | -)) operatornak.
b) Minden (t,n,1,6) € M, pontra és

(Rn GBRm)l
— — XIXR

(t',n',r', 8", (t"n"xr" 0" € Tnr(My) = IX
érintvektor-parra:
By (GILLD((E e 0 ),(t" " x",0")) =
= -t 1@y (0,0)(t'®t")+ (Btr® v (n,0)|t'®n"+t" @n']|®r-sind +
+(Y(tr® p, (.0’ [n")@®1)sin?f + (v(t1® v, 0N v, (@O v, @.0)(r'®r”)+
+ (Y61 v (0,0)y ¥ (0,0)] 7, (0,0))(0 'r"+0 " r)®r +
+ (Y6r® v, 0,y v, (0.0)| v (0,0))-(r®1)-0 0",

Ha az a) mellett még az is teljesiil, hogy minden (t,n,r,) € M pontra a »_(n,f) vektor vagy
a v;(n,(?) vektor sajdtvektora a y(t,r® v (n,0)); operatornak, akkor 8,00 AZ utolsd

el6tti (nemdiagonalis) tag is eltlinik.

Bizonyitas - Trivialis. B

21. Allitas - Tegyiik fel, hogy dim(E)=3 és E, I orientaltak. Legyen MSIXR tetsz6leges
nyilt halmaz és legyenek

a,d: M—=R; be: M-1;, ¢ f: M—>IRI
tetsz6leges fliggvények. Adott mE S vektorra tekintsiik az IXS XM szorzatsokasagon azt a

g E []B(T ) (X XS, XMYT)

(t,0,r,0) EE XS | XAk

bilineéris forma mez6t, amely minden (t,n,r,6) €I XS XM pontban minden

! 1 r 14 " " H Hid (Rn ®Rm)l
(t'n',r',0), (" n" xr", 0" € Ty nr gy IXS , XAM) = I><————I—-———- XIXR

érint6vektor-parhoz a kovetkez6 értéket rendeli:

g(tnr,)((t',n',r',0H),(t",n" xr".0")=

=-a(r,0)(t' @t") + b(r,)@(mXn|t' @n"+t"®n'] + c(r,0):(n" | n") + d(r,0)(r' ®r") +
+e(r,)®(8 ' r"+0" ")+ f1,6)-0'0".

Ekkor az (IXS_ X,g) par pontosan akkor Lorentz-sokasag, ha az a,b,c,d,e,f fliggvények
mind C “-osztalytiak és fennalinak a kdvetkez8 egyenlSségek:



[a:ctb®b # 0] =M
[a:c+b®b > 0] = [d > 0] N [f> 0] N [d-f-e®e > 0]
[ac+hb®b < 0] =[a <O0]N[c > 0]N[d-feRe <0].

Tovabba; ha MS 1 "X 10,xf, akkor g=g, 5., ahol
(@8) € CM; RXE xSym(E.[-| D)

az a figgvény, amelyre M=I X S:<Sm X M> és minden (t,n,r,) €I XS _ XM pontra
otr® v, (0,0)) = a(r,6) ;
b(,0) . (i Xn)

r-sinf ’

Btr® p_ (n,0)) =

YI® v (0,0)) =dr,0) v, (0,0)® v_(n,6)+ —é% y; (n,6)® v; (n,0) +
—C(r——’ﬂ—z—-(an)@(m Xn).

2850 ot me)+
T (r ®r)-sin” 8

Bizonyitds - Legyen (tn,r,f)€IXS XM tetsz8leges pont és legyenek
1

(Rn ®Rm)

I =R-(mXn), |n|=1

trcI\{0}, n€E

tetsz6legesek. Ekkor:
_ 8(t,n,1,0)((t,0,0,0),(t,0,0,0))

a(r,0) = e
b(r’e) p— g(t> n) r; 6)((t> 0, 0;0), (0’ m Xn’ 0’0))

c(1,8) = g(t,n,1,6)((0,1,0,0),(0,1n,0,0))

— g(t) n? r) 0)((03 05 r)0)3 (030) r)o))
d(r,6) =

(t,n,1,6)((0,0,0,1),(0,0,r,0))
r

e(r,0) = &
Sx.0) = g(t,n,1,6)((0,0,0,1),(0,0,0,1)).
Ezért a g bilinedris forma-mez6 pontosan akkor C “-osztalyd, ha az a,b,c,d.e,f figgvények
mind C “-osztalytak.
Legyen (t,n,r,f) €I XS _ XM 16gzitett pont és legyenek:
g = g(t’n7r?6)
a=a(r,0), b=>b(0), c=c(b), d=dab), e=e(f), f=Ar0)

M, =I><(EEBIBli X {0} x {0}, M, = {0} X {0} XIXR,

8 =8 hror, - 8 =B M, 1, -



Ekkor M=M, @M, és g=g Dg,, és M,, M, g-ortogonalisak. Ezért g nemelfajultsiga
esetén g, és g, mindketten nemelfajultak, tehat g pontosan akkor Lorentz-forma M felett, ha
a két kovetkezd alternativa koziil (pontosan) az egyik teljesiil:

a) g, Lorentz-forma M, felett és g, euklidészi forma M, felett;
b) g, euklidészi forma M, felett és g, Lorentz-forma M, felett.
Legyen z& I\{0} rogzitett vektor és legyenek

L :IXI-M, ; (t',z)- (t',(zz«)-(m %Xn),0,0)

L, IXI-M, ; (r'.z') (0,0,r',(%)).
Ekkor L, és L, linearis bijekciok és a g,=g,o(L, xL,) ill. g,=g,°(L,xL,) bilinearis
formak olyanok, hogy:

g (IXD) X IXD) -I®1

((t',z'),(t",z")) __}_a_(t/®tu)+(%)_(tr®zu+tn®zl)+(z gz)‘(zr®zn)

illetve:
g, (IXID) X IXI) =11

t 1 n n %d' I® i + g . I® Il+ Il® 1 + f . t 1" :
@ ") e @)+ (£) oz oz + (L aren)
Ezért a 4. Lemma alapjan:

2
) " . . [ ¢ +( é) s 50 bs |- f ;
az a) kijelentés ekvivalens azzal, hogy a (z ®z) - >0 és d>0 és _—r >0 és

2
d.(z gzj_(f) >0, vagyis a-ctb®b>0 és d>0 és >0 és d-f-e®e>0;

2
- a b) kijelentés ekvivalens azzal, hogy (-a')-(Z é)z )4—(5) >0 és -a >0 és (z éz)>0 és hogy

2
(_a)'(;%z—)_(!zl) >0, vagyis d-f~e®e<0 és a<0 és >0 és a-c+b® b<0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a:
[actb®b # 0] =M
[acth®b >0]=[d>0IN[f>0]N[d fe®e>0],
[acth®b < 0]=[a<0]N[c>0]N[d fe®e < 0]
relaciok ekvivalensek azzal, hogy minden (t,n,r,d) EIXS XM pontra a g(t,n,r,f) bilinearis

forma Lorentz-forma. M

Megjegyezzilk, hogy az el6z6 allitasban szerepld halmaz-egyenlGségek ekvivalensek a
kovetkezbkkel:

[dfe®e # 0]=M
[d-f<®e > 0] =[d>0]N[f> 0] N[a-c+b®b > 0]
[d:f<e®e <0]=[a<0]N[c>0]N[acth®b < 0]

ami azt mutatja, hogy e relacidk szempontjabdl az (-a,b,c) és (de,f) fiiggvényharmasok
szerepe teljesen szimmetrikus.



Definicié - Legyen dim(E)=3, E és I orientaltak és MCIXR nyilt halmaz és
a,d: M=R; be: M-I ¢ f:M->IQI

tetszGleges fliggvények. Ekkor minden mES vektorra Bumapode s JEIOl azt a bilinearis

forma-mez6t az IXS,, XM szorzatsokaség felett, amit a 21. Allitasban értelmeztiink.

Ha M&1I +><]0,7r[ nem igaz, akkor g ... 2.y Szikségképpen nem egyenls egyetlen
8miap, alaka bilinedris forma-mezével sem, de lehet ilyennel izomorf. Valbban; ha
NET +><]0,7r[ olyan nyilt halmaz, hogy létezik ¥: N-> M C “-diffeomorfizmus, akkor a ¥ *
8m,apode s Dilinedris forma-mez6 definicids tartoménya "% 10,7[-nek része, tehat van

Olyan (066/)’) ﬁiggVéHY: hogy v ¥ Zi ,»a,b,c‘d,e,f:gm;a,ﬂ,y‘

A 8niubeaes 2laki Lorentz-metrikik alapvetd transzformacios tulajdonsagat irja le a

kévetkezd allitas.
22. Allitds - Legyen dim(E)=3, E és I orientaltak és A’ STXR nyilt halmaz és
a,d'":M -=R; b,e': M =L ¢, [l M -1I®1
tetsz8leges fiiggvények. Minden m € S vektorra legyen
O (F-L 1= {REOE () | Rm=sm }.

Ha ME1XR nyilt halmaz és

CET 1 Y=(V,¥,) € CTUM) ; RE 0, (E ()
akkor az (id +) XRX ¥ € C(I XS, XMIXS_ X M') fiiggvényre teljesiil az, hogy

((idl+t) XR X \I,) * gm sa'b'e'd e i = gm,‘a,b,c,d,e,f

ahol:

a=a'°oV¥
b=(b'o ¥)det(R)
c=c'oV¥

d=(d"o ) (0 ¥.) +2-(e'o V®(3,%,)-(3. %)+ (f'o ®(3,¥,)®(5,¥,)
e=(d"o¥%)(5,%,)(3,%,) + (e o W)((3,%,)(3,%,)+(5,%,)®(a,¥.))

+H(f e 1®(3,¥,)(3,¥,)
f=(d" o ¥)-(3,%,)®(3,¥ ) +2-(e' 0 V®(3,%,)-(3,%,) + (/"o ¥)(5,¥,)

Bizonyités - Trivialis. W
Tehitt € [ésR € O (11*3—,(‘ 1)), det(R)=1 esetén

. . % _
((1d1+t) XRX ldub(') Em ja'ble'd e fT T Em sa'ble'd el gt

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a g wabede, s alakd Lorentz-metrikdk formalisan sztatikusak és

hengerszimmetrikusak.



Példa - (Altalanositott Kerr-sokasag)

Legyen dim(E)=3, E és I orientaltak, (m,a,r, ) €SXIX I; tetsz6leges és M(a,r,) SIXR az
alabbi nyilt halmaz:

M(a,r,) = { (r.6) € IX]0,x] | ¢®1)+ (a®a)-cos’f > 0 és 1R D)-(r® r)Ha®a) = 0}
Nyilvanval6, hogy:

(110, 7Y\ {(0, 7/ 2)} ; ha |a| >r, /2
M(a,r,) = :

(I\{r,,r_}) X0, 7/2)\{(0,7/2)} ;ha |a| <r, /2
ahol ]al <r, /2 esetén:

r, =(r,/2) + /(r,/2)®(r,/2) «a®a),
vagyis az {r,r_} halmaz egyenl6 az
[-1 ; 1>@®n)-(r®r, ) Ha®a)

masodfokl polinomialis fliggvény gyokeinek halmazéval. Az (m,a,r,)-paraméterd Kerr-

sokasag - definici6 szerint - az
(IXS,_, X M(a, r, ).En ;a,b,c,d,e,f)
Lorentz-sokasag, ahol
a,d: Ma,r,)>R; be: M@a,r,) =L ¢, fr Ma,r,) ——> I®1
azok a fliggvények, melyekre minden (r,6) € M(a,r, ) esetén:
r, ®r

alr,ty :=1- 5
(r ®r) +(a @a)-cos™ 0§
{ (r. ®a)-sind J i
b(r,0) : = — £ -— |Tsinf
(r ®1) +(a Ba)-cos §

(a ®a) sin’ f
(r ®r) +(a ®a) ~cos” 6

e(r,f) - = ((r Q1) +(a Qa) (r @rg)}-s&'n2 6
(r ®r) +(a ®a)-cos’ §

A0 = en «r, ®r) Ha Ba)

e(r,0) :=0
Ar,0) := Q1) + (a®a)-cos29 :
Tehat az (m,a,r,)-paraméterii g Kerr-metrika definiciés tartomanya az IXS, X M(a,r,)
halmaz és minden (t,n,7,0) EIXS, XA(a,r,) pontra és minden

(t'n',r’,0"), (t".n"r".0") € T, »AXS, XMar,)) = I><(—R—n€.;IR][—mii XIXR
éritGvektor-parra:
g(tnr,d((t',n',r',8),t" " n".r",0")=- (l - r, 1 > J-(t'@t") -
(r ®r) Ha ®a)-cos” §



(r, ®a)-sinf P P ,

- (r ©1) (2 Ba)-cor’ 5 (mXn|t'@n"+t"®n'|®r-sinf +
r) +Ha ®a)-cos

(a ®a)-sin’ @

(1 ®r) +(a ®a)-cos” §

N ( (r ®1) +(a ®a)-cos’ f

+[(r ®r) +(a a) + (r ®rg))-(n'[n")-sin20 +

(r ®1) —r, ®r) Ha ®a)J-(r’ Rr")+ ((t®1) + (a®a)-cos 608"

Ez valéban Lorentz-metrika az Ix S, XM(a,r,) szorzatsokasig felett, mert kénnyen
kiszdmithat6, hogy minden (1,0) € M(a, r,) pontra:
(ac+b®b)r,0) = (r®1)-(r®r, yHa®a))-sin’ § = 0,
tehat:
O ’ af > r,/2 esetén
M(a,r,) = (10, 7 )\ {(0, w/ 2)}
és az M(a, r, ) halmaz minden pontjaban a-c+b®5b >0, 4 >0, >0 és e=0 teljesiil, tehat

M(a,r,) = [ac+b®b > 0] = [d > 0] N [F> 0] N [d-fe®e > 0],

ezért a 21. Allitas szerint 8 apbde, p LoOTENtZ-Metrika;
(I ! af < r,/2 esetén az M(a, r,) halmazt elGallitjuk az 6sszefiiggd komponenseinek uni6ja-
ként:
M(a,r,) = M (a,r,) U Mg (a, r,) U M_(ar,)
ahol:
M_(a,r,) = (Jer_[X J0,7DN(0,7/2)}
My (=,r,) =]r_r [x ]0,7]
M (a,r, ) =]r ~[X J0,x]

ahol r, = (r,/2) + \/(rg /2) ®(rg /2) «(a ®a) . Nyilvanvalé, hogy
[a'cthb®b>0]= M _(a, r,)u M, (a,r,)
[actb®b < 0] = M, (a,r,)
és minden (1,6) € [a'c+h® b < 0] pontban
(1 ®1) ~(r, ®r) +(a ®a)-cos’ § r®r) —(r, ®r) +(a a
a(rﬁ):(r 1) ~(r, ®r) +( )2 s S( ) —(r, )(2)<0
(r ®1) +(a ®a)-cos” 4 (r ®r) +(a ®a)-cos”

(a ®a)sin” §
(r ®r) +(a ®a)-cos’ 6

_ ((I ®r) +(a ®a))2 -((r ®r) —(r ®rg) +(a ®a))-(a ®a)'sin2 0 e
— (x ®r) +a ®a)-cos’ 8 sin

e(r,6) Z=[(r ®r) +(a ®a) + “(r ®rg))~sin2 § =

(r ®1) Ha ®a)-cos’ §
(r ®1) —r, ®r1) Ha Qa)

e(r,d) :=0

d(r,0) - = <0

Ar,0) :=(®r1) + (a®a)-cos’d >0



tehat [a cth® b<0] S [a<0] N {c>0]N[d fe®e<0]. Tovabba, ha (1,0) € [a'c+b& b>0], akkor:

(r ®r) +a ®a)-cos’ 0
(r ®r) Hr, ®r) Ha Ba)

d(r,0) :=

f5,6) :=(r®r) + (a®a)-cos’f >0
e(r,f) :=0
tehat [a-c+b®b>0]1S[d >0]N[f >0]N[d-fe®e >0]. Ezért a 21. Allitds szerint g abodef
Lorentz-metrika.



KAUZALITAS

Ebben a pontban (E,I,[~,-]) tetszbleges, legaldbb kétdimen—
zi6s, végesdimenzids, valds euklidészi teret jeldl.

Ha M sokasdg, akkor M-ben haladd g0rbéknek nevezziik az I-beli
nyilt intervallumon értelmezett, M-be hatd Cm—osztélyﬁ fliggvénye-
ket. Egy gérbét globdlisnak mondunk, ha definicids tartomidnya

egyenld I-vel,

Definicié - Ha (M,g) Lorentz-sokasdg, akkor egy r:IxoM gér~
bét idSszeriinek, (ill. fényszerinek, ill. nemtérszerinek) neve-
zink, ha az r definicids tartomdnyanak minden T pontjara az
i%r)eTr(I)(M) érint8vektor idészerd, (ill. fényszerd, ill. nem
térszerd, azaz idészerd, vagy fényszerd). Ha (M,g) téridé {tehat
idSorintalt Lorentz-sokaséag), akkor egy r:I»M nemtérszerd goér-
bét JjévBbe- (ill., miltba-) mutatdnak nevezlnk, ha az r definfici-
6s tartomanyanak minden t elemére az r(t) vektor az adott idé-
orientdcidra nézve pozitiv (ill. negativ) nemtérszerd érintévek-

tor az r(r) pont érintdterében.

Lorentz-sokasagban a nemtérszerd gorbék a legegyszeriibb folya-
mat-modellek, ezért a Lorentz-sokasdagok ill. tériddék dinamikai
tulajdonsédgainak elemzését g nemtérszerd gdrbék halmazdnak vigs-
galatdval célszerd inditani. A mésodik 1épés a nemtérszerd il1l.,

idészerd geodetikusok analizise lehet,

Lorentz-sokasdgban egy nem injektiv, nemtérszeri gorbe olyan
folyamat-modell, amely nincs &sszhangban a fizikai oksag elvével,
ezért - fizikai modellelméleti ok miatt - ki kell zarni a nem

injektiv, nemtérszerd gorbéket tartalmazd Lorentz-sokasagokat.

Definicié - Ha (M,g) Lorentz-sokasag, akkor azt mondjuk, hogy
az M'eM halmaz kauzdlis (ill. kronologikus), ha minden M’ -ben
haladé nemtérszertd (ill. idbészerl) gérbe injektiv. Az (M,g) Lo-
rentz-sokasdgot kauzdlisnak (ill. kronologikusnak) neverziik, ha
az M halmaz kauzdlis (ill. kronologikus). Ha (M,g) téridd, akkor

azt mondjuk, hogy az M'c<M halmaz lényegében kauzsdlis (i11. 1é&-



nyegében kronologikus), ha ha minden M'-ben haladé j3vSbe mutatd
nemtérszerd (ill., Jjovsbe mutatd iddészerl) gorbe injektiv. Az
(M,g) tériddét Iényegében kauzdlisnak (ill. l1ényegében kronologi-
kusnak) nevezziik, ha az M halmaz lényegében kauzalis (ill. 1lé-

nyegében kronologikus).

Megjegvzések - 1) Minden kauzdlis Lorentz-sokasdg kronologi-

kus és minden lényegében kauzalis téridé lényegében kronologikus.
Minden kauzdlis tériddé lényegében kauzdlis. Ha tehat egy térids
kauzdlis, akkor az Osszes tobbi oksdgi tulajdonsédggal is rendel-
kezik; ezért érdemes a kauzalitds fogalmidt bevezetni olyan Lo-

rentz-sokasédgokra is, amelyek esetleg nem is id&orientalhatdék.
2) Létezik nem kronologikus téridé (1d. Kerr-sokasag).

3) Létezik nem kauzdlis, de kronologikus téridé (1d. Kerr-soka-

sag).
Allitds - Legyen McIxE nem lires nyilt halmaz és
(a,8,¥) € C°(M;RxExSym(E,[-] 1))
Lorentz-fliggvény. Ekkor axz {aEM[y(a)EGL+(E§[-l-])} halmaz kauza-
lis a=z (M’ga,ﬁ,y) Lorentz-sokasagban.
Bizonyitds - Legyen (t,qg):I-M nemtérszerti gdrbe, ahol IcI nyilt

intervallum. Ekkor minden I>3t-ra:

2

—a{ (), g(T)) () + 2(B(t(r),q(r))|glr)) t(v) +

+ (y(t(r),q(v))a(t)falr)) < 0.

Ha (t,yg) benne halad az {aEMIy(a)eGL*(E,[-]'])} halmazban, azaz
minden Iat-ra y(t(1),q(r)):E-E pozifiv definit, akkor minden
Ist-ra t(t)#0, kiildénben g(t)=0 is teljesiilne a fenti egyenldétlen-
ség miatt, pedig (t,g) derivadltja sehol sem nulla {(a 0 vektor
térszert! )., Ezért a Rolle tétel szerint a t:I-»I fliggvény injektiv

és akkor a (t,gq) fluggvény még inkéabb az.l

Kovetkezmény - Legyen McIxXE nyilt halmaz és

(ay,B,Y) + M — RxExSym(E,[-l-])

Lorentz-fliggvény. Ekkor az {e>0]n[p=0] halmaz kauzalis az

(M’gdsB:Y) Lorentz—sokaségban.

[Nl



Bizonyitdas - [a>0]In[B=0] < {aEM[y(a)EGL+(E,[-I-])}, mert o{a)>0
esetén (a7+B®B)(a)€GL+(E,[-I-]) (és természetesen kauzidlis hal-

maz minden részhalmaza kauzilis).[j

Allitds - Legyen McIxI nyilt halmaz é&s a,b,ceCm(m;R) illetve
fECm(m;I®I) olyan fliggvények, hogy az M minden pontjaban ac+b2>0
é€s 1>0. Ekkor a [c>0]x8 és az [a<0]xS halmazok kauzalisak az

(mXS,ga’b,C’f) Lorentz-sokasagban.

Bizonyitas - Legyen (t,r,n):I-Mx$ tetszdéleges nemtérszerd gdrbe,

ahol IcI nyilt intervallum. Ekkor minden tel pontra:
0 = —a(t(t),r(r))-%(t)z + 2b(t{T), r(T)) - t(t)-r(r) +
+ c(t(r),r(v))-r(v) %+ F(tlr), r(r))elnlz)|n(r)].

a) Allitjuk, hogy ha (t,r,n) a [c>0]nS halmazban halad, azaz
minden I3t-ra c(t(t),r(t))>0, akkor az ¢t:I-I fliggvény injektiv,
Ha nem igy lenne, akkor a Rolle tétel szerint volna olyan t€el,
hogy t(t)=0 és akkor a fenti egyenlbtlenség szerint:

2

0 = c(t{r),r(v)) -r(t)" + £(t(r),r(r))eln(t)|n(t)] < 0

tehdt r(t)=0 is és n(t)=0 is teljestlne, ami lehetetlen.

b) Allitjuk, hogy ha (t,r,n) az [a<0]nS halmazban halad, azaz
minden I>t~ra a(t(t),r(t))<0, akkor az r:I-I fliggvény idinjektiv.
Ha nem igy lenne, akkor a Rolle tétel szerint volna olyan ztel,
hogy r(t)=0 és akkor a fenti egyvenldtlenség szerint:

2

0 < —a(t(v),r(r)) -t(v)° + Flt(r),r(r))eln(t)|nlr)] s 0

tehdt t(t)=0 is és h(i)=0 is teljeslilne, ami lehetetlen.|§

Kévetkezmény - Legyen McIxI nyilt halmaz és a,ceCm(m;R) illet-

ve fECm(m;I®I) olyan figgvények, hogy az M minden pontjaban ac>0
és f>0. Ekkor az (MxS,g

Lorentz-sokasdg kauzdlis.

) gémbszimmetrikus, vektorialis
a,o0,¢c,

Bizonyitds - Ekkor [ac>0]=M miatt az [a<0]x8 és [c>0]1x8% halmawzok
az MxS-nek diszjunkt nyilt felbontasat alkotjak, tehédt minden
JxS-ben haladé gdrbe vagy az egyikben, vagy a mésikban halad,

tehdt az e16z6 411itas szerint injektiv is, ha nemtérszerﬁ.l

Tehat az Osszes eddig bevezetett gémbszimmetrikus vektorialis



Lorentz-sokasag kauzdlis (vagyis a vektorialis Minkowski,
Schwarzschild, Lemaitre, Reissner-Nordstrdm, Einstein, de Sitter,

Friedmann és Robertson-Walker sokasdgok mind kauzdlisak).

Allitds - Legyen dimE=3, E és I orientdltak, McIxR nyilt hal-
maz és legyenek
a,deC”(M;R) 5 b,ecC (M;I) ;5 ¢, £feC”(M;I0T)
olyan fliggvények, hogy:
= [a-ctbab£0],
[Z>0In[ £0Inld f~e®e>0],
[a<0]lnlc>0]nld- f~ege<0].

8]

[a-c+bob>0]
[a-ctboab<0]

Ekkor minden Szm-re:

1) Az
IxSmx([a-c+b®b>O]n[c>O])
IXSmX([a-c+b®b<O]n[f>O])

halmazok kauzéalisak az (IxSmxm,g Lorentz-sokasag-

m;a,b,c,d,e,f)
ban.

2) Az
TS x| ¢
1 X [C<O]

halmaz nem kronologikus az (IXSmxw,g Lorentz-soka-

m;a,b,c,d,e,f>
sagban. Pontosabban; e halmaz minden pontjdhoz létezik azon &t-
haladé, globalis, periodikus, idSszeri gorbe, amely ebben a hal-
mazban halad.

3) Az

IxSmx[c=O]

halmaz nem kauzdlis, de kronologikus az (IXSmxm’gm;a,b,c,d,e,f)
Lorentz-sokasagban. Pontosabban; e halmaz minden pontjédhoz 1é-
tezik azon Athaladdé, globdalis, periodikus, fényszerid gorbe,

amely ebben a halmazban halad.

Bizonyitadas - Legyen M:=IXSmxm és g::gm;a,b,c,d,e,f' A definicié

szerint minden (t,n,r,0)eM pontra és‘minden

(t"yn’ ,r ,0" ),(t",n",r",8") € IxTn(Sm)xIXR = T

érintévektorra:



g(t,n,r,@)((t’,n',r',@’),(t”,n",r”,@”)) o=

= —al(r,0)-(t'ot”) + b(r,@)@(mxn[t'@n"+t"®n’] + c(r,@)-(n"nﬁ) +
+ d(r,8)-(r'er”’) + e(r,0)e(0' r" +6"r' ) + f(r,6)-0'e",

Legyen I<I nyilt intervallum és (t,n,r,0):I-M (a g Lorentz-met-

rikdra nézve) nemtérszeri gorbe. Ekkor az I intervallumon tel-

Jesilil a kdvetkezd fﬁggvény—egyenlétlenség:

0 = Ig(t,n,r,@)l((%,h,f,é),(i,b,i‘,é)) =

—a(r,@)-i:2 + 2b(r,0)e(mxn|n] -t + c(r,0)elnfn] + d(r‘,@)-f2 +

2e(r,0)eb-r + f(r,0)e(bsd).

e

(I) Tegyik fel, hogy a gérbe IxSmx([axc+b®b>O]n[c>O})—ban halad.
Megmutatjuk, hogy ekkor a t:I-1I fliggvény injektiv (és akkor a
gérbe még inkabb az). Ha nem igy volna, akkor a Rolle tétel szpe-
rint létezne olyan tel pont, hogy %(t)=0 €s akkor teljesiilne a

kbvetkerd egyenlétlenség:
0 2 clr(r),0(v))eln(r))n(t)] + d(r(r),6(t))-+3(r) +

t 2e(r(v),6(t))eb(t) -r(v) + f(r({t),8(t))e(6(t)eb(t)) =

= clr(r),0(r))eln(t)nlr)] +

/ _ e(r{t),0(r))eb(t)y2
+ @/ d(r(t),6(t)) -r(t) + ) +

/ d(r(z),0(1))

[ dir(r),6(1))-£(r(v),6(t))-(eve)(r(r),0(t))
+

J-@(é(r)@é(r)) > 0
dir(r),6(t))

hiszen (I(I),G(I))€[a3c+b®b>0]n[c>0]§[d-f—e®e>O]n[d>O]n[c>O] miatt:
c(r(t),6(r)) > 0
d(r(t),6(t)) > 0
d(r(t),0(7)) £(r(v),6(r))-(eve)(r(r),0(c)) > 0.
Ezért n(t)=0 és 6(1)=0 &s r(v)=0 is teljeslilne #(1)=0 mellett,
ami lehetetlen,

(II) Tegyiik fel, hogy a g&rbe IXSmx([a-c+b®b<0]n[f>0])—ban halad.

Jeldlje w:I-I* azt az egyértelmiien meghatirozott fliggvényt,



amelyre minden Ist-ra n(t)=o(z)e{mxn(t)) teljesiil.

Megmutatjuk, hogy ekkor az r:I-1 fliggvény injektiv (és akkor a
gdrbe még inkédbb az). ﬂa nem igy volna, akkor a Rolle tétel sze-
rint létezne olyan 1€l pont, hogy r(t)=0 és akkor teljesiilne a

kévetkezd egyenldtlenség:
0 = -a(r(tr),0(r))-t°(tr) + 2b(r(t),0(7))e(mxn(t)|nlt)]l -t(r) +

+ c(r(r),0(t))eln(t)in(r)] + f(r(z),6(r))e (B(T)eb(t)) =

= —a(r(r),0(r)) -t°(t) + 2b(r(t),0(T))ew(T) Et(t) +

+ clr(v),e(r))e(u(t)en(r)) + f(r(r),6(r))e(6(r)ed(r)) =

. b(r(t),6(t))ew(t)ye2
= [w/*a(r(t),e(r))-t(r) + .

Y —alr(z),6(%))

( a(r(t),6(r)) -clr(t),6(r))+(bob)(r(t),0(7))

)@(m(r)@w(r)) +
a(r(r),o(t))

+ f(r(t),6(t))-(6(t)8b(x)) = O,

hiszen (r{t),8(t))ela - c+bab0In[ 01l a<0In] £>0] miatt:
f{r(t),8{(t)) > O
a(r(r),o(tr)) < 0
a(r(t),0(t)) -clr(r),6(r))+(beb)(r(t),6(t)) < 0.
Ezért o(r)=0, tehdt n(t)=0 és &(t)=0 és t(r)=0 is teljesiilne
r{t)=0 mellett, ami lehetetlen.
(III) Legyen (tO,nO,rD,GO)eIXSmx[c<O] rogzitett pont és legyen

Q:Ea% tetszdleges olyan nem nulla antiszimmetrikus operator,

amelynek magja egyenld mel-vel. Tekintsiik a:

(t,n{r,eg I — IxSmx[c<O] DT o (to,(exp(r®Q)) nD,rO,GD)

I

fliggvényt! Ez olyan globdlis, periodikus gdérbe, amely athalad a

(t yn ,r ,0 )eIxS x[c<0] ponton €és az Ix® x[c<0] halmazban ha-
0’0’0’0 m m

lad. Mivel #=0, r=0, 6=0 és CO(rye)Ec(rO,Go), ezért I-n fennédll

a kovetkezd fliggvény-egyenlStlenség:



0 2 —alr(t),0(t)) t°(t) +
+ 2b(r(1),8(t))  (mxn(z)|r(t)en(t)) - t(r) -sind(T) +

+ c(r(t),0(t)) | r(tien(t) | sin®0(t) + Flriv),0()) (r(t)ed(r))? =

= —a(r(t),6(1)) t5(t) +
+ 2b(r(t),6(t)) - (r(t)ew(t)) t(t) -sinblt) +

+ clr(t),0(t)) - (r(t)ew(t))® sin®6(t) + flr(t),0(t)) (r(t)sd(t))? =

b{r(r),6(t))

2
. @//—a<r«r>,e(r>)-t<r> " <r«r)®w<r>>-sine<r>} .
/ —a(r(t),0(c))

( a(r(t),0(t)) clr(v),8(t))+b°(r(t),0(T))

)-(I«r)®m(r>)2-sinze(r) +
alr(t),6(t))

+ flr(t),6(t)) (r(t)eb(r))® = 0,

hiszen (z%r),Q(T))€[ac+b2<0]n[f>O]E[ac+b2<O]n[a<O]n[f>0] miatt:

a(r(t),0(t)) -clrit),o(t))+b°(r(t),8(r)) < 0.

Ezért r(t)#0 miatt ©(r)=0, tehat n(t)=0 és 6(r)=0 és t(r)=0 is
teljesiilne r{t)=0 mellett, ami lehetetlen.B§

Kovetkezmény - Legyen dimE=3, E orientdlt és (r ,a,m)el xIxS
g
tetszbleges. Ekkor az (r ,a,m)-paraméterd Kerr-sokasag kauzalis.
g

Bizonyitds - Az (r ,a,m)-paraméter(i Kerr-sokasédg badzisa az
g

IxS xM
m (I‘gsa)

halmaz, ahol
I1°x10,n[ i ha |al>r /2
n t= g
(r ,a)

(I"\{r (r ,a),r (r ,a)})x]10,=[ ; ha |als<r /2
- g + g g

3

ahol |a]$rg/2 esetén:

.— / a 2
ri(rg,a) 1= (rg/2)- 1 =+ J/ 1 - ﬁ;—7§ J.

-1



Tovabba, az (r ,a,m)-paraméterd Kerr-metrika azonos a
g

o
Sa,b,c,d,e, T

hengerszimmetrikus Lorentz-metrikaval, ahol minden (r,S)EW(r a)
)

pontra:
r /r
alr,8) 1= 1 — g 2 —
i+(a/r) cos™0
(r /r)(a/r)sind
b(r,8) := - = > - ;
1+(a/r) " cos™8
5 (r /r)(a/r)zsinze
c(r,8) := 1 + (a/r)" + g > - ;
i+(a/r) cos 8
1+(a/r)200529
d(r,0) := =
1~(rg/r)+(a/r)°
e(r,8) := 0 ;
f{r,8) := 1+(a/r)260526
Mivel m(r a)z{c>O]=[f>O] (=6t m(r a):[czl}=[f21]), ezért az
g’ g’ J

eléz8 allitas szerint az
IxS X[ac+b2>0]
m

Ix%s X[ac+b2<0]
m

halmazok kauzalisak és ezek a sokasdg bazisdnak diszjunkt, nyilt
felbontésat alkotjdk, tehdt minden béazisban haladé gorbe a fen-

ti nyilt halmazok kozil pontosan az egyikben halad.s

Egyébként, - a fenti jeldléseket haszndlva -, minden {(r,0)e

€M pontra:

(r_,a)
a(r,0)-c(r,0) + b(r,0)" = 1-(r_/r)+(a/r)’,
ezért |a[$rg/2 esetén:
[actb®>0] = (10,r_[ulr ,»[)x]0,nl,
[actb™<0] = Ir_,r [x]0,n[,

ahol r+:=ri(rg,a).



Ig(t,n,r,e)l((i,b,f,é),(%,h,iﬂ,é)) = ‘

i = -a(r,@)-f2 + 2b(r,8)®(mxnlﬁ]-f + c(r,8)e[nfn] + d(r,@)-z'“2 +

+ 2e(r,0)00-r + f(r,0)e(bsh) = c(ro,60)®[QInO[QInD] < 0.

Ez azt jelenti, hogy a goérbe idészerd a gm;a,b,c,d,e,f Lorentz-
metrikara nézve. (Még az is latszik, hogy ha a fenti gérbe val-
tozdjét leosztjuk a -—c(r0,90)®[QInO!QInO]>O szam pozitiv négy-
zetgyodokével, akkor olyan gorbét kapunk, amely a fenti tulajdon-

sadgokon kivil még vils vonal is s Lorentz-metri-
g g g gm;a,b,c,d,e,f

kdra nézve.)
(IV) Legyen (to,no,ro,eo)eIxSmx[c=O] régzitett pont é&s legyen

Q:Ee% tetszbéleges olyan nem nulla antiszimmetrikus operéator,

amelynek magja egyenld meI-vel. Tekintsiik a:

£ELELELE) I - IxSmx[céO] PT s (tD,(eXp(r®Q))InD,rD,90)
fliggvényt! Ez olyan globalis, periodikus gorbe, amely &thalad a
(to,nO,rO,GO)EIxSmx[c=O] ponton és az IxSmx[c=O] halmazban ha-
lad. Mivel t=0, r=0, 6=0 &g CO(r,Q)sc(rO,GO)=O, ezért I-n fennall
a kdvetkezs fﬁggvény—egyenléség:
Ig(t)n)r)e)l((%»h)iﬁyé)’(-t)i?;}'aé)) =
= ~a(r,0) -t + 2b(r,0)e(mxn|h]-t + c(r,0)elnlnl + d(r,e)-r° +

+ 2e(r,0)80-r + f(r,0)e(bed) = c(r0,60)®[QIn§‘QInO] =0,

Ez azt jelenti, hogy a gorbe fényszeri a gm.a Byc.d. e £ Lorentz-
¥ 3 3 b ’ )

metrikara nézve, ezért -az IxSmX[c=O] halmaz nem kauzdlis. Azon-
ban ez a halmaz kronologikus. Valéban, az aybyc,d,e és f fligg-

vényekre vonatkozé kényszerek alapjan:
[c=0] € [a-c+beb>0] < [d>O]n[f>O]n[d-f—e®e>O],

ezért ha (t,n,r,@):IaIxSmxm id8szeri gérbe, amely az IxSmx[c=O]
halmazban halad, akkor a ¢ fliggvénynek injektivnek kell lennie,
klilénben a Rolle-tétel szerint volna olyan t€l, hogy t(t)=0 és

akkor:

O>d(r(r),6(t))-fz(r)+26(r%t),6(r)>®é(r)-f(t)+f<r(r),G(t))®(é(t)®é(r))



_ e(r(t),6(r))eb(t)y2
(/ d(r(v),0(t))-rlz) + .

/o d(r(v),6(%))

( dir(r),6(t)) - f(r(t),0(t))-(eve)(r(r),8(t))
+

1"

}-@(é(r)@é(r)) > 0
dir(t),8(t))

ami lehetetlen. |}

Kovetkezmény - Legyen dimE=3, E és I orientdltak és legyen

(m,a,rg)eSxIxI+ tetezbleges. Ekkor az (m,a,rg)-paraméterﬁ vek~
toridlis Kerr-sokasag a kovetkezd kauzalitasi tulajdonsdgokkal
rendelkezik: ag

(a®a)-sin’@

Ix5 x{ (r,8)eM(a,r )| (rer)+(aga)+ {r ®r)>0,
m g (r®r)+(a®a)cosze

(r®r)+(a®a)cosza>0 }
halmaz kauzalis és az:
(a@a)-sinze

xS x{ (r,0)el(a,r )| (ror)+(asa)+ “(r er)=0,
n & (r®r)+(a®a)cosze g

(r®r)+(a®a)cosze>0 }
halmaz kronologikus, de nem kauzédlis és az:
(a®a)-sin29

Ix8 x{ (r,0)eh{a,r )] (rer)+(ava)+ (r ®r)<0,
" 8 (ror)+(a®a)cos’6 g

(r®r)+(a®a)coszﬁ>0 }

halmaz nem kronologikus,
A két utébbi (nem kauzdlis) halmaz része a IxSmg]e,O[x]O,n[ "nem-

fizikai" tartoménynak.

Bizonyitds - Az eléz6 411litas alapjan trivialis.|j



