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Konvenciok

Az alabbiakban a dolgozat frasakor alkalmazott fontosabb konvenciokat Osszegezziik.
A dolgozatban végig geometriai egységeket fogunk hasznalni, tehat ¢ = G = 1.

A metrika szignatiraja ezzel szemben fejezetrdl fejezetre valtozik:

e a 2. részben az egységgémbon dolgozunk és az egységgdmb metrikdajanak jol ismert alakjat

hasznaljuk.

e a 3. részben az érvelések egy része hivatkozik a spinegyiitthatos formalizmusra, ezért a

vonatkozo irodalomban megszokott (+, —, —, —) szignatirat alkalmazzuk.

e végil a 4. részben a 2. részben bemutatott formulédk kozvetlen alkalmazasa érdekében a

(—,+,+, +) szignaturat alkalmazzuk.
Az indexekre vonatkozo konvenciok:

e a latin abécé kis bettii absztrakt indexeket jeldlnek, szerepiik a tenzor tipusanak, illetve a
tenzormtveletek megjelenitése. Példaul T, egy (0,2) tipust tenzort, mig a T,.S% kifejezés

a T, és S tenzorok egy-egy indexében vett kontrakciojat jeloli.

e a latin abécé nagy betiii a diad, illetve tetrad elemeit megkiilonboztets névindexek. Példaul
a Newman—Penrose-féle komplex fényszerd {¢*, n® m® m°} tetrad esetén az A = 0,1,2,3

névindexértékek mellett €%, kiilon-kiilon, az ¢4, n* m® és m* bazisvektorokat jeloli.

e a gorog abécé kisbettivel valamely koordinatafolt felett értelmezett komponenseket jeloljiik.
Példaul a T,, tenzor az {z,} lokélis koordinatédkhoz tartozo (0/0x,)* bézisra vonatkozo

komponenseit Ti,z jeloli.



1. fejezet

Bevezetés

A XX. szazad csillagészati attoréseivel szoros kolesonhatasban fejléds altalanos relativitaselmélet
visszavonhatatlanul beépiilt a modern ember vilagképébe. A gravitacios téregyenletek publikala-
sa utdn csupan par honappal, 1916-ban, Schwarzschild kozzétette gombszimmetrikus, sztatikus,
aszimptotikusan sik vakuum megoldasat |1, 2]. A széles kozonség szaméra ma ez A feketelyuk
megoldés, de ennek a viszonylag egyszerid megoldasnak a megértéséhez is évtizedekre volt sziikség.
Az eseményhorizonton talalhaté szingularitds nem fizikai voltara els6ként Eddington [3] és Le-
maitre [{| munkai mutattak ra, de a megoldas ezen a fényszert hiperfeliileten beliilre torténd teljes
kiterjesztése évtizedekkel kés6bb Synge [5], Kruskal [6] és Szekeres [7] altal valosult meg. A belsd,
valodi szingularitast illetGen a helyzet a 60-as években, a differencidlgeometria eszkoztaranak beve-
tésével tisztult le. Penrose 1965-ben mutatta meg, hogy ehhez hasonl6 szingularitasok természetes
modon jelennek meg a megoldésokban, ha olyan régiok alakulnak ki, ahonnan mar a fény sem tud
a végtelenbe tavozni [8]. Ezzel az eredménnyel eldontotte a kérdést, hogy vajon a szingularités
csak a Schwarzschild-megoldés szimmetriai miatt johet-e létre, vagy akar szimmetridkat nélkiil6zs,

a valosagos folyamatokat pontosabban leiré6 megoldasokban is megjelenhet’.

Az altalanosabb, forgo feketelyuk megoldast csak Schwarzschild utéan 47 évvel, 1963-ban ta-
lalta meg Kerr [10]. Ugyanebben az évben fedezte fel Schmidt a kvazarokat [11]. Az, hogy ilyen
extrém fényességi objektumok miikodésében relativisztikus effektusoknak is szerepet kell kapniuk,
gyanithaté abboél, hogy mig hidrogén fuzidja soran ,csak” a nyugalmi tomeg 0.7%-a alakul ener-

giavéa, a Schwarzschild-megoldas legbelsG stabil korpalyajarol behullo anyag a nyugalmi tomege

LAz altalanos relativitaselméletben felbukkané szingularitasok megértését célzé munkakrol érdekes tudomany-

torténeti Gsszefoglald talalhaté az Einstein Studies sorozat 7. kétetében [9].



5.7%-anak megfelel§ energiat tud kisugarozni (extrém Kerr-megoldas esetében ugyanakkor mar
42%-ot) [12]. Ez a felismerés motivalta az els6 dallasi Texas Symposium on Relativistic Astrophy-
sics megrendezését, hogy kozelebb hozza egyméshoz az asztrofizikat és a relativitaselméletet. Kerr
el6adasdban azzal érvelt, hogy a Schwarzschild-megoldas esetén a gravitacios idédilatécié miatt a
tavoli megfigyels csak végtelen id6 elteltével érzékelné a teljes kidramlo energiat, de forgod fekete-
lyukak esetén mas effektusok is fellépnek, amelyek megmagyarazhatjak a kvazérok mikodeését [13].
Penrose 1971-ben fedezte fel a rola elnevezett folyamatot, amely soran energiat lehet kinyerni a
Kerr-feketelyukbol [14], melynek forrasaként a feketelyuk forgési energiaja szolgal. A mai megér-
téstink szerint a Penrose-folyamatra épiils, az akkretalo plazma magneses erévonalait is figyelembe
vevs Blandford—Znajek-folyamat |15] magyarazza az aktiv galaxismagok kornyezetében kialakuld

erGsen anizotrop és relativisztikus anyagaramlast és a kvazarok miikodését.

Egy masik, a kozelmult kisérleti eredményeinek koszonhetGen széles korben ismert jelenség a
gravitdcios hullimoké. A létezésiiket méar a specialis relativitdselmélet alapjan valoszintsitette
Poincaré [16], majd Einstein 1916-ban fel is fedezte a linearizalt Einstein-egyenlet hullam megol-
désait [17]. Erre a felfedezésre azonban hamar arnyékot vetett Eddington észrevétele: Az Eins-
tein altal felfedezett hullamok harom tipusat Weyl longitudinalis-longitudinalis, longitudinalis-
transzverzalis és transzverzalis-transzverzalis hullamoknak nevezte [18]. Eddington megmutatta,
hogy az els6 két tipus terjedési sebessége a koordinatdk megvalasztasatol fiiggben akarmekkora
lehet [19]. Ezt kovetSen sokaig nem volt tisztazott, hogy a gravitacios hullamok valos fizikai jelen-
ségek, igy képesek energiat szallitani, vagy csupan a koordinatavalasztas melléktermékei. Végiil
Pirani 1956-ban koordinatavalasztassal szemben invaridns médon megmutatta, hogy a gravitacios
hullamok képesek a szabadon es6 megfigyelSk kozotti tavolsagot megvaltoztatni [20]. 1957-ben, az
utolag GR1-nek nevezett Chapel Hill konferencian Feynman egy meggy6z6 gondolatkisérlettel is

érvelt a gravitacios hullamok valoségos volta mellett [21].

A GRI1-en szintén részt vevé Weber a kovetkez6 években megépitette az elsé gravitacioshullam-

detektort [22, 23]. Ugyan a korai idGszakban az interferométerek alkalmazasat is megfontolta, de
végiil Weber mégis a rezonator tipust antennak konstrukciojanal maradt [21]. A Weber-antennak

tobb tonnas fémhengerek, amelyek a rezonanciafrekvenciajuknak megfelel§ gravitacios hullamok
hataséara rezgésbe jonnek. Ezeket a kis rezgéseket piezoelektromos érzékelsk rogzitik. A 70-es évek

kozepére azonban vilagossa valt, hogy ezek a detektorok nem eléggé érzékenyek a gravitacios hul-

lamok kimutatasahoz. Ekkor jott a Hulse-Taylor-pulzar felfedezése [24], aminek a péalyaadataibol
1979-re kozvetett modon kévetkeztetni lehetett a gravitacios hullamok létezésére [25]. Ezt kovets-

en 1j lendiiletet kapott a lézerinterferométeres detektorok fejlesztése. Napjainkban ezek koziil mar
miikodik a GEO600, a LIGO két amerikai allomasa, a Virgo és a KAGRA detektorok. A LIGO és

a Virgo mér tobb tucat hullamot érzékeltek és varakozasaink szerint hamarosan a KAGRA is eléri



a sziikséges érzékenységet.?

Ezen a ponton ismét fontos szerephez jutnak a feketelyukak, ugyanis ezeknek a detektoroknak
a {6 jelforrasa a kompakt objektumokbol (feketelyukak és neutroncsillagok) allo kett&sok sszeol-
vadasa. Mig a gyenge hullamokat a linearizalt elmélet is le tudja irni, az észlelések szaméra pont
az erGs gravitacios térben végbemend nemlineéris folyamatokat kell pontosan modellezni. A folya-
mat bizonyos szakaszait kiilonféle kozelitésekkel lehet kezelni, de a teljes jelenséget csak numerikus
eljarasokkal tudjuk vizsgalni. Eppen ezért a detektorok épitésével parhuzamosan a numerikus
relativitaselmélet is latvanyos fejlédésen ment keresztiil. Pretorius 2005-ben szamolt be az elsé
szimulaciorol, amely képes volt az utolsé néhény koérpalyan at végigkdvetni két egyforma tomegt,
nem forgo feketelyuk Osszeolvadéasat, valamint a hullamformat meghatarozni [20]. Az ezt kovets
években ujabb és tjabb modszerek felhasznaldséval jelentGsen béviilt az elérhetd konfiguraciok

tere, de a numerikus relativitaselmélet el6tt allo kihivasok sokréttiek.

Egyrészt a szimuldciok még nem képesek lefedni a teljes paraméter teret. A kezdeti fekete-
lyukak tomegeiben az 1 : 100 korili aranyt Lousto és Zlochower [27], Sperhake és tarsai [28],
valamint Lousto és Healy [29] érték el. A legnagyobb perdiilettel rendelkezd végallapoti fekete-
lyuk, amit sikertilt elGallitani Lovelace és tarsai [30], valamint Scheel és tarsai [31] munkaihoz
kothets. Maés jellegd kihivas, hogy a szamolasok nagy eréforrasigénye miatt nagyon kevés olyan
szimulacié van, amelyek a kezdeti nagy szeparacionak koszonhetGen illeszthetéek a poszt-newtoni
sorfejtés eredményeihez. Ezen a téren Lousto és tarsai [32]| és Szilagyi és tarsai [33] munkajat kell
megemlitentink. A harmadik kihivas a kezdGadatok fizikai értelmezéséhez kapcsolodik. Mivel nincs
analitikus megoldasa a probléménak, nem ismert, hogy milyen médon allitsunk el6 olyan kezdd-
adatot, ami egyszerre rendelkezik a kivant fizikai paraméterekkel és nem tartalmaz semmi mas,
nem kivant jelenséget [34]. Ezek a kihivasok egymastol nem fiiggetlenek. A tomegarany esetében is
korlatozo tényezd, hogy hany korpalyat kell lemodellezni és a perdiilet esetében is jelentds javulast
sikertilt elérni 0j tipust kezdGadatok alkalmazasaval. Hasonloan a kezdSadatok fizikai tartalménak

meghatéarozasara is iranyulnak kisérletek poszt-newtoni sorfejtést alkalmazva [35, 36, 37, 38, 39].

A dolgozatban ismertetett munkéak Gj numerikus eljarasok kidolgozasan keresztiil gazdagitjak a
feketelyukakkal kapcsolatos ismereteinket. A kidolgozott modszer bizonyitotta alkalmazhatosagat
olyan fundamentalis kérdés vonatkozasaban, mint a Kerr-megoldas stabilitasa linearis perturbéa-
ciokkal szemben és ezek szuperradidns szorodasa a feketelyukon, valamint olyan gyakorlatiasabb
targykorben, mint kezdSadatok elGallitasa deformalt feketelyuk szimulaciok szaméara. Mivel mind-
két alkalmazas mogott a spinstlyozott gombharmonikusokon alapuléd spektralis eljaras all, a dolgo-

zat 2. fejezetében réviden ismertetjiik az eljaras alapjait képezé f6bb Osszefiiggéseket. Ezt kdvetGen

2A gravitacioshullamok torténelmérsl tomor dsszefoglalast ad [21].



a 3. fejezetben a Kerr-téridd linearis perturbacioival kapcsolatos munkéank ismertetése. A kozos
elméleti hattér targyalasa utan a stabilitasvizsgalat szempontjabol jelentGs hosszutava idéfejlgdés-
sel kapcsolatos eredményeink, majd a szuperradians szorasi folyamatok lefrasat célzé vizsgalataink
ismertetése olvashato. A 4. fejezetben a kozel-Schwarzschild deformalt feketelyuk kezdGadatok
elgallitasara alkalmazott eljarasunk és a kapcsolodd eredmények bemutatasa kévetkezik. A dolgo-
zat végén Osszefoglaljuk az eredményeket és a fliggelékekben mutatunk be olyan Osszefiiggéseket,
amelyek ugyan lényeges alkotdelemei az ismertetett problémék megoldasanak, ugyanakkor a szo-

vegtorzsben valo kozlésiik sziikségteleniil megakasztotta volna a gondolatmenetet.



2. fejezet
Spinsuly és a harmonikus gombfiiggvények

Az altalunk hasznalt numerikus moédszerek olyan események leirasat célozzak, amelyek esetén a
térids topologiaja R? x .2, vagyis folidazhato topologiai gdmbok egy .7, csaladjaval. Ezekben
az esetekben koordindta reprezentéicié hasznalata nem célszert, mivel a hagyoméanyos gombi ko-
ordinatak szingularisak a poélusokon. Ebbdl kifolyolag altaldnosan elterjedt spektralis modszerek
hasznalata |10, 11, 12].

A harmonikus gombfiiggvények hasznalataval a szogvaltozok szerinti derivalas analitikusan el-
végezhetévé valik, azonban nemlinearis egyenleteknél olyan miiveletekkel szembesiilhetiink, ame-
lyeknek elvégzése nem magatol értet6ds spektralis reprezentacioban. Ilyen mivelet gombfiigg-
vények szorzatanak kifejtése, gombfiiggvények hanyadosénak kifejtése és a gyokvonas miivelete
is. Ennek a probléménak a megkozelitése alapjan a modszereket két csoportba sorolhatjuk. A
pszeudospektrélis modszerek esetén ilyen mitiveletek elvégzésének erejéig a mezét koordinatakon
abrazoljak, majd az eredményt ismét kifejtik gombfiiggvényeken. A kérdéses miiveletek azonban
tisztan spektralis modon is elvégezhetSek. Az altalunk kifejlesztett modszer ez utobbi, a teljesen
spektralis modszerek csoportjaba tartozik, igy nem kell az abrazolasok kozott valtanunk minden
lépésben.

Pszeudospektralis megkozelitésre példaként Florian Beyer és tarsai [10] munkajat hozzuk fel.
Egy adott s spinstilyu . f fliggvény kifejtési egylitthatdéinak meghatarozasat Huffenberger és Wan-
delt [13] modszere alapjan végzik: A gombon definialt f fiiggvényt kiterjesztik a toruszra, ahol
a miivelet gyors Fourier-transzformaciora vezethets vissza. Az inverz transzformaciot, a kifejtési
egyiitthatokbol a fliggvényértékek meghatarozasat, pedig egy hibrid lineéaris/nemlineéris rekurzio
segitségével végzik el.

A tisztan spektralis megkozelitést a Wigner Fizikai Kutatéintézetben Csizmadia Péter és tar-
sai [12]| altal fejlesztett GridRipper [11| csomag képviseli. A dolgozatban ismertetett munkak ezt
a modszert gondoljak tovabb olyan értelemben, hogy az eredetileg hagyomanyos gémbi harmo-

nikusok bevonasaval kialakitott eljardsokat altalanositsuk tgy, hogy azok a spinstlyozott gémbi



harmonikusok esetén is alkalmazhatoak legyenek.

Ezt a fejezetet az algoritmusokban alkalmazott fontosabb Osszefiiggések felidézésének szentel-
jik. A 2.1. alfejezetben roviden osszefoglaljuk a hagyoményos gémbharmonikusok néhény, az
alkalmazas szempontjabol fontos tulajdonsagat. Ezt kovetGen a 2.2. alfejezetben geometriai meg-
fontolasokat kovetve bemutatjuk a spinléptetd operatorokat. A 2.3. alfejezetben alkalmazzuk a
2.2. alfejezetben bemutatott Osszefiiggéseket gombi koordinatak felett és segitségiikkel bemutat-
juk a spinsilyozott harmonikus gémbfiiggvényeket gémbi koordinatdkban kifejezve. Zarasként a
2.4. alfejezetben ismertetjiik a nemlineéris kifejezések kiértékelésére alkalmazott eljarasok alapjaul
szolgalo Osszefiiggéseket, konkrétan spinstilyozott gombharmonikusok szorzatanak és hanyadosé-
nak kiértékelését a kifejtési egyiitthatok segitségével, valamint a 2.5. alfejezetben néhany szorzat

kifejezés gombon vett integraljanak meghatarozasat targyaljuk.

2.1. Gombi harmonikusok

A harmonikus gombfiiggvények az egységgémbon értelmezett
o O 1
Af - qHVD“DVf = aﬁﬁf + Ctgﬁ (979f + m &wf (211)

Laplace-operétor sajatfiiggvényei [15], ahol ¢®° az egységgdmb inverz metrikija, ]ODa a (qp metrikaval
kompatibilis derivalé operator, (¥, ) pedig a szokasos gémbi koordinatak. A sajatértékprobléma
megoldasa

AY," =—L(l+1)Y,™, (2.1.2)

ahol Y, = Y, (¥, ) jeloli a harmonikus gombfiiggvényeket. Az m azimutalis index mutatja, hogy
a sajatfiiggvények adott sajatértékhez tartozo altere degeneralt. A degeneraci6 feloldasahoz a 0,

operatorral kozos sajatfiiggvényrendszert tekintjiik:
0, Y™ =imY,". (2.1.3)

Az adott ¢ polaris indexhez tartozd altéren beliil kiillonb6z6 m-hez tartozéd fiiggvények kozott

léptetnek az

LY, =e%(0y +ictgdd,)Y,™

=V —m)(l +m+1) Y, (2.1.4)
L Y™ = e’i“"( — Oy +ictgy Q{,) Y,”™
= Vl+m)(l —m+1) Y, (2.1.5)

léptets operatorok [15]. Fontos megjegyezni, hogy

LY, =0 é LY, '=0, (2.1.6)



vagyis |m| < ¢ teljestilése esetén kapunk nem eltiing gombfiggvényeket. A (2.1.3)-(2.1.5) Osszefiig-
gésekbdl lathatjuk, hogy az Y,™ fiiggvények komplex értékeket is felvehetnek. A komplex konju-
galas

Ypr = (=1)"y," (2.1.7)

modon hat a gdmbfiiggvényeken.
Az S egységgdmbon értelmezett L?(S, C) négyzetesen integralhaté komplex értéki fiiggvények

terén

(flg) = /87(19, ©) g(9, ) sind dv de (2.1.8)

modon értelmezhetjiik az L? belsGszorzatot, ahol az S integralasi tartomany a teljes gombot lefedi.
A goémbi harmonikusok
<}/€1m1|§/€2m2> = 551,f25m1,m2 (2‘1‘9>

értelemben ortonormaltak és teljes ortonormalt bazisként szolgdlnak az L*(S, C) fiiggvények terén
[15]. Kovetkezésképpen barmely f € L*(S, C) fiiggvény felirhaté gémbi harmonikusok linearkom-

binaci6jaként
[e'S) 0

F=>> v (2.1.10)

{=0 m=—/¢

modon, ahol az f," kifejtési egyiitthatokat az
f" =Y ). (2.1.11)

osszefligges adja. Ekkor az || f|| = ( f| f) jelolést bevezetve

N l
lim f—z Z Y™ =0 (2.1.12)
—00
=0 m=—¢

értelemben a sorfejtés elgéllitja a fliggvényt. A pontos allitasokért [12]| fiiggelékéhez utaljuk az
olvasot.

Ezen a modon felirhatjuk gémbfiiggvények szorzatat is, mint gombfiiggvények linedrkombina-

civjat:
00 l3
Yo MY =3 Y MY, (2.1.13)
l3=0 m3=—/{3
ahol

afsmg = <n3m3‘}/€1m1}/€2m2>' (2'1'14)

A kovetkezd, gyakran eléfordulo, harom gombfiiggvény szorzatanak integraljaval adott

G€1m1€2m2€3m3 - /nlmlnzmQ}ngSSinﬁdﬁdgp' (2115)
S
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szamokat nevezzik Gaunt-egyiitthatoknak [12]. A szorzatra kapott kifejezés igy

0o U3

Yo, MY, = Z Z (=1)™Ge, ™ 0,2, - Y™ (2.1.16)

l3=0 m3z=—/3

modon frhat6. Keét f, g € L*(S, C) fliggvény szorzata ekkor egyrészt

00 01
f 9= Z Z (f : g)flml ' }/Z1m17 (2117)
l1=0 mi=—41

masrészt
o0 Zz o0 83

Froa=>Y" 3> > fu™gn"V, Y (2.1.18)

02=0 ma=—ls £3=0 ma=—l3
Felhasznalva a Gaunt-egyiitthatok definiciojat és egyenl6vé téve a két kifejezést a kifejtési egytitt-

hatokra azt kapjuk, hogy

o0 52 o E3

F@a™ =D 3 > N ™00, Ge, M T (2.1.19)

lo=0 mo=—Fl2 £3=0 ms=—/3

Lathatjuk, hogy a Gaunt-egyiitthatok fontos szerepet fognak jatszani a nemlinearis kifejezések
kezelésében. Az értékeik meghatérozasiban segitségiinkre lesz, hogy kifejezhetGek a Wigner-féle

3-j szimbolumokkal [12]:

Gglm%m%mgz\/(zelﬂ)(zezﬂ)(zzgﬂ) (61 l, &;)(fl bl ) (2.1.20

A7 0O 0 O my Mg M3

A (2.1.17) tipusu 6sszegzéseknél sokat segit néhany speciélis eset ismerete, amikor a 3-j szimbolu-

( b & & >:0, (2.1.21)
m1 Mo M3

e nem teljesiil a |[¢1 — 0] < {3 < ¢4 + {5 haromszog feltétel, vagy

mok biztosan eltiinnek. Tgy

amikor

e amikor m; < —/;, illetve m; > ¢; akarmelyik i € {1,2,3} értékre, vagy

e my + my + ms3 # 0, vagy

o (1 + {5 + (3 paratlan, tovabba az m, = my = ms = 0 feltételek is teljesiilnek.



A felsorolds mésodik pontjara tekinthetiink gy, mint trivialitas, hiszen ebben az esetben a
gombfiiggvényeink is eltiinnek. A tobbi eset alkalmazaséat illusztraljuk egy példaval. Tekintsiik
a Y1" - Y™ szorzatot. A szorzat kifejtésében szerepld gombfiiggvények m’ indexei a harmadik
pont értelmében az m’ = m értéket veszik fel, kiilonben az adott tag eltiinik. A haromszog feltétel
alapjan a kifejtésben csak ¢ € {¢—1;¢; (41} polaris indexek jatszanak szerepet, tehat az eredményt
a

Vi° Y=o Yo" e Y o Yo" (2.1.22)

alakban frhatjuk, ahol ¢; a megfelel6 Gaunt-egyiitthatd pontos értéke. Mivel a Gaunt-egyiitthato
értékét meghatarozo 3-j szimbolumok egyikénél m; = my = mgz = 0, ezért az utolsod észrevétel
értelmében a kozépsd tag is eltiinik, hiszen ekkor a ), ¢; Gsszeg paratlan.

Végezetiil a 2.1. tablazatban kozoljik néhany gombfiiggvény funkcionélis alakjat a munkank

soran alkalmazott konvenciokkal, mig a 2.1. abra ugyanezen gombfiiggvények valos részeit mutatja.

ine
|
I
N —
[\
P
&.
B
<
ml
&
S
L
I
|

1 /15 .
\/ =— sind cost e™'?
2V 2w
1 1 /3 1 /5
Y =/ — Yloz—\/j cost) YZO:—\/i(?)cos%?—l)
4 2V 4V 7
1 /3 : 1 /15 )
Vil = ——y/— sinde? | Yyl = ——4/ = sindd cost) €¥
2V 27w 2V 27
1 [15 :
Y,? = 1\ 2 siny e*¢

2.1. tablazat. Néhany Y, (v, ¢) gombfiiggvény funkcionalis alakja gémbi koordinatak felett.

Az L*(S,C) fiiggvények gombi harmonikusokkal valo kifejtésérsl tovabbi eredmények taldlha-

toak a GridRipper csomag elméleti héatterét is ismertetd [12] cikk fiiggelékeiben.

2.2. Spinléptetd operatorok

A spinsulyozott harmonikus gombfiiggvényeket a spinstly-léptets operatorok alkalmazéasan keresz-

tiil fogjuk bemutatni. Ebben a fejezetben a léptet§ operdtorokat a geometria iranyabol kozelitve

10



o

}/00
vt v,
Y'ZU

Y'll

_

Yy !

}/’22

2.1. abra. Néhany Y, (¥, p) gombfiiggvény valos részének a fiiggvénymenete. Az abran lathato
alakzatok (v, ¢) péros altal meghatdrozott irdnyban vett kiterjedését az |R[Y;™ (0, ¢)]| érték haté-

rozza meg.

targyaljuk. A konstrukciot részletesen leirja konyvében Rindler és Penrose [16], érinti Stewart
[17] és cikkében osszefoglalja Racz [18]. A dolgozatban az utobbiban alkalmazott konvenciokhoz
igazodunk.

Tekintslink a gdombdn egy komplex fényszertd vektormezét, ¢®-t, és a komplex konjugaltjat, g*-
t. Ezeket gy hatarozzuk meg, hogy a ¢*q, = 2 normaélasi feltétel teljesiiljon. Ezen feltételekbdl

kovetkezik, hogy az egységgomb q,, metrikajara érvényesek a kovetkezs Osszefiiggések [15]:

b = Q). 4" =q"“7", %[Q“Gb +qq) = 0%, (2.2.1)
ahol a kerek zarojel a kozrezéart indexekben vett szimmetrizalast jeloli. A {¢%,g°} diddot fogjuk
alkalmazni, hogy a tenzorialis mennyiségeket skalar mennyiségekre vezessiik vissza. A diad azonban
nem egyértelmtien meghatarozott. A fenti feltételek hagynak nekiink egy forgatasnyi szabadsagot:
a

q* — €°q%, 7 — e " (2.2.2)
forgatasok, ahol ¢ valos, potencialisan koordinatafiiggé paraméter, érintetlentiil hagyjak a fenti

Osszefiiggéseket. Barmely fo, a.5,..5, Valos, teljesen szimmetrikus spurmentes tenzormez&hél

F=a"q" . "7 T" fararbrty (2.2.3)

mo6don képzett mennyiség a (2.2.2) forgatas alatt a kovetkezs modon transzformalodik:

f— eltmDo g, (2.2.4)
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Az ilyen, homogén modon transzformal6dd mennyiségeket s = k — [ sulya spinsilyozott mennyi-

ségeknek nevezziik. Minden pozitiv s spinsilyi sg fiiggvény felirhato

al a2 ai a2

s =4 °q° ... qasgmag...as =qq°... qasg(alaz...as) (225)

alakban, ahogy az s < 0 spinsilyu fiiggvények felirhatoak a

Sh — qalqag B 'anhCLlCLQ.,.aS — qalqaa . qash(ala2mas) (226)

kontrakcioval. Itt gaias..as €S Rajas..a. @ (2.2.3) Osszefliggésben szerepld fu,  a.b,..5 tenzormezshoz
hasonléan valods, teljesen szimmetrikus és spurmentes.

A gq, metrikdaval kompatibilis f)a kovarians derivalo operator kivisz a stlyozott fliggvények teré-
bél. A ]o)a sf tenzor mindkét komponense, q“]oDa sf és qaf)a sf is inhomogén modon transzformélodik

a koordinataktol fiiggs (2.2.2) forgatas alatt:

¢“Dasf = ¢°¢" ... " Dafor.v. + 5for.0.0" - - ¢ Dag™
a 2 S —_ a 2 e
=q"¢" ... " Dafo, b + Efbl...bgqbl " ¢"q.q"Duq", (2.2.7)

ahol felhasznaltuk, hogy qaqblo)aqb = 0 a ¢ vektor fényszeriisége miatt. Gomez és tarsai [19]

nyoméan vezessiik be a

1 o
I'= _EqaquaQb (2.2.8)

jelolést. Belathato, hogy
¢“¢"D,g, = 2T, G°¢"D.q, = —2T, q°q’Daq = 2T. (2.2.9)

A fenti derivalt ekkor a kovetkezs alakot olti:
¢"Dasf = ¢°¢" ... ¢" Dy for5, — 5f T. (2.2.10)
Konnytd belatni, hogy az elsd tag silyozott mennyiség. A problémét I' jelenti: egy forgatés alatt
I — T — ¢"D,e? (2.2.11)

moédon transzformalodik.
A fentiek alapjan bevezethetjiik a stlyozott mennyiséghdl stulyozott mennyiséget képezd, 0 és

0 operatorokat [17]: pozitiv spinsily esetén

0,9=0"¢" .. .“Dygay.a, 6  0,9=74¢" . "Dy gu.a, (2.2.12)
mig negativ spinsuly esetén teljesen anal6g moédon

0.h = a7 ... T Dyhaya. ¢ 0h=77" ... Dyha,..... (2.2.13)

12



A fenti kifejezéseket elegansabb forméaban, s elGjelétdl fliggetleniil érvényes modon is felirhatjuk

[49]:

3.f =q'Dyof +sT.f, (2.2.14)
3. f=7Dyof —sT,f. (2.2.15)

Belathato, hogy 9 eggyel noveli, mig 0 eggyel csdkkenti a spinstlyt.

Erdemes még meghatarozni az [0, 0] kommutatort. (2.2.14) és (2.2.15) felhasznalaséval

883f = qb]cjb[qa]o)asf] + Sabﬁb[rsf] - (S + 1)F qaf)asf - S(S + 1)Ffsf
= 7°¢"DuDys f + 55 f7*Dul + sTG"Dys f — sTq*Dys f — s(s + 1)IT, f. (2.2.16)

Hasonléan

00.f = ¢"Ds["Dasf] — 5 ¢'Dy[Taf] + (s — Y *Dysf — s(s — I T, f
= q“@b]ODa]ODbsf — ssfq“]ODar — sfqalo)asf + sf‘@aﬁasf —s(s — 1)I'T,f. (2.2.17)
]O)a torzidbmentessége miatt
39, f — 90, f = s[g"DeT + ¢°DoT, f — 2T, f. (2.2.18)

A zéaréjelben szerepls osszegbe I'-ra és I-ra a megfelels kifejezést helyettesitve

_ao ao_ 1—60 a_o CO _a_o
¢'Dal’ + ¢"Dal’ = =2 [4°De(4"7"Dats) — 4°De(7°7 Dag)]- (2.2.19)

Osszefiiggések alapjan
— — S o o o o
665f - 665.][‘ = _5 qaqch[DaDCQb — Dchsz]sf

S o
= 50'0°¢"C Racar s f, (2.2.24)

ahol }O%abcd a [O)a—hoz tartozé Riemann-tenzor. Nem maradt mas hatra, mint
2R = 7°¢° "G Racpa (2.2.25)
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felhasznalasaval a végleges alakra hoznunk a formulat:
[00 — 00] o f = 25,f, (2.2.26)

mivel az egységgdmbon a Ricci-skalar értéke R=2.

Az O és O operatorok segitségével felépithetjiik a A, masodrendii differencialoperatorok olyan
egyparaméteres csaladjat, amely s = 0 esetben visszaadja a hagyomanyos A = Ay Laplace-
operatort.

Af = ¢™®D,D, f, (2.2.27)

ahol f spinsulya 0. A (2.2.1) egyenletek alapjan a metrikat kifejezve a diad elemeivel
1 - -
Af = 5(53 +00)f (2.2.28)

adodik. Mivel 0 spinstlyt f esetén a két operator kommutal, ezzel egyenértékd a Af = 90 f
kifejezés. Most kiterjeszthetjiik a gondolatmenetet s # 0 esetre is: A, ,f = 00,f. Tudjuk, hogy
Ag sajatfiiggvényei a Y, gémbi harmonikusok. (2.2.26) felhasznéalasaval egyszertien belathato,
hogy ha ,Y;™ a A, operator sajatfiiggvényei, akkor d,Y,™ és 0,Y;™ a Asi1 és A, 1 operatorok
sajatfiiggvényei. Tehat nem csak azt mondhatjuk el, hogy 8 és 9 a kiilénb6z6 s-hez tartozo alterek
kozott 1éptet, hanem azt is, hogy 00 kiilonbozs s-hez tartozo sajatfiiggvényei kozott biztositanak
kapcsolatot, igy a hagyomanyos gémbi harmonikusokbol el6allitjak a spinsilyozott gémbi harmo-
nikusokat, amelyek az 00, =\, Y, sajatértékprobléma megoldasai.

Ennél tobbet is mondhatunk. Esetleges normaléstol eltekintve a spinsilyozott gémbharmoni-
kusokat definialjuk ,Y;™ = 3 Y, modon pozitiv spinsily és .Y, =8 Y;™ médon negativ spinsly

estén. Ekkor a (2.2.26) kommutator ismételt alkalmazasaval megmutathatjuk, hogy

00.Y," = (Ao + 228’) NG
s’'=1

=(—l+1)+s(s+1)),Y,"
= —(L—8)(l+s+1),Y™ (2.2.29)

Ez az eredmény érvényes marad egy koordinataktol nem fiiggé normalési faktor bevezetése esetén

is.

2.3. A spinstlyozott harmonikus gombfiiggvények

A hagyomanyos (1, ¢) gombi koordinaték felett az egységgdmb iveleme a kovetkezs alakot 6lti:
(ds)? = (d9)? + sin® (de)>. (2.3.1)
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Ezen koordinatafolt felett a normaéalési feltételt kielégits fényszerti vektormez6 komponensei [17]:

: 1
¢~ = €Y ], (2.3.2)
j:silllﬂ

ahol 9 valos paraméter jeleniti meg a rendelkezésiinkre allo6 mértékszabadségot. Ezt a szabadsagi

fokot konvencié szerint ugy rogzitjiik, hogy ¢* valés része dg-val legyen parhuzamos, mig képzetes

része Oy-vel [50]. Az ilyen modon rogzitett vektorra végiil a kovetkezd formulat kapjuk:

¢ == (0 + 2500). 233
A (2.3.3) kifejezés szingularis a polusokon. Meggydzédhetiink rola, hogy ez a szingularitas csak a
rossz koordinéta valasztas kovetkezménye, ha megvizsgéljuk a konstrukciot komplex sztereografikus
koordinatdkban. Ekkor a komplex z koordinata koordinatavonalaihoz szokés igazitani ¢“-t, amibdl
kovetkezik, hogy a két esetben alkalmazott diad kozotti atmenetben a koordinatatranszformécion
kiviil egy forgatéas is szerepet kap. Azt tapasztaljuk tehat, hogy a koordinataink szinguléarisak, de ez
a konstrukcio regularis a polusokon is. Ez a tulajdonsag rendkiviil hasznossa teszi a spinsilyozott
gombfiiggvényeken alapulé spektrélis modszereket.

A (2.3.3) alaku diad esetén I' valos:
[ = ctg. (2.3.4)
Ezekkel a felfelé 1éptets 0 operator hatésa egy s spinsulyt s f fiiggvényen [50]:
1

Osf = — <8ﬂ+—8@> sf +sctgdyf

sind
- 1 -
= —sin’Y (&9 + —Smﬁ&p) (sin™*d f). (2.3.5)
Hasonléan a lefelé lépteté 0 operator hatasa:

35]0 = (819 - ;8 ) sf - SCtgﬂsf

sing ¥
. s i s
= —sin"*Y <8§ _sinﬁaw) (sin®ds f), (2.3.6)
mig a Laplace-operatort altalanosité 00 operéator
00 5f = Opy s f + ctgd O f+La f+2i@a f+s(l—sctg®d).f (2.3.7)
s — V99 s Cclg Y s sin219 pp s SSiDﬁ ps S S Clg sJ - R

A spinstlyozott gombi harmonikusokat gy allitjuk eld, hogy a 0 stlyt gémbi harmonikusokra
alkalmazzuk ismételten a (2.3.5) és (2.3.6) operatorokat. Azonos spinstlyu fiiggvények kozott
megkaoveteljiik a

(Y™ | sYefm/> = 0 Oy (2.3.8)
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normalast. Ezzel egyiitt a formula a kdvetkezé modon alakul [50]:

Y = ' (2.3.9)

Ezek az Osszefliggések 0-t adnak minden esetben amikor |s| > ¢. A gombfiiggvények a komplex

konjugalas alatt

Y= (=1)t Ly, (2.3.10)

modon viselkednek, mig a differencidloperatorok hatasait a kovetkezs tablazat foglalja 6ssze [50]:

0,Y," =/ ({=s)({+ 5+ 1) 1¥7"
Y, = —/(l+5)(l—5+1),,Y,"
00,Y," = —({ —s)({ +5+1),Y,™

ago snm = 1msnm

2.3.11
2.3.12
2.3.13
2.3.14

(2.3.11)
(2.3.12)
(2.3.13)
(2.3.14)

Végezetiil a 2.1. alfejezethez hasonlé moédon néhany spinstlyozott gémbi harmonikusnak feltiintet-
jiik a funkcionalis alakjat és abrazoljuk ugyanezen gombfiiggvények valos részeit. A 2.2. tablazat
s = 1 spinsilyt gombfiiggvényeket, mig a 2.3. tablazat s = 2 spinsilyt gémbfiiggvényeket tar-
talmaz. A vonatkozo s = —1 és s = —2 spinsilyu gombfiliggvények egyszeriien megkaphatoak
a (2.3.10) Osszefiiggés alkalmazéasaval. A feltiintetett gombfiiggvények valos részét a 2.2. abra

mutatja.

2.4. Nemlinearis kifejezések és a spinstiilyozott gombi harmo-

nikusok

A munkank alapjaul szolgalé GridRipper egy lényeges vonéasa, hogy a nemlinearis kifejezéseket
tisztan spektralis modon kezeli. A [12]-ben és [51]-ben bemutatott modszerek alkalmazhatoak
spinstlyozott gombfiiggvények esetében is. Az erre vonatkozd formulékat tekintjiik at ebben az
alfejezetben.

Az L*(S, C) belsdszorzat hasznélatéval és (2.3.8) segitségével tetszdleges ebben a fiiggvénytér-

ben értelmezett s spinsulya ,f fiiggvényt kifejthetiink s spinsilyt gombfiiggvények segitségével

9] l
NEDID N AR (24.1)

{=|s| m=—¢
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) L /5 o :
1Yo " = 2\ ?(1 + cos?)) sinv
T
1 /3 _. 1 /5 _.
Y = —Z—l\/ie_“"(l +cos) | 1Yot = —7\ = e ¥ (cost) + cos2v)
T T

1 3 1 /15
Yol = 5\/2—811179 Y0 = 5\/2—cosﬁsim9
T s
1 /3 . 1
Y= ——\/je’s"(l — costl) Yol = —=
4V 7 4

1 /5 4
Vo2 = Z\/;ezw(l — cos?) sind

2.2. tablazat. Néhany 1Y, (1, ¢) spinsilyozott gombfiiggvény funkcionalis alakja gémbi koordina-
ték felett.

€' (cost) — cos20)

2| ot

s=2,0=2
1 /5 :
)Yy = g\/iem”(l + cost))?
T
Yyl = 1 Ee‘w(l + cos?) sindd
4V
1 /15 .
2}/20 = Z_l %SIHZﬂ
1 /5 .
Yol = —=4 /= €¥(1 — cos?d) sind
2Y5 Ve ( cost) sin
1 /5 .
Y2 = g\/iem”(l — cost)?
T

2.3. tablazat. Néhany oY,™ (1, ¢) spinsilyozott gombfiiggvény funkcionalis alakja gémbi koordina-
tak felett.

modon, ahol
f" = (Y | s f ). (2.4.2)

Megjegyezziik, hogy (2.4.1)-ben az 6sszegzés (-ben |s|-t6l megy, hiszen ¢ < |s| esetén ,Y;™ azonosan
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2.2. abra. Néhany (Y, (¥, ¢) spinsilyozott gombfiiggvény valos részének a fliggvénymenete. Az ab-
ran lathato alakzatok (9, ¢) péros dltal meghatarozott iranyban vett kiterjedését az |R[,Y,™ (9, ¢)]|

érték hatarozza meg.

Ilyen m6don a hagyomanyos gémbfiiggvényekhez hasonléan spinstlyozott gombfiiggvények szor-
zatat is kifejthetjiik. A kapott kifejezés

0o U3

m mo s3+m m m —m m
Slnl 182}/32 2= E E , (_1) ST X 81 82 —S3G41 132 253 3S3Y’f3 ’ (243>
l3=0 mg=—/L3
ahol s, —ssGop, 10,20, az Aaltalanositott Gaunt-egyiitthaté és a spinsuly meghatarozasabol
eredéen s3 = s1 + Ss.

A modositott Gaunt-egyiitthatokat a

81 82 53G£1m1Z mQZ s - /51n1m152n2m253yf3m3 Sln/ﬁ d’l9dg0 (244)

2 3

integral hatarozza meg. Ahogy a hagyoméanyos gombfiiggvények esetén, agy most is kifejezhetjiik

az integrél értékét a Wigner-féle 3-5 szimbolumokkal:

s ma \/(2£1+1)(2£2+1)(2£3+1)

81 89 83 G€1 m by U3 An
x ( b & b ) ( b & b ) (2.4.5)
—81 —S82 —S83 my Mo Mg
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A 3-j szimbolumok 2.1. fejezetben részletezett tulajdonsagai alapjan a (2.4.3) kifejezésben

szerepld Osszegzés jelentGsen egyszertisodik. Az egyszertsitési lehetGségeket figyelembe véve

L1+
mi me __ E s1+s2+mi+ma
Slnl 82)/%2 - (_1)
l3=|01—L2|
m m —(mi1+m mi+m
X 5182 _(51+52)G51 lfz 253 (matms) 51+52}/€3 e (246)

adodik, mig az s, spinsilyd s, f és az s3 spinstly 4, g fliggvények s; = sy+ 53 spinsulyt szorzatdnak
kifejtési egyiitthatoit

l14-L2

() 12
(s2f ' s3g)€1m1 = Z Z Z (_1)m1+s1f€2ngzgm1—m2

Lo=|s2] mo=—1_o K3:max{‘83|,‘€1—32|}

X sy 83— Gy "0 g™ (2.4.7)
modon kapjuk meg.
A gdmbén sehol nem eltting, 0 spinstlya fiiggvénnyel torténd osztast a [12]-ben bemutatott

modon visszavezethetjiik fliggvények szorzatara. Legyen A egy operator egy Banach-téren, I az

egységoperator. Konnyen belathato, hogy
N
AY (I —Af =1 (1 - AN (2.4.8)
k=0

teljesiil nem negativ N-ekre. Ha ||[I — A|| < 1, akkor N — oo esetén (I — A)NT! norméja 0-hoz

tart és a Neumann-sorként ismert
o0

AT =1 A (2.4.9)

k=0
Osszefliggést kapjuk. Ha most F' egy adott fiiggvénnyel valo szorzas operatora, akkor amig || —
F|| < 1, addig az F~! altal reprezentalt osztast (2.4.9) modon szorzasok sorozatara vezethetjiik
vissza. Az alkalmazéasban csonkitjuk ezt a sort egy olyan k,,., értéknél, ahol az osztas pontossaga
vetekszik az egyéb forrasbol szarmazo pontatlansaggal. Példaul 10~2°-os pontossaghoz is csupan
kmar = 12 sziikséges. Ezen eljarast alkalmazva tetszéleges spinstlyu fiiggvények egy sehol el nem
tling 0 spinsilyu fliggvénnyel torténd osztasa mindig az ismertetett szorzéssal valik helyettesithe-

toveé.

2.5. Integralas a gombon

A mérlegegyenleteink kiértékelése soran a valtozoink szorzatat ki kell integralnunk a gémbon. A

(2.4.5). definici6 értelmében ezek az integralok visszavezethetSek a Gaunt-egyiitthatokra. A 3.
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fejezetben talalkozni fogunk Y5° fg alakd szorzat integraljaval, ahol f egy s, spinstlyt, mig g egy

—s spinsilyu fliggvény a gombon. A Gaunt-egyiitthatok definiciojat hasznalva
/ OYvQOSInglml SQY'ngQSinﬂdﬁd(p = 051 82 G20£1m1€2m2 s (251)

és igy
01 {142

/ Yo fgsindddde = > 0> > fu g " 0s—G2" " (2.5.2)

Li=max(|s|,|m|) m=—L1 Lo=|l1—2|
teljesiil. Egy masik gyakran el6fordulo kifejezés az f g szorzat integréalja. A

¢ ¢ 0 (=1)tm
( m —m 0 ) a W (253)

speciélis eset figyelembe vételével
/SlYgl"“sQYng2 sinddddp = — [ Yo%, Yy, ™, Yo, sinddidyp

0 m —m J4 -5 —m
—81G0 1 151 15@1 2651 2577’L1 ?

651 b 651 o 577"01 s (_ 1)81im1
0Yo? 2y/m
= 60,205, 20, "H(— 1) (2.5.4)

Végiil
0 ¢
/ fgsimdddde = > Y fmg (=1 (2.5.5)
l=mazx(|s|,|m|) m=—£
Ezek felhasznalasaval a vizsgélt problémaink megoldasa soran el6fordulé integralokat mind ki tud-

juk értékelni.

2.6. Osszefoglalas

A fejezetben bemutatott matematikai alapok képezik a kovetkezd fejezetekben ismertetett célok
eléréséhez kifejlesztett numerikus eljarasok alapjat. Lattuk, hogy bar a gyakran eléfordulo 90
operator gombi koordinatékkal felirva szingularis a polusokon, a gémbfiiggvényeken vett hatésat
egy egyszerii algebrai formula jeleniti meg. Emiatt a spinsilyozott gombfiiggvényeken alapuld
spektralis modszerek kiillonosen hasznosak. Az egyenleteinkben a nemlinearitasért felelGs tagok
kiértékelésére is mutattam be eljarasokat. A kapott (2.4.7) és (2.4.9) sszefiiggések lehet6vé teszik
szOgfiiggd nemlinearis parcialis differencialegyenletek széles osztalydnak jobb oldalan allo kifeje-

zések kiértékelését direkt modon, a kifejtési egytitthatokat hasznélva. Az egyenletek numerikus
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integralasa utan pedig a (2.5.2) és (2.5.5) integralokra vonatkozé eredmények elGsegitik a kapott
megoldas helyességének ellendrzését. FEzeknek az eredményeknek egy kivonatat a [52] Physical

Review D-ben megjelent cikk fiiggelékében tettiik kozzé.
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3. fejezet
Kerr-térid6 linearis perturbacioi

Az altaldnos relativitaselmélet egyik legizgalmasabb joslata a feketelyukak és szingularitasok léte-
zésére vonatkozik. Birkhoff tétele értelmében a gémbszimmetrikus megoldasok a vakuum régiok-
ban izometrikusak a Schwarzschild-téridé valamely résztartomanyaval, vagyis a gombszimmetrikus
csillagok koriil a vakuumot a Schwarzschild-megoldas irja le (lasd példaul a [12, 53, 54| tankonyve-
ket). Ennek ismeretében megkonstrualhatjuk az Oppenheimer—Snyder-6sszeomlast [55], amikoris
egy porgomb altal modellezett csillag 6sszeroskad a gravitacids vonzasa alatt és a kialakulé szingu-
laritas koriil 1étrejon egy feketelyuk, ahonnan nem johet ki informacio. Vishveshwara |56 és Zerilli
[57, 58], valamint Kay és Wald [59] munkai ramutattak arra, hogy a Schwarzschild-megoldéas stabil
a kis perturbaciokkal szemben, igy az alkalmas fizikai folyamatok modellezésére.

A Schwarzschild-megoldas felfedezése utan az asztrofizikai szempontbdl fontosabb forgo, Kerr-
féle megoldasra 47 évet kellett varni [60]. Nincs a Birkhoff-tételnek analogiaja forgasszimmetria
esetére és nem is varjuk, hogy egy forgd csillag koriili vakuumot a Kerr-megoldas egy része fir-
ja le: a varakozéas az, hogy a forgo csillagok komplex szerkezetébdsl adodo egyenetlenségeket az
Osszeomlas soran kialakult feketelyuk ledobja magérol és csak aszimptotikus értelemben tart a
Kerr-megoldashoz.

Nem csak analitikus modelliink nincs, ami egy Kerr-féle feketelyuk létrejottét leirna, de a meg-
oldas stabilitasanak kérdése is egy maig nyitott probléma. Whiting [01] és masok munkajanak
koszonhetGen tudjuk, hogy a perturbaldé modusok kiilon-kiilon stabilak, de a Kerr-feketelyukak
esetében koréantsem biztos, hogy minden perturbaci6 felirhatd ezen stabil moédusok szuperpozici-
Ojaként. A teljes stabilitds megéllapitasa felé vezets ut egy fontos éllomésa a lineéris stabilitas
bizonyitasa. Ebben az esetben konstrudlnunk kell egy megmaradé aramot, aminek a korlatosséga

? ]

A linearis perturbaciok vizsgalata a stabilitas kérdésén tul is érdekes felfedezésekhez vezethet.

biztositott, ha a perturbéciok kellen gyorsan csengenek le |

A perturbéaciokat ledob6 feketelyuk rezgései, a kvazinormalis médusok a feketelyuk egyfajta sa-

jatrezgései. Azon tul, hogy észlelésiik fontos a feketelyukak fizikai paramétereinek meghatarozasa
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szempontjabol, York [64] a kvazinormalis moédusok és a feketelyuk entropidja kozotti kapcsolatot
fedezte fel, mig Horowitz és Hubeny [65] az AdS/CFT kettsség kereteiben talalt alkalmazast.
Legalabb ilyen jelentGséggel bir a forgd feketelyukon szérodo perturbaciok szuperradians visel-
kedése is. Penrose gondolatkisérlete 6ta tudjuk, hogy a feketelyuk forgési energiajat megcsapolva,
abbol energia nyerhet6 ki [141]. Perturbaciok szorodasa akkor szuperradians, amikor a végtelenbe
tartdé hullamok a feketelyuk kérara tobb energiat visznek el, mint amennyit a bejové hullamok
hoztak. Ez a jelenség szerepet kap olyan nagyon energikus dinamikai folyamatok magyarazataban,
mint az egyik lehetséges, a kvazarok hihetetlen fényességét megmagyarazni képes folyamat [15].
A korabban emlitett elméleti hidnyossagok ellenére az asztrofizikai jelentGsége miatt a Kerr-
térids vizsgélata jelenleg is fontos teriilete az altalanos relativitaselméletnek. A dolgozat ezen
fejezetében a linearis stabilitas kérdéséhez kapcsolhaté moédon az elektromégneses és gravitacios
perturbaciok lecsengésének iitemét érinté numerikus eredményeinket, illetve a bozonikus, kompakt
tartoju kezdGadatok szuperradidns szordsaval kapcsolatos vizsgalatainkat ismertetjiik. A fejezet
felépitése a kovetkezSképpen alakul: a 3.1. alfejezetben adunk egy lényegretors Osszefoglalast a
Kerr-téridé munkank szempontjabol legfontosabb tulajdonsagair6l. A 3.2. alfejezetet a rogzitett
Kerr-téridg folotti linearis perturbaciok fejlédését leird6 Teukolsky-féle mesteregyenlet bemutata-
sdnak szenteltiikk. A tanulmanyainkban a homogén Teukolsky-egyenlet megoldasait vizsgéljuk,
ezért a fejezet hétra 1évs részében a forrastagoktol eltekintiink. A 3.3. alfejezetben bemutatjuk
a koordinatakat, amik lehetévé teszik, hogy a megoldasokat kozvetleniil a feketelyuk eseményho-
rizontjan és a végtelenben egyszerre vizsgalhassuk. Numerikdnk helyességének alatamasztéséara
egy Uj megmaradd aramot hasznalunk, amit a 3.4. alfejezetben ismertetiink. Miutédn az elméleti
hatteret bemutattuk, a 3.5. alfejezetben ismertetjiik a valasztott probléma irodalméban fellelhetd
legfrissebb eredményeket, amikhez viszonyitanunk kell munkénkat. A 3.6. alfejezetben részletez-
ziik, hogy milyen numerikus modszereket hasznalunk a Teukolsky-egyenlet megoldasa soran. Ezt
kévetGen a megmaradd dramok vizsgalataval demonstraljuk a kodunk helyes mikodését (3.7. al-
fejezet) és ismertetjiik az eredményeinket (3.8. alfejezet). A fejezet zarasaként a 3.9. alfejezetben

a szuperradiancia jelenségére vonatkozo vizsgalatainkrol adunk egy rovid attekintést.

3.1. A Kerr-térido

Kerr 1963-ban tette kozzé stacionarius és forgasszimmetrikus vakuum feketelyuk megoldasat [60].

A Kerr-metrikanak (¢, r, 9, ¢) Boyer-Lindquist-koordinaték f616tt csupan egy nem diagonalis eleme

23



van, ezért célszeri ezeket a koordinatakat hasznalni az ivelem megadasara:

(ds)* = (1 - 2]\2/”) (dt)* + @sinzé1 dtd¢
- % (dr)? — 3 (d9)

,  (r?+a?)? — a’Asin®d

.2 2
> sin“d (d¢)”, (3.1.1)

ahol ¥ = r2+a%cos® és A = r2 —2Mr+a%, M és a a Kerr feketelyuk tomege és egységnyi tomegre
jut6é impulzusmomentuma [66].

Konnyen ellenérizhets, hogy az a — 0 atmenetben a gombszimmetrikus Schwarzschild megol-
dast kapjuk, mig az M — 0 atmenet esetén mar kordntsem ilyen nyilvanvalo, de visszakapjuk a
Minkowski megoldast. Ennek oka, hogy (7, %, ¢) nem gémbi koordinataknak felelnek meg, hanem

a

x =Vr? 4+ a?sind cosg, (3.1.2)
Yy =Vr? + a?sind sing, (3.1.3)
z =7 cost (3.1.4)

lapult elliptikus koordinataknak.

A Kerr-megoldas egy stacionarius és forgasszimmetrikus megoldas. Ez egyenértéki azzal a
megallapitéassal, hogy létezik egy t* = (0;)® id6szerd Killing-vektromezs és egy ¢ = (0,)* térszerd
Killing-vektromezs zart palyakkal. Ezen Killing-vektormezdk létezésének kovetkeztében a (3.1.1)
metrika komponensei fiiggetlenek a ¢ és ¢ koordinataktol.

A (3.1.1) metrika t&bb helyen is szingularis. A A = 0 helyen csupéan koordinéta szingularitéasok
lépnek fel, mig a ¥ = 0 valodi skalar gorbiileti szingularitas, ahol az Rg.qR®® Kretschmann-
skalar végtelenhez tart. Mivel ¥ = 0 az r = 0, ¥ = /2 feltételek mellett teljesiil, a (3.1.2-3.1.4)
Osszefiiggések értelmében ezt a szingularitast az egyenlité sikjaban, mint egy a sugart gytriit
jelenithetjiik meg.

A A = 0 egyenletnek két megoldasa van: 7y = M 4 /M2 — a2. Ezeken az r = r.. hiperfeliile-
teken a n'", = (dr), normélisok n(",n(Myg® = g" = A/Y értelmében fényszertivé valnak, tehat
a r = ry felilletek fényszeri hiperfeliiletek. A két r. megoldas a = 0 esetben egybeesik és kozos
értékiik a Schwarzschild-téridé eseményhorizontotjanak a sugarat adja. Részletesebb vizsgalatok
igazoljak, hogy altalanos esetében r, valoban a Kerr-feketelyuk eseményhorizontjat hatarozza meg,
hiszen az r < r, pontokbdl inditott fényjelek sosem hagyhatjak el az r < r, tartoményt. Az r =r_
fényszerd hiperfeliilet egy Cauchy-horizont. Ez azt jelenti, hogy a téridé teljes r > r_ része elGal-
lithato, mint egy ezen tartomanyban taldlhato 3 térszerd hiperfeliileten adott kezdGadatrendszer
idéfejlédése. Ilyen értelemben az r < r_ tartomanyban elGforduld patologidk nem befolyasoljéak a

r > r_ térrész fejlédeését [53].
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3.1. dbra. A Kerr-téridg Carter—Penrose-diagramja az egyenlité sikjaban.

A 3.1. dbra mutatja a Kerr-téridé Carter—Penrose-diagramjat az egyenlits sikjaban. Az r = r_-
hoz tartozd 2 horizont és az r = r -hoz tartoz6 7, horizont a téridét harom régiora bontja.
Itt is lathato, hogy az r < r_ modon jellemzett I. régidé pontjainak kauzalis miltjaban szerepel
a szaggatott vonallal jelzett szingularitas. A kiilsd, III. régié aszimptotikus szerkezete tiikrozi a
Kerr-téridé aszimptotikus siksagit: a t = const feliiletek » — oo mellett az i°-al jelolt térszert
végtelenben taldlkoznak, mig az r = const feliiletek t — oo mellett az i* jovS és mult idszertd
végtelenben. A legegyszeriibb befelé haladé radialis fényszert geodetikusok a .~ milt fényszerd
végtelenbdl érkeznek és a kimend fényszert geodetikusok a £ jové6 fényszeri végtelenbe tartanak.
A stabilitasvizsgalatok a III. régidra vonatkoznak, éppen ezért vizsgalataink soran a III. régiot
és hatarait, J#, -t és ZT-t, vizsgaljuk. A numerikus pontossag novelése érdekében a racsunkat
ugy valasztottuk meg, hogy az lefedi a II. régi6 egy kis részét is. Végiil megjegyezziik, hogy az
egyenlitd sikjabol kimozdulva az r = 0 hely megsziinik szingularisnak lenni és a Kerr-téridé elvileg
kiterjeszthets negativ r értékekre is [53].

A Kerr-téridében van még egy feliilet, amit meg kell emliteniink. Altalaban kényelmes a t* =
(0p)* stacionérius megfigyels altal értelmezett mennyiségeket hasznalnunk, de forgo téridékben
ovatosnak kell lenniink: a t?t’g,, norma eljelet valt amikor

2Mr

- —=
72 4+ a2cos2y

(3.1.5)

vagyis a
M? — a%cos?d (3.1.6)
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feliilleteken. Az r} és r; kozott ¢ nem idGszerd, azaz nem lehet egy megfigyels vilagvonalanak
érintGje. A Il-as régioban elhelyezkeds r < r < rf régiot ergoszféranak nevezziik.

A Penrose-folyamat éppen az ergoszféra létezésén alapul. Az, hogy a végtelen tavoli stacionéarius
megfigyeld vildgvonalat érinté t* Killing-vektormezé kauzalis jellege megvéltozik az eseményhori-
zonton kiviil, lehet&vé teszi, hogy egy tigyesen felépitett (gondolat)kisérlet sordn energiat nyerjiink
ki a feketelyuk forgasabol. Ehhez tekintsiink egy A — B + C' bomlést, ahol az A részecske a
végtelenbdl szabadon esve megkozeliti a feketelyukat, majd az ergoszféraban elbomlik B és C'
részecskékre. Fzek koziil B behullik a feketelyukba, mig C' tavozik a végtelenbe. A bomlas £

pillanataban az impulzusmegmaradés értelmében
P (#) = pe)*(B) + )" (B). (3.1.7)

Mivel t* Killing-vektormezd, a p,t® kontrakcié a geodetikus mozgasallandoja, vagyis a végtelenbdl
inditott A részecske esetén p(a)t®(00) = piayat®(AB) = L4 > 0 és a végtelenbe tavozo C részecske
esetén Pyt (00) = pieyal®(#) = Ec > 0, hiszen p® és t* azonos idGiranyhoz tartozé idészert
vektorok a végtelenben. Az érdekes eset az, amikor a B részecske nem jut ki az ergoszférabol.
P(B)at®(#) = Ep energia ckkor a p(p)® vektor egy térszert iranyba vett komponense, tehat semmi

nem zarja ki, hogy negativ legyen és igy a lendiiletmegmaradas (3.1.7) egyenletének
Ey,=FEg+ E¢ (318)

komponense alapjan a kijovs és végtelenbe tavozd C' részecske energidja nagyobb legyen a bemend
A részcske energiajanal. Ily modon, a feketelyuk forgési energiajat megesapolva, energia nyerhetd
ki a feketelyukbol.

3.2. Linearis perturbacidék és Teukolsky egyenlete

Amint azt korabban is emlitettiik a Kerr-térid6 perturbacidinak vizsgalata tobb okbdl is kiemelten
fontos aktiv kutatasi teriilet. Mindezek fényében meglepd, hogy a kiilonb6z6 sugarzasokat leird
lineéris perturbaciok dinamikajat Teukolsky [67, 68] mar a mult szdzad 70-es éveiben le tudta irni
egyetlen mesteregyenlettel. Ahhoz, hogy ezt az egyenletet megkapja, elGszor felirta a perturbaciok
egyenleteit a Newman—Penrose formalizmusban [69]. Ezekben a valtozokban felirva az extremalis
spinsulyd perturbaciokra vonatkozd egyenletek szétcsatolodnak. A megfelel§ valtozokra ezutéan
egy atskalazast alkalmazva meglepddve tapasztalhatjuk, hogy a kapott egyenletek homogén részei
csupan az s spin-paraméterben kiilonboznek. Mivel a vonatkozo érvelésben kulcsfontosségi sze-
rep jut a spinegyiitthatos formalizmusnak, ezért a 3.2.1. fejezetben adunk egy révid attekintést

a Newman—Penrose-formalizmus (NP-formalizmus) alapjair6l. Miutan ilyen moédon megismertiik
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az alapvetd valtozoinkat, a 3.2.2. fejezetben bemutatjuk magat a mesteregyenletet (TME). Em-
lékeztetjiik az olvasot, hogy ebben a fejezetben a NP-formalizmushoz kapcsoloédé irodalomban

megszokott (+, —, —, —) szignaturat hasznaljuk.

3.2.1. A spinegyiitthatos formalizmus alapjai

Ebben az alfejezetben felidézziik a Newman—Penrose-formalizmus néhany osszefiiggését azért, hogy
a rakovetkezs alfejezetben felirhassuk a szétcsatolodo perturbacios egyenleteket. A téméban hasz-
nos Osszefoglald talalhatd Chandrasekhar konyvében [70], illetve egy nagyon altalanos leiras talal-
hat6 Rindler és Penrose kényvében [16].

Mivel a NP-formalizmus a tetradokra épiild modszerek egy specidlis esete, az els§ lépésiink
egy (0%, n% m® m*) tetrad felvétele, ahol £* és n® jov6 iranyu fényszerd vektormezdk, mig m® és
komplex konjugéltja komplex fényszerd vektormezsk. A tetrad elemek kontrakciéi csupan a két

alabbi esetben lesznek nullatol kilonbozsek
'n, =1, m'm, = —1. (3.2.1)

Az (0%, n® m® m*) fényszerd tetradot felhasznalva a tenzorilis mennyiségeket kifejezhetjiik a

tetrad vett komponenseik segitségével, a derivéltjaikat pedig a tetradelemek mentén vett
(°Vof = Df, n'Vaf = Af, mVof = 0f, MmVof =0f (3.2.2)

irdny menti derivaltakkal'. A tetradelemek ilyen NP-derivaltjai adjak a

Kk = (*mbV .0y, €= %Z“(nbvaéb — mbvamb), w = —(T°Y (3.2.3)
T = n*mPV 0y, v = %n“(nbvaéb —m'Vamy), v = -V np, (3.2.4)
o = m*mbV 0, 8= %m“(nbva&, — 'V my), = —m Y np, (3.2.5)
0 = m*m®V 0y, o= %ma(nbva& — M’V my), A\ = =YV ny (3.2.6)

spinegyiitthatokat.
A 2.2. fejezetben tapasztaltakhoz hasonloan a kirott (3.2.1) feltételek még mindig hagynak
nekiink némi szabadsagot a tetrad rogzitésében. A (3.2.1) feltételeket valtozatlanul hagyo transz-

forméciokat az alabbi harom csoportba szokas sorolni |70]:

e [. tipusu forgatasok, amik érintetleniil hagyjak ¢¢-t,

!Megjegyezziik, hogy a A szimboélum két kiilonbozs differencidloperatort is jeldl attol fiiggéen, hogy az egység-
gbébmb geometriajarol vagy a Newman—Penrose-formalizmus egyenleteirsl beszéliink. A dolgozatomban ahanyszor a

NP-formalizmusban értelmezett mennyiségre hat, mindig az itt definialt differencialoperatort értjiik alatta.
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e II. tipusu forgatésok, amik érintetleniil hagyjak n-t,

o III. tipust forgatasok, amik érintetleniil hagyjak ¢¢ és n® irdnyat, de lehet6vé tesznek egy

Lorentz-transzforméciot és egy forgatast.

A Kerr-megoldéas algebrailag speciélis, D-tipust térids. Ez azt jelenti, hogy a Weyl-tenzor megha-
taroz két kitiintetett, kétszeresen degeneralt fényszert sajatiranyt. Beallitva £* és n® vektormezdket
ezekbe az iranyokba az igy kapott fGiranyu tetrad csak a III. tipusu forgatédsokat engedi meg. Ezen
transzformécié hatasan keresztiil értelmezhetjiik a mennyiségeink spin- és boostsilyét.

A TII. tipust transzforméciokat paraméterezhetjiik egy komplex véltozoval, A-val. Ekkor a III.

tipusi forgatasok hatésa a tetrad elemein:

0 = AN, n® — A" Ine, (3.2.7)

m®* — A" 'm?, mt — AT (3.2.8)
Egy T, a,..q, tenzormezd és a tetrad elemeinek valamilyen kontrakcidjaval elGallitott n skalar
n — APA1p (3.2.9)

homogén médon valtozik meg a III. tipusa forgatasok hatésa alatt. Az ilyen, homogén mddon
transzformalodo skalarok esetében az s = (p — ¢)/2 mennyiséget n spinstlyanak, r = (p + ¢)/2-t
1 boostsilyanak hivjuk. Koénnyen belathat6, hogy minden ¢*-val kontrahalt index eggyel noveli,
mig minden nval kontrahalt index eggyel csokkenti a boostsilyt. Hasonléan minden m®-val
kontrahalt index eggyel noveli, mig minden m®-val kontrahalt index eggyel csokkenti n spinsulyat.

Felmeriilhet, hogy az elébb definialt spinsily-fogalom hogyan viszonyul a 2.2. fejezetben meg-
hatarozott spinsuly-fogalomhoz. Az alkalmazott konvencioktol eltekintve a 2. fejezet tartalma
értelmezhetd tgy, hogy a spinegyiitthatos formalizmust megszoritjuk a gombre. Ekkor m® meg-
szoritasa fog megfelelni ¢*-nak. Penrose és Rindler [1(]-ban ezt a miénkhez képest forditott irdnyn
targyalast alkalmazzék. Ezt figyelembe véve a spinsulyozott gémbfiiggvények alkalmazéisa a NP-
formalizmusban és kiilonosen a TME vizsgalataban természetes moédon adodik.

Az eddig bemutatott mennyiségek koziil csupan s, 7, o, o, @, v, i és A silyozott mennyisé-
gek. Az €, v, §, a spinegyiitthatok és altalaban a Df, Af, 5f, 6 f derivaltak inhomogén modon
transzforméalodnak a III. tipusu forgatasok alatt. Ugyan a dolgozat tovabbi részében tartdzkod-
ni fogunk a hasznalatuktol, de a teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy ezt orvosolandé a 2.2.
fejezetben bemutatottakhoz hasonléan itt is bevezethetjiik sulyozott mennyiségek terébdl a sulyo-
zott mennyiségek terébe képez Geroch-Held—Penrose-derivaltakat [71]. Ehhez bevezetjik a V,

kovarians derivalé operéator
@af - [va - p(’yga + eng — amg — ﬁma) - Q(Wéa + €en, — am, — Bma)]f (3210)
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modon altalanositott valtozatat. A tetrad elemeivel nem kontrahélt tenzorok esetében visszaadja
a V, kovarians derivalo operatort (p = ¢ = 0), egyébként kompenzélja a bazisvektorok derivalt-
jaibol szarmazo6 inhomogenitasokat a III. tipusi forgatasok soran. A ©, derivald operator hatasa
alatt nem valtozik sem a spinsily, sem a boostsuly. Megjegyezziik, hogy (3.2.10)-hez egy eltting
spin- és boostsulyi 1-formamez6t adva egy olyan operatort kapunk, ami szintén kielégiti ezeket a
tulajdonsadgokat. A GHP-derivaltak a (3.2.2) NP-derivaltakhoz hasonléan képezhetSek ©,-val:

b =10, = D — pe — gz, ( )
b =n'0O, = A —py—q¢7, (3.2.12)
0g =m*0, = — pB — qa, ( )
0¢ =m0, = 6 — par — qf, ( )

ahol ebben a szovegkornyezetben d¢ és g kapnak egy-egy megkiilonboztetd indexet, jelezve hogy
a 2. fejezetben alkalmazott 0 és O ezek megszoritasaival allnak kapcsolatban. A fenti GHP-
derivaltakat alkalmazva az egyenleteinkben nem jelennek meg az inhomogén modon transzformé-
16d6 €, v, B és a spinegyiitthatok.

Visszatérve a Newman—Penrose-formalizmus kereteihez érdemes megjegyezni, hogy a célunk az
elektromagneses és gravitacios perturbaciok vizsgalata. Igy a munkank szempontjabol kitiintetett
fontossagu fizikai mennyiségek az Fy, Faraday-tenzor és a Cyeq Weyl-tenzor. Az elektromagneses

mez§ hat fiiggetlen valtozojat a NP-formalizmusban a

bo = Fpl®m® (3.2.15)
1

o =5 (Fabl“nb + Fabm“mb> , (3.2.16)

by = Fymn® (3.2.17)

komplex skalarok jelenitik meg. FEzek koziil ¢g és ¢o a kimend és bejovs sugarzast tartalmazza,
mig ¢; a Coulomb-jarulékot irja le. Spinstilyuk és boostsulyuk rendre (1,1), (0,0) és (=1, —1).

Hasonloéan a Weyl-tenzor tiz fiiggetlen valtozojat a kovetkezs 6t komplex mennyiség jeleniti meg:

Uy = — Copeal®mPlem?, (3.2.18)
‘111 == — abcdﬁ“nbﬁcmd, (3219)
Uy = — Copeal®mPmcn?, (3.2.20)
Uy = — Cupeal®nbmcn, (3.2.21)
Uy = — Copean®minme. (3.2.22)

A Weyl-tenzor komponenseinek értelmezéséhez érzékletes segitséget nyujt Szekeres gravitacios
iranytidje [72]. A gondolatkisérlet eredménye szerint W, és W; tarolja a vakuumban kifelé ha-

ladé transzverzéalisan és longitudinédlisan polarizalt gravitaciés hullamokat, ¥, a sugérzast nem
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tartalmazoé jarulékokat, W3 és Wy pedig a befelé haladé longitudinalisan és transzverzalisan pola-
rizalt gravitacios hullamokat. A spinstlyuk és booststlyuk rendre (2,2), (1,1), (0,0), (=1, —1) és
(—2,—2). Mivel a vizsgalt mennyiségeink esetén a spinsily és a booststly megegyezik, a spinsuly

egyértelmien jellemzi 6ket. Ennek értelmében a tovabbiakban a boostsiilyra nem hivatkozunk.

3.2.2. Teukolsky mesteregyenlete

Teukolsky a NP-formalizmus valtozoival felirt Maxwell-egyenletekbdl és a Bianchi-azonosség egyen-
leteibsl indult ki, majd minden valtozot felirt f = Of + @f alakban, ahol ©f az f mennyi-
ség értéke a Kerr-téridében, @f egy perturbacio. A Kerr-megoldas vakuum megoldas, tehat
Opy = 9% = %y = 0. Ezen feliil a Kerr Petrov-D-tipusu térids, ami azt eredményezi, hogy a
féiranyn tetradot alkalmazva a Weyl-tenzorra O0y = OU; = OU3; = OU, = ( teljesiil. A Goldberg—
Sachs-tétel értelmében a Weyl-skalarok eltiinésébdl kovetkezik, hogy Ok = 9o = Oy = O\ = 0 (lasd
példaul [70]). Tovabbi egyszertisitést tesz lehetévé, ha a tetrad megvalasztasaban rejlé maradék
szabadsagunkat kiaknazva Kinnersley [73] valasztasaval éliink. Ekkor e = 0. A perturbaciokban
Megjegyezziik, hogy ugyan a perturbalt téridében is teljesiil a (3.2.1) normaélasi feltétel, a per-
turbaciok kovetkeztében a tetrad megvaltozhat a forgatasok korabban felsorolt harom tipusénak
vagy tetradot érintetleniil hagyo infinitezimélis koordinata-transzformacioknak megfelelGen. Ezek
hatasanak figyelembe vételével megallapithato, hogy a hattéren valo eltiinésiik kévetkeztében az
altalunk vizsgalt ¢g, @9, ¥y és W, skaldrok esetében ezek a valtozasok masodrendben jelennek meg.
Igy tehat a linearis perturbacioszamités keretein beliil ¢g, ¢o, Uy és ¥, mértékinvarians mennyi-
ségek [08]. A jelolések egyszertisitése végett innentdl elhagyjuk a hattérre, illetve a perturbéciora
utalo jeloléseket. Wy, mindig a hattérhez tartozd6 Weyl-skalar, mig ¢g, ¢o, Wy és Uy a perturbalt
mennyiségeket jelolik. A spinegyiitthatok szintén a Kerr-hattér spinegyiitthatoit jelolik.

Ilyen modon, ha az Fy, perturbacio kielégiti a Maxwell-egyenletet, akkor talalhatoak olyan

egyenletek, amelyek kiilon a ¢g és kiilon a ¢y perturbaciok fejlédését irjak le. Ezek az egyenletek

[05]

(D—e+E—20-0)(A+pu—29)—(§—B—a—27+%)(6 + @ — 2a)]¢o
=2r[(0—p—a—-21+w@)Jy— (D —e+€—20—0)J5] (3.2.23)

valamint

(A+~y—F+2u+1)(D—0+26)— B +a+B+2w—7)(6 —7+28)]¢o
=2t[(A+y—F+2u+0)Js— (6 +a+B+2w—7)J1], (3.2.24)
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ahol Jy = 0,7 J1 = ngJ®, Jo = myj® és J3 = myj* a Maxwell-egyenlet forrdsanak megfelels
komponensei. Hasonlé moédon, ha a Wy és W, perturbaciok kielégitik a Bianchi-azonossagot, akkor
fejlédési egyenleteikben nem szerepel a Weyl-tenzor mas komponense. A gravitacios perturbaciok

fejlodését leird szétcsatolt egyenletek
[(D—3e+e—40—0)(A—4y+p)
—(0+T—a—38—47)(6 — da + @) — 3Wy| Uy = 47T, (3.2.25)
és
[(A+3y =7+ 4p+m)(D +4e — 0)—
(6 =7+ B4 3a + 4w) (6 — 7+ 48) — 3U,) U, = 47Ty, (3.2.26)
ahol a jobb oldalon
To= (D —3e+e—40—20)[(0 + 2% — 2B)T13" — (D — 2¢ — 2€ — 0)T33”]
—(0+T—a—38—47)[0 +T — 2a — 28)T1" — (D — 2¢ — 20)T137] (3.2.27)
és
Ty=(A+3y =7 +4u+ a0 — 27 +20)Tos — (A + 2y — 27 + 1) T
+ (0 =T+ B+3a+4w)[(A+ 2y +20)Toy — (0 — 7 + 268 + 2a)Ths] (3.2.28)

all. Itt T, a linearizalt Einstein-egyenlet jobb oldaldn taldlhaté energia-impulzus tenzor. T,
altalaban kvadratikus a mez&kben, illetve a derivéaltjaikban, igy amennyiben a mez&kre, mint
perturbaciokra gondolunk, a visszahatasuk a hattér metrikara csak masodrendben jelenik meg.

A mesteregyenlet a 172 = (Uy) =430, (1) = (Wy)"23¢,, ) = ¢y &s v+2) = W valtozok-
ra vonatkozik. FEzek meghatarozasahoz sziikségiink lesz a kdvetkezs Bianchi-egyenletekre, amelyek

a D-tipust vakuum téridékre vonatkozo egyszeriisitések figyelembevételével az alabbi alakot 6ltik

DU, = 300, (3.2.29)
ATy = =30y, (3.2.30)
5y = 370, (3.2.31)
0y = —3wWs. (3.2.32)
Ezek figyelembevételével kapjuk a
Dy = (3)**[D + 20" (3.2.33)
Apy = (U5)?2[A — 2u)pt (3.2.34)
5y = (Wa)2/3[6 + 27]ep~ 1>, (3.2.35)
3¢9 = (V2)*°[6 = 2a)y Y, (3.2.36)
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valamint

Dy = (Vo) *[D + 4]y 2, (3.2.37)
AT, = (U,)3[A — 4p)yp=2), (3.2.38)
oWy = (Wy)*3[6 + 47]y =2, (3.2.39)
W, = (V) 3[6 — 4w]op(—?) (3.2.40)
osszefliggéseket. Ezeket felhasznalva a (3.2.23-3.2.26) egyenletek az alabbi alakot oltik

[(D—3e+e—40—0)(A—4y+p)
—(04+T—a—38—47)(0 — 4o+ @) — 3V, [P = 4xTy, (3.2.41)

(D—e4+e—20—0)(A+p—29)—0—BF—-a—21+)(0 + @ — 2a)|JpV) =218, (3.2.42)

(A4+y—F+m)(D+0+2€)— (0 +a+B8—7)0+1+ 28 = 27(0,)"235,,  (3.2.43)

[(A+3y—F+7)(D+4e+30) — (6 =7+ B+ 3a) (8 + 48 + 37) — 3Wy)yp(7?
= 4 (Wy) 3Ty, (3.2.44)
ahol Sy és Sy a 2w faktortol eltekintve a (3.2.23) és (3.2.24) egyenletek jobb oldalan talalhato

kifejezéseket jelolik.
A (3.2.41-3.2.44) egyenletek a kompakt kovarians

(2" Dy — 45V, | ) =7 (3.2.45)

alakban is felirhatoak [74], ahol
Dy =Vao+sTe=V4+2s[—vl, — (0+ €)ng + amg + (7 + 5),) (3.2.46)
a (3.2.10) GHP konnexionak egy speciélis esete [75], . pedig a (3.2.41-3.2.44) egyenletek jobb

oldalan talalhato forrasok roviditett jelolésére szolgal.
Most irjuk fel a (3.2.45) egyenletet a (t, r, 9, ¢) Boyer—Lindquist-koordinatakban. A Kerr-hattér
metrikajat a (3.1.1) ivelem adja meg, a Kinnersley-tetrad elemeinek komponensei és a hattér nem

eltiing spinegyiitthatoi pedig a kovetkezsképpen alakulnak [68]:

r24a? r24q2? iasing
A 2% V2(r+iacos?)
. 1 N . 0
= , n® = ) m® = ) (3.2.47)
0 0 V2(r4ia cosd)
a a i
A 2% V2(r+i a cos?) sind
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és

B 1 B _ctgd
0= T Tacoss’ NG
. o sind . _sind
w=1ap W, T:—ICLQQW,
5 A r—M
p=007, VERF O
=w — B, Uy, = Mg®. (3.2.48)

Ezeket felhasznéalva a (3.2.41-3.2.44) egyenletek homogén részei a

(r? + a?)? 5. 9.] PP AMar 9% a? 1 02
{ A @S e Y TR e T | D sntd| a2
0 OV 1 0 (. oy®
A or (A or sind 0V sin? o
a(r — M) icosd] O M(r?* — a?) _ o'
— 25 { A + sinzﬁ] 9 — 25 — A - iacost 5

+ (sctg®d — s)p®) =0 (3.2.49)
alakot 6ltik, a Bini-féle I'* konnexi6 koordinata komponensei pedig [7/]

-1 [M —(r+ iacosﬂ)]

L (r_
re = s (r = M) (3.2.50)
0
5[5 i

A kovetkezSkben vizsgalatainkat a homogén egyenlet megoldésaira korlatozzuk. Lathatjuk, hogy
a horizonton és a r — oo térszert végtelenben az egyenlet tobb egyiitthatdja is szingularisan

viselkedik. A kovetkezd fejezetben targyaljuk a szingularitasok kezelésének modjat.

3.3. Regularizaci6

A (3.2.49) egyenleten vilagosan latszik, hogy szingularisan viselkedik mind a A — 0, mind az
r — oo esetben. Mivel a célunk az, hogy a sugarzasok viselkedését megfigyeljiik a kiils§ horizonton
és a jovo fényszert végtelenben, 1j koordinatakat kell keresniink, amelyekben regularisan viselkedik
a téregyenlet. Ebben a fejezetben bemutatjuk a [51]-ben Récz és Toth altal alkalmazott R-T,
horizonton athatol6 és hiperboloidalis koordinatakat, valamint Harms és tarsai [70] altal a mezdkre

alkalmazott atskilazésokat, amikkel elérjiik, hogy a TME megoldhato legyen a kérdéses helyeken.
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3.3.1. Bemend Kerr-koordinatak

Els6 lépésben a (t, r, 9, ¢) Boyer-Lindquist-koordinéatékat lecseréljiik (7, r, 1, ¢) bemend Kerr-koor-

dinatékra, ahol az 4j 7 id6 és ¢ azimutalis koordinatak a kovetkezd Osszefiiggések altal vannak

meghatarozva:
T=t—r+4r,, (3.3.1)
o= b+ dr% 7 (3.3.2)
ahol az r, tekn6c koordinatat az
- /dﬁ2 Z“Z (3.3.3)

integral hatarozza meg. A 0, megfigyel6k tovabbra is Killing-megfigyel6k, a 7 = const térszeri
hiperfeliiletek pedig athatolnak a horizonton és az i° térszert végtelenbe tartanak ahogy r — oo.
A horizontok tovabbra is az r. = M £ v/ M? — a? helyen taladlhatoak és az ergoszféra hatara is a

re = M 4+ v/ M? — a?cos?¥ helyen maradt.

A metrika nem elting

2Mr — X 2Mr
= — = — , 3.3.4
g hy g » ( )
2ar M sin®¥ 2Mr + X
ngo - Ta Grr = _Ta (335)
2Mr 4+ ¥)asin?d
Gro = ( Z) ) 9oy = _Ea (336>
sin?9 (2M a?r sin®9 + (a? + r2)%
Jpp = — ( S ( ) ) (3.3.7)

koordinatakomponensei arrél taniskodnak, hogy ezek a koordinatak mar alkalmasak a horizont

vizsgalatara. Ezzel szemben a tetrad

AMr A iasing

L+ A 2% V2(r+iacos?)
1 _A 0
= : n® = = me = ) (3.3.8)
0 0 V2(r+ia cosd)
2a 0 S S—
A V2(r+ia cos?) sind

komponensei tovabbra is szingularisak, ennél fogva a vizsgalt mezdink is azok lesznek. Ezt egy
(¢ — AL® és n® — A~'n® forgatéssal lehet kezelni. Ez a 1(*) mezékben (r = s felhasznélasaval)
egy @ = A% atskalazasként jelenik meg. Valoban, bemené Kerr koordinatakban felirva az
egyenletet az atskalazott 1;@ mezdre egy a 5, horizonton regularis kifejezést kapunk.
Megjegyezziik, hogy ebben a tetrddban e¢ méar nem tiinik el, igy a kapott egyenletek NP-

formalizmusban méar nem feleltethetéek meg direkt modon a (3.2.41-3.2.44) kifejezéseknek.
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3.3.2. Hiperboloidalis kompaktifikacio

Miel&tt ratériink a koordinaték ismertetésére, felidéziink néhany konform transzformaciokra vonat-
kozo Osszefiiggést Wald konyvének [53] D fiiggelékébdl. Legyen Q egy sima, pozitiv fiiggvény. Ekkor
Gap = 2294, metrikat a g,, metrika konform transzforméltjanak tekintjiik. A GG = ¢%gpe = 0%
osszefiiggés alapjan g% = Q7 2¢%. Egy egyenlet konformisan invarians, ha létezik valés w, hogy
U akkor és csak akkor megoldasa a g,,-vel felirt egyenletnek, ha U = QU megoldasa a gqp-vel
felirt egyenletnek. w-t ekkor a ¥ mezd konform stilyanak nevezziik. Tekintsiik most a tomegtelen
skalarmezore vonatkozo hullamegyenletet, mely a TME specialis esete s = 0 mellett. A vonatkozo

hullamegyenlet bal oldalan all6 kifejezés a kovetkezd modon transzformalodik:

7V Vi = 02"V, Vi 4+ 2w + 1)V V)0
+w Qw—3¢(0)gabvavb9
+ w(w 4+ 1)UV g7 OV, (3.3.9)

Lathatjuk, hogy nincs olyan w, ami mellett az egyenlet konformisan invarians lenne. Kihasznalva

azonban, hogy a Kerr-térid6 Ricci-skalarja elttinik, modosithatjuk az egyenletet a kévetkezé modon:

1
gV, V0 — ER@MO) = 0. (3.3.10)

Ez az egyenlet Kerr-hattéren visszaadja a tomegtelen Klein-Gordon-mez§ egyenletét, amely kon-

formis transzformacio alatt a

~ ~ 1 -~ 1
(gabvavb —~ 6R> QO] =03 [g“bVaVb —~ ER} $© (3.3.11)
moédon viselkedik, vagyis w = —1 konform suly mellett a skalarmezére vonatkozd Teukolsky-
egyenlet konformisan invarians [53]. Araneda [77]| atfogoan vizsgalta a TME konformis transzfor-

maciok alatti viselkedését. Ha a §op = Q294 transzformacio mellett a tetradot fo = 0% = Q 2ne,
m* = Q'me, m' = Q'm® modon valtoztatjuk, akkor a (3.2.1) feltételek teljesiilnek a transz-
formalt vektormezdkre is. Ekkor a (-2, 9D M) és ) valtozok mind w = —1 konform stly
mellett biztositjak a rajuk vonatkozo egyenletek konformis invariancidjat. Latjuk tehat, hogy akér-
milyen koordinatakat is alkalmazunk, a konformis kompaktifikacié miatt egy Q_llz(;) atskalazott
valtozora kell felirnunk majd az egyenletet.

Zenginoglu cikkében [78] egyszert példakon szemlélteti, hogyan lehet olyan koordinatékat be-
vezetni, amik a # 1 fényszerd jovs végtelent egy rogzitett véges radialis koordinata értékre képezi.

Mivel eddig 0, Killing-megfigyels, szeretnénk megtartani ezt az elényos tulajdonsagot. A hi-

perboloidalis szeléseket meghatarozé T' koordinatat a
T =71—h(r) (3.3.12)
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alakban keressiik. A végtelent véges koordinataba leképezd transzforméacié r = Q'R alaki, ahol

Qﬂ+:0,deQ’|]+#O. Q-t [51] és [76] nyomén

1-R?
92

Q

(3.3.13)

modon valasztjuk, igy £+ az R = 1 hiperfeliiletnek fog megfelelni. A h(r) magassagfiiggvény
megvalasztasa soran iigyelniink kell arra, hogy a G, = 92¢a metrika grr komponense regularis

legyen. FEnnek az elvarédsnak a fenti €2 valasztéssal

1 2
b + R

=T @~ 4Mlog |1 — R?| (3.3.14)

megfelel. Az 4j (T, R) koordinatak tehat az [51, 76]-ban is hasznalt

1+ R? )
T=T+ 17 —4Mlog(|1 — R?|), (3.3.15)
2R
= -1 = —0, 1
r=QR= 10 (3.3.16)

implicit Osszefiiggésekkel irhatoak fel. Ezekkel a koordinatakkal a g,, metrika reguléaris az R — 1
helyen. A T = const hiperfeliiletek tovabbra is athatolnak a 7, horizonton és aszimptotikusan

fényszertive valik ahogy kozeliti és metszi £ T-t. A J#, horizont az R = R, koordinatanal talalhato
mig a £t R = 1-nél.

3.3.3. A regularis TME

Az el6z6 fejezetekben lathattuk, hogy ha a (3.2.45) egyenletet szeretnénk megoldani a .7 hori-

zonton és a .t fényszert végtelenben, akkor 1/(*) mezdk helyett a
(T, R, 0,¢) = [r(R) - A*(R) | - (T, R, 9, ) (3.3.17)

valtozokra kell megoldanunk az egyenleteket?. Elvégezve a transzforméciokat és levalasztva az

atskazasok altal faktorizalt szingularis tényezdket a (3.2.45) homogén Teukolsky-egyenlet a

1
A+ BYY
+ CRy ° 8R¢<I>(S) + Cyp - 55 q)(s) +cor - 8T<I)(s) —+ iCTy Yio . aTCI)(S)

8TT<I>(S) [CRR : BRRQ)(S) + CrR - 8TR<I>(S) + Cry - 8T@<I>(s)

+cp - Op®®) + Cyp - &p(I)(S) + o - D) (3.3.18)

alakot 6lti, ahol Y79 és Y5 a 0 spinsilyt gémbi harmonikusok ¢ = 1,2 és m = 0 indexekkel. A csu-

pan R-t6l fliggs egyiitthatok explicit alakjat az A fiiggelékben taldlja az érdekl6dé olvaso. Ezek az

2 Az irodalommal val6 6sszehasonlithatosag kedvéért Q! helyett » = RQ~! faktort hasznalunk.
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egylitthatok regularisan viselkednek mind a horizonton, mind pedig a fényszerd végtelenben. Ezek
a tulajdonsagok lehet6vé teszik, hogy ne kelljen peremfeltételeket hasznélni az (3.3.18) egyenlet
megoldéasa soran.

Megjegyezziik, hogy a 2. fejezetben bemutatott 00 operatort felhasznalva az Gsszes ¥ és ¢
irdnytu derivaltat kifejezhettiik olyan operatorokkal, amiknek a ,Y,™ gdmbfiiggvények sajattiigg-
vényei. Ez jelent6s egyszertsités és egyuttal nagy mértékben javitja a numerikus vizsgalataink

pontossagat, hiszen a szogek szerinti derivaltakat (3.3.18)-ban analitikusan értékelhetjiik ki.

3.4. Megmarado6 aramok

Numerikus vizsgalatoknal kiilonosen hasznos a vizsgalt jelenséghez tartozé megmaradé adram lé-
tezése. A hagyomanyos konvergencia vizsgalatok biztositjak, hogy a diszkretizicié helyes és a
megoldasok tartanak valamely egyenlet analitikus megoldésahoz. Arrél azonban semmit nem mon-
diszkretizaciobol adodo pontatlansag. Egy megmarad6 mennyiség meg nem maradasdnak mértéke,
legf6képp ennek konvergenciija rengeteg hasznos informéciot szolgaltat magarol az implementaci-
orol is. A kovetkezd fejezetekben bemutatunk a TME-hez tartozo két komplex megmaradd aramot,

amelyeket kés6bb arra hasznéalunk, hogy igazoljuk a programunk helyes mtikodését.

3.4.1. Kanonikus megmaradé aramok

Ismert, hogy egy s spinstlyt ¢®) mez6bdl és elsé rendii derivéltjaibol nem épithets fel olyan valos
Lagrange-fiiggvény, ami a (3.2.45) egyenletet adna, mint ¢(*)-re vonatkoz6é mozgasegyenlet [79].

Toth [80] azonban megmutatta, hogy (3.2.45)-6t beillesztve egy egyenletrendszerbe felirhatjuk a
L=—_, 92U 9,0 — 45Ty p&)p(=2) (3.4.1)

Lagrange-fiiggvényt, ahol ;2, = V, + sI,. Erdemes kiemelni, hogy (3.4.1)-nek a (=) és 1)(*)
mogén TME-k. A két mezs, ¥ és (%), altalaban egyméastol teljesen fiiggetlen megoldasok
lehetnek.

Az, hogy a I'* komponensek és ¥, sem fliggenek ¢-t6l és ¢-t6l arra utalnak, hogy a (0;)* és (94)"
Killing-vektormezdk altal generélt transzformaciok szimmetriai a Boyer—Lindquist koordinatdkban
felirt (3.4.1) egyenletnek. Hasonlo modon a 3.3. fejezetben bemutatott koordinata-transzformaciok
elvégzése utan kapjuk a 7% = (0r)* és ¢* = (0,)" Killing-vektormezdket. Ezek a vektormezdk
generaljak a &) — () — ch?9,)*F) alaku infinitezimalis transzforméaciokat, ahol h® a vek-

tormezSk valamelyikét jeloli, ¢ a csoportparaméter. Mivel T* = (0r)* és ¢* = (0,)* Killing-
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vektormezok, (3.3.18) invarians ezen transzformaciokkal szemben. Noether tételének értelmében

ekkor megkonstrualhatjuk a
T% = 99V + 9PV + gL (3.4.2)
kanonikus energia-impulzus-tenzort, aminek a

E* =T%T, = _, 2T 0,0 + . 29T o) =) + TL (3.4.3)
J = Tab@b _ _59a¢(—8)¢babw(s) + S@aw(s)sobabw(—s) + QOQE (344)

kontrakcidival kapott aramok megmaradnak, vagyis V,E* = 0 = V,J* Emlékeztetjiik az olvasot,
hogy a ¥(®) és (=) mez6k egymastol teljesen fiiggetlenek lehetnek. Az egyetlen feltétel, aminek
teljesiilnie kell az aram megmaradasahoz az, hogy mindkettének eleget kell tennie a megfeleld

spinsulyhoz tartoz6 Teukolsky-egyenletnek. Vegyiik észre, hogy s = 0 esetben visszakapjuk a

tomegtelen skalarmezére ismert formuldkat amennyiben (%) ‘s:O =) ‘s:ﬂ teljestl.
Mivel az aramok kovaridns divergenciaja elttinik, a téridé tetszéleges U tartomanyan vett integ-
raljuk is elttinik. A Gauss-tételt felhasznalva ezeket az Gsszefiiggéseket a OU hatarokon értelmezett

mérlegegyenletekké alakithatjuk

/VaE“ —/ n B =0, (3.4.5)

u ou

/VaJ“ :/ ngJ* = 0. (3.4.6)
u ou

Az U tartomanyt minden alkalmazéasban tugy vélasztjuk, hogy (7', R)-ben egy téglalapot jeloljon. A
hatarait egy kezdeti T' = T; és egy végs6 T' = T id6szeletek, valamint egy bels6 és kiils6, R = R;;,
és R = Ry, hiperfeliiletek alkotjak. Jelslje ni) = (dT)a/\/¢"T és nS? = (dR)/\/—gFF a
T = const és R = const hiperfeliiletek egységnormalisait, valamint hy és hi az ezen feliileteken
indukalt metrikdk determinansait. Ezekkel a jelolésekkel az energiara vonatkozo mérlegegyenletek

a kovetkezd alakban irhatoak:

0:/ n{DE*\/|hy| deﬁdgoJr/ nE/|hg| AT d9 dy
T=T; R

—/ nE\/ |yl deﬂdso—/ BB/l dT d9de . (3.4.7)
T:Tf R:Rout

Analog modon, (3.4.7)-ben E* és J* kicserélésével kapjuk az impulzusmomentumra vonatkozo

mérlegegyenletet. Az ngT)E“«/]hﬂ, ngR)E“«/]hR\, ngT)J“\/|hT| és ngR)J“\/|hR\ integrandusok
explicit alakjat a B fiiggelék tartalmazza.
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3.4.2. Adjungalt megoldasok

A (3.4.3) és (3.4.4) aramok felirasahoz egy ¥*) és egy (=% megoldasra egyarant sziikségiink van.
Ez azt jelenti, hogy az igy kapott mennyiség vizsgélatakor egyaltalan nem nyilvanval6, hogy egy
adott jelenséget az alap, vagy az adjungalt megoldas idézi els. Szerencsére Cohen és Kegeles [31],
valamint Chrzanowski [32] talaltak modot arra, hogy a TME egy adott spinstlyhoz tartozé megol-
dasabol az ellentett spinstlyhoz tartozo megoldast allitsanak el. Ezeket alkalmazva egyetlen (%)
megoldas birtokaban is értelmezhetjiik a (3.4.3) és (3.4.4) aramokat. Ebben az alfejezetben bemu-
tatjuk Wald [83] egyszert és elegans interpretaciojat Cohen—Kegeles és Chzranowski eredményeit

illetGen. Az érvelés alkalmazésa és a konkrét formulak a C. fiiggelékben talalhatoak.

Az altalanos érvelés

Vegyiink egy f fizikai mezGt, ami az

E(f) =0 (3.4.8)

lineéris parcialis differencialegyenletnek tesz eleget, ahol £ egy tenzorértéki linearis parcialis
derivalo operétor és az f fiiggd valtozo egy tenzormezs.

Wald [33]-ban azt feltételezte, hogy léteznek—a TME szarmaztatdsa soran implicit modon
alkalmazott— O, ()T és (S linearis parcialis derivalo operatorok, amelyekre a kivetkezs Gssze-

fiiggések teljesiilnek *:
e az f tenzorvaltozot O egy s spinstlyt 1) valtozoba képezi, vagyis

P =©O(5). (3.4.9)

o ()T Teukolsky lineéaris operatora, ami egy (O altal elgallitott s spinstlyt valtozén hat
T ©OO(f) = Oy (3.4.10)
modon.

o végiil a ()S linearis operator jelenit meg minden manipulaciét, amit el kell végezniink £-n,

hogy megkapjuk a )7 Teukolsky operatort, vagyis
WS E(f) = WTWO(f) = DT . (3.4.11)

Ennek két kovetkezménye, hogy

3Megjegyezziik, hogy [93]-hoz képest alkalmaztunk némi valtoztatast a jelolésekben. Egészen pontosan ()0 és
()T szerepét felcseréltiik, mivel alkalmasabbnak tiinik (*}/7-vel a (3.4.10) egyenlet altal meghatarozott Teukolsky

operatort jeldlni.
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—a &, ®WO, OT és 9IS linearis parcialis derivalé operatorok esetén az
©sg = T (3.4.12)

Osszefiiggés teljesiil és

— ha f megoldasa az £(f) = 0 egyenletnek, akkor ¢(*) = )O(f) megoldasa a (T =0
egyenletnek.

Adjungalt operatorok

Tekintsiink egy P linearis operatort, ami n indext tenzormezdket m indexi tenzormez&kbe képez.
A P lineéris operator P adjungéltja, ha m indexd tenzormezéket képez n indext tenzormezskbe

és a V0% teljes divergencia erejéig meghatarozza a

wal...am(fpf)almam _ (PTf)blmbn¢b1...bn — Vaaa (3413)

Osszefiiggés. A P és Q linearis operdtorok kompozicidjara teljesiil az ismerss (PQ)T = QIPT
osszefiiggeés. Egy P lineéris operator 6nadjungélt, ha P = P teljesiil. Ekkor m = n.

A NP derival6 operatorok adjungaltjaira érvényes

Di=—(D+et+e—0—0), (3.4.14)
Al = —(A =~ =5+ p+70), (3.4.15)
Sl=—-0+p-a—71+m) (3.4.16)

Osszefiiggések és (3.2.41-3.2.44) felhasznaldsaval konnyii beldtni hogy [<S>T]T = (=97

Wald elsé tétele

[33] els6 fontos eredménye az, hogy ha 1)~ megoldasa az adjungalt Teukolsky-egyenletnek, akkor
f = ©S1)(=*) megoldasa az eredeti (3.4.8) linearis egyenletnek. A pontos allitas a kévetkezo:
Tegyiik fel, hogy (=) megoldasa az adjungalt Teukolsky-egyenletnek:

©7 =) =0, (3.4.17)

valamint az £ operator énadjungalt, vagyis &1 = £. Ekkor (3.4.12) értelmében az f = ()STy)(=*)

tenzormezd megoldasa (3.4.8)-nak, mivel az alabbi 6sszefiiggés teljesiil:

5((8)8%(’8)) _ gT((S)STw(*S)) _ ((S)SE)Tw(’S) _ ((S)T(S)O)Tw(’s)
= GO (IT9(=9) = 0. (3.4.18)
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Wald masodik tétele

[%3] masodik fontos eredménye az, hogy amikor 1)(~*) megoldasa az adjungalt Teukolsky-egyenletnek,
akkor ¢®) = )0 ( )Sty(=s ) megoldésa a Teukolsky-egyenletnek, vagyis T (*) = 0.
Tegyiik fel, hogy (=) megoldésa az adjungalt Teukolsky-egyenletnek:

(Tt = (| (3.4.19)

Ekkor (3.4.18) értelmében & (“)ST(=*h)) = 0, ami (3.4.12)-vel és € dnadjungéltsagéval egyiitt adja,
hogy ¢®) = O ((S)S Tw(—s)) valoban megoldasa a Teukolsky-egyenletnek, mivel a

(S)T((S)O((S)SW(’S))) — ((8)7'(8)(9) ((S)STQﬂ(*S)) — ((S)SgT) ((S)SW(’S))
= S(g(WSty=)) =0 (3.4.20)

Osszefiiggés teljesiil.

3.5. A perturbaciok hosszutava idéfejlédése

Vizsgalataink soran a ®*) mezdket

maz

(T, R, 0, ) = ZZ@ (T, R) - Y™ (0, ©) (3.5.1)

(=|s| m=—¢

alakban kezeljiik, igy a kinyert informaciok is a ¢, (T, R) egyiitthatokban jelennek meg. Annak
érdekében, hogy a kiilonbozs s, ¢, m indexekkel jellemzett (3.5.1) modusok kozotti csatolasokat
kibogozhassuk, az alkalmazott kezdGadatok minden esetben csak egy gerjesztett modust fognak
tartalmazni. A (3.3.18) TME linearitasa és az s, ¢, m indexekkel jellemzett egy modusos gerjesz-
tések miatt (3.5.1) Osszes modusa osztozni fog ugyanazon s és m értékeken. A tovabbiakban a
kezdGadathoz tartozo ¢ paramétert vesszével fogjuk megkiilonboztetni—vagyis ¢ modon jeloljitk—
mig a vesszltlen ¢ jeloléssel a gerjesztett modusokra fogunk hivatkozni.

A skalarmezoknél tapasztaltakhoz hasonloan a gerjesztett ¢, (T, R) modusokat egy rogzitett
helyen vizsgalva az idéfejlédést egy kezdeti dinamikus szakasz utan egy kvéazinormalis lecsengési
idGszak koveti, majd egy hatvanyfiiggvény lecsengést tapasztalunk. Ez azt jelenti, hogy megfelelGen

nagy T értékek és rogzitett R = Ry mellett a kiillonb6z6 modusok kifejtési egyiitthatoi
¢gm(T7 Ro) ~ Tﬁn (352)

modon csokkennek, ahol n egy pozitiv egész, aminek az értéke fiigghet minden szoba johets pa-

ramétertdl. Ez a kitevs altalaban a kovetkez6 funkcionalis forméval bir: n = n(s, ¢, m,¢'). Ezt a
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12 T B=R . .
——— R =10.5998
14k R =0.6018 | |
R =0.6057 -
16 - R=10.7821 \\ .
R=0.9781 N
A8 —— R=0.9878 |
—— R=1
20 1 1 1 1
1 15 2 25 3 35
logip T
3.2. abra. A s = —1,¢ =1, m = 0 paraméterekhez tartozo kezdeti gerjesztés mellett az £ = 1 modus id6-

beli valtozasa a R = Ry horizonton, R = 1-nél, a jové fényszert végtelenben, és néhany koztes R = const
helyen. A kezdeti kvézinormaélis oszcillaciokat minden rogzitett helyen valamilyen n egésznek megfelels

rataval valo hatvanyfiiggvényszert lecsengés kiveti.

viselkedést illusztralja a 3.2-es abra, amelyen az s = —1, £ = 1, m = 0 modusban jelen 1év6 ger-
jesztések idébeli valtozéasa lathato rogzitett R mellett log-log skalan. A nagy T-nél tapasztalhato
linearis viselkedés mutatja a hatvanyfiiggvény lecsengést.

A kovetkezd alfejezetben roviden attekintjiik az n kitevGkkel kapcsolatos aktualis eredményeket,
majd bemutatjuk a p lokdlisan meghatarozhaté6 mennyiséget, amivel a gyakorlatban kozelitjiik az

n kitevs értékét.

3.5.1. Korabbi analitikus és numerikus eredmények a lecsengésroél

Az aszimptotikus viselkedés vizsgalata soran érdeklgdéstink kozéppontjaban az n = n(s,f,m, (')
kitevg all. Vizsgalataink soran két fiiggetlen korabbi munkara tamaszkodunk. FEzek Hod [34]
analitikus vizsgalatai és a Harms és tarsai [70] altal elvégzett részletes numerikus vizsgalat. Ezek
a munkak fontos tAmpontot szolgaltatnak a lecsengés gyorsasagat illetGen.

Mindkét munka limitalt a célkittizéseiben. A Hod [$4]-ben ismertetett Green-fiiggvényes mod-
szereken alapuld vizsgalata kizarolag olyan kezdSadatokra vonatkozik, amelyekben csak a mezd
id6derivaltja nem elting. Meg kell emliteniink, hogy [76] B fiiggelékében bemutatott hasonlo
analitikus vizsgalatok alapjan bizonyos alesetekben Hod joslatai pontatlannak bizonyultak, ezek

korrekcioi megtalalhatoak ebben a fiiggelékben. Harms és tarsai [70] altal elvégzett numerikus
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vizsgalatok szintén korlatozottak abban az értelemben, hogy néhany kivételes esettdl eltekintve

csak tengelyszimmetrikus konfigurécidkat vizsgaltak.

Mindezek mellett ez a két munka kiegésziti egymast és egyiitt fontos utmutatast adnak szé-

munkra a vizsgalataink sorédn, valamint az eredmények Osszevetése kapcsan. Alabb Osszegezziik

[76,

| legfontosabb eredményeit. A tisztan dinamikus kezdGadatok esetében (amikor a kezdadat-

ban csak a mez6 idéderivaltja nem tiinik el) a Green-fliggvényes érvelés és a numerikus vizsgalatok

altal nyert ismereteket a kovetkezé modon foglalhatjuk Gssze:

(1)

A S, horizonton, R = R, mellett

U+0+3+«, ha 0 =/,
nlp, =40 +0+3+a—0, ha 0/=40(+1, (3.5.3)
C+0+1+«, ha ¢/ > /ly+1,
ahol ¢y = max{|m|,|s|} az adott s és m mellett elérhets legkisebb ¢, és @ = 0 minden

esetben kivéve ha s > 0 és m = 0 mikoris a = 1. Azt talaljuk, hogy § = 1 Hod [31]
analitikus érveléseiben, de [76] numerikus eredményei arra utalnak, hogy legalabb az m = 0

esetben a helyes érték 6 = 0.

Egy koztes helyen, ahol R, < R < 1, n értéke leolvashaté (3.5.3)-bol az aw = 0 helyettesitéssel,

vagyis
U+ 043, ha ' =/,
nlg=q0+(+3-5, ha €=/ +1, (3.5.4)
U+0+1, ha ¢ > /ly+1.
(3.5.3)-hoz hasonloan 0 = 1 [31]-ben; ekkor azonban Harms és tarsai [70] B fiiggelékében

ramutatnak egy alesetre, ami Hod szamitasaibol hianyzik. Ennek eredményeként 6 = 0 ha

m = 0. Ez a korrekcié konzisztens [76] numerikus eredményeivel.
R = 1-nél, ami a jovs fényszerid végtelent, .# -t jeleniti meg:

{—s+2+4+~v, ha /' </l+1,
nlp=1 = (3.5.5)
0 —s, ha ¢/ >/(+1,

ahol v = 0 minden esetben, kivéve ham =0, ¢’ = {4+ 1, és { = (g, ekkor v = 1. Elting ~-val
(3.5.5) visszaadja Hod [34] eredményeit; azonban [70] B fiiggelékében a szerzék ramutattak
egy elmulasztott alesetre Hod érvelésében, amit v bevezetésével orvosolhatunk. Ezt a javitast

szintén igazoltak |70] eredményei.
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Habér a [76]-ban bemutatott numerikus eredmények t6bbnyire tengelyszimmetrikus konfigu-
raciokat irnak le, van két adatsoruk, amelyek nem-tengelyszimmetrikus tisztan dinamikus kezdé-
adatbol indulnak ki s =0, m =1 és s = —2, m = 2 gerjesztett modusokkal. Az ezekbdl kinyert

kitevék Osszhangban vannak Hod joslataival [84, 85].

Sztatikus kezdSadatok esetében (amikor a kezdGadatban a mez§ idéderivaltja elttinik) csak
Harms és tarsai [76] empirikus eredményeire hivatkozhatunk, ahol ezek az eredmények tengelyszim-
metrikus, m = 0 konfiguraciokra vonatkoznak. [76] ide vonatkoz6é megallapitasait igy foglalhatjuk

ossze:
(1) A J#, horizonton, R = R, -nél,

U'+0+34+a«a, ha 0'=]|s|,
nlr, = (3.5.6)
U'+0+4+2+4+a, ha 0'>]|s],

ahol & =0 s = 0 esetén és a = 1 egyébként.

(27) Akarmelyik kozbiilss, R, < R < 1, helyen n értékeit (3.5.6) adja meg azzal a kiilénbséggel,
hogy o = 0 minden esetben, vagyis
0'+0+3, ha 0'=|s]

U'+0+2, ha ('>]|s|.

(3’) R = 1-nél,

{—s+2, ha "</,
n|r=1 = (3.5.8)
¢ —s+1, ha 0'>/¢.

Mivel az el6z6 alfejezetekben felvazolt analitikus és numerikus eljarédsok lehetévé teszik nem-

tengelyszimmetrikus konfiguraciok vizsgalatat, az egyik {6 motivacionk, (3.5.6)—(3.5.8) megerdsi-

tésén til, ezen Osszefliggések altalanositdsa nem-tengelyszimmetrikus konfiguraciokra.

3.5.2. A lokalis lecsengési egyiitthato

Ahogy azt kordbban emlitettiik a gerjesztett modusok egy hosszan tarté kvazinormalis lecsengés
utan atvaltanak egy hatvanyfiiggvényszerd ¢, ~ T~ " lecsengésre |51, 70, 84]. A probléma az n
kitevs értékének a meghatarozasa. A gyakorlatban az n lecsengési egyiitthatok értékét aszimp-

totikusan, nagy T mellett kozelitd p lokalis lecsengési egyiitthato (LPI) értékét vizsgaljuk. p-t a

L Olol . Re(9) Re(or) +Im(0) Tm(or)
T Qe(@)f + Om(@)

(3.5.9)
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logaritmikus derivalt definialja, ahol az egyszertiség kedvéért ¢, ¢ és m multipél indexeit elhagy-
tuk. Megjegyezziik, hogy n-hez hasonléan a u lokélis lecsengési egyiitthato is fiigg a helytdl és a

részt vevé modusok s, £,m, és ¢’ indexeitdl is [51, 76].

3.6. Alkalmazott numerikus modszerek

Ebben az alfejezetben réviden ismertetjik a (3.3.18) egyenlet numerikus integralasa soran alkal-
mazott eljarast. A 3.6.1 alfejezetben a harmonikus gombfiiggvényeken valé kifejtés hatasait tér-
gyaljuk, a 3.6.2 alfejezetben pedig az ebben a kontextusban alkalmazand6 kezdSadatok tipusait
mutatjuk be. A 3.6.3 alfejezetben kitériink a kapott parcialis differencidlegyenlet-rendszer diszk-
retizaciojanak modjara, végiil a 3.6.4 alfejezetben megadjuk az alkalmazott paraméterek konkrét

értékeit.

3.6.1. Multipélus kifejtés

(3.3.18) megoldésa soran a &) valtozonkat (3.5.1) médon kifejtjiik ,Y;™ s spinstlyt gémbi har-
monikusokon. Ennek eredményeként (3.3.18) (1 + 1)-dimenzios lineéris hullamegyenletek csatolt
rendszere lesz ¢, (T, R) kifejtési egyiitthatokra, ahol a szogek szerinti derivaltakat analitikusan
értékeljiik ki a 3, O operatorok alkalmazasaval (részletekért visszautalunk a 2. fejezetre). Az Gsszeg-
zés 0 = |s|-t6l egy adott £ = {4, értékig megy, amit elég nagynak valasztunk, hogy a levagasi hiba
az elvarasainknak megfelels (gyakorlatilag a numerikus pontossaggal megegyezd) alacsony szinten
maradjon.

Megjegyezziik, hogy a Fourier-analizis soran a TME szogfiiged részének sajatfiiggvényei nem
a spinsulyozott gombfiiggvények, hanem a spinstlyozott szferoidélis harmonikusok. Casals és tér-
sai [30]-ban megmutattak, hogy ha spinsulyozott szferoidalis harmonikusok helyett spinstlyozott
gombi harmonikusokat hasznalunk a kifejtés alapjaul, az a komplex Green-fiiggvényben vagasok
megjelenését okozza. Az integralas sordn azonban ezen vagasok jarulékai kiejtik egymaést és a
Green-fliiggvény alakja ugyanaz lesz mintha szferoidalis harmonikusokkal szamoltunk volna. Ez
alatamasztja, hogy spinsilyozott gombi harmonikusokat hasznalhatunk spinstlyozott szferoidalis
harmonikusok helyett. Mivel ez utobbiak maguk is kifejthetGek gémbi harmonikusokkal, a lecsen-
gési egylitthatok tekintetében elmondhatjuk, hogy a leglassabban lecsengé moédusok lecsengési

rataja érzéketlen a kifejtés alapjanak megvalasztasara.

3.6.2. Az alkalmazott kezddadatok

A ©©) mez6 (3.3.18) idéfejlédésének meghatéarozéasa soran sziikséges kezddadatot megadnunk. Ez

olyan médon torténik, hogy valamely T' = Tp (€ R) kezddfeliileten megadunk egy (¢(*), gbg‘f )) fligg-
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vénypérost. Akkor mondjuk, hogy a ®©) a (3.3.18) egyenlet a (¢*, ¢§f)) fliggvényparoshoz, mint
kezdSadathoz tartozé megoldéasa, ha ¢®) = ®©)|_p, és gzﬁgf) = (07p®®)|r_g, feltételek teljesiilnek.
Amint a 3.5. alfejezetben mar jeleztiik, az alkalmazott kezdGadatok minden esetben csak egy
gerjesztett modust fognak tartalmazni. Ezen feliil a kezdSadatok vagy ,sztatikusak” vagy ,tisztan
dinamikusak” lesznek.

Ennek megfeleléen valamely rogzitett s,¢,m indexek mellett egy egy modusos gerjesztést
(¢, qbgf)) kezdGadatot sztatikusnak (ST) hivunk ha

(ST) : ¢(8)<R7 197 30) = ¢€m<T07 R) : snm(197 @) (361)

YR, 0) =0,

mig tisztan dinamikusnak (PD) hivunk ha

ON(R, 9, ) =

(PD) : 4 .
o7’ (R0, 0) = (¢7)e" (To, R) - Y™ (9, )

(3.6.2)

teljestil a T' = Tj kezddfeliileten, és sem (3.6.1), sem (3.6.2) esetében nincs Gsszegzés az indexekre.
Emlékeztetjiik az olvasot, hogy (3.5.1) Osszes modusa osztozni fog ugyanazon s és m értékeken és a
kezdGadathoz tartozo ¢ indexet vesszével kiilonboztetjiikk meg (') a gerjesztett modusok indexeitél.

A kezdGadatok el nem tiné részének—sztatikus esetben ¢p™(Tp, R) mig tisztan dinamikus
esetben (07¢)y™(Ty, R)—R-fiiggését egy ¢ és w paraméterekkel ellatott bump fiiggvénnyel adjuk

meg:

%GXP<_R7ciw/2+R7;w/2+%>’ ha c—w/2<R<c+w/2,

B(R) = (3.6.3)

0, egyébként.

Megjegyezziik, hogy B(R) egy kompakt tartoju sima fiiggvény, aminek a paramétereit vizsga-

lataink sordn ¢ = 0.7 és w = 0.1 médon rogzitettiik.

3.6.3. Diszkretizacios eljaras

(Or)e™ = Ordd™ és (Pr)™ = Orp™, mint tovabbi fiiggd valtozok bevezetésével elsrendii egyenle-
tek erésen hiperbolikus rendszerét kapjuk, ami a kifejtési egyiitthatokbol alkotott vektorra hat. Az
igy kapott egyenleteket a numerikus kédunk a vonalak modszerével oldja meg [37]. Ekkor elsd 1é-
pésben csupan az R valtozoban diszkretizalunk, majd az igy kapott kézonséges differencialegyenlet-
rendszert a negyedrendd Runge-Kutta modszerrel integraljuk.

A térbeli diszkretizacio soran egy R € [Ry, 1] intervallumot, ahol Ry < R, gy osztunk egyenld

részekre, hogy az [R,, 1] intervallumon adott szamu racspontunk legyen AR lépéskozzel. A Ogf
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derivaltakat a szimmetrikus, negyedrendben pontos

fi—e — 8fic1 + 8fit1 — firo
12AR

E)Rf(T, R) 0,8 (364)

operator kozeliti a racs kozepén, mig a széleken a vonatkozé aszimmetrikus stencilt alkalmazzuk.

A Kreiss—Oliger—Gustafsson konyv [37] szerint ezek a diszkretizaciok altalaban instabilak, ezért
a negyedrendd R-beli diszkretizacio esetén sziikséges az egyenletekhez adni egy 6todrendd mester-
séges disszipaciot, ami stabilizalja a rendszert:

fies —6fia +15fi1 —20f; + 15f;41 — 6 fira + firs
o AR ’

(3.6.5)

ahol a o valtozo hatarozza meg a disszipacié erésségét. A mi esetiinkben o-t olyan modon irtuk fel,
hogy a racs szélein eltlinjon és onnan befelé 15 racsponton keresztiil simén érjen el egy og értéket.

Az ilyen modon kapott kozonséges differencidlegyenlet-rendszert a jol ismert negyedrend Runge—
Kutta integratorral oldjuk meg. Az integralas soran figyelniink kell a Courant—Friedrich-Levy-
feltételre [37]. Ez azt jelenti, hogy a numerikus fénykapnak teljes mértékben tartalmaznia kell a
fizikai fénykupot. A gyakorlatban a megengedettnél joval 6vatosabbak voltunk ebben a tekintet-
ben.

A konvergencia vizsgalata soran (3.4.7) értelmében integralunk egy adott téridGtartoméany ha-

tarain. Ezen T és R szerinti integrélokat a negyedrendben pontos

n/2—1 n/2

/znf(x)dng Jo+2 Z f2i+4z.f2i—1+fn =
o =1 =1

= g[fo +4fi+2f+4fs+ ... +4fas1 + fu]. (3.6.6)

kompozit Simpson-modszerrel kozelitettiik.

3.6.4. A bemeneti paraméterek

A legtobb numerikus szimulacionk soran a Kerr-hattér paraméterei M = 1 és a = 0.5 modon ke-
riiltek rogzitésre. A (3.5.1) multipdl kifejtés levagasara £, = 8 kielégitének bizonyult a megfelels
pontossig eléréséhez. Néhany kisérlet /,,,. megduplézasaval azt mutatta, hogy az eredményeink
pontossagat nem a levagas értéke korlatozza. Ez arra utal, hogy a sugér iranyt diszkretizaci6 és
az aritmetika pontossaga sokkal nagyobb hatassal van az el6fordul6é hibakra, mint ¢,,,, értékének
esetleges rossz megvalasztasa.

Voltak olyan szimulaciok, amikor 1024 radialis racspont hasznalata az [Ry, 1] intervallumon
(lasd 3.3. abra) tokéletesen kielégitének bizonyult, azonban legtobb esetben 2048, illetve néhény

kivételes esetben 4098 réacspont hasznélatara volt szitkség. Az alkalmazott numerikus pontossagot
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3.3. dbra. LPI T fiiggése az £ = 1 gerjesztett modus esetén kiilonbo6zs felbontasok mellett. Az alkalmazott
sztatikus gerjesztés multipol indexei s = 1, ¢/ = 1, m = 1 voltak. Lathatjuk, hogy 512 racspontos felbontas
mellett még sejtésiink sem lehet az LPI helyes értékér6l. Az is nyilvanvalo, hogy az alkalmazott rdcspontok

szamanak novelésével i értékét egyre pontosabban olvashatjuk le.

illetGen a legtobb szimuladciénkban elegendének bizonyult a long double aritmetika. Mindamellett
az s spin paraméter negativ értékei mellett a (3.5.9) egyenlet altal meghatarozott LPI értékeket
minden esetben nehezebbnek taldltuk megallapitani és a szamitési szempontbodl sokkal dragabb
quadruple pontossagu aritmetikat kellett hasznalnunk. Sajnalatos modon negativ s értékek mel-
lett még a quadruple pontossag sem minden esetben tudta garantélni elég sokaig a kell6 pontos-
sagot, ami sziikséges feltétele, hogy hatarozott kovetkeztetéseket vonjunk le a kései lecsengésrdl.
Sok esetben a vonatkoz6 LPI értékét annak ellenére sem tudtuk meghatérozni, hogy pozitiv spin
paraméter mellett az LPI értékét elég pontosan megkaptuk long double pontossag és altaldban

alacsonyabb térbeli felbontas mellett is.

3.7. Energia és impulzusmomentum megmaradas

Az alfejezet els6 felében a mérlegegyenleteket fogjuk felhasznalni arra, hogy demonstraljuk a ko-
dunk helyességét. Ehhez harom kiilonb6z6 modon szamitjuk a (3.4.3) energidkat és (3.4.4) impul-
zusmomentumokat, majd megmutatjuk, hogy a felbontés novelésével mindharom esetben az elvart
modon javul az eredmény. Ezek utan parhuzamba allitjuk a (3.4.3)-mal és (3.4.4)-gyel meghaté-

rozott energia és impulzusmomentum viselkedését a tomegtelen skalarmezd energidjanak [51]-ben
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targyalt viselkedésével.

3.7.1. Az adjungalt megoldasok

Miel6tt ratériink a konvergencia vizsgalatara, felidézziik az energiara és impulzusmomentumra
hasznalt kifejezéseink néhany tulajdonsagat. Elgszor is felidézziik, hogy a (3.4.3) és (3.4.4) kifeje-
zésekben szerepls ¢(®) és 1(—*) mez6k altalaban egymastol teljesen fiiggetlenek. Ebbdl kivetkezden
a (3.4.3) és (3.4.4) kifejezések linearisak a mezékben, vagyis ha akar 1), akar ¢(=*) esetén alkal-
mazunk egy konstans ¢ atskalazast, £* és J* értékei is €-szeresére valtoznak. Kz akkor vélik
igazan jelentGssé, ha észrevessziik, hogy a 3.4.2. fejezetben ismertetett eljaras esetén megtehet-
jik, hogy egy konstans szorzot tetszés szerint belefoglaljunk az operatorok definicidjaba. Ezek
kovetkeztében az adjungalt megoldas csak egy konstans szorzo erejéig van definidlva és igy az
energia és impulzusmomentum is csak egy konstans szorzo erejéig meghatarozott. Mint latni fog-
juk, a konvergencia fokanak megallapitasa szempontjabol ez a szabadsdg nem héatraltato tényezd,
de megfeledkezve errdl a jelenségrsl, latva a numerikus hiba nagysagat, az olvas6 azt gondolhatna,

hogy az eredményeink nincsenek annyira pontosak, mint ahogy allitjuk.

40

95 x O(Ty, R) ——
—o-(T}, R) ——

30 |

20

10 |

-10

_20 1 1 1 1 1 1 1 1
055 06 065 07 075 08 0.85 09 095 1

R

3.4. abra. Az s =1, ¢/ = 1, m = 1 indexekkel meghatarozott sztatikus gerjesztés és a hozza tartozo
adjungélt megoldas T = Ty-ban. Az dbran lathatd, hogy az adjungalt megoldéas akar egy nagysagrenddel

is nagyobb amplitidoval rendelkezhet, mint az alapjaul szolgalé megoldas.

Ezt a megallapitast tdmasztja ala a 3.4. abra tartalma. A képen lathatd elektromégneses
gerjesztés adjungaltjanak amplitaddja tobb, mint 25-szorose az eredeti gerjesztésnek. Ez az eset

kordntsem kirivo: gravitacios perturbéciok esetében tobb nagysagrend is lehet az eltérés. Ez a
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jelenség felnagyitja a mérlegben jelentkezd hibat, ezért fontos tudatositunk, hogy az energia és

impulzusmomentum abszolit értékének nincs jelentGsége.

3.7.2. Konvergencia

Ahogy [80]-ban lathattuk, a Teukolsky-egyenlet minden s és —s spinstlyt megoldasparjahoz létezik
energia és impulzusmomentum tipustu kanonikusan megmarad6 aram. Mivel a hozzajuk tartozo E*
és J* vektormezsk divergenciamentesek, vagyis V,E* = 0 és V,J* = 0, és természetiiknél fogva
komplexek, ezek biztositanak szamunkra két komplex mérlegegyenletet, ahogyan azt (3.4.7) és az
E vektormezd J%-val valo felvaltasa utan kapott analog osszefiiggés mutatja. Mindent egybevetve
a két komplex mérlegegyenlet valos és képzetes részeit véve 6sszesen négy valos mérlegiink van. Ez
a négy Osszefiiggés—a hagyomanyos numerikus konvergencia-probékkal egyilitt—fontos igazolasat

nyudjtja a numerikus eredményeink helyességének és robosztussaganak.

Ebben az alfejezetben az energiara és az impulzusmomentumra vonatkozo mérlegeket alkalmaz-
zuk harom kiilonb6z6 modon. Az elss esetben a () és 1)(~%) adatsorok kozti kiilonbség kimeriil
abban, hogy a kezdSadatokban az s — —s, m — —m cserét végrehajtjuk. Ez a minimélis modosi-
tas annak érdekében, hogy a mérleg ne legyen azonosan nulla a Gaunt-egyiitthatok tulajdonsagai
miatt. A maéasodik esetben az elgbbieken tul megvaltoztatjuk a masodik (s = —1-hez tartozo)
kezdSadat centruméat ¢ = 0.7-r6l ¢ = 0.9-re. Ez még mindig egy apré valtoztatas annak fényében,
hogy a két megoldas egymastol teljesen fiiggetlen is lehet. A harmadik esetben elgallitjuk az s = 1-
es megoldashoz tartozoé adjungalt megoldast. Ekkor egy konstans szorzofaktor erejéig hatéarozzuk
meg a megmarad6 aramokat, mivel az adjungalt megoldas szamszorosa is megoldasa a TME-nek.

A 3.5-3.8. abrak paneljein a

5E:/ ne B, 5J:/ NgJ” (3.7.1)
ou ou

numerikus hibak valos és képzetes részeinek idéfiiggését lathatjuk. A téglalap alaka U integralasi
tartomany hatérait a kovetkezd négy feliilet adja: a kezdd idGszelet, T = T;, egy fut6 T idGszelet és
két fényszerd henger, a horizonton R = R, és a R = 1 jovs fényszerd végtelenben. Megjegyezziik,
hogy analitikus alapokon a (3.7.1) mérlegegyenletekben szerepls JE és 0.J integraloknak azonosan
el kell ttnniiik. Ennek megfelel6en, ha az implementacio helyes, kicsiknek kell lenniiik (és annak
is kell maradniuk).

Fontos hangsilyoznunk, hogy a 3.5-3.7. &brak minden paneljén az el6bb emlitett id6fiiggs
mennyiségeket harom kiilonbo6z6 radialis felbontéas, 1024, 2048, 4096 racspont hasznalata mellett ab-
razoltuk. Ebben a tekintetben a 3.5-3.7. 4brak nem csak azt mutatjak meg, hogy a (3.4.5) és (3.4.6)
mérlegek valos és képzetes részei megfelel6 pontossaggal teljesiilnek, hanem azt is, hogy a nume-

rikus implementacionk—a 7' — R szekcioban alkalmazott negyedrendd Runge-Kutta-integratortol
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. ) o o (d) A §J impulzusmomentum-mérleg IJm(8.J) képzetes részének
(C) A ¢J impulzusmomentum-mérleg Re(dJ) valos részének ids- A e o
. e . id6fliggése harom kiilonbo6zd felbontas mellett. A hiba jo kozeli-
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téssel negyedrendd.

3.5. dbra. A §F és 0J energia- és impulzusmomentum-mérleg valos és képzetes részeinek idéfiiggése
kiilonboz6 radiélis felbontas mellett abban az esetben, amikor az s = —1-es megoldés az s = 1-es minimalis

valtoztatasaval allt els.

elvarhato moédon—valoban negyedrendben konvergal mindharom esetben. Azért, hogy ez jobban
lathato legyen, a 2048 és 4096 racspont hasznélata mellett kapott 6 F és 0J numerikus értékeit
felszoroztuk 16-tal, illetve 256-tal.

Hasonléan a 3.8. abréan a 6 F mérleg valos részében taldlhato hiba becsiilt értékeit abrazoltuk
kilonbo6z6 £, levigisok mellett a minimalisan moédositott kezdSadattal kapott —s-es megoldas

hasznalataval. Egy pontosabb 0E, . s és egy pontatlanabb 0F, . adatsor esetén 0 Fy, . hibajat

mazx
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2.5x107

T
2x107 . . 1024 ——
) 1024 —— 2407 - (16) 2048
7L 16x) 2048 B
6x10 (é 6X)> - 15x107 b (256) 4096 ——— -
56 ) 4 —_—
4107 F b 1107 - b
[ 8
. S L i 5x108 - b
EE 2x10 <
=, & ° i
e -5x10°8 7
-2x107 7
-1x107 7
-4x107 b -1.5x107 - b
6x107 |- ] 2407 i
; ‘ . . -2.5x10°7 . . .
-8x10° 8 9 10 1.1
0 8 9 10 1

(a) A SFE energiamérleg Re(dE) valos részének idsfiiggése harom

kiilénb6z6 felbontés mellett. A konvergencia iiteme 4.

(b) A OE energiamérleg Jm(JE) képzetes részének idsfliggése

harom kiilénbo6z6 felbontas mellett. A konvergencia iiteme jé ko-

zelitéssel 4.

3x108 T T 1x107 T T T
. 1024 —— 1024 ——
2507 (16x) 2048 8x108 - (16x) 2048
8 | 56 ) 4096 i 256 ) 4096 ———
2x10 (256 ) 4096 6108 - (256 ) 4096 |
1.5x108 | B
4x108 - B
= aod g ~
< ° 2x108 - -
2 5x10° F E
& /\ S 0 i
0 \ i
-2x10°8 B
-5x10® B
-8 -
Axi0® L | -4x10
-1.5x10°8 i 6x1078 4
_leo-ﬂ L L L -BXIU'B L L L
0 8 9 10 11 0 8 9 10 1

(C) A §J impulzusmomentum-mérleg Re(dJ) valos részének ids-
fiiggése harom kiilonbo6z6 felbontas mellett. A konvergencia lite-

me néhany helyen jobb, mint 4.

iiteme néhany helyen jobb, mint 4.

id6fliggése harom kiilonbozs felbontas mellett.

(d) A §J impulzusmomentum-mérleg Jm(§J) képzetes részének

A konvergencia

3.6. dbra. A §F és 0J energia- és impulzusmomentum-mérleg valos és képzetes részeinek idéfiiggése
kiilonb6zd radialis felbontas mellett abban az esetben, amikor az s = —1-es megoldas az s = 1-es nagyobb

mértéki valtoztatasaval allt els.

_ 0B — 0B, vo0
OE 0060
kifejezéssel kozelitjik. A 3.8. abran £,,.. = 4,5,6,7 esetén kapott becsléseket lathatunk, amik

Ltrae bt (3.7.2)

exponencialis csokkenése osszhangban van az alkalmazott spektralis modszerek alapjan vart kon-

vergenciaval.
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2x10°6 T T T T

0.0005 ; . . ‘ .
1024 —— oo —_
0 (16x) 2048 i 1x106 (16%) 2048
(256 ) 4096 (256X ) 4096 e
] 4 —
-0.0005 | ol |
=)
g iy S 13106 | |
"Q ~—
Z 00015 ng
&7 -2x10°6 H |
-0.002 i
-3x10°6 |
-0.0025 i
-4x10°6 - |
-0.003 i
-5x10°6 ! L L L i | . ) . )
-0.0035 : ! : ‘ ! L L ! | ! 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 T

b) A sE iamérleg Jm(8E) képzetes részének idofiigge

(a) A SFE energiamérleg Re(dE) valos részének idsfiiggése harom ( ) o en"erglamer 8 (0F) kepaetes resze.ne" 16e u.gge?e
el ] o harom kiil6nb6zs felbontas mellett. A konvergencia iiteme jo ko-
kiilonb6z6 felbontas mellett. A konvergencia iiteme 4. ltéssol 4
zelitéssel 4.

5x107 T T T T T 0 T T T T T
1024 ——— 1024 ———
0 (16%) 2048 15105 | (16x) 2048
<\ anan 0565 ) 400G
507 L (256x) 4096 —— | (2563) 4096 ——
2x10°° .
-1x10°% |- R
— —
H
2 -1.5x10°% |- i S -3x105 i
= g
& 2x10°% - 7 o -4x10°° H 7
-2.5x10°% |- g
-5x10° - .
-3x10°% - B
| -5 4
35008 | g 6x10
-4X10'5 1 1 L L 1 L L L L 1 -7)(10'5 L L L 1 1 L L 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
T T
(C) A ¢J impulzusmomentum-mérleg Re(d.J) valos részének ids- (d) A §J impulzusmomentum-mérleg IJm(8.J) képzetes részének
fiiggése harom kiilonbo6z6 felbontas mellett. A konvergencia lite- id6fliggése harom kiilonbozs felbontas mellett. A konvergencia
me kozel 4. iteme 4.

3.7. 4bra. A §F és §J energia- és impulzusmomentum-mérleg valos és képzetes részeinek idsfiiggése
kiilonboz6 radidlis felbontas mellett abban az esetben, amikor az s = —1-es megoldas az s = l-eshez

tartoz6 adjungalt megoldas.

3.7.3. Energia és impulzusmomentum aramlasok

s # 0 esetén E® és J* fizikai értelmezése nem magéatol értetddd, ezért érdekes lehet ezen energia
és impulzusmomentum tipust mennyiségek adramlasat vizsgalnunk. Miel6tt erre ratérnénk, ismét
hangsilyozzuk, hogy az s = 0 spinsilyt esettdl eltekintve ezek az dramok nem egyes mez6kre,
hanem a Teukolsky-egyenlet s és —s spinsulyt megoldasainak kombinaciéjara vannak értelmezve.

Ebben a fejezetben az s = 0 esethez vald hasonlosaga miatt azt az esetet fogjuk vizsgalni, amikor
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1x107
1x108
1x1079 |
1x1010
1xiot
1x1012

1x1013

leU'M I I 1 1 1 I 1 1 1 I

3.8. dbra. A Re(JF) energia-mérleg becsiilt 2

az esetben, amikor az s = —1-es megoldas az s = 1-es minimélis valtoztatasaval allt els.

s¢ hibajanak idsfiiggése kiillonb6zs £,,,4, mellett abban

max;

a —s spinsulyu megoldast a kezdSadatban alkalamzott s — —s és m — —m cserékkel allitjuk els.

A 3.9. 4bra paneljein az

@@Tz/ nDE*\/|hp| dR Y de, /Tz/ n{T e/ |hr| dRdY dy (3.7.3)
pae b))

T

teljes energia és impulzusmomentum valos és képzetes részeit (ahol X7 a T = const szeleteket

jeloli) és a hozzajuk tartozo

ﬁE:/ nBE/|hg| AT d¥dp and %:/ n) g\ /|hg| AT d9 dy, (3.7.4)
C C

Ylr,T Ylr,T

aramok valos és képzetes részeit abrazoljuk, amelyeket a Ry x [T}, T'] horizontot jelképezd hengeren
és a Ry+ x [T;,T) jovo fényszerd végtelent jelképezs hengeren kell kiértékelni. Az abrék az id6-
fejlédésnek csupan korai szakaszat mutatjak, de a folyamatok 99%-a ezen idSintervallumon beliil

jatszodik le, ennél fogva ezek az abrak informativak karakterisztikus jellemzdk tekintetében.

Habar a Teukolsky-egyenlet s és —s spinstilyokhoz tartozé megoldasai elvileg lehetnének tel-
jesen fliggetlenek, a szimulacioink soran ugyanazon R fliggs (3.6.3) radialis profilt hasznéaltunk és
ugyanazon, 3.6.2. fejezetben leirt paramétereket adtuk meg. Talan ennek tudhaté be a meglepd
hasonlosag az energia és impulzusmomentum tipust aramlési folyamatok valds részeit abrazolo
3.9(a) és 3.9(c) abraink és [71] ennek megfelels (5) és (7), valodi, s = 0 skalarmezdre vonatkozo

energia és impulzusmomentum aramlasat megjelenité abraihoz.
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(a) A &7 teljes energia Re(&r) valos része és a F g integralt ener-
giadram Ry és .# 1 helyeken mért Re(Fg) valos részei. Lathato,
hogy el6szor a kezdGadat energiatartalmanak nagyjabol fele tavo-
zik a kiils§ kommunikaciés tartomanybol a feketelyuk esemény-
horizontjan at. A maésik fele kicsit késébb a £ T jovs fényszerd

végtelenen at tavozik.

0.06 T T T

0.05 -

0.04 =

0.03 -

0.02 -

0.01 -

-0.01

-0.02 | 1 | | 1 1 |

(C) A gt teljes impulzusmomentum Re(_#7) valos része és a
Z 7 integralt impulzusmomentum-aram Ry és .# T helyeken mért
Re(.F5) valos részei. Az impulzusmomentum jelentGsen csokken
a feketelyuk eseményhorizontjan 4t majd némi negativ aramot 1a-
tunk a fényszerid végtelenbdsl. Ennek kdszonhetSen T = 10 koriil
tobb a rendszer impulzusmomentuma, mint a végtelenben megje-

leng aram el6tt kozvetleniil, példaul 7' = 5 koriil.

3.9. abra.

0.08 T T

0.04 -

0.02 -

0.06 1 1 I I

(b) A &r teljes energia Jm(&r) képzetes része és a F g integralt
energiadram R4 és £ 71 helyeken mért Jm(.Fg) képzetes részei.
Két kiugrast latunk pontosan akkor, amikor a hullamcsomagok
tavoznak az eseményhorizonton és a jovs fényszerid végtelenen at.

Ezektdl eltekintve az aramlasi folyamatok kis skalakon maradnak.

(d) A 77 teljes impulzusmomentum Jm(_¢7) képzetes része
és a . integralt impulzusmomentum-aram Ry és .# T helyeken
mért Jm(F ;) képzetes részei. A veszteségek itt a valos résznél
tapasztaltakkal ellentétes elGjeliiek, vagyis a horizonton at negativ
Ezek

a veszteségek majdnem Kkiiiritik az impulzusmomentum képzetes

impulzusmomentum tavozik, mig a végtelenben pozitiv.

részét.

Az &1 teljes energia, a _Zr teljes impulzusmomentum valds és képzetes részei, valamint

a hozzajuk tartozé6 Fp és F; aramok képzetes és valos részei. Az abrakon az idéfejlédésnek csak a
kezdeti szakaszat lathatjuk, de azt tapasztaljuk, hogy a szdmottevd dinamikai folyamatok akar 99%-a

ekkor jatszodik le.
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Az alfejezet zarasaként megjegyezziik, hogy érdekes lehet tudni, mi torténik, ha a hattér Kerr-
térids rotacios paraméterének elGjelét a — —a modon megvéltoztatjuk. Erdekes modon ez a
transzforméacio csak a kovetkezd két tiikrozésre vezet. Egy tiikrozést tapasztalunk a &7 teljes ener-
gia Jm(&7) képzetes részében és a R, és T helyeken kiértékelt Zg integralt energiadram Jm(.%g)
képzetes részében. Ezzel analég modon tiikrozést tapasztalunk a _Zrp teljes impulzusmomentum
MRe(_Fr) valos részében és a Ry és ST helyeken kiértékelt % integralt impulzusmomentum-aram
MRe(F;) valos részében. Az impulzusmomentum valos részénél tapasztalt el§jelvaltas Osszhang-
ban van az intuiciéval, hiszen a forgasi paraméter a — —a megvéltoztatasa utan a feketelyuk a

Teukolsky-egyenlet s és —s spinsilyt megoldasaihoz képest ellentétesen fog forogni.

3.8. Lecsengési egylitthatok

A kovetkezd alfejezetekben az LPI egyiitthatok meghatarozasara vonatkozo numerikus eredmé-
nyeinket fogjuk bemutatni. ElGszor az igy kapott LPI-ket tablazatokba rendezziik, utana roviden

osszefoglaljuk a megfigyeléseinket és kovetkezményeiket.

3.8.1. Az LPI-k elrendezése

Az LPI-ket tartalmazo6 téablazatokat a szoba johetd paraméterek kiilonféle értékei mellett adjuk
meg. s = =+1,+2 spinsily mellett a gerjeszts ¢ és gerjesztett ¢ moédusok mindegyike felveszi
az 1 < (',¢ < 5 intervallumbol a megengedett értékeket. Vizsgalatainkban m-et megszoritjuk
az |m| < 2 intervallumra, habar alkalmas ¢ > 2 valasztas mellett a modszeriink lehetévé tenné
barmely a |m| < ¢ feltételnek eleget tevé m értékek esetén is elvégezni a vonatkozo vizsgalatokat.

Miel6tt ratérnénk a tabldzatok tartalméra, meg kell jegyezniink, hogy az LPI-k s spin para-
métertsl valo fliggését illetGen el kell kiiloniteniink a kovetkezs két, jelentsen kiilonbozd esetet.
Ahogyan a 3.5.1 alfejezetben is lathattuk, amikor s < 0, elegendd meghataroznunk pu értékét az
R = R, eseményhorizonton és az R = 1 jov6 fényszert végtelenben, mivel az LPl az R, < R < 1
koztes értékeknél ugyanazt az értéket veszi fel, mint az eseményhorizonton. Ezzel szemben ami-
kor s > 0 az LPI-k nagyobb valtozatossagot mutatnak: koztes R, < R < 1 helyeken u értéke
kiilénbozik a horizonton felvett értéktdl, de aszimptotikusan az Osszes koztes R, < R < 1 helyen
ugyanazon u értékhez tartanak az LPI-k. Ezt illusztralja a 3.10. abra: s > 0 esetén u értékeit
nem elegendd csupén az eseményhorizonton (R = R,) és a jov6 fényszerd végtelenben (R = 1),
hanem néhany koztes R = const helyen is figyelniink kell. Minél kdzelebb van a kozbens§ R pont
R = R -hoz vagy R = 1-hez, annal tobb id6t vesz igénybe, hogy a vonatkoz6 LPI bealljon az

aszimptotikus értékéhez.

A fentebbi észrevételeknek megfelelGen a kivetkezé modon épitjiik fel a tablazatainkat: Negativ
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3.10. dbra. Az s = 1,/ = 1,m = 0 modushoz tartozo LPI értékének R fiiggése (a kezdGadat sztatikus
¢ = 1 mudusa gerjesztés). p értéke az R = Ry eseményhorizonton —6, mig a jové fényszertd végtelent

szimbolizdlé6 R = 1 vonalnal —2. Lathatjuk, hogy minél kézelebb van a koztes R+ < R < 1 hely a R = R4

horizonthoz vagy a R = 1 jov6 fényszerd végtelenhez, annal tovabb tart, hogy az LPI elérje a kdzos p = —5
értéket.
s-ek esetén (s = —1 vagy s = —2) az LPI értéke a horizonton és véges koztes helyeken megegyezik,

ezért minden ¢'-vel és ¢-lel cimkézett cellaban csak a horizonton felvett 1z, 7 értéket és a fényszertd
végtelenben felvett , . ,+” értékeket tiintetjiik fel egy fliggdleges vonallal elvalasztva: ,ug, | ps+.”
A pozitiv s-eket illetGen (s = 1 vagy s = 2) az LPI koztes Ry < R < 1 helyen felvett értéke
kiilonbozik pp -t6l és py+-t6l és ezt a harom kiilonbozs értéket a kovetkezé modon rendezziik
egymas mellé: | g, | pgr| s+ A gyakorlatban a kozépss helyen szereplé LPI-t mindig a R = 0.88
vonal mentén allapitjuk meg, ami kell6en tavol van R = R, -t6l és R = 1-t6l, hogy ur viszonylag
hamar megkozelitse az aszimptotikus értékét.

A legtobb esetben az LPI pontos értéke egyértelmiien meghatarozhatonak bizonyult (3.5.9)
segitségével (lasd 3.2-3.10. &brakat). Be kell azonban ismerniink, hogy néhany esetben—féleg s
negativ értékei mellett—mnem tudtunk egyértelmi konklaziora jutni. Ezeket a bizonytalan eseteket

a megfelels ¢/ és ¢ értékekkel jelolt cellak megfelels helyén elhelyezett .77 kérddjellel jelezziik.

3.8.2. Tengelyszimmetrikus konfiguraciok

El6szor megjegyezziik, hogy [76]-ban a tengelyszimmetrikus konfiguraciokat részletesen vizsgaltéak.

Ez lehet&séget biztosit szamunkra, hogy 6sszehasonlitsuk a megfigyelt LPI értékeket és ezaltal is
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ellendrizziik a kodunk megbizhatosagat.
A |s| = 1,2 és m = 0 indexekkel jellemzett esetekre vonatkozé LPI-ket a 3.1. tablazatban

gytjtottiik ossze |s| = 1 esetre, mig a 3.2. tablazatban a |s| = 2 esetre.

vle=1 2 3 4 5 0| =1 2 3 4 5

1] 54 65 706 87 98 1652 763 8[714 985 10/9]6

2 | 514 65 76 87 97 2 | 6512 763 874 985 10/9]6

3065 705 87 97 107 3| 763 873 984 10/95 11| 107

4| 76 86 96 107 117 4| 874 9814 10/ 94 11j10]7 12[ 117

50 87 97 107 77 22 5| 985 109[5 11]10/5 12[11]5  13[ ? |?
(a) s = —1, sztatikus kezdSadat. (b) s = 1, sztatikus kezdgadat.

vle=1 23 4 5 0| =1 2 3 4 5

1] 54 65 716 8[7 9 1| 652 7163 8714 985 10/916

2|65 705 86 9|7 107 2 | 7/6/3 873 9|84 10/9|5 111016

3|54 655 716 8|7 97 3| 652 763 874 9/85 10|76

4655 75 87 9|7 107 4| 7/6)3 8|73 9l8]4 10[9]5 11/ 1016

5| 76 86 96 7|7 77 5| 8714 9|8}4 10914 11107 12| ?[6
(c) s = —1, dinamikus kezdGadat. (d) s = 1, dinamikus kezdgadat.

3.1. tablazat. |s| =1, m =0

A leginkabb emlitésre mélto jellemzdk a kovetkezdek:

1.

Az LPI-k értéke R, -nal és koztes R, < R < 1 helyeken mindig né eggyel, ha a gerjesztett

modus ¢ paraméterét noveljiik eggyel.

Az LPI-k értéke .# T-nal nem feltétleniil né az elébbihez hasonlé szigortian monoton médon,

de sosem csokken, ha a gerjesztett modus ¢ paraméterét noveljiik.

Az el6z6 két pontbol kovetkezik, hogy a leglassabban lecsengé médusok mindig a legkisebb
megengedett ¢ indexhez tartozé modusok, habar .#*-nal elgfordulhatnak mas modusok is,

amik ugyanabban az iitemben csokkennek.
s > 0-nal pg, értéke mindig nagyobb eggyel, mint a koztes Ry < R <1 helyen mért LPIL.

Az el6z6 pontok megfigyelései teljes mértékben egyeznek [31] és [70] hivatkozasokban ismer-

tetett analitikus és numerikus eredményekkel.

|s| = 2 esetén feltiing kiilonbség, hogy az elsé sorok és oszlopok ¢, ¢ celléi iiresek. Ez annak a
kovetkezménye, hogy a spinstlyozott gombharmonikusok ¢ < max{|s|, |m|} médusai esetén

0 hatéasa eltiinteti a fiiggvényeket, igy ezek a moédusok azonosan 0-t adnak.
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ele=1 2 3 4 5 0| e=1 2 3 4 5

1 X X X X X 1 X X X X X

2| X 76 87 97 102 2 | X s72 983 10/94 11/105

3| X 76 87 97 102 3| X 872 983 10/94 11/105

4| x 87 o7 7 9? 4] X o83 10/93 11j104 12[115

50 X 98 77 77 7?7 5| X 10/9]4 11]1014 12)11]4  13]12[5
(a) s = —2, sztatikus kezdGadat. (b) s = 2, sztatikus kezdGadat.

1 X X X X X 0| =1 2 3 4 5

0 /=1 2 3 4 5 1 X X X X X

2 X 76 87 98 109 2 | X 872 98)3 10/ 94 11]10/5

30 X 87 o o7 72 31 X 983 1093 111014 12[115

4 X 76 87 97 107 4] X 872 987 10194 11]10/5

5 X 87 7 77 5| X 983 10/9]3 11]10[4 12[11)5
(c) s = —2, dinamikus kezdGadat. (d) s = 2, dinamikus kezdGadat.

3.2. tablazat. |s| =2, m =0

3.8.3. Nem-tengelyszimmetrikus konfiguraciok

Megjegyezziik, hogy a nem-tengelyszimmetrikus esetekben, annak készonhetGen, hogy a 0 lépte-
tGoperator hatasa alatt a spinsulyozott gombharmonikusok ¢ < max{|s|,|m|} moédusai elttinnek,
a tablazatok elsd sorai és oszlopai eltiinnek minden esetben, mikor |m| = 2 vagy |s| = 2. Ennek
ellenére a tengelyszimmetrikus és nem-tengelyszimmetrikus esetek konnyebb 6sszehasonlithatosaga

miatt ezekben az esetekben is a 1 < ¢/, ¢ < 5 intervallumot tiintetjiik fel a tablazatokban.

|m| = 1,2 sztatikus kezdGadattal

Ebben az alfejezetben sztatikus |m| = 1,2 modusok altal elsallitott gerjesztésekrol lesz szo. A
relevans LPI-ket a 3.3-3.6 tablazatokban gytijtottiik 6ssze. A f6bb észrevételeinket a kivetkezSkben

foglaljuk oOssze:

1. Most s pozitiv értékei (vagyis s = 1 és s = 2) esetén is megegyeznek a horizonton és koztes
helyeken leolvasott LPI értékek.

2. Adott s spinstly mellett a megfelel6 LPI-k fiiggetlenek m el6jelétsl: az (a) és (c), valamint
(b) és (d) jeli tablazatokban feltiintetett értékek paronként megegyeznek.

3. A horizonton mért up, lecsengési egyiitthatok fiiggetlenek s elgjelétdl. Ezzel szemben a jovo
fényszerd végtelenben mért p -+ lecsengési egyiitthatok fliggenek s elgjelétsl olyan modon,
hogy negativ s esetén -+ mindig 2 |s|-el nagyobb, mint a megfelel6 pozitiv s esetén mért

[g+ érték.
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/=1 2 3 4 5

=1 2 3 4 5 0
1] 54 65 76 87 97 1| 552 663 7/74 885 9/9|6
2| 54 65 76 87 97 2 | 552 66]3 7|74 885 996
3065 75 86 97 107 31663 7713 884 995 10/ 1016
4 4
5 5

716 8|6 96 10|17 11)? 7|714  88]4 9|94 10/10)5 11| 117
87 97 107 77?7 8|85 9|95 10[10/5 11115 12]??

(a) s=—-1,m=1 (bys=1,m=1
=1 2 3 4 5 0| =1 2 3 4 5
1] 54 65 76 87 97 1] 552 6l6)3 7|74 8[8|5 9/9|6
2| 514 65 76 87 9 2 | 5512 663 7|7/4 8[8|5 9/9|6
3165 75 86 97 10 3| 6l6]3 773 884 9095 10/10/6
4| 706 86 96 107 11]? 4 | 7|714  8|8]4  9l9]4  10[10/5 11|11]?
50 87 97 1007 77 72 5| 885 995 10/10/5 11[11]5  12]??
(¢c)s=—-1,m=-1 (d)ys=1,m=-1
3.3. tablazat. |s| = 1, |m| = 1 sztatikus kezdSadatokkal
e e=1 2 3 4 5 o |e=1 2 3 4 5
1] X X X X X 1] X X X X X
2| X 75 86 97 107 2| X 773 884 995 10106
30 X 75 86 97 1072 3| X 773 884 995 10106
4] X 86 96 107 107 4| X 884 994 10/10/5 11116
50 X 97 107 77 77 5 X 995 10/10/5 11j115  12]?]6
(a) s=—-1,m=2 (b) s=1,m=2
e le=1 2 3 4 5 o= 2 3 4 5
1] X X X X X 1] X X X X X
2| X 75 86 97 107 2| X 773 884 995  10|10/6
30 X 75 86 97 102 3| X 773 8|8l4 995  10|10/6
4] X 86 96 107 11J? 4| X 884 99]4 10/10/5 11|16
50 X 97 107 77 72 5| X 995 100105 11115  12|?[6
(c)s=—-1,m=-2 (d)s=1,m= -2

3.4. tablazat. |s| = 1, |m| = 2 sztatikus kezdSadatokkal

4. A nem-tengelyszimmetrikus esetben kapott pp, és p g+ lecsengési egyiitthatok paronként
megfeleltethetGek a tengelyszimmetrikus konfiguréciok esetén koztes Ry < R < 1 helyen és

jove fényszert végtelenben mért (el6z6 fejezetben targyalt) lecsengési egyiitthatoknak.

|m| = 1,2 tisztan dinamikus kezdéadattal

A dinamikus kezdSadatokkal elgallitott gerjesztések lathatdan érdekesebbek. Ez nyilvanvalova valik
példaul ¢/ = ¢y+1 esetben. Ekkor Hod [41] Green-fiiggvényes érvelését |76]-ban korrigaljak, de csak
az m = 0 esetben. Mindazonéltal az eredményeink arra utalnak, hogy ilyen korrekciéra sziikség
van m # 0 mellett is. A vonatkozo6 lecsengési egyiitthatokat vastagon szedett zold szamokkal
jelezziik a 3.7-3.10 tablazatokban.
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Ole=1 2 3 4 5 el e=1 2 3 4 5
1 X X X X X 1] x X X X X
2| X 76 87 988 107 2 | X 772 8/83 9/94 10105
3| X 76 8?7 97 102 3| X 772 8[83  9/94 10105
4| x 87 7 o7 4| X 883 9/93 101014 11]115
50 X 9B 7 77 50 X 994 10[10/4 11114 12[12[5

(a) s=-2,m=1 (b)s=2,m=1
ele=1 2 3 4 5 el e=1 2 3 4 5
1 X X X X X 1] X X X X X
2| X 76 87 988 102 2 | X 772 883 9/94 10105
3 X 76 87 97 102 30 X 772 8/83 994 10105
4| X 87 o7 7 4| X 883 9/913 101014 11[11[5
50 X 9 77 777 50 X 994 10[10/4 11114 12[125

(c)s=—-2,m=-1 (d)ys=2,m=-1

3.5. tablazat. |s| =2, |m| = 1, sztatikus kezdGadat

ele=1 2 3 4 5 o |e=1 2 3 4 5
1 x X X X X 1] x X X X X
2| X 76 87 98 109 2 | X 772 8[8)3 994 10105
30 X 766 87 97 10 30 X 772 883 9|94  10[10]5
4| X 87 o7 72 4| X 883  99]3 101014 11115
50 X 98 77 77 72 50 X 994 10[10/4 11114 12[12[5

(a) s=—-2,m=2 (b) s=2,m=2
ele=1 2 3 4 5 el e=1 2 3 4 5
1 x X X X X 1] X X X X X
2| X 716 87 98 109 2| X 772 883 994  10[10/5
3| X 76 87 97 102 30 X 772 8813 9914 10]10/5
4 x 8T 7 72 4| X 8133 99]3 101014 11115
50 X 98 77 77 2 50 X 9914 10[10[4 11114  12[125

(c)s=-2,m=-2 (d) s=2,m= -2

3.6. tablazat. |s| = 2, |m| = 2, sztatikus kezdSadat
1. Mint mas esetekben, a horizonton mért lecsengési egyiitthatok értéke ezuttal is eggyel né
minden alkalommal, amikor ¢ értéke eggyel novekszik.
2. A 7 jov6 fényszerd végtelenben mért lecsengési egyiitthatok nem feltétleniil nének, de
sosem csOkkennek, amikor ¢ értékét noveljiik.

3. Rogzitett s értékek mellett az LPI-k nem fiiggenek m elGjelétsl.
4. A horizonton mért pup, lecsengési egyiitthatok néhany kivételtsl eltekintve fliggetlenek az

s spin paraméter elGjelét6l. A kivételes eseteket ¢ = ly + 1, £ > 0, |s| = 1, m = 2

indexek jellemzik. Sajnos a rendelkezésiinkre allo6 adat nem elegends annak ellendrzésére,
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/=1 2 3 4 5

vle=1 2 3 4 5 0
1] 54 65 76 87 9 1| 552 663 7|74 885 996
2| 54 65 716 87 77 2 | 5512 673 7|8]4 895  9[10| 6
30514 65 76 87 9] 3| 552 6l6]3 7714 8|75 976
4 4
5 5

65 715 86 97 10 6/6]3 7|7/3 8|84 9|95 10|10 |6
76 86 96 77 77 7/74  8|8]4 9/ 94 10[107 11| 11 |?

(a) s=—-1,m=1 (bys=1,m=1
vle=1 2 3 4 5 ol e=1 2 3 4 5
1] 54 65 76 87 9 1552 663 77]4 885 9]9[6
2 | 514 65 76 87T 92 2 | 5512 6713 7[8l4  89[5  9]10[6
30514 65 706 8?7 92 3 | 5512 663 7?14 8725 976
4] 65 75 86 9?7 102 4663 773 884 995  10]10[6
5176 86 96 1077 77 5| 71714 884 994 10[105 11]11]6
(c)s=—-1,m=-1 (d)ys=1,m=-1
3.7. tablazat. |s| =1, |m| =1 tisztan dinamikus kezd6adatokkal
ele=1 2 3 4 5 o e=1 2 3 4 5

X X X X
71713 8|84 9|95 10/ 106
71713 8/ 9|4 9/10/5 10|11 |6
71713 884 9?5 10/ 7 |6
8|8]4 9|94 10/10/5  11]?|6

1] X X X X X
2| X 75 86 97 10]?
30 X 75 96 107 11]?
4| X 75 86 97 107
5| X 86 96 107 112

IS I N SO R
KKK KK

(a) s=—1,m=2 (bys=1,m=2
ele=1 2 3 4 5 e e=1 2 3 4 5
1] X X X X X 1] X X X X X
2| X 75 86 97 102 2 | X 773 8l8}4 9|95  10]10[6
30 X 75 76 T 72 31 X 773 8|94 9105 10/11]6
41 X 75 86 97 107 40 X 773 8814 9|75 10/ 76
51 X 86 96 107 11)? 51 X 88|4 99l4  10]10/5  11]?|6
(c)s=—-1,m=-2 (d)ys=1,m=-2

3.8. tablazat. |s| = 1, |m| = 2 tisztan dinamikus kezdGadat

hogy hasonld jelenséget tapasztalunk-e |s| = 2 esetén is, azonban [70] 5. tablazata alapjan

megallapithatjuk, hogy |s| = 2, m = 2 mellett nem tapasztalunk ilyet.

5. Az el6z6 fejezetben targyaltakhoz hasonléan a jové fényszeri végtelenben mért i+ lecsengési
egyiitthatok fiiggenek s elgjelétsl olyan modon, hogy negativ s esetén u,+ mindig 2 |s|-el

nagyobb, mint a megfelels pozitiv s esetén mért p -+ érték.

A két Green-fiiggvényes érveléssel kapcsolatosan a numerikus eredményeink alapjan a kovetkezd

kovetkeztetéseket vonhatjuk le:

6. A horizonton mért up, lecsengési egyiitthatok igazoljak, hogy a [70] fiiggelékében javasolt

modositasok csak m = 0 esetben érvényesek. A kivétel a 3.8-a. tablazatban szerepls ¢ = 3-
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0| =1 2 3 4 5 | =1 2 3 4 5

1] x X X X X 1] x X X X X
2 | X 76 87 98 109 2| X 772 883 9/94 10105
30 X 77 2 o7 e 30 X 77)2 893 9/10/4 10[11|5
4| X 716 8?2 97 10 4| X 77]2 883 994 10]105
50 X 87 7?77 72 5 X 883 9|93 10[104 11]11]5

(a) s=-2,m=1 (b)s=2,m=1

ele=1 2 3 4 5 ol e=1 2 3 4 5
1] X X X X X 1] x X X X X

2 | X 76 87 98 109 2 | X 772 883 9/94 10]10/5
30 X e e o7 72 30 X 772 893 9104 10[11|5
4| X 716 8?2 97 10 4| X 7712 883 994 10105
50 X 87 7 77 72 5 X 883 9|93 10/104 11]11]5

(c)s=—-2,m=-1 (d)ys=2,m=-1

3.9. tablazat. |s| =2, |m| = 1, tisztan dinamikus kezdSadat

ele=1 2 3 4 5 ele=1 2 3 4 5
1] X X X X X 1] x X X X X

2| X 716 87 98 109 2| X 77)2 88]3 9|94 10105
30 X 76 7 77 72 30 X 77)2 893 9104 10|11]5
4| X 76 87 97 102 41 X 772 883 9914  10]10/5
50 X 87 27 77 72 5 X 883 9/9]3 10[1014 11]11]5

(a) s=—-2,m=2

(b) s=2,m=2

ole=1 2 3 4 5 ele=1 0 2 3 4 5
1l X X X X X 1] x X X X X

2| X 716 87 98 109 2| X 77)2 883 994 10105
30 X 76 7 77 72 30 X 772 89]3 9|10[4 10/11[5
41 X 716 87 97 102 4 X 7712 883 99]4  10]10/5
50 X 87 27 7?7 72 51 X 8813 9/9]3 10[1014 11]115

(c)s=-2,m=-2 (d) s=2,m= -2

3.10. tablazat. |s| = 2, |m| = 2, tisztan dinamikus kezdéadat

hoz tartozo sor. Itt az adatok azt sugalmazzéak, hogy ¢ > 2 esetén sziikség van egy m = 0

esetben alkalmazotthoz hasonlé modositasra.

7. 5 > 0 mellett az ¢’ = {y + 1 esettdl eltekintve pp, és a koztes Ry < R < 1 helyeken meért
lecsengési egyiitthatok megegyeznek. Amikor ¢/ = (5 + 1, akkor a koztes helyeken mért ur
értékek (¢ = ¢y kivételével) rendszeresen nagyobbak eggyel, mint azt a [76] hivatkozasban

a szerzok allitottak és az elézGekben (3.5.4)-ben foglaltunk Ossze. Ez arra utal, hogy itt

is sziikség van egy [70]-ban javasolthoz hasonlé korrekciora s > 0, ¢/ = fy+ 1, és £ >

esetekben.

8. A jové fényszerd végtelenben meghatarozott p s+ értékek 6sszhangban vannak [76, 81| ered-
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ményeikkel.

Mindent egybevetve ugy tiinik, hogy ¢ = ¢y + 1 alesetben bizonyos koriilmények kozott sem
[34], sem [76] joslatait nem tamogatjék az eredményeink. A vonatkozo alesetek bizonyosan tovabbi

gondos vizsgalatot igényelnek.

3.9. Szuperradiancia

A Kerr-térid6 asztrofizikai jelent&sége és bonyolultsdga miatt a Teukolsky-egyenlet megoldasainak
vizsgalata tobb jelenség megértése szempontjabol érdekes. Az el6z6 fejezetben Osszefoglalt, a
perturbaciok aszimptotikus tulajdonsagainak tanulmanyozasa utan a perturbaciok szuperradians
viselkedése keriilt figyelmiink kozéppontjaba.

Ahogy a 3.1. alfejezetben emlitettiik, a (9;)* Killing-vektormezd kauzalis jellege megvaltozik
az ergoszféra hataran. Az ergoszféraban még a végtelenben stacionérius (0;)* Killing-vektormezd
palyai is térszertivé valnak. Az ergoszféra létezésének koszonhetGen tudunk a Penrose-folyamat
révén energiat kinyerni a feketelyuk forgésabol. Ezt az energiat azonban nem csak pontszert tes-
tek képesek megesapolni [35]. A kiilonféle mezdk esetén fellépd hasonlo folyamatot szuperradians
szorasnak vagy egyszertien szuperradiancidnak nevezziik. A 3.9.1. alfejezetben révid attekintést
adunk a folyamat elvi hatterérdl, majd a 3.9.2. alfejezetben kitériink arra, hogy ez milyen médon
befolyésolja a kezdSadatok megadéasat. A numerikus vizsgélataink soran alkalmazott kezdGadatok
alapjan megfigyeléseinket harom csoportban soroljuk. A 3.9.3. alfejezetben az ergoszfératol latva-
nyosan elvélasztott kezdGadatokra vonatkozo észrevételeinket mutatjuk be. A 3.9.4. alfejezetben
ezzel szemben az ergoszféraban koncentralt kezdGadatok idéfejlédésének eredményeit targyaljuk.
Zéarasként a 3.9.5. alfejezetben a kett6 kozott atmenetet képezd, az ergoszférabol egyre inkadbb ki-
logd kezdGadatokat vizsgalunk. Megjegyezziik, hogy az effektus latvanyosabbé tétele érdekében a
Kerr-hattér paramétereit ebben az alfejezetben ismertetett vizsgalataink soran M =1 és a = 0.99

modon rogzitettiik.

3.9.1. A szuperradians szérasok elméleti hattere

Teukolsky [68] cikkében megmutatta, hogy a (3.2.45) egyenlet megoldasainak

1 oo .
TP = —/ () gmlwT gy 3.9.1
W= v (39.)
idébeli Fourier-transzformaltjat érdemes az
0 14
FP N w,r,0,6) =D D R(r) - Sph,(0,6) (3.9.2)
l=|s| m=—{
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alakban keresni, ahol (¢, r, 1, ¢) a Boyer-Lindqiuist-koordinatak és w az idébeli eltolasok iranyaban
mért frekvencia.
A TME értelmében a (3.9.2)-ben szerepls (R, radialis fiiggvény—barmely ¢,m indexek és w

esetén—eleget tesz a

K2 2is(r— M)K
A=l (ASH (i RZ‘W>)+[ sr=MK | iswr—, ol GRE =0 (3.9.3)

dr dr”® A
Schrodinger-tipust egyenletnek. Az (S77 , anguléris fiiggvények pedig a

00,57, + [2 5 (awcos? — 1) 4 a® w?cos™d — (B}, ] +S7, =0, (3.9.4)

sajatérték-egyenletet kielégits (lasd [38] (2.7)-es egyenletét vagy [39] (3.74)-es egyenletét) spin-
stlyozott lapult szferoidalis harmonikusok aw lapultsagi paraméterrel. (3.9.4) sajatértékei ekkor
A, = B, Fa? WP —2amw—s(s+1) és a (3.9.3) egyenletben K = (r*+a*)w—am. A (3.9.4)-ben
szerepls O és O operatorokat illetGen visszautalunk a 2. fejezet tartalmara.
A Sztarobinszkij-Teukolsky-azonossagok [70] és a dr/dr, = A/(r* + a?) altal meghatarozott
r, radialis teknéc-koordinata alkalmazasaval belathato (részletekért lasd [89] 4.7.2 fejezetét), hogy
(3.9.3) fizikai megoldasainak aszimptotikus viselkedését
R~ Ze'wr 4+ Ret'“™ ahogy r — o0 (3.9.5)
’ T e ilw—mQy)r ahogy r — 1, ,
irja le, ahol r, = M + /M2 — a2 és 0, = a/(2Mr,) kiilon-kiilon a Kerr-feketelyuk eseményho-
rizontjanak helyét jelzé koordinata-értéket, illetve a horizontnak az aszimptotikusan stacionarius
megfigyel§ altal mért forgasi sebességét jeloli. Az Z, R és T tényezGk a beesési, visszaverGdési és
athatolési egylitthatok a végtelenben és a horizonton. Meg kell jegyezniink, hogy az ilyen tipusa
peremfeltétel a horizonton expliciten feltételezi egy mélyen az ergoszféraba hatol6 hullam létezését.
Ezek utén (3.9.3) és (3.9.4) egyenletek, valamint a (3.9.5) aszimptotikus viselkedés felhasznala-
séaval meg lehet allapitani a mez§ altal az ergoszférabol a végtelenbe eljuttatott energia fluxusat. A
vonatkozo vizsgalatok legmeglepSbb kovetkeztetése (lasd [38] IV. fejezetét és [29] 3.6.2 fejezetét),
hogy a bozonikus mezSk s egész spinsilyatol fiiggetleniil s = 0,£1 £ 2 esetén a horizonton az
egységnyi szogben behullo energia aranyos az w (w —m €, ) |T|* szorzattal, vagyis
d*&
dtdSy|,

~w(w—mQ) | T, (3.9.6)

A megfelel§ pozitiv aranyossagi tényez6k—ezeknek nincs szerepiik ebben a gondolatmenetben—
explicit alakja megtalalhato a [38] referencia (4.26), (4.32) és (4.44) egyenleteiben. Osszegzéskép-

pen elmondhatjuk, hogy amikor |7 | nem tiinik el és az

0<w<mQy (3.9.7)
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egyenlGtlenség teljesiil, akkor a Kerr-feketelyukbol skalar, elektromégneses vagy gravitacios per-

turbaciok szorési folyamatai révén energiat nyerhetiink ki a rendszerbdl.

3.9.2. Szuperradianciara optimalizalt kezd6adat

Ahhoz, hogy megfeleléen hangolt hullamcsomagot kapjunk, alkalmazzuk a [12, 90]-ben kifejtett
eljarasokat. Ennek megfelelGen feltételezziik, hogy az aszimptotikus régéban—vagy legalabb a

kezdGadatok kis kornyezetében—a megoldéast
YO (7,0, 0) = A-exp[—iwg (1 — w0 + )] F1re — 70 + 1) Y0, §) (3.9.8)

modon kozelithetjiik, ahol f egy kompakt tartoju sima fiiggvény, A, wg és r.o valés paraméterek
(r«o csupan egy eltolas a teknge-koordinataban kifejezve).

Megjegyezziik, hogy ugyan (3.9.8) csupan egyetlen ;Y 7* modust foglal magaban (3.2.45) belss
csatolasainak megfelelGen azonnal mas ¢ modusok is bekapcsolodnak. A (3.9.8) kozelitd megoldas

Z)) Fourier-transzformaltja
F S (w,r,, 0, 0) & A-exp [—iw (ry — 140)] Ff (W — wo) Y™ (9, ), (3.9.9)

ahol w az idébeli frekvencia és Zf az f fliggvény Fourier-transzformaltjat jeloli. Ennek megfelelGen
Ff a frekvenciaprofil, ami garantalja, hogy ha .Zf kellGen sziik, akkor (3.9.8) jol kozelit egy befelé
futé monokromatikus hullamcsomagot, amely szuperradians feltéve, hogy 0 < wg < m€2,.

A kezdGadatok pontos alakjanak meghatarozasa el6tt idézziik fel a 3.3. fejezetben bevezetett
koordinata-transzforméciokat, melyeket alkalmazva azt kapjuk, hogy

1+ R?
1— R2

2R

—4Mlog(|1 — R?|) + ——
og(|1 = B + T3

t+re—rw=7+r—ryo=T1T+

— Ry, (3.9.10)

ahol az r,o eltolast az utolso lépésben a megfelel6 Ry eltolassal helyettesitettiik. Ekkor (3.9.10)
jobb oldalat H (T, R; Ry)-lal jelolve egy, a (3.9.8) kozelitésnek megfelels, befelé tarté hullamcsomag

OCN(T, R, 9, ¢) = A(R) - ) (T, R, 0, ¢)
~ A(R) - exp [~iwo H(T, R; Ro)| f(H(T, R; Ro)) ;Y (¥, ) (3.9.11)

alakban irhato fel, ahol A a (3.9.8) és (3.3.17) Osszefliggésekbdl szarmazo nagyitasi tényezsk A -
[7(R) - A*(R)] szorzatét jeldli. Mindezeknek megfelel6an a keresett (¢(*), gf)) kezdGadat

¢(S)(R7 79? 90) = A(R) - €Xp [_iwo HO] f(HO) SYZn(ﬁa 90) (3912)
O (R, 9, ¢) = A(R) - exp [~iwo Ho) f'(Ho) Y (9,6) — iwo o™ (R, ¥, ¢), (3.9.13)

modon irhato fel, ahol [’ az f fiiggvény elsérendd derivaltjat jeloli, tovabba Hy = Ho(R)-rel a
H(Ty, R; Ry) kifejezést roviditettiik.
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Az f radialis profil a szimulaci6inkban minden esetben a (3.6.3) profil egy enyhén modositott
exp |4 — ‘ L
fla) = { P[t- |

alakban irhato valtozata, ami az z valos valtozonak sima valos fliggvénye a kompakt [—w; /2, ws /2]

w2
I )
2

]  hawe =5, 5 (3.9.14)
0, egyébként

tartoval.

Ahogy a bevezetésben emlitettiik, az alkalmazott kezdadatoknak harom csoportjat kiilonboz-
tetjik meg. A radialis profil mindharom esetben kompakt tart6ju. Az I. tipusu kezdGadat tartoja
élesen elvalik az ergoszfératol, mig a II. tipus esetén az ergoszférara koncentralodik. A III. tipusa
kezdGadat tartoja egyre inkabb kinyulik az ergoszférabol egészen addig, mig at nem fed az I. és II.
tipusi kezdGadat tartdjaval is. Ennek megfelelen az eseményhorizont kézvetlen kozelébdl indulva
az ergoszféran keresztiil a kiils¢ kommunikacids tartomany egyre nagyobb és nagyobb részeit fedi le.
Néhany tipikus f(Hy(R)) radialis profil lathato a 3.11. abra paneljein. Az I. tipust kezdSadatok

T T I T T I LI T T T
N Type II | Typel | N | Type M1
08 : | 4 08
sk | - 0.6 -
04r . 04
02 - 02 -
0 " ! L I ! ! / 0 L | L
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.4 0.5 0.8 0.9 1
R
(a) 1. és IL tipust radialis profilok. (b) IIL. tipust radialis profilok.

3.11. dbra. A bal oldalon az I. és II. tipusi kezdSadatoknak megfelels profilok lathatéak. A jobb oldali panel a
II1. tipusu kezdGadatoknak megfelels profilokat mutat. A két fiiggsleges szaggatott vonal az eseményhorizont helyét

és az ergoszféra egyenlitsi sikban vett kiterjedését jeloli.

tartoja lathatoan elkiiloniil az ergoszfératol, a I1. tipusu kezd6adat azonban oda koncentralodik. A
bal oldali panel két I. tipusu profilt mutat, amiket a Ry = 0.8, Ry = 0.9, Ry = 0.95 és Ry = 0.93,
Ry = 0.95, Ry = 0.98 értékek jellemeznek, mig a II. tipusu profilt a R; = 0.454, Ry = 0.5,
Ry = 0.61 paraméterek jellemzik. Itt Ry és Ry a tarto bal és jobb széleit jelolik, mig Ry a profil
asszimmetridjat jellemzi. Viszonyitasi alapul kézoljiik, hogy az M =1 és a = 0.99 értékek mellett
az eseményhorizont koordinatdja R, = 0.4533, az ergoszféra egyenlits sikjaban vett hatarat pedig

Rp = 0.618 adja. Szimmetrikus profilok esetén R, egyben a maximum helyét is mutatja, amely
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ekkor R; és Ry kozépértékénél talalhato, vagyis Ry = (R; + R2)/2. A IIL tipust profilok bal
szélének kozos R koordinatadja R; = 0.4536, mig a jobb széleket sorra Ry = 0.7,0.76,0.84,0.95
hatarozza meg.

Fontos hangsiilyoznunk, hogy ezek a profilok teszik lehetévé a frekvencia megfelel§ beallitasat,
ezaltal azt, hogy a megoldéasok legalabb a kezdéfeliilet kornyezetében a szuperradians frekvencia-

tartoméanyban legyenek. Ennek az elvarasnak a teljesiilését a
™ 2
PS(w, R) = / / . ZF 0|2 (w, R, ¥, @) sind) dv dp (3.9.15)
o Jo

teljesitményspektrumok meghatéarozasaval fogjuk ellendrizni.

A szorasok szuperradians nagyitasat a beérkezé hullamcsomag

Eoz/ nDE*/|hp| dRdY dyp, Joz/ n{D Je\/|hy| dR A0 dp (3.9.16)
T=T; T

=T

energiajanak és impulzusmomentuménak, valamint a végtelenbe kisugéarzott

Eout :/ DB/ |hgldT d0de, T :/ n® Je/|hg|dT d¥ dy (3.9.17)
R=1 R=1
energianak és impulzusmomentumnak az 6sszehasonlitasaval jellemezhetjiik, ahol ngT), ngR), hr és

hr a T = const és R = const hiperfeliiletek 3.4. alfejezetben is alkalmazott normaélisai és a rajtuk
indukalt metrikdk determinansai. Az energidban vagy impulzusmomentumban akkor tapasztalunk
novekedést, ha E,,; > Ey vagy Jou: > Jo. Ennek megfelelGen ezeket a folyamatokat a

:EO_Eout 6J:JO_Jout

Wy
Ey Jo

(3.9.18)

skalafiiggetlen hanyadosokkal jellemezziik. A gyakorlatban az s = 0 skalarmezé esetét leszamitva
Eo, Egut, Jo és Jou komplex mennyiségek, ezért (3.9.18) kiértékelése soran minden esetben Ey, Foy,
Jo és Jyu abszolit értékeit hasznéljuk. A szuperradiancia érdekességét az adja, hogy egy hagyomé-
nyosan pozitiv definit mennyiség, az energia, negativva valik, ezaltal 0 < 0 is megvalosulhat. A
munkéank sorén alkalmazott energiarél nem tudjuk, hogy s # 0 esetben pozitiv definit-e, illetve az
impulzusmomentum altalaban véve sem az, de az egyszertiség kedvéért valahanyszor 6 F < 0 vagy
0J < 0, erre a jelenségre szuperradianciaként fogunk hivatkozni. Minden ilyen esetben gondolnunk
kell ra, hogy ,szuperradianciarol” csak ezen fenntartédsok mellett beszéliink.

Az energia és impulzusmomentum aramlasa fontos adalékokat szolgaltat a vizsgélt konfiguraci-
Ok torténetérsl. Korabbi tanulmanyok (lasd [91] 12-14. abrait) demonstraltak, hogy a ,térfogatnor-
malizalt” energia- és impulzusmomentum-strtiségek informativabbak, mint ha csupan az energia-

és impulzusmomentum-siirtiségeket dbrazolnank. Jelen esetben az ezektdl kissé eltérs & = & (T, R)
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¢s 7 = Z(T,R) ,térfogatnormalizalt” aramstrtségek alkalmasabbnak bizonyultak a dinamikai

folyamatok jellemzésére. Ezeket a térfogatnormalizalt mennyiségeket az

T 27 T 27
5:/ / nE/|hg| ddde, Z :/ / n{ g\ /|hg| d9 de (3.9.19)
0 0 0 0

integralokon keresztiil hatarozzuk meg. Ezek T szerinti integraljai, [, &(T, R)dT és [, # (T, R)dT,
megadjak az adott R = const hiperfeliileten atdramlott energia és impulzusmomentum fluxusat.
Fontos kiemelniink, hogy a vonatkozo vizsgalatok soran minden esetben az adjungalt megoldésokat
alkalmazva értékeljiik ki a (3.4.3) és (3.4.4) aramokat, igy az egyes spinstlyhoz tartozdé megolda-
sokat az ellentett spinsilyt megoldasoktol fiiggetleniil vizsgalhatjuk. Zarasként felidézziik, hogy
a (3.4.3) és (3.4.4) aramokhoz hasonloan a térfogatnormalizalt energia- és impulzusmomentum-
aramsirtségek is komplex mennyiségek az s = 0 eset kivételével. Ennek ellenére a késébbiekben
csupan ezek valos részeit fogjuk abrazolni, amit igazol, hogy ezek minden esetben tébb nagysag-

renddel nagyobbak a képzetes részeknél.

3.9.3. Az ergoszfératol tavolrél inditott hullAmcsomag

Ahogyan az a 3.11. abra bal oldali paneljén lathato, az I. tipust kezdSadat tartdja mindig hataro-
zottan elkiiloniil az ergoszfératol. A kezdGadat tartdjat harom paraméter, Ry, Ry és Ry jellemzi,
ahol R; és R, hatarozza meg a tartd bal és jobb szélét, Ry pedig megadja a maximum hozzéve-
t6leges helyét. 1. tipusu kezdGadatok esetén ezeket majdnem mindig az Ry = 0.93, Ry = 0.95,
Ry = 0.98 értékekhez allitottuk be. Ahol kiilon nem jeleztiik, az ADM témeg és a Kerr-feketelyuk
forgasi paramétere M = 1 és a = 0.99 értékekkel rendelkeznek. Megjegyezziik tovabbé, hogy a
T — R vagy w — R grafikonokon sziirke, szaggatott vonallal jelzett R = const értékek az ergoszféra
egyenlitdi sikban vett Rp kiils6 hatarat és az eseményhorizont R, helyét mutatjak. M = 1 és
a = 0.99 mellett a numerikus értékek R = 0.618 és R, = 0.4533. Az alkalmazott (3.9.12) és
(3.9.13) kezdBadatok frekvencia profiljanak w kozépértéke elvarasaink szerint a m ), fels§ hatar
alatt, de annak kozelében talalhatéo. Minden esetben megadjuk, hogy milyen wy érték mellett

kaptuk a bemutatott spektrumot.

Skalarmez6

A radialis profilt megadd R;, Ry és Ry mellett a két, részletesen vizsgalt megoldast az s = 0,
wo = 0.3, £ =1 és m = %1 fizikai paraméterek jellemzik. Megjegyezziik, hogy az m ,azimutélis
paraméter” egyszerii fizikai interpretécioval rendelkezik. Az m > 0 konfiguraciok a hattérként szol-
galo Kerr-feketelyukkal megegyezs, az m < 0 konfigurdciok azzal ellentétes irdnyban forognak. A
vonatkozo6 energia és impulzusmomentum transzportok szemiigyre vétele el6tt érdemes a megoldé-

sokhoz tartozo, 3.12. abran lathato, PS = PS(w, R) spektrumokra vetni egy pillantast. Vegytik
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3.12. abra. A bal, illetve a jobb oldali paneleken az m = +1 és m = —1 értékekkel jellemzett megoldasok PS(w, R)

teljesitmény spektruma lathaté. A tovabbi paraméterek az s =0, £ = 1, wg = 0.3 értékeket veszik fel.

észre, hogy a bal oldali panelen, ami az m = +1-es kezd6adathoz tartoz6 spektrumot abrazolja,
lathatjuk, hogy a hullim—minden R értékre, nem csak a finomhangolt kezdGadat kérnyezetében—
az elvart, szuperradians, 0 < w < m ), intervallumban talalhat6. Emlitésre mélté6 még, hogy a
spektrum fokozatosan elhalvanyodik, ahogy az ergoszférdhoz kozelit és a horizontot nem is érinti.
Ezt az interpretaciot tdmasztja alad az energia és impulzusmomentum aramlasat bemutatd 3.13.

abra bal oldali panelje.

A hattér feketelyukhoz képest ellentétesen forgd m = —1 megoldés, ami ettdl eltekintve szin-
tén az s = 0, ¢ = 1 és wy = 0.3 paraméterekkel rendelkezik, végig az mQ, < w < 0 in-

tervallumban talalhat6, ami az optimélis tartomany w = 0 tengelyre vett tiikorképe. A 3.13.
abra jobb oldali panelje is megerdsiti, hogy ebben az esetben az energia és impulzusmomen-
tum jeletés hanyada kozvetleniil belehullik a feketelyukba. A 3.13. &bra a térfogatnormalizalt
& =¢&(T,R) és 7 = J(T,R) energia- és impulzusmomentum-aramstriiségeket mutatja. Mivel
az impulzusmomentum-aramstiriiség nagyon hasonléan viselkedik, mint az energia-aramstirtség,
ezért az abrédkon azt csupan néhany szintvonal és a hozzajuk tartozd szamérték feltiintetésével
jelenitjiik meg. A 3.13. abra bal oldali panelje, amely az egyiittforgd m = +1-es megoldas-
hoz tartozik, azt mutatja, hogy tulajdonképpen az egész beérkezé hullamcsomag teljes mértékben
visszaverddik miel6tt érdemben kolcsonhatna az ergoszféraval. A jobb oldali panelen ezzel szem-
ben azt latjuk, hogy az ellentétesen forgd m = —1-es megoldas esetén a beérkezd hullamcsomag
majdnem teljes energia és impulzusmomentum tartalma egyenesen belehullik a feketelyukba.

Az Osszes eddigi megfigyelésiinkkel 6sszhangban van 3.14. abran lathato 0E = (Ey — Euu)/ Eo

és 0J = (Jo — Jour)/Jo energia- és impulzusmomentum-nyereség idsbeli valtozasa. A 3.14. &dbran
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a) Az s =0, = 1,m = +1 paraméterekkel jellemzett
(a) ]

megoldés.

3.13. dbra. Az & = &(T,R) térfogatnormalizilt energia-dramsiirtségek az s = 0, wy = 0.3, { =

100 120

0.6

(b) Az s =0,¢ = 1,m = —1 paraméterekkel jellemzett

megoldas.

L,

m = %1 paraméterekkel jellemzett kezdSadatokhoz tartozo megoldasokbol szamolva. A vonatkozé ¢ = #(T,R)

impulzusmomentum-aramstriiség néhany kivilasztott szintvonalat a szines kontirok mutatjak.

T T T
12 F s=0,l=1,m=1 —— |
s=0,l=1m=—1——

0 50 100 150 200
T

(a) Az energianyereség.

T
s=0,l=1,m=1 —m

s=0,=1m=—1——

50

T

100

150

(b) Az impulzusmomentum-nyereség.

200

3.14. dbra. Az energia- és impulzusmomentum-nyereség 0E = (Eq — Eoyut)/Eo és 6J = (Jo — Jout)/Jo id6fiiggése

a vizsgalt m = +1 és m = —1 megoldasok esetén.

lathato, hogy az m = +1-es megoldas esetén—a 3.13. abra bal oldali paneljének megfelelGen—a

beérkezd hullamcesomag [12, 90] észrevételeivel 6sszhangban egy majdnem tokeéletes visszaversdé-

sen megy keresztiill. Ennek kovetkeztében a feketelyukba hulld energia és impulzusmomentum

hanyada elhanyagolhatd, a kezdSadat energidja és impulzusmomentuma a fényszert végtelenen

keresztiil téavozik. Ezzel szoges ellentétben az ellentétesen forgd m = —1 megoldas esetén a kezdeti

hullamcsomag energidjanak koriilbeliil 16%-a, impulzusmomentumanak koriilbelil 17%-a a &+

71



fényszerd végtelenen keresztiil tavozik, mig a maradék a 3.13. abra jobb oldali paneljén lathato
modon belehullik a feketelyukba.

Erdekes lehet annak vizsgalata, mi torténik, ha az I. tipusi, ellentétesen forgdé megoldas kez-
déadatdaban az wy paramétert —wy-lal helyettesitjiik. Gyanithatjuk, hogy ez a szuperradians
tartomanyba fogja tolni a spektrumot. Belathatjuk, hogy valéban ez torténik, ha felidézziik a
(3.9.12) és (3.9.13) egyenletekkel adott (¢(5),¢(Ts)) kezdSadat funkcionalis alakjat és alkalmazzuk
az Y ™ = (—1)*t™. Y, ™™ Osszefiiggést. Megmutathato, hogy a —wp-val felirt ellentétesen for-
g6 skalarmezdre vonatkozo kezdGadat ekkor (—1)™-szerese az egyiittforgo, wo-val felirt kezdGadat
komplex konjugaltjanak. Ebbdl az okbol kifolyolag az m — —m, wy — —wy cserék egyszerre
torténé végrehajtasaval kapott kezdGadatok vizsgalata kevéssé tanulsagos. Megjegyezziik, hogy
az 1. tipusu, ellentétes forgasasu, pozitiv wp-val kapott megoldasok spektruma minden esetben a
szuperradians tartoméanyon kiviil talalhatd. Ebbdl az okbol kifolyolag a 3.9.3. alfejezet haralévs
részében mell6zziik az ilyen tipust megoldasokat. Késébb latni fogjuk, hogy az ellentétesen forgd
megoldasok II. tipust konfiguraciok esetén sem jatszanak jelentds szerepet, de ennek ellenére a

3.9.4. alfejezetben mégegyszer szemiigyre vessziik Sket.

Kimend elektromagneses és gravitacios perturbaciok

Az s = 41 spinnel rendelkez§ elektromagneses és s = 42 spinnel rendelkezd gravitacios pertur-
béaciokra, mint kimend sugarzasokra szokés hivatkozni. Ebben az alfejezetben mindkét esetben
az Ry = 0.8, Ry = 0.9 és Ry = 0.95 értékek jellemzik a radialis profilt, ahol R; és Ry jeloli a
kompakt tarté bal és jobb szélét (lasd 3.11. abra). Mivel pozitiv spin mellett nincs jelentds elté-
rés az elektromagneses és gravitacios perturbéaciok viselkedése kozott, ezért ebben az alfejezetben
egylitt targyaljuk 6ket. Ahogyan a 3.15. &abra paneljein is lathato, a kezdGadat frekvenciajat
finomhangoltuk, hogy a beérkezé hullamcsomagok szuperradidansan viselkedjenek.

A vonatkozo energia- és impulzusmomentum-aramstriiségek a (lasd a 3.16. abra paneljeit)
szintén azt mutatjék, hogy az s = 41 elektromagneses és s = +2 gravitacios perturbaciok analog
modon viselkednek. Az elnevezésiiknek megfelelGen ezek az 1. tipust hullamcsomagok azonnal a
fényszerd végtelen iranyaba indulnak és gyorsan elhagyjak a kiils6 kommunikacios tartomanyt. Ez
a viselkedés nem teszi lehetévé, hogy akarmelyik esetben is az energidban vagy az impulzusmomen-
tumban névekményt talaljunk. Erdemes hangsilyozni, hogy ezek a megfigyelések érzéketlenek a
pozitiv spin szamszerd értékére, csupan az elektromégneses és gravitacios perturbaciok kimend jel-
lege szamit. Ezek az észrevételek fennéllnak m elGjelétsl, azaz hogy egylittforgd vagy ellentétesen

forgd kezdGadatrol van szo, és wy értékétsl fliggetleniil.
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(a) A s =+1, m = +1 megoldas PS spektruma.

3.15. dbra. A s =41, wy =0.21339, /=1, m=+1 and s =

jellemzett megoldasok teljesitményspektruma.
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(a) & és # az s = +1 és m = +1 értékekkel jellemez- (b) &

het6 megoldas esetén.

______________________________________

| | | | | | | 0

w/(mdy)

(b) A s =+2, m = +2 megoldas PS spektruma.

+2, wp = 0.21339, ¢ = 2, m = +2 paraméterekkel

30

20

10

és ¢ az s = +2 és m = +2 értékekkel jellemez-

het6 megoldas esetén.

3.16. abra. A térfogatnormalizalt &(T, R) energia- és 7 (T, R) impulzusmomentum-aramstriiségek az s = +1,

=1, m =41, wg = 0.21339 elektromégneses és az s = +2, £ =

esetén.

2, m =42, wy = 0.21339 gravitaciés perturbaciok

Bemené elektromagneses és gravitacios perturbaciok

Az alfejezetben vizsgalt kezdGadatok radialis profiljat ismét az R; = 0.93, Ry = 0.95, Ry = 0.98

értekek jellemzik (lasd 3.11. &bra). Az egyéb fizikai

paraméterek értékei s = —1, wyg = 0.28,

(=1, m=+41¢és= -2, wy =0.65, £ =2 m = +2. A tapasztalataink nagyon hasonlitanak

a bemend egyiittforgd skalarmezs esetére. A bemend elektromagneses és gravitacios perturbaciok

PS = PS(w, R) spektrumat mutatja a 3.17. abra két panelje. Az egytittforgd elektromégneses és

73



1 T T T T T T 5e8 1 T T T lel5
I 1
09 - ; Al 09 ! =
08 |- | . 08 - ! ! ' .
w 368 | | Gol4
‘ ! !
R 07 : — R 07 | —
‘ %8 l Z de14
06 - A - 06 - A -
) ) H le8 . . H 2el4
05 |- ; ; . 05 - ; ; .
04 I I ! I I I I =0 0.4 ! I ! I ! I ! =0
2 15 a4 <05 0 05 1 15 2 2 15 a4 405 0 05 1 15 2
w/(my) w/(msy)
(a) Az s = —1,m = +1 megoldas PS spektruma. (b) Az s = —2,m = 42 megoldas PS spektruma.

3.17. dbra. A s=—-1,wp =028, =1, m=416és s=—2, wy =0.65, £ =2, m = +2 paraméterekkel jellemzett
befelé halado egyiittforgd elektromégneses és gravitacios perturbaciok spektruma. Megjegyezziik, hogy mindkét
beérkez6 hullamcsomag jelentGs hanyada a szuperradians tartomanyban talalhato és az egész evoltcié sorén ott is

marad.

gravitacios perturbéaciok teljesitményspektruma nem csak a kezddfeliilet kornyezetében tartdzkodik

a szuperradidns 0 < w < m 2, intervallumban. Ennek megfelelGen a beérkez§ hullaimcsomag

2.5e4 8ell
2e4
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1.5e4

dell
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0 L

O 20 4 6 80 100 120 140
T T
(a) & és 7 az s = —1 és m = +1 megoldasra. (b) & és 7 az s = —2 és m = +2 megoldasra.

3.18. abra. A térfogatnormalizalt &(T, R) energia- és ¢ (T, R) impulzusmomentum-aramsiiriiség bemend és
egylittforgo elektromégneses és graviticios perturbaciok esetén. A fizikai paraméterek megegyeznek a 3.17. abran

feltuntetett értékekkel.

energiajanak és impulzusmomentumanak csak kis hényada hullik a feketelyukba. A spektrum

egy kis részéhez m),-nal valamivel nagyobb érték tartozik. A spektrumot kiilon kiértékelve
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az evolucid kés6i szakaszara azt tapasztaljuk, hogy ezek a tilnyild foltok az elektroméagneses és
gravitacios perturbéaciok kvazinormaélis médusaihoz tartoznak, nem pedig a szamunkra fontos korai
dinamikahoz.

Az energia és impulzusmomentum aramlasabol hasonlo kévetkeztetéseket vonhatunk le, mint a
spektrumokbol. A 3.18. abra paneljein a befelé mend elektromagneses és gravitacios perturbaciok
térfogatnormalizalt & = &(T, R) energia- és ¢ = ¢ (T, R) impulzusmomentum-aramsutrségét
lathatjuk.

Csakuigy, mint kordbban, az impulzusmomentum-aramstrtséget néhany kivalasztott értékhez

tartozo szines konturral jelenitettiik meg. Mindkét panel azt mutatja, hogy a kezdGadat ener-

T T T T T
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(a) Energianyereség. (b) Impulzusmomentum-nyereség.

3.19. dbra. Az SE = (Ey — Eout)/Eo energianyereség és 0J = (Jo — Jour)/Jo impulzusmomentum-nyereség a
vizsgalt bemend és egylittforgod elektroméagneses és gravitacios perturbaciok esetén. Ahogy az dbrak mutatjak, a

nyereség szerény 2% az elektroméagneses és 32.5% a gravitaciés perturbacionéal.

gidjanak és impulzusmomentuménak nagy része visszaverddik mielGtt kolecsonhatasba lépne az
ergoszféraval és tavozik az R = 1 hiperfeliilettel megjelenitett £+ jov6 fényszerd végtelenen at.
Az is lathato, hogy nem elhanyagolhatoak az ergoszféraban zajlé dinamikai folyamatok sem, ami
arra utal, hogy ezek a megoldasok feltehetGen szuperradians viselkedést mutatnak.

Idézziik fel, hogy a szuperradiancia soran keletkezett energia- és impulzusmomentum-nyereséget
a0k = (Ey— Eou)/Eo és 0J = (Jo — Jour)/Jo mennyiségekkel szamszertsitjik. A 3.19. abra két
panelje mutatja ezeket a mennyiségeket a bemend és egyiittforgd elektromégneses és gravitacios
perturbaci6 esetén. Ahogy korabban mondtuk, ha JFE vagy 0J negativva valik, akkor valéban
szuperradianciat tapasztalunk. Az effektus 6F és §J mértéke a varakozasokat messze alulmulo,

mindossze ~ 2% az elektromagneses perturbaciora és koriilbeliil 32.5% a gravitacios perturbéaciora.
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3.9.4. II. tipusit kezd6adatokra vonatkoz6 eredmények

Ebben az alfejezetben II. tipusi konfiguraciokat fogunk targyalni. Ez azt jelenti, hogy a kezdGadat
kompakt tartoja jelentGsen atfed az ergoszféraval. A gyakorlatban az Osszes vizsgalt esetben ugy
valasztjuk meg a tartd jobb szélét, hogy az valamivel az ergoszféra egyenlitéi sugaranal beljebb
legyen. A radialis profil megfelel6 paraméterei ekkor R; = 0.4536, Ry = 0.615 és Ry = 0.5, ahol
Ry és Ry jeloli a kompakt tartd bal és jobb szélét (lasd 3.11. abra). Megjegyezziik, hogy az el6z6
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0.8

9e6

t 6e6

1.0
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0.8

0.7

9e6

b 6e6

F 3e6

(a) & és 7 s=—2 & m = +2 mellett.

(b) & és 7 s =—2és m = —2 mellett.

3.20. abra. A térfogatnormalizalt & (T, R) energia- és _# (T, R) impulzusmomentum-aramsiirtiség egyiitt- és el-
lentétesen forgd bemend gravitécios perturbécio esetén. A fizikai paraméterek s = —2, wy = 0.725, £ =2, m = £2.

alfejezetehez hasonldoan a hattérként szolgald Kerr-térid6 fizikai paraméterei M = 1 and a = 0.99.
Ezekkel a paraméterekkel az eseményhorizont helyére R, = 0.4533, az ergoszféra egyenlit&i stkban
vett kiils6 hatarara Ry = 0.618 adoédik.

Bemend skalar, elektromagneses és gravitacios perturbaciok

A legjelent&sebb eltérés az 1. és I1. tipusu konfigurdciok kozott, hogy mig 1. tipusi bemeng elektro-
mégneses és gravitacios perturbaciok mutattak szuperradianciat, hasonlo II. tipust konfiguraciok-
nal egyéltalan nincs effektus. A beérkezd hullamcsomagok egyenesen belezuhannak a feketelyukba
és a horizonton at elhagyjak a kiils6 kommunikéiciés tartomanyt. Ennek megfelelGen egyik s = 0,
s = —1 vagy s = —2 spinnel rendelkezé II. tipust megoldashoz tartozé spektrum sem informativ,
mert az evolucié rovid dinamikus szakaszat minden esetben elnyomjak a késébbi folyamatok. Ezt
az értelmezést alatdmasztjak a 3.20. abra paneljei, ahol az s = —2, wy = 0.725, £ = 2, m = +2
paraméterekkel jellemzett gravitécios perturbacidhoz tartozo energia és impulzusmomentum aram-
lasa lathato. Ezek az abrak tipikusak abban az értelemben, hogy hasonlé folyamatokat latunk II.

tipusi s = 0 és s = —1 spinnel rendelkez6 konfiguraciok esetén is. Ugyanezeket a kovetkezteté-
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(a) Energianyereség: s = —2,m = £2. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s = —2,m = £2.

3.21. dbra. A 0F = (Ey — E,u)/Eo energia- és 6J = (Jy — Jous)/Jo impulzusmomentum-nyereség idéfiiggése

a vizsgalt bemend elektromégneses és gravitacios perturbaciok esetén. A grafikonok aldtdmasztjak, hogy nincs

szuperradiancia.
1 T T 500 1 T T T 600
09 00 09 |-
08 — 08 |- 400
300
R 07 R 07 -
‘ . 200 i . ;
06 E T T . . 06 =TT T T i o ff 200
; ; H 100 :
05 | 05 |- - !
IR .. | | L.
0.4 I ! I ! ! ! ! -0 0.4 ! ! ! ! I | ! -0
2 15 4 95 0 05 1 15 2 2 15 4 05 0 05 1 15 2
w/(my) w/(mQy)
(a) PS a s =0, m = +1 megoldas esetén. (b) PS a s =0, m = —1 megoldas esetén.

3.22. dbra. A bemend skalar perturbaciok spektruma forditott idéderivalttal és az s = 0, wg = 0.3, £ = 1, m = £1

fizikai paraméterekkel.

seket vonhatjuk le a 3.21. &bran lathato dF = (Ey — Euu)/Eo energia és 0J = (Jo — Jour)/Jo
impulzusmomentum-nyereség megtekintésébdl. Tisztéan lathato, hogy a kezddadat energia és im-
pulzusmomentum tartalma nagyon révid idén beliil tavozik a kiils6 kommunikaciés tartomanybol
az eseményhorizonton keresztiill. =~ Mivel semmi érdekes nem tortént a bemeng II. tipustu konfi-
guraciokban, megkérdezhetjiik, hogy mi torténik, ha a ((b(s), gf)) kezdGadatban megforditjuk az
idGderivalt elsjelét, azaz a (¢, —¢§f)) kezdGadatot tekintjiik. Naivan azt gondolhatnénk, hogy
ezzel az adott konfiguraciokban megfordul az energia és impulzusmomentum aramlésanak iranya

is. Ugyan a 3.22. abran lathaté spektrumok alapjan érdekesebb dinamikat feltételezhetnénk, a
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(a) & és 7 s=0, és m = +1 mellett. (b) &és 7 s =0, és m = —1 mellett.

3.23. abra. A térfogatnormalizalt &(T, R) energia- és _# (T, R) impulzusmomentum-aramstiriiség forditott idsde-

rivalttal inditott skalarmezd esetén. A fizikai paraméterek s =0, wy = 0.3, £ =1, m = +1.

1.3 T T T T

T
s=0,l=1,m=1 —— s=0,l=1,m=1 ——

s=0,{=1,m=—-1——

12 b s=0,l=1,m=—-1——

11 F b

1 i

oFE
09 - g

08 - -

07 -

06 : ' ' -35 : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

T T

(a) Energianyereség: s =0, m = +1. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s =0, m = %1.
3.24. abra. A 6E = (Ey— Eoui)/Eo energianyereség és 0J = (Jg— Jout)/Jo impulzusmomentum-nyereség forditott
id6éderivalttal inditott skalar perturbacio esetén. A fizikai paraméterek megegyeznek a 3.22. és 3.23. abrakhoz

hasznélt paraméterekkel.

3.23. &bran lathato, hogy a beérkezd hullaimcsomagnak csupan egy kis része indul el kifelé. Az
is szembe megy az intuicionkkal, hogy energianyereséget nem latunk, mig az impulzusmomentum-
nyereségek jelentGsek mind az egytittforgd, mind az ellentétesen forgd esetben. Az is meglepd, hogy
a vizsgalt bemend, forditott idéderivaltas konfiguraciok esetében az impulzusmomentum-nyereség a
skalar perturbaciokra a legnagyobb, szerényebb az elektromagneses perturbéaciokra és még ez sincs
jelen a linearis s = —2 metrikus perturbaciok esetén. A skaldrmezénél mért impulzusmomentum-
nyereség a 3.24. abran lathaté médon—az s = 0, wy = 0.3, £ = 1, m = =+1 fizikai paraméterek

és a gbgf) — —gbg,f) cserével kapott kezdGadat mellett—koriilbeliil 40% az egyiittforgo és nagyjabol
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315% az ellentétesen forgd konfiguracioban.

Kimené elektromagneses és gravitacios perturbacidok

160 1 T T 1 ‘ 180
09 |- ‘ -
120 ! ]
08 |- ; ] — F 120
80 R 07 E : —
e T T T . - R R oo
H 10 !
05 . W .
I O s st s |
2 15 4 05 0 05 1 15 2
w/(mfy) w/(mf2y)
(a) PS az s = +1, m = +1 megoldashoz. (b) PS az s = +1, m = —1 megoldashoz.
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2 A5 4 45 0 05 1 15 2 2 45 4 405 0 05 1 15 2
w/(mQy) w/(ms2y)
(c) PS az s = +2, m = +2 megoldashoz. (d) PS az s = +2, m = —2 megoldashoz.

3.25. dbra. A kimend elektromagneses és gravitacios perturbaciok teljesitményspektruma. A fizikai paraméterek
s=—-1,wg=025¢=1, m==41and s = -2, wg = 0.65, { =2, m = +2.

A TI. tipust kimend skalar perturbaciokat méar targyaltuk az el6z6 alfejezetben, ahol a forditott
idéderivalttal felirt kezdGadatokat vizsgaltuk. Ennél fogva itt csak elektromégneses és gravitacios
perturbaciokat targyalunk. Ahogy korabban is mondtuk, a legfébb kiilénbség az 1. és II. tipustu
konfiguraciok kozott, hogy a kimend és bemend perturbaciok szerepe felcserélédik. Ez alatt azt
értjiik, hogy az I. tipusu elektromagneses és gravitacids perturbaciok esetében a kimené konfigu-
raciok nem mutattak szuperradianciat, II. tipusu kezdGadatok esetén 6k keriilnek a figyelmiink
kozéppontjaba. Nem meglepé moédon a szuperradiancia erdssége kimend II. tipust konfiguraciok

esetében fiigg a spintSl. s = 1 spinsulyu elektromégneses mezdk esetében csak egy szerény effektust
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(a) & és 7 s=+1és m = +1 mellett. (b) & és 7 s =41 és m = —1 mellett.
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(c) &es F s=42és m=+2 mellett. (d) & és 7 s =42 és m = —2 mellett.

3.26. dbra. A térfogatnormalizalt & (T, R) energia- és _# (T, R) impulzusmomentum-aramstirtség IL. tipusi kimend

elektromagneses és gravitacios perturbéciokra. A fizikai paraméterek megegyeznek a 3.25. abran feltiintetettekkel.

mériink, mig s = 2 spinsily gravitacios perturbaciok esetén jelentds szuperradianciat talalunk.

A kimen6— s =1, wg =028, /=1, m==41és s =2, wy = 0.725, { = 2, m = +2 paraméte-
rekkel rendelkezé—elektroméagneses és gravitacios perturbaciok spektruma nem tul informativ. A
3.25. abra paneljein lathatoé néhany nem tul intenziv folt a kritikus 0 < w < m ), tartoméanyban,
mikozben az ezen intervallumon kiviili erGsebb foltokat a kvazinormalis rezgésekhez kothetjiik.

A 3.26. abran lathato energia és impulzusmomentum aramlasok mutatnak egy elhizodo, 1élegzé
struktirat, amely az ergoszféraban jelenik meg és valoszintsithetGen a szuperradianciat okozod
folyamatok kovetkezménye.

Idézziik fel, hogy a 0F = (Ey — Eou)/Fo és 0J = (Jy — Jout)/Jo hanyadosok tigy lettek megal-
kotva, hogy jellemezzék a szuperradianciat. Ha a szérodas folyamén szuperradiancia 1ép fel akar

az energidban, akar az impulzusmomentumban, akkor a #* fényszert végtelenen at kiaramlo FE,,;
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(a) Energianyereség: s = +1, m = £1. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s = +1, m = +1.
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(c) Energianyereség: s = +2, m = +2. (d) Impulzusmomentum-nyereség: s = +2, m = +2.

3.27. dbra. A 6FE = (Ey — E,u)/Eo energianyereség és §J = (Jo — Jout)/Jo impulzusmomentum-nyereség a
vizsgalt kimend elektromagneses és gravitacids perturbéaciokra. Ahogyan a paneleken lathatjuk, elektromégneses
perturbécioknal csak impulzusmomentum-nyereséget latunk, de gravitacios perturbacioknal impulzusmomentum és

energianyereség is van.

energia vagy J,,; impulzusmomentum nagyobb a kezdeti hullaimcsomag Fy energidjanal vagy Jy
impulzusmomentumanal. Ekkor 0FE vagy §J negativva valik. A 3.27. abra elektromégneses per-
turbaciokat megjelenits fels§ paneljein (a 3.24. abra vonatkozo paneljeihez hasonléan) csak §.J
valik negativva. Az impulzusmomentum-nyereség mértéke ~ 200% az egyiittforgd és ~ 350% az
ellentétesen forgd perturbaciok esetén. Gravitacids perturbaciokra mind energidban, mind impul-
zusmomentumban talalunk szuperradianciat. Az energianyereség ~ 116.7% az egyiittforgo, ~ 6%
az ellentétesen forgo konfiguraciokra. A vonatkozéd impulzusmomentum-nyereségek rendre ~ 100%

és ~ 5%. Erdekes, hogy az impulzusmomentum-nyereség (a II. tipusi, forditott idéderivalttal
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inditott skalar perturbaciokhoz hasonléan) nagyobb az ellentétesen forgo konfiguraciokra, mig gra-
vitacios perturbacioknal pont ennek a forditottjat latjuk, az egyiittforgd konfiguracioban nagyobb

a nyereség.

3.9.5. III. tipusa kezd6adatokra vonatkoz6 eredmények

Az 1. és II. tipust kezdGadatoknal csak az wy paraméter finomhangolasaval igyekeztiink novelni a
szuperradiancia hatasat. A jelen alfejezetben alkalmazott III. tipust kezdSadatok esetén a szuper-
radiancia mértékének valtozasat a radialis profil kiterjedtségének fiiggvényében vizsgaljuk. Ezt a II.
tipusu radialis profil variaciojaval érjiik el oly moédon, hogy a bal oldali, Ry = 0.4536-nal talalhato
szélét valtozatlanul hagyjuk mikozben a jobb szélét meghatarozo Ry az Ry = 0.7,0.76,0.84,0.95 ér-
tékeket veszi fel. A profil maximuma hozzévetSlegesen Ry és Ry kozépértékénél, Ry = (R, + Ry)/2-
nél talalhato, ahogy a 3.11. abra jobb oldali panelje mutatja.

Bemené és kimend skalar hullAmcsomagok

MeglepGen kevés valtozast tapasztalunk, amikor I1. tipust skalar perturbaciokat II1. tipusi adatok-
ra cseréljiik. Egészen pontosan a (3.9.12) és (3.9.13) egyenletekkel adott bemend skalar perturba-
ciok esetén a négy alkalmazott profil egyike sem eredményezett szuperradianciat sem egyiittforgo,
sem ellentétesen forgd konfiguraciok esetén.

A 1I. tipusu perturbacioknal azt tapasztaltuk, hogy érdekesebb dinamikat talalunk, ha a kez-

déadatokban az idéderivaltat ellentétes elGjellel vessziik. Ezekre a forditott idéderivalttal inditott

35

28

F 21

3.28. abra. A térfogatnormalizalt &(T, R) energia- és _# (T, R) impulzusmomentum-aramsiriiség bemend és

kimeng III. tipusi skalar perturbaciokra.

skalarmezdskre gondolhatunk tgy, mint kifelé mend perturbaciokra. A kimend és bemend jelzék

hasznalatanak igazolasaért érdemes az Ry = 0.84-ig hiz6do és wy = 0.3 paraméterrel adott skalar
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(a) Energianyereség: s = 0,m = —1. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s = 0,m = —1.

3.29. 4bra. Habar energiaban nem tapasztalunk szuperradianciat ellentétesen forgo IIL. tipusd kimend skalar

perturbécidkra, jelentés impulzusmomentum-nyereséget latunk.

perturbaciok energia aramlasat megvizsgalni. Ezt mutatja a 3.28. &bra két panelje. Mig a bal
oldali panelen a (3.9.12) és (3.9.13) egyenletekkel adott kezdSadathoz tartozo megoldas energia
és impulzusmomentum aramléasa lathatoan befelé iranyul, addig a jobb oldali panelen lathaté for-
ditott idéderivalttal inditott megoldas energia és impulzusmomentum aramlasa legalabb részben
kifelé tart.

Az ellentétesen forgd, II. tipusu skalar perturbacioknél tapasztalt jelenséget a III. tipusi hul-
lamcsomagoknal is megfigyelhetjiik. A s =0, wg = 0.3, £ = 1, m = —1 paraméterekkel megadott,
forditott idéderivalttal inditott skalarmezé esetén nem tapasztalunk szuperradianciat az energia-
ban, de az impulzusmomentumban 49%-t6l 135%-ig terjeds nyereséget latunk a 3.29. abra jobb

oldali paneljén.

Befelé mend elektromagneses és gravitaciés perturbaciok

A II. tipust bemend, s = —1 és s = —2 elektroméagneses és gravitacios perturbaciok kézos jellemzs-
je volt, hogy egyik sem mutatott szuperradianciat. Helyette a kezdeti hullimcsomag jelentds része
szinte azonnal elhagyta a kiils6 kommunikéciés tartomanyt a horizonton keresztiil. Teljesen ha-
sonl6 folyamatrol szamolhatunk be III. tipusa konfiguriciok esetén is. Az egyetlen emlitésre mélto
kiilonbség, hogy ez a kezdeti dinamikai szakasz valamivel hosszabban tart. Sem energiaban, sem
impulzusmomentumban nem tapasztaltunk szuperradianciat fiiggetleniil attol, hogy egyiitt vagy
ellentétesen forgd, bemend s = —1-es elektromégneses vagy s = —2-es graviticids perturbaciot

vizsgaltunk.
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Kimené elektromagneses és gravitacios perturbacidok

Az egyiittforgd, kimend elektromagneses és gravitacios perturbaciok sem hoznak sok izgalmat.
Nincs sem energia, sem impulzusmomentum-nyereség s = +1, £ = 1, m = +1 elektromagneses
perturbaciokra. A négy radialis profilhoz tartozé idéfejlédés csak abban kiilénbozik, hogy mi-
lyen aranyban tévozik az energia, illetve az impulzusmomentum a horizonton, illetve a fényszerd
végtelenen at.

Ezzel szemben az ellentétesen forgo III. tipusit s = 41 kimend elektromagneses perturbaciok

evolucidja érdekesebben alakul. A 3.30. abra az s = +1, wy = 0.28, £ = 1, m = —1 paraméte-

T
12 L Ry=07 —— Ry =0.7
Ry = 0.76 1 Ry = 0.76
1 R, =0.84 4 R, =0.84
Ry =095 0s L Ry =095 i
08 .
06 - - 0t i
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(a) Energianyereség: s = +1,m = —1. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s = +1,m = —1.

3.30. dbra. A §E energianyereség és 6. impulzusmomentum-nyereség elletétesen forgo II1. tipust kimend elekt-

romagneses perturbaciokra.

rekkel jellemzett ellentétesen forgd III. tipusu elektromégneses perturbéciok esetén mért energia
és impulzusmomentum-nyereséget mutatja. Az Ry = 0.95-tel jellemzett legszélesebb radialis pro-
filnal egy gyenge ~ 8%-os szuperradianciat latunk az energiaban. Ezzel szemben nem latunk
impulzusmomentum-nyereséget erre a profilra, de ahogy a masik harom esetben egyre keskenyebb
lesz a profil, tgy kapunk egyre erésebb és erésebb, ~ 10%, ~ 60%, ~ 120%-0s impulzusmomentum-
nyereséget.

A TII. tipust kimend gravitacidos perturbaciok viselkedése ettdl jelentGsen kiilonbozik. Az
s = 42, wyg = 065, £ = 2, m = +2, Ry, = 0.84 fizikai paraméterekkel jellemzett egyiittforgd
és ellentétesen forgo III. tipust kimend gravitacioés perturbaciok 3.31. abran lathato energia és
impulzusmomentum aramlésa nagyon hasonléan viselkedik a megfelels II. tipusi konfiguracioknal
latottakhoz.

Ahogyan a 3.32. abra paneljein lathatjuk a kimend, egyiittforgé III. tipust—s = +2, wy = 0.65,
¢ =2, m = +2 paraméterekkel jellemzett—gravitacios perturbaciok mutattik eddig a legnagyobb

szuperradianciat az energiaban ~ 100%, ~ 320% és ~ 390%-os energianyereséggel. Ugyanezek a
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(a) & és 7 s=+2és m = +2 esetén. (b) & és # s =42 ésm = —2 esetén.

3.31. dbra. A térfogatnormalizalt & (T, R) energia- és _# (T, R) impulzusmomentum-aramsiiriiség bemend egyiitt

és ellentétesen forgd gravitacios perturbaciokra. A fizikai paraméterek s = +2, wg = 0.65, £ = 2, m = +2, Ry = 0.84.

konfiguraciok azonban egyaltalan nem mutatnak nyereséget impulzusmomentumban.

T
Ry =07 ——

1 Ry =0.76 N 12 b Ry =0.76 i
Ry =0.84 Ry =0.84
0 Ry =0.95 Ry =0.95 i

T
Ry =0.7

4 I I I 0 I I I
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

T T

(a) Energianyereség: s = +2,m = +2. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s = +2,m = +2.

3.32. dbra. A §F energianyereség és §J impulzusmomentum-nyereség alakuldsa kimend, egyiittforgé III. tipusi

gravitaciés perturbaciokra. A bal oldali abran lathaté a legnagyobb, ~ 390%-o0s energianyereség, amit el tudtunk

érni.
Erdekes modon, ahogyan a 3.33. &bran lathato, még az ellentétesen forgd kimens—s = +2,
wo = 0.65, £ = 2, m = —2 fizikai paraméterekkel adott—gravitacids perturbaciok is mutattak némi

energia és impulzusmomentum-nyereséget. Az Ry, = 0.7,0.76,0.84,0.95-tel jellemzett profilokkal
adott ellentétesen forgo, II1. tipust gravitacios pertrubaciok idéfejlédése soran az energianyereség

rendre ~ 0.01%, ~ 0.9%, ~ 1.8%, ~ 2.5%, az impulzusmomentum-nyeresé¢g ~ 1.0%, ~ 3.3%,
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(a) Energianyereség: s = +2,m = —2. (b) Impulzusmomentum-nyereség: s = +2,m = —2.

3.33. dbra. A §E energianyereség és §J impulzusmomentum-nyereség alakuldsa kimend, ellentétesen forgo, II1.

tipusa gravitacios perturbéciokra.
~ 5.1%, ~ 7%.

3.9.6. Forgas és impulzusmomentum-nyereség

Ebben a részben az érvelésiinket a skalarmezdk esetére fogalmazzuk meg, amikor a (3.4.3) és
(3.4.4) altal meghatarozott megmaradd enegia- és impulzusmomentum-aramokhoz egyértelm fi-
zikal interpretéacio tartozik. Azokban az esetekben, amikor az energidban nem, de az impulzus-
momentumban jelentGs nyereséget talaltunk azt gyanithatjuk, hogy a ,frame dragging”, vagyis a
vonatkoztatési rendszereknek a feketelyuk forgasa altal indukalt sodrodasa allhat a tapasztalt vi-
selkedés mogott. Ezt a varakozasunkat tamasztja ald, hogy az eseményhorizonton mért J;, fluxus
és a fényszerd végtelenben mért J,,; fluxus ellentétes elGjeliiek olyan médon, hogy egy révid kezdeti
idétartamtol eltekintve J;, mindig negativ. Ahogy a 3.24, 3.27, 3.29. és 3.30. abrak (b) paneljein
lathato, hasonlo jelenségek jatszodnak le nem csupan a II. tipust, de a III. tipust kimend (vagyis
forditott idéderivalttal inditott) skalar konfiguraciokra, valamint a II. és III. tipusu ellentétesen
forgo elektroméagneses konfiguraciokra is. A 3.34. abra paneljein a ,normalizalt” és ,elGjelhelyes”
Tin = Jin/|Do| €8 Tour = Jout/|Jo| impulzusmomentum fluxust egyiitt abrazoljuk a horizonton és
a fényszerti végtelenben a T = const szeletek ,normalizalt” és ,elGjelhelyes” J(T) = J(T)/|Jo|
impulzusmomentum tartalmaval a 3.24. abran is megjelenitett II. tipust kimend skalar konfigu-
raciokra. Mindkét esetben a kezdSadat Jy impulzusmomentuménak |Jo| = |J(T = 0)| abszolut
értékével normalizéltunk. Az elGjelhelyesség azt jelenti, hogy Jy pozitiv a hattér feketelyukkal
egylitt forgdb m = +1-es és negativ az ellentétesen forgd m = —1-es konfiguraciokra. Ennek megfe-

lelsen JTour = Jout/|Jo] s a 6J = (|Jo| — |Jout|)/|Jo| impulzusmomentum-nyereség az m azimutalis

86



3 T T T T T T T T T
K A—
) Tin i
Tout ——— =
. ] i
0 —
_‘I = -
,1 —
_2 = —
_2 | - -
_3 = -
3 1 Il 1 1 Il 1 1 1 1 4 Il Il 1 Il Il 1 Il 1 Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T T
(a) s=0, m=+1. (b) s=0,m= -1

3.34. abra. A Jin = Jin/|Jo| €8 Tout = Jout/|Jo| horizonton és .# T-on Atmend normalizalt és elGjelhelyes fluxusok,
valamint a T' = const idGszeletek J = J(T')/|Jo| normalizalt és elGjelhelyes impulzusmomentum tartalmanak

idstiiggese egylitt és ellentétesen forgo (forditott idsderivalttal inditott) skalar perturbaciok esetén.

paraméter elGjelétsl fiiggetleniil §J = 1 — | T, modon kapcesolodnak egymashoz. A 3.34. abra
paneljein tisztan lathato, hogy Jy elGjelétdl fiiggetleniil, egy rovid kezdeti dinamikai idGtartamot
leszamitva, a horizonton ataramlé fluxus negativ, ami a Jy-hoz viszonyitva jelentds mértékid, mig
a #T-on ataramlo fluxus szintén jelentGs és pozitiv. Ezen feliil, ahogy vartuk, a 3.34. Aabra
paneljeinek Osszehasonlitasiaval lathato, hogy a frame dragging hatéasa erdsebb ellentétesen forgd
konfiguracié esetén. Végiil megjegyezziik, hogy ez az impulzusmomentum szuperradiancia, amit
a frame dragging okoz, teljesen egybevag azzal a képpel, ami a Penrose-folyamatrol él benniink.
Ennek belatasdhoz gondoljunk arra, hogy egy erds negativ impulzusmomentum fluxus a horizonton

biztositja a a Jy értékét jelentGsen meghaladd pozitiv fluxus eljutasat a fényszert végtelenbe.

3.10. Osszegzés: linearis perturbacidk Kerr-hattéren

A 2. fejezetben bemutatott formulakat elGszor a Kerr-féle feketelyuk téridék folott értelmezett
lineéris perturbaciok vizsgalata soran alkalmaztam. A linearis radiativ szabadsagi fokokat megje-
lenits valtozok idéfejlédését egyetlen mesteregyenlettel, Teukolsky egyenletével le lehet irni, ahol
az adott valtozo spinstilya jeleniti meg a fizikai jellegét. Ezen valtozok kifejtési egyiitthatoira fel-
irt (1 + 1)-dimenzi6s, méasodrendd hiperbolikus parcialis differencidlegyenlet-rendszert standard
eljardssal elsérendd parcialis differencialegyenletek rendszerére vezettem vissza. Az igy kapott
egyenletrendszert a vonalak modszerével és egy negyedrendd Runge-Kutta-integratorral oldottam

meg.
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A kapott megoldasok helyességét és a numerikus eljaras konvergenciajanak fokat Toth [30]
munkajaban ismertetett kanonikusan megmarado6 energia- és impulzusmomentum-jellegti aramok
alapjan ellendriztem. Mivel ezek az aramok csak két, potencialisan fiiggetlen, ellentétes spinsu-
Iyt megoldés kombinécidjaval allithato el6, énmagaban nem elegendé egyetlen, adott s spinsilya
megoldas jellemzésére. Ezt a hianyossagot kikiiszobolends, Wald [33] munkéja alapjan megkonst-
rualtam azokat a C fiiggelékben talalhaté masod- és negyedrendii differencidloperatorokat, amelyek
adott s spinsilyi megoldasokat —s spinsulyd megoldésokba képeznek. Az igy kapott megoldés-
parokat alkalmazva a Toth-féle aramokban olyan megmarad6 adramokat kapunk, ami konstans
szorzotol eltekintve kielégitGen jellemzi az adott megoldast.

A Teukolsky-egyenlet altal leirt perturbaciok aszimptotikus viselkedése—egész pontosan a le-
csengési rataja—kiemelt jelent&séggel bir a Kerr-megoldéas linearis perturbaciokkal szembeni tel-
jes stabilitasanak szempontjabol. Ugyan ismertek analitikus kozelitések, melyek megjosoljak az
aszimptotikus, ~ T~ alaki viselkedésre jellemz§ kitevSket kiilonb6z6 paraméterek esetén, de
sziikséges ezen joslatok numerikus ellendrzése. A Récz és Toth altal [51]-ben megkezdett munka
folytatéasaként R — T koordinatak alkalmazasaval vizsgaltuk a TME elektromagneses és gravitacios
perturbaciokat leirs, (¢, 0) alakt kezdéadatbol elsallitott sztatikus és (0, ¢ alaki kezdadatbol
elgallitott tisztan dinamikus megoldasainak lecsengését az R = R, eseményhorizonton, a .#* jove
fényszeri végtelenben és az 1™ jovs idGszerti végtelent kozelits koztes R = const. vonalak mentén.
Célkittizéseinknek megfelelGen az irodalomban tudomasunk szerint elsének vizsgéltuk modszere-
sen a nem tengelyszimmetrikus megoldasokat. Meglepetésiinkre eredményeink modositasok nélkiil
kiterjesztik a sztatikus kezdSadatokhoz tartozo megoldasokra vonatkozo, [76]-ban tengelyszim-
metrikus esetekre empirikusan megallapitott formulakat. Ennél is meghokkentSbb, hogy tisztan
dinamikus kezd6adatokhoz tartozo megoldasokra vonatkozo [34]-ben és [76]-ban talalhato analiti-
kus érvelések hianyosnak bizonyultak néhany m # 0 esetben meghatarozott lecsengési egyiitthato
pontos megallapitasdhoz. Ezeket az észrevételeinket az 52|, Physical Review D-ben megjelent
publikicionkban tettiik kozzé.

A Kerr-téridé egy rendkiviil érdekes tulajdonsidga az ergoszféra jelenléte. Az, hogy az ese-
ményhorizonton kiviil megvaltozik az aszimptotikusan idGszeri Killing-vektormez§ kauzalis jellege,
lehet6vé teszi, hogy energiat nyerjiink ki a feketelyukbol annak forgasi energiajat megcesapolva. Li-
nearis kozelitésben ez abban jelenik meg, hogy a . jovs fényszerd végtelen irdnyaba tobb energia
tavozik, mint amennyit a kezdGadat tartalmazott. Ugyan az impulzusmomentumot nem jellemzi
az a fajta pozitiv definitségre vonatkozo elvaras, amely az energia esetében teljesen természetes
modon felmeriil, hasonlé vizsgélatokat itt is érdekesnek tartunk elvégezni, mivel az impulzusmo-
mentum valtozasdban direkt modon jelenik meg a frame dragging” hatasa, ami azt jelenti, hogy a
vonatkoztatési rendszereket bizonyos értelemben magaval sodorja a forgd feketelyuk. Skaldrmezk

esetén a [12]-ben és [90]-ben is ismertetett tokéletes visszaverGdést tapasztaltuk vagy a hullam-
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csomag egyenes behullasat a feketelyukba. Nem taldltunk olyan paraméretereket a kezdSadatok
altalunk vizsgalt osztalyaban, amelyek szuperradianciat eredményeztek volna az energiaban. Mivel
s = 0 esetben jol ismert az altalunk is alkalmazott megmaradé aramok fizikai interpretacioja, ezért
kiilon is targyaltuk a skalarmezsk esetén tapasztalt nagy impulzusmomentum-nyereséget. Ezekben
az esetekben az impulzusmomentum aramlasa alatamasztja, hogy a megjelend tobblet impulzus-
momentum a frame dragging kovetkezménye. A varakozéasainknak megfelelGen, tobb érdekességet
tartogatott az elektroméagneses és gravitacios perturbaciok vizsgalata. Megfigyeléseink alapjan
kintrél inditott hullamcsomagok esetén a befelé mend perturbaciokat leir6 s < 0 megoldasok mu-
tathatnak szuperradianciat, mig a bentrdél inditott hullamcsomagok esetén a kifelé mend sugarzast
leir6 s > 0 megoldasok. Mind az ergoszfératol tavolrdl inditott 1. tipusid, mind a horizont kor-
nyezetében koncentralt kezdGadathoz tartozo megoldasok esetén tapasztalt szuperradiancia nagy-
sagrendileg megfelelt Teukolsky [35]-ban megadott elektromégneses hullamokra vonatkozo 4.4%-os
és gravitacios perturbéaciokra vonatkozo 138%-os értékeivel—habar a direkt Gsszehasonlitds nem
lehetséges, mivel més jellegl energia kifejezést alkalmaztunk. Kifelé haladd (s = 2) gravitaci-
6s perturbaciok esetén ennél joval latvanyosabb effektust produkalt néhany III. tipusi megoldas.
A legnagyobb meért effektus 390% koriili energianyereséget mutat. Egyrészt ez a hatalmas érték
utalhat arra, hogy az altalunk hasznalt energia tipusti megmaradd aram jelentGsen eltér a Teu-
kolsky altal hasznalt kifejezéstsl, masrészt latvanyosan mutatja, hogy az effektus nagysiga erésen
fiigg a kezdGadat tartojanak megvalasztasatol. Ha igazan nagy teljesitményti feketelyuk erémiivet
szeretnénk épiteni, akkor gy tiinik gondoskodnunk kell arrél, hogy a mezéknek nem elhanyagol-
hat6 része tartozkodjon a feketelyuk kozelében méar a folyamat kezdetén is. A szuperradiancidhoz
kapcsolodo eredményeinket ismertetd cikket kozlésre elfogadta a Physical Review D [92].

A Teukolsky-egyenlettel kapcsolatos vizsgalatainkat segité alkalmazasok nem kis részben épiil-
nek a [51]-ben, [12]-ben és [90]-ben elvégzett vizsgalatok soran kifejlesztett kodbazis egyes elemeire.
Az altalam végzett fejlesztéseket is tartalmazoé kodbézis bejelentkezés utan elérhetd a KFKI altal

tizemeltetett GitLab szerveren |93].
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4. fejezet

Schwarzschild kezd6adat nemlinearis

perturbaciol

Ugyan a gravitacios kéttest probléméanak bizonyos szakaszai kezelhetGek kozelitésekkel, de a folya-
mat teljességében csak numerikus modszerekkel vizsgélhato. Ezek az eljardsok nem hanyagolnak
el semmilyen fizikai effektust, igy a megfelel6 kezdSadat birtokdban csupan a szamitési kapacitas
hatarolja az elérheté pontossagot. Ennél fogva a kezdSadat pontossidga kulcsfontossagi minden
numerikus vizsgalat esetén. A napjainkban alkalmazott kettSs feketelyuk adatok azonban a mo-
dellezni kivant fizikan feliil mind tartalmaznak nem-fizikainak tekintett sugarzasokat |34, 35, 94].
Az altaldnos relativitaselméletben az evoltcios probléma azért kiilonosen nehéz és egyben ér-
dekes is, mert itt nem egy fix hattérgeometrian vizsgaljuk valamely fizikai mez§ fejlédését. Az
altalanos relativitaselméletben a geometria is egyike a dinamikai szerepléknek. Az evolicios prob-
léma megfogalmazasa azzal a feltételezéssel indul, hogy a négydimenzids M alapsokaséag foliazhato
valamely (sehol el nem tiing gradiensti) sima ¢t : M — R id6fiiggvény, ¥;-vel jelolt, szintfeliile-
teivel. Erdemes megjegyezni, hogy ha létezik, akkor végtelen sok ilyen fiiggvény létezik. A ¥,
szintfeliiletek kozotti kapcsolatok biztositasa érdekében vélasztunk egy olyan sima t* idéfejlodé-
si vektormez6t, amelynek integralgorbéi minden ¥, szintfeliiletet pontosan egyszer metszenek és
amely ugy van normalva, hogy t*0,t = 1 mindeniitt teljesiiljon. Egy adott id6fiiggvényhez is végte-
len sok id6fejlgdési vektormezd talalhato. Ekkor ahhoz hasonldan, ahogy az F;, Faraday-tenzort fel
szokas bontani a ¥, feliileteken értelmezett E* és H® térerGsségekre, a g,, metrika is felbonthato a
feliiletre vetitett h,, indukalt metrikira és az erre merdleges NV és N® komponenseire. Az evolicios
probléma kezddadataban h,, idéderivaltjaként a K., = %i’ nhap kiils6 gorbiilet jelenik meg, ahol n®
mindeniitt a ¥, feliiletekre merdleges egységnormalist, mig £,, az n® vektor szerinti Lie-derivéltat

jeloli. Ekkor az
Gap = Rap — %gabR = 81Ty (4.0.1)
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Einstein-egyenletet is felbontjuk a feliiletre meréleges és érintéleges komponenseire. A Maxwell-
egyenlethez hasonléan az evolucios egyenleteken til dinamikat nem tartalmazo kényszeregyenlete-

ket is kapunk, melyeket az anyagmentes vakuum esetben a

GR4 (K%)? — K4K® =0, (4.0.2)
DyK', — DK% =0 (4.0.3)

alakban frhatunk fel. Itt D, a hg-vel kompatibilis kovarians derivalé operator, ® R pedig az
ehhez tartozo gorbiileti tenzorbol képzett skaldrgorbiilet. Ezek a kényszeregyenletek megszoritjak
a lehetséges (hap, Kap) kezdGadat parokat.

A kényszeregyenletek megoldéasara alkalmazott modszerek szinte mindegyike a Lichnerowicz—

York-féle konformis felbontéson alapulnak [95, 96, 97]. Ezek kozéppontjaban a

hab - ¢4Eab

Osszefiiggés all, ahol hyy, egy tetszdleges hattér metrika, ¢ alakjat pedig meghatérozzak a kénysze-
rek. A K, kiils§ gorbiilet hasonlé felbontasara York tett javaslatokat [98, 99]. Ezek mindegyike
elliptikus egyenletrendszert eredményez a ¢ skalafaktorra és a kiils§ gorbiiltre alkalmazott felbon-
tastol fiiggben K, harom komponensére.

Egészen a kozelmiltig ezeket az egyenleteket csupan egy sor Bowen és York [100] 4ltal bevezetett

egyszertsitd feltétel mellett oldottak meg. Ezek a feltételek a kovetkezdek:
o K =trK, =0, azaz az id&szelet maximalis,
e hg sik metrika, vagyis hg, konformisan sik,
o 0| = 1, azaz h,, aszimptotikusan sik.

Ezen feltételek mellett a kényszeregyenletek gyakran analitikusan is megoldhatoak, igy kivalo el-
lenérzési lehetGséget nytujtanak a numerikus vizsgalatok szamara, de ezek a tilzo egyszertsitések
vezetnek a kezdGadatban megjelend nem-fizikai sugarzashoz. Hogy lassuk mennyire problémasak
ezek (elsd sorban a konformis sikség) elég felidézniink, hogy a Kerr-megoldasnak nincs konformisan
sik szelése [101], tehat egyik konformisan sik kezdSadat sem képes mar a forgd Kerr-feketelyuk kez-
déadatot pontosan leirni. Emiatt egy ilyen kezdGadat mast ir le, ami jelentGsen rontja a kozelités
értakét [041].

A fentiekbdl kifolyolag napjaink igen fontos kutatési iranya a Bowen—York-féle feltételeken til
mutato eljarasok kidolgozasa akar kiilonbozé nem sik hattér metrika alkalmazasaval |

) Y

|, akdr a poszt-newtoni sorfejtés altal motivalt kezdSadatok elGallitasaval [35, 38]. Ezek a

probalkozasok alapvetGen a Lichnerowicz—York-féle kereteken beliil maradnak.
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Mindezektdl alapjaiban tér el a Racz Istvan altal javasolt 4j modszer [105]. A Lichnerowicz-
féle konformis felbontas helyett a ¥, felilletet X, feliiletekkel fedi le és a h,, metrikat a (3 +
1) felbontéshoz hasonloan a feliileten indukalt 7,, metrikara és a feliiletre merdleges N és No
komponensekre bontjuk. Hasonléan a K, kiils§ gorbiiletet Ky, k, és k GsszetevSkre bontjuk. Az
igy kapott egyenleteket megoldhatjuk a (]/\\7 ,k,, K) harmasra vagy a (k, k,, K) harmasra. Mindkét
esetben evolucios egyenleteket kapunk a Lichnerowicz—York-féle elliptikus egyenletek helyett.

A kényszeregyenleteknek ez az Gj megfogalmazésa bizonyitotta, hogy alkalmas kettds feketelyuk
kezdGadatok elsallitasara [106, , 108], de ahogy Beyer és tarsai [109] ramutattak, korantsem
egyértelmi, hogy mikor és hogyan kaphatunk fizikailag értelmezhets, aszimptotikusan stk meg-
oldasokat. A fejezetben ez utébbi kérdés megvalaszolasara tett erdfeszitéseinket ismertetjiik. A
fejezet felépitése a kovetkezs: a 4.1.1. alfejezetben attekintjiik a téridé (3 + 1)-es felbontasat és
bevezetjiik a kényszeregyenleteket. Ezt kdvet&en hasonlé felbontast alkalmazunk a kezddéfeliileten
beliil (4.1.2. alfejezet) és az igy kapott egyenleteket felirjuk spinsulyozott valtozokkal (4.1.3. alfe-
jezet). A 4.2. alfejezetben targyaljuk az aszimptotikus siksag fizikai jelentGségét és a spinstlyozott
valtozokra vonatkozo feltételeket. A valtozok értékeit Schwarzschild kezdGadat esetén és a kozel-
Schwarzschild kezdSadatok meghatarozasat a 4.3. alfejezetben adjuk meg. Ezt kovetSen targyaljuk
a nemlinearis perturbativ alakjat az egyenleteknek (4.4. alfejezet), majd az alkalmazott numerikus
modszereket részletezziik (4.5. alfejezet). A 4.6. alfejezet néhany analitikus megoldast tartalmaz
gombszimmetrikus esetben, majd a 4.7. és 4.8. alfejezetek a szigortian kozel-Schwarzschild és

gyengén kozel-Schwarzschild megoldasokra vonatkozé eredményeinket mutatja be.

4.1. A kényszeregyenletek evolicios alakja

4.1.1. A téridd (3 + 1)-es felbontasa

Ha egy akronalis ¥ feliilet jov6 és milt iddfejlédése elGallitja a teljes M sokasagot, akkor Y-t
Cauchy-felilletnek nevezziik. Azok az (M, gqu) téridék, amik rendelkeznek Cauchy-feliilettel, a
globélisan hiperbolikus téridék. A globéalis hiperbolikussédgbol kovetkezik a téridé erds kauzalitésa
is, vagyis a sokasag nem tartalmaz zart vagy kozel zart' idGszert gorbéket |53, 54]. Ennél erGsebb
allitast is tehetiink. Az (M, gqu) globalisan hiperbolikus téridék egyben stabilan kauzalisak is,
amelybdl kovetkezden valaszthatunk egy ¢ globélis id6 fiiggvényt gy, hogy minden konstans t-hez
tartozo hiperfeliilet Cauchy-feliilet. M folidazhatd Cauchy-feliiletekkel és M topologiaja R x X
modon irhato, ahol ¥ valamilyen Cauchy-feliilet [110, 111].

Tekintstink egy ilyen 3, szeletet! Ennek a Y; szeletnek az egységnormalisat jeloljiik n,-val!

1Kozel zart gorbék esetén fennall a veszélye, hogy kis perturbéaciok zart idészert gorbéket eredményeznének.
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Ekkor a ¥; feliileten indukélt metrikat
hab = Gab + namtp (411>

modon kapjuk?. Megjegyezziik, hogy a h?, tenzor projekcioként viselkedik (h%.h¢, = h%) és a X4
hiperfeliiletekre vetit (h,n. = 0). A tovabbiakban ¥ minden esetben egyetlen meghatarozott ¥,
feliiletre fog utalni.

Ahogyan a fejezet bevezet§jében szerepelt, valasztunk egy t* evolucidévektort olyan modon,

hogy integralgérbéi minden ¥, feliiletet pontosan egyszer messenek és a

'Vt =1 (4.1.2)
normalési feltétel teljesiiljon. Az evolaciévektor Y-ra merGleges

N = —tn, (4.1.3)
komponense a lapse, mig az érinté iranyu

N® = h°.t° (4.1.4)
vetiilete a shift. A kezdGérték problémaban a metrika idGderivaltjanak a szerepében a

Kup = 5 £ahas = N) " 0hay — (Db + DyN,)] (4.1.5)

kiilss gorbiilet jelenik meg. K, a X feliileten értelmezett tenzor (h°,h/, Kop = Kap), a hep indukélt
metrikaval kompatibilis D, kovarians derivalo operator és g,, metrikidval kompatibilis V, kovaridns

derivalo operator kozott pedig a
DcTal"'akbl.__bl = haldl A helblthVdel'"dkelmel (416)

Osszefliggés biztosit kapcsolatot. Ezt felhasznalva felirhatjuk a V,-hoz és a D,-hoz tartozo gorbiileti

tenzorok kozotti kapcsolatot kifejezé Gauss—-Codazzi 6sszefliggéseket:
® Rape? = hal hy?hh @ Rygid — KooKt + Ko KoY, (4.1.7)
Regn®hy = DK% — DK, (4.1.8)

ahol ® R4 a D, konnexidhoz tartozod gorbiilet. Ezek alapjan belathato, hogy a Ggn® = 0
vakuum egyenletek nem tartalmaznak mésodrendd id6 derivaltat (itt G, a (4.0.1) egyenletben

definialt Einstein-tenzor). A térid6 dinamikdjat a Ggh®.h’y = 0 egyenletek irjak le, mig

1
0 = Gunn® = 3 (PR + (K%,)? — Ky K] (4.1.9)

0 = h’.Gyen® = DyK®, — D K", (4.1.10)

2Emlékeztetjiik az olvasot, hogy a 4. fejezetben végig (—, +, +, +) szignatirat hasznalunk.
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egyenletek a Hamilton- és impulzus-kényszerek. A Bianchi-azonossag kiévetkezményeként, ha a
kényszeregyenletek teljesiilnek a kezdéfeliileten és az Einstein-egyenletek térbeli komponensei min-
deniitt érvényesek, akkor a kényszerek is teljestilnek mindenhol [53]. Megjegyezziik, hogy a fenti
kényszerek négy Osszefiiggést biztositanak a két szimmetrikus tenzormezé tizenkét komponense
kozott, vagyis az egyenletrendszer alulhatarozott.

A dolgozatom ezen fejezetében kezdGadatok elGallitdsaval fogunk foglalkozni, tigyhogy vizsga-

lodésaink kozéppontjaban a (4.1.9) és (4.1.10) egyenletek lesznek.

4.1.2. A kezddfeliilet (2 + 1)-es felbontasa

Kevéssé ismert, hogy a fenti felbontas nem csak Lorentz-szignatiraji, hanem Riemann-szignatiaraju
metrikaval ellatott sokasagokkal is mtikodik, feltéve, hogy ¥ folidzhatd egymassal homolog kétdi-
menzios feliiletek valamely egyparaméteres seregével. A doktori képzésem soran kifejlesztett nume-
rikus modszer csak akkor alkalmazhato, ha ¥ topologidja R x S2. Megjegyezziik, hogy a kényszerek
ennél altalanosabb keretben is felirhatoak evolticios problémaként [105], de az egyszertiség kedvéért
most ettdl eltekintiink.

A vizsgalt esetben tehat >-n valaszthatunk egy sima, el nem tiiné gradiensd ¢ : ¥ — R
fiiggvényt, aminek a &, szintfeliiletei topologiai gombok. Ekkor szintén valaszthatunk egy o*
sevoliciévektort” gy, hogy az integralgérbéi minden S, feliiletet pontosan egyszer messenek és a
0D, = 1 normalési feltétel teljesiiljon.

Az S, feliiletek n, egységnormalisaval az S,-n indukalt 7,, metrikat
:y\ab = hap — /ﬁa/ﬁb (4111>

Osszefiiggés adja. A korabbiakhoz hasonléan 7%, az S, feliiletekre vetits projekcio. Ezen felbontasra
tekintettel definidljuk az S, feliilethez tartozo

~ 1 R
Kab - §£ﬁ7ab (4112)
kiils6 gorbiiletet is. A p® evoluciovektor S,-ra meréleges és érinté iranyt komponensei a
N = 7R, (4.1.13)

mésodlagos lapse és
N =7%0° (4.1.14)

masodlagos® shift. Ezekkel az evoluciévektor

0" = Na® + N* (4.1.15)

3Itt és a tovdbbiakban a masodlagos jelzGvel arra utalunk, hogy a (2 + 1)-es felbontdsban megjelend mennyisé-

gekrol beszéliink, nem a (3 + 1)-es felbontasban megjelenskrsl.
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modon irhato.
Most, hogy felirhatjuk a h,, metrikat az N méasodlagos lapse, az N@ masodlagos shift és a 7,

indukalt metrika segitségével, allitsuk el6 a K, kiils6 gorbiilet vetiileteit is. A kiils§ gorbiilet

Kab = K,/T\Laﬁb + [/T\Lakb —+ ﬁbka} -+ Kab (4116)
modon irhato, ahol
Kk = NN Ky, (4.1.17)
ko =700 Ky, (4.1.18)
Ko =77 s Kea. (4.1.19)

Célszertinek bizonyul tovabbé az S, feliileteken értelmezett szimmetrikus K, és [A(ab tenzormezdék
o~ o~ o *

K = 7"K,;, ¢s K = 7K, nyomét, a Kq, = Kq— 17, K nyomtalan tenzort és a K4, szimmetrikus
tenzort is definidlnunk a

~ ~ ~ 1 . ~ o~

Kuyp=N"'K,=N" 5Lt = DialVy (4.1.20)
Osszefliggésen keresztiil. Ilyen modon a (hqy; Kgp) valtozokat kifejezhetjiik az (]/\f N Ry 5, Ky, K,
IO{ab) 1j valtozokkal, és forditva.

A (4.1.9) és (4.1.10) egyenletek 1j valtozokkal torténd felirasahoz sziikségiink lesz a kovetkezd

Osszefiiggésekre [112]:
OR = R {2£aR + B + RyR® + 281 DD, (4.1.21)
DK, = kK + D%, — Koy K™ + £7k — 21°K,, ( )
n"D K% = £ak + £:K, (4.1.23)
DK = Kk, + DK, + gk + £5k, — 1"Kp,, ( )
’/y\banch = ﬁa’i_’_ﬁaK) ( )
ahol lA)a a Ya-vel kompatibilis kovarians derivalo operator és R az ehhez tartozo gorbiileti tenzorbol

képzett skalargorbiilet, 71, = n? Dy, = —D,(In N ).

Ezeket felhasznélva a kényszerek a

R+ {Qfﬁ[? + K24 K K™+ 2]?*113“13&]\7}

1 9 o o _ab
+26K + SK = 2kk, — Ky K =0, (4.1.26)
1 o~ A~ A~ o] o~ . .
£ake = 5 DK = Dot + D'Ky, + Kk, + k1, — 0Ky, = 0, (4.1.27)
£:K — D'k, — kK + Ko K® + 21k, = 0 (4.1.28)
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alakot oltik. A (4.1.27) és (4.1.28) impulzus-kényszerek szimmetrizalhato hiperbolikus rendszert
alkotnak K-ra és k,-ra, mig a (4.1.26) Hamilton-kényszer a K=N _1I*( Osszefiiggésen keresztiil
parabolikus parciélis differencialegyenlet N -ra, vagy algebrai egyenlet k-ra attol fiiggden, hogy a
(K,k,, N) harmasra vagy a (K, kg, ) harmasra oldjuk meg a kényszereket [107].

Az aszimptotikus sikség feltételeinek késébbi meghatarozasa céljabol érdemes felirnunk hg, és

K komponenseit az S, feliiletekhez igazitott (o, Z,) koordinatakra. Ekkor
Rab = Po(d0)a(d0)s + 2hpa(d0) (o (AE*)p) + has(dE*)a(dE”)s, (4.1.29)
valamint
Koy = Kop(d0)a(do)s + 2K po (d0) (o (dZ¥)p) + Kap(di®),(dz?),. (4.1.30)
(4.1.15) felhasznalasaval osszevetjiik a (4.1.11) és (4.1.29), valamint a (4.1.16) és (4.1.30) egyenle-

teket. A koordinata komponensekre a kdvetkezd Osszefiiggéseket kapjuk:
hoe = N? +F0sNON?, (4.1.31)

hea = AN, (4.1.32)

hag = Yagp, (4.1.33)

K,y = N’k + 2Nk N® + Ko s N“N?, ( )

Koo = Nk, + KogN?, ( )

Kop = Kag. ( )

4.1.3. Spinsulyozott valtozdk

A ¥ feliiletet S, topologiai gombokkel foliazzuk. Egy kivalasztott S,, feliileten alkalmazhatjuk a
(9, ¢) gombi koordinatékat és errdl a feliiletrdl az evolicios vektormezs menti Lie-transzporttal
elterjeszthetjiik a koordinatakat ¥-ra. Hasonléan S,,-n definiadlhatjuk a 2.2. fejezetben hasznalt
(¢*,q"%) diadot és a g referencia metrikat, majd innen kiindulva az evoluciés vektormezs segit-
ségével elterjeszthetjiik ket az egész X feliiletre. Az el6z6 fejezetben bemutatott 0 valtozokat
kontrahalva a didd elemeivel az 0sszes valtozonk skalar lesz.

N , k és K skalarok, ezekkel most nincs dolgunk. k.-t kontrahaljuk ¢®-val és bevezetjiik a

k = ¢k, (4.1.37)
valtozot, amivel
k, = % kg, +kq,] - (4.1.38)
A Io{ab mennyiségre
Ko = }l |:Io<_quaQb + IO{qqqaqb + IO{qa(Qaqb + @d.) | 5 (4.1.39)
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ahol

Io<qq = f{abqaqba (4.1.40)
K, = Ku'?. (4.1.41)
Hasonloé moédon a shiftre
N = ¢°N, (4.1.42)
és a metrikara .
Yab = AGap + 5 [b7,3, + bgags] , (4.1.43)
ahol
Lo
a=g ad"q (4.1.44)
1/\ a
b = 5 Jand Q. (4.1.45)

Megjegyezziik, hogy q* és q, kozott q%, 1étesit kapcsolatot, ezért
gN® =N £N (4.1.46)
és .
79 = g {aq“b -5 [bg“q" + bq"q’] } : (4.1.47)

ahol d = a? — bb.
A Fu-vel kompatibilis Ba kovarians derivalé operédtor és a ¢u-vel kompatibilis ]o)a derivalo

operator kozotti Osszefliggést a

1/\6 o o o
Cap = 57 / {Dawb + DvVfa — Df%b} (4.1.48)

tenzor fejezi ki. C°,, komponensei:

A= qaq”ceabqe, (4.1.49)
B = 3%¢°C°.qe, (4.1.50)
C = ¢“¢"C°pqe. (4.1.51)

Most, hogy ismerjiik ﬁa és f)a kozti kapcesolatot, felirhatjuk a 7,,-hez tartozo skalargorbiiletet az
egységgdmb R=2 skalargorbiiletével:
1

R= o (21%— {6E—§A - %[Cﬁ— BE}}) . (4.1.52)
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A parabolikus-hiperbolikus rendszer ezekkel a spinstlyozott véaltozokkal felirva

G lxse 1R
8,N — =NON — —NaN
y NON =3 }

- %d1N2 { 6N—B§J\7} —b{82A -

ak—lNak—%Eak—lNﬁKH_o (4.1.54)
1< 1 o o
8K—§N5K—§N6K—§Nd {a(6k+6k)—b6k—b6k}+F:0 (4.1.55)
alakot olti, ahol
* 1~_* 1T * 1 * * *
A= 0,k — SNBK - SNOK + 5 K2+KabKab}, (4.1.56)
11~ 1 — — — o o
B=—3 [R+2/~cK+§K2—d‘1[2akk—bk2—bk2]—KabK“b], (4.1.57)
1 = _ ~ 1 ~ & ~T <, .0 ~; 0
f= [kaN + kE‘SN} - |:I<L—§K] ON + Kk — N|ok + ¢“i*K., — anbKab], (4.1.58)

1/\ o o o -
F:ZNd‘l{QaBk—b(Ck+Ak)+cc.} d'|(ak - bk 6N+cc]

a,,K“” (n — = K> (4.1.59)

A ‘ce.” jelolés minden esetben a vele egy zarOJelben talalhato tagok komplex konjugaltjara utal,
7e = DIn N, és a ¢“n"K,p, ¢*D"K o, KabK K, K, K K tagok explicit alakja spinsilyozott
valtozokkal kifejezve megtalalhato [18]-ban.

Hasonl6an az algebrai-hiperbolikus egyenletrendszer a

0K — %NéK _ %ﬁéK _ %Nd—l{a(ahﬁk) ~bOk bk} +F =0, (4.1.60)

0k — %Nﬁk - %ﬁak + NK—l{wK — d"[(ak — bk) 0k + (ak — Ek)?)k]} v f =0,
(4.1.61)

K = %K‘l a7 (2akk — bK’ ~BK?) - %Kz — ko) (4.1.62)
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alakot olti, ahol

Ko = R — K, K™, (4.1.63)
tovabba
1 o I PN
F— Nd {2aBk b(Ck + Ak)+cc.}—d [(ak—bk)éNﬂc}
o * 1 *
+ [KabKab - <K,— 51{) K} , (4.1.64)
f = 1[ N+E6N]
2
1 ~ o _ _ _
+5N(d-K) [(ak—bk)(Bk+Bk)+(ak—bk)(Ck+Ak)]
B PP N
- [m - §K} ON + NbK‘lfﬁno + Kk — ¢"i"Ky +anbKab] (4.1.65)

Aszimptotikus siksag

Izolalt rendszerek esetén a fizikai intuicionk azt sugallja, hogy a forrastol végtelen tavol a térids
sik, azaz valamilyen értelemben hasonlit a Minkowski-téridéhéz. Eppen ebben a vonatkozéasban
jatszanak kitiintetett szerepet az aszimptotikusan sik megoldasok. Ezekben, az ott aszimptotikus
értelemben létezG id6- és térbeli eltolasi, valamint a forgasi invariancidhoz kapcsolédodan, legalabb
globalis értelemben értelmezhetjiik a megoldésok teljes energiajat, lendiiletét, perdiiletét vagy a
tomegkozéppontjat. Az aszimptotikus siksag pontos definiciojaért Wald konyvéhez [53] utaljuk
az olvasot, itt csupan a kovetelmények természetét szeretnénk érzékeltetni. Egy (M, gqp) vakuum
térids a térszertd és fényszerd végtelenben aszimptotikusan sik, ha létezik egy (M , §ap) nem fizikai
téridd, ahol Gu, sima egy i° pont kivételével, ahol ennél enyhébb feltételeket kell megengedniink,
és letezik egy W : M — W[M] C M konformis izometria © konform faktorral (ekkor W[M] felett
Gap = 2W*g,), tovabba

e az i’ pont M minden pontjitol térszertien elvalasztott

a T Ui® U .7~ végtelen kornyezete mentes kauzalis patologiaktol

Q kiterjeszthetd M-re olyan médon, hogy i° pontban €2, mindenhol mashol C'>

Q eltiinik #*, i© és £~ helyeken (ez a végtelen nytjtas biztositja, hogy ezek a helyek
ténylegesen a végtelent jelenitik meg) és  derivaltjai ugy viselkednek, hogy g., egy sik

metrikdhoz tartson a végtelenhez kozelitve

S T-nak és #-nak a megfelels topologiaval kell rendelkeznie.

99



Aszimptotikusan sik téridsk esetén vizsgalhatoak OM = £+ Ui U .#~ C M szimmetriai. Ezek
az aszimptotikus szimmetridk alkotjak a Bondi-Metzner—Sachs-csoportot (BMS-csoport), ami a
Poincaré-csoportnal bévebb, de az elemei k6zott beazonosithatdéak a Poincaré-csoport elemei. Ilyen
modon lehetdségiink nyilik azonositani a Poincaré-csoport elemeinek megfelel§ aszimptotikus izo-
metridkat és ezek segitségével definidlni az ezen szimmetridkhoz tartozé6 ADM toltéseket.

A fenti geometriai képhez illeszkedd koordinatakat alkalmazva azt mondhatjuk, hogy a (X, kg,
K ) kezdGadat erdsen aszimptotikusan sik [113, 114], ha egy kompakt ¥-beli halmaz komplemen-

terét diffeomorf modon leképezhetjiik valamely R3-beli origd kozépponttt £ gémb komplementerére

gy, hogy az R3-on értelmezett z, Descartes-koordinatédkkal meghatarozott r = \/ 212 + 29?2 + 13

fiiggvény r — oo hataratmenete esetén a

hag = (1 + g) (Sag + ﬁ(r”), (421)
Kopg = 0(r7%) (4.2.2)

relaciok teljesiilnek, ahol C' egy alkalmas pozitiv konstans.
Az aszimptotikus siksag egy kevésbé szigori meghatarozasahoz jutunk, ha azt csupan az ADM
toltések létezésehez kotjiik [115]. A vonatkozd gyenge aszimptotikus siksag feltétele, ami mellett

még léteznek az ADM tomegek, de nem kell a fenti felsorolas minden pontjanak teljesiilnie, a

haﬂ - <]' + g) 5&[3 + ﬁ(r_3/2_6)7 (423)
T
Ko = O(r~**7) (4.2.4)

lecsengés, ahol € egy tetszélegesen kicsiny pozitiv konstans. Ebben az esetben belathato [115],
hogy az ADM tomeg és impulzus még jol definialt mennyiségek. Alabb megmutatjuk, hogy ezek
a feltételek milyen megszoritasokat eredményeznek a spinsulyozott valtozokra. A gondolatmene-
tet csak az erGsen aszimptotikusan sik kezdGadatra mutatjuk be, majd a végeredményt kozoljiik
mindkét esetre.

Elszor a (4.2.1)-(4.2.4) feltételeket fogalmazzuk at (r, Z,) gombi koordinatékra, ahol ; = o

és T9 = . A két koordindtarendszer kozotti kapcesolatot a kovetkezSképpen irhatjuk:

x1 = 7 sind cosyp, (4.2.5)
xo = rsind singp, (4.2.6)
x3 = 1 cosv. (4.2.7)
A Descartes-koordinatakban
(194067 ou) o0
hap = O(r=?) (1+&)+0(r?) O(r=?) (4.2.8)
O(r=2) O(r—2) (1+£&)+0(2)
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komponensekkel leirhatd h,, tenzor komponensei gombi koordinatakban

(1+9)+ 002 o(r 1) o@r )
hap = Or1) (1+ &) r2+0(r°) or° . (4.2.9)
O(r=1) O(r?) (1+ €) r’sin®d + O(r°)

Hasonlé moédon a Descartes-koordinatakban

o(r=2) o2 O(r?)
K= 0072 002 O(r?) (4.2.10)
or=?) o2 O(r?)

komponensekkel leirhaté K, tenzor komponensei gombi koordinatakban

o2 o) o™
Ky=1 o(r=Y)y o0 o0 |. (4.2.11)

) o(
o) o0t o0

Mivel a vizsgélataink kozel Schwarzschild kezdGadatokra szoritkoznak, feltételezhetjiik, hogy X foli-
azhato metrikus gombokkel. Ebben az esetben valaszthatjuk o = r-et és a korabban meghatérozott
Roos Poas Papy Koy Koo és Kop komponenseket kozvetlentiil 6sszevethetjiik a fenti feltételekkel. Az

Osszevetés eredménye:

hpr = N? 4+ Fag NN = (1 + 9) +0(r?), (4.2.12)
T
Bra = AasN® = O(r7 1), (4.2.13)
has = Jas = 0ag (1 + g) +0(r°), (4.2.14)
K,p = N’k + 2Nk N® + Koy N°NP = 0(r7?), (4.2.15)
Kyo = Nk + KogNP = 0(r7), (4.2.16)
K. =Ko =0, (4.2.17)

ahol g,p az egységgdmb metrikajanak komponenseit jeldli. (4.2.14) alapjan J,s < O(r?) és 3% «
0(r~2). Ezt felhasznélva (4.2.13) alapjan N® o @(r~—%). Mindezt dsszevetve (4.2.12)-vel N2 —1 o
O(r~') adédik. Mivel N nem vélt elgjelet, ebbsl kivetkezik, hogy N — 1 oc @(r~1). Hasonléan
(4.2.17) kimondja, hogy K,g oc O(1°), (4.2.16)-b6l kovetkezik, hogy k, oc O(r) és (4.2.15)-bél
k o< O(r~?). Felhasznélva, hogy Io{ab = Kab—%%bK azt kapjuk, hogy IO{a/g x O és K o< O(r—2).
Mivel ¢* komponensei fiiggetlenek r-t6l, a spinsulyozott valtozokra vonatkozo feltételek kozvetlen
modon kovetkeznek az el6bbiekbdl. A potencialis fliggs valtozokra a 4.1 tablazatban gytjtjiik 6ssze

ezeket.
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valtozo | erds aszimptotikus siksag gyenge aszimptotikus siksag
K O(r—2) O (r=3/7=¢)
K O(r=2) O (r=3/2=<)
k O(r=1) O(r=1/2-¢)

N-1 o(r ) o(r )

4.1. tablazat. A fiiggd valtozok erds és gyenge aszimptotikus siksagnak megfelels lecsengési ratai. A 4.7

fejezetekben ezekhez fogjuk viszonyitani a megoldasok lecsengését.

4.3. Schwarzschild térid6 spinsiilyozott valtozokkal
Valamely metrika Kerr—Schild form4ja, ha felirhat6 a
9ab = Nab + 2Ifgagb (431)

alakban, ahol H, az esetleges szingularitasoktol eltekintve, egy sima fliggvény, 1, a Minkowski-
metrika, valamint ¢, fényszerd mind g,-re, mind pedig 7,-re vonatkozéan. Az inverz metrika

ekkor a
g =" —2H P (4.3.2)

alakot 6lti, ahol ¢* = n¢,. Definidlva az ¢, = (°n, és Ea = h,°l, vetiileteket (a fényszertiség miatt

(2 = (¢0,) az indukalt metrika

hap = day + 2HU, ), (4.3.3)
alakot 0Olti, mig h,, inverze
2H (0
ht =g - 4.3.4
1+ 2HZ (4:3.4)
ahol d,;, = haehbfnef. A lapse és a shift
1
N=—9F——F——, (4.3.5)
V14 2H{
N, = 2H/(,0,, (4.3.6)
N = 2HN?(,0°. (4.3.7)
A kiils6 gorbiilet
Ka = (2N) ' [0ihay — (DyNy + DyN,)]. (4.3.8)

Schwarzschild téridében gémbi koordinatak felett H = M/r és £, = (1,1,0,0). ¢, vetiileteire

0, =1 ¢és Za = 0,r. Ezzel a lapse
1
N=___— (4.3.9)

V1+2H'
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a shift

N, =2HO0,r, (4.3.10)
az indukalt metrika
hag = dag + 2H6ar65r (4.3.11)
és a kiils6 gorbiilet
Koy = — M (40— [2+ HOurdsr) (4.3.12)
aB = — aB — al T L.
SN A ’

komponensekkel birnak. A ¥ feliiletet r = const. feliiletekkel foliazzuk. Ekkor a masodlagos lapse
és shift

N=+v1+2H, (4.3.13)
Ne =0, (4.3.14)
az egységnormalis
Ng =V1+2H0,r (4.3.15)
és az indukalt metrika
Yap = 1 Gap- (4.3.16)
A kiils6 gorbiilet vetiileteire
2M(1+ H)
k=0, (4.3.18)
2M
Kog= —— A4, 4.3.19
Y T (4319
4M
K=——F—W8—=—, 4.3.20
r2v/1+2H ( )
Kos = 0. (4.3.21)

A masodlagos kiils6 gorbiilet komponensei:

=~ 1

K.5 = ﬁ%ﬁ, (4.3.22)
aminek a nyoma és nyomtalan része
F-_ 2 (4.3.23)
rv1+2H

és K =0.
A 4.2. tablazatban Osszegytjtottiik a Schwarzschild-kezdGadathoz tartozo nem azonosan elting

alapvaltozokat.
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valtozo érték valtozo érték

a r? K %

4 % 2
d " K ra/142M/r
N | Vi+2M/r| R 2

aMm
K r2/112M/r R 2
2M (14 M/r) 3 82

k 72 (1420 Jr)3/2 “R PA(142M Jr)?

4.2. tablazat. A nem azonosan eltiing alapvets valtozo értéke a 4-dimenzids Schwarzschild megoldas egy

tis = const Kerr—Schild szeletébdl szamolva.

A tovabbiakban szigorian vett kozel-Schwarzschild kezd6adatnak nevezziik azokat az (a, b, N , N
k. k K, IO{) megoldasokat, amikre a szabadon valaszthato fliggvények a fenti tablazatban szerepls
értékeket veszik fel. Ezzel szemben tagabb értelemben vett kozel-Schwarzschild megoldasok esetén
a szabadon vélaszthato fiiggvények némelyikét szintén megvaltoztatjuk azzal a feltétellel, hogy az

aszimptotikus siksdggal Osszeegyeztethetd a fiiggvénymenetiik.

4.4. Nemlinearis perturbativ médszer

Sok esetben felmeriilhet az igény, hogy az evolucié soran gerjesztett modusokat a hattértsl elkii-
loniilten tudjuk vizsgalni. Ezt tamasztjak ala a 4.1a és 4.1b abrak. Ezeken az lathato, hogy a K
valtozo Ko? = (K|oY?) modusa esetén a hattér mellett sokaig nem megfigyelheté a perturbaciok
hatasa. Ebbdl kitinik, hogy ha kiiloén tudjuk valasztani a perturbaciok fejlédését a Schwarzschild
hattértsl, tisztabb képet kaphatunk a kisebb és lassabban lecsengd perturbaciokrol, hiszen ekkor
mar nem fogja ket kitakarni a jelentésen nagyobb amplitidéval rendelkezé hattér.

Az itt felvazolt eljarast a parabolikus-hiperbolikus rendszerben Kerr—Schild tipusu feketelyuk
kezdGadatok elsallitasara [106]-ban alkalmaztak. Az eljarast az algebrai-hiperbolikus rendszerre
adaptaltuk és mindkét esetben alkalmaztuk az aszimptotikus viselkedés vizsgalatara. Ebben a feje-
zetben attekintjiik az eljaras lényegét és a fiiggelékben bemutatjuk mind az algebrai-hiperbolikus,
mind a parabolikus-hiperbolikus rendszer esetén a nemlineéris perturbativ alakjait az egyenletek-

nek.
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T T T T T T T T
1 1+ a=1 —_—
a=0.1
107 - 102 4
X a=0.01
4 4L . i
10 10 2
Joo - Joo e
Ko’ Kol
108 | 108 a
1010 | 1000 | ,
1012 |- B 1012 |- ,
10-14 1 I I | 1 | 10-].4 1 I I | 1 I
1 10 102 108 104 10° 108 107 1 10 102 10° 104 10° 108 107
r r

(a) A K mezs Ko" komponensének r fiiggése, ahogy (b) A K mez6 Ko° komponensének r fiiggése, ahogy

azt az algebrai-hiperbolikus rendszer meghatarozza. azt a parabolikus-hiperbolikus rendszer meghatérozza.

4.1. 4bra. A K|yrO = Kschw|5ﬁro —a- Y70 tipust gerjesztés altal meghatarozott K mez6 monopélusanak, Ky%-nak
az r fliggése a = 1, 0.1, 0.01 esetén. Bal oldalon az algebrai-hiperbolikus, jobb oldalon a parabolikus-hiperbolikus
rendszer megoldasa lathato. A k-ra vonatkozo kezdGadat k| Fr, = Ksehw = 0 mindkeét esetben, mig a parabolikus-
hiperbolikus esetben N kezdGértéke N| Sy = Nschw| Fro - Minél kisebb « értéke, a gerjesztés hatasa annal kés6bb
vehet§ észre K monopélusdban. o = 0.01 esetén a kivanatos lecsengéstsl valo eltérés mindkét esetben rejtve marad

egészen magas r értékekig.

Kezdésként megjegyezziik, hogy az eljaras tetszéleges hattér esetén alkalmazhato, habar mi itt
txs = const Kerr—Schild idészeleteken vett Schwarzschild hattér esetén alkalmazzuk. Az evolicids

formaban mindkét esetben sematikus moédon az alabbi formaban frhatjuk az egyenleteket:
&f(i) = ,@(i) (aAan(j), 8Af(]-), f(j)) s (4.4.1)

ahol 04 a szogek szerinti derivaltakat, f;) pedig a fiiggd valtozokat jeloli, i 1-t6l 3-ig megy a
parabolikus-hiperbolikus esetben és az 1, 2 értékeket veszi fel az algebrai-hiperbolikus esetben. Az

Ky konkrét fliggését a véaltozoktol és koordinataktol most elhagyjuk. Azt reméljiik, hogy ez az

s

egyszerisitett jellés nem vonja el az olvaso figyelmet a lényeges pontokrol. Cseréljiikk a fliggs
véaltozokat az f;) + f(;) Osszegekre, ahol “f(;) a hattér véltozokat jelolik, ““f(;) az ettdl valo

eltéréseket, tehat Wi, = f;) — O, és

0, ) = Ay (0a(fy) + V), V) + ) — 0.
= Ry (0a(fy) + Dhy), VG + D) — Ry (04, ) (4.4.2)

ahol az utolso lépésben feltettiik, hogy a hattér valtozok kielégitenek valami (4.4.1)-hez hasonlo
0" = R (04"), ) - (4.4.3)
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egyenletrendszert. Amennyiben a ©f(;) hattér valtozoi szintén kielégitik a (4.4.1) kényszeregyen-
leteket, akkor a (4.4.3) egyenlet jobb oldalan allo R(; kifejezés fiiggvényalakja ugyanaz, mint a
(4.4.1) egyenletben szerepls ;).

Megjegyezziik, hogy a parabolikus-hiperbolikus esetben a valtozokat

N=9N4+®N, K="K+%K, k="k+ %k (4.4.4)
mig az algebrai-hiperbolikus esetben a
k="%+%%, K="K+“K, k="%+%k. (4.4.5)

szabaly szerint bontjuk fel.
Az érdekl6ds olvaso az egyenletek konkrét nemlinearis perturbativ alakjat a D.1 és D.2 fiigge-

lékekben talédlhatja meg.

4.5. Numerikus modszerek

Ez a fejezet az alkalmazott numerikus séma révid bemutataséara szolgél.

4.5.1. Multipé6lus sorfejtés

Az alkalmazott numerikus modszer alapja, hogy a 3. fejezetben bemutatottakhoz hasonléan
a mennyiségeket kifejtjiik spinstilyozott gombfiiggvényeken. Mivel (4.1.53)—(4.1.59) és (4.1.60)—
(4.1.65) egyenletekben a szogek szerinti derivaltakat ismét 0 és O segitségével fejeztiik ki, ezaltal
irdnyban megoldhatjuk egy negyedrendi numerikus integratorral.

Ennek megfeleléen az alapvets valtozokat spinsulyozott gombi harmonikusokkal fejezziik ki.

Példaul a WP s spinstlyt valtozot az egyenletekben a

émaz

)4
CP(r g, 0) =Y > PM) Ym0, 9), (4.5.1)

t=|s| m=—¢

sorral helyettesitjiik, ahol Y, egy s spinsulyu spinsilyozott gombfiiggvény. Ezzel a modszerrel
az evolucits forméaban felirt kényszeregyenleteket atirjuk a kifejtési egyiitthatokra— ()P esetén
P, (r)-re—vonatkozé csatolt kozonséges differencidlegyenletek rendszerére, ahol a szogek szerinti
derivaltakat kiértékeltiik az 0 és O operatorok Y, gombfiiggvényeken jol ismert hatésa segitségével
(a vonatkozo Osszefliggésekért visszautalunk a 2. fejezet tartalmara).

Ahogy (4.5.1) mutatja, az Osszegzés (-ben ¢ = |s|-t6] (végtelen helyett) ¢ = £,,,,-ig megy. A
gyakorlatban, a kozel Schwarzschild vizsgalatok soran az £,,,, = 5 valasztas méar elegendGen kicsi

levagési hibat biztositott.
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A csatolt kozonséges differencidlegyenletek rendszerét numerikusan integraltuk a negyedrendd
adaptiv Runge-Kutta—Fehlberg (RKF) integratorral. Minden lépést kiértékeltiink egy negyed-
rendten pontos és egy otodrendden pontos Runge-Kutta kozelitéssel. Az RKF modszer olyan
modon hatarozza meg a Runge-Kutta kozelitések egyiitthatoit, hogy a lehetd legkevesebb mitive-
letet kelljen ehhez elvégezni. Az adott 1épés hibdjat a két kozelités kiillonbségével kozelitve tgy
modositottuk a lépéshosszt, hogy a lehets legnagyobbat 1épjiik tigy, hogy minden valtozé hibéja
egy elére meghatarozott értéknél kisebb legyen. A bevalt eljaras szerint ez altalaban az adott
komponens € = 107 °-szerese, kivéve zérushelyek kozelében, ahol a komponens differencialjanak
e-szorosa. A gyakorlatban alkalmaztunk egy megengedett legkisebb lépéshosszt (107°) és egy leg-
nagyobb lépéshosszt (10°) is.

4.5.2. Konvergencia

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy—fiiggetleniil attol, hogy a teljes vagy a nemlinearis per-
turbativ formajaban és attol, hogy az algebrai-hiperbolikus vagy parabolikus-hiperbolikus rend-
szert oldjuk meg—az adaptiv numerikus integratorunk mindig biztositja az elvart negyedrendi
konvergenciat. Pontosabban fogalmazva, a (4.2a) és (4.2b) abrédkon a K és “K = K — Kgenw
valtozok monopol (¢ = m = 0) részének a lokalis konvergenciarataja lathato a teljes és nemline-
aris perturbativ formajaban felirt algebrai-hiperbolikus és parabolikus-hiperbolikus rendszerekre.
Mind a négy esetben K kezd&értékét K| Sy = Ksehwl| Sy — 0Y:Y alakban hataroztuk meg, vagyis
(A)K\ym = —a - oY1? ahol ry = 1 mellett a = 0.1, mig a t6bbi fiiggs valtozo az adott .7, hely-
hez tartoz6 Schwarzschild-értékeket vette fel. Elviekben az alkalmazott numerikus modszer altal
biztositott konvergenciaratat megfigyelhetjiik, ha csupan e értékét valtoztatva elGallitunk harom
adatsort: A, A 2, A 1. Ekkor a lépéshosszaknak szintén felezddniiik, illetve negyedel6dnitik

kell. A lokalis konvergenciaratat

“log |’/K0/4 - ’/Ko/?|
2 M a — Ao

(4.5.2)

modon kapjuk.

A gyakorlatban azonban a megengedett minimaélis és maximalis 1épéshosszak meggatoljak, hogy
ilyen kozvetlen moédon végezziik a vizsgalatot. Ebbdl kifolydlag a konvergenciaratat a kdvetkezs
modon allapitottuk meg: a legdurvabb racshoz tartozé .41 értékeket csupan a beépitett hibatt-
rés hatarozta meg. Ezek alapjan meghataroztuk az .45 és .45 adatsorokat tgy, hogy ezeknél a
racspontok .45 esetén A7 felez6pontjaival egésziilnek ki és A3 esetén .45 felezGpontjaival. Ebbsl
kifolyolag egyik adatsor esetén sem hasznalunk allandé 1épéskozoket. A 4.2 abran lathato gorbéket

ezek utan a

A5 — A3

(4.5.3)
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4.08 T T T T T T T 41 T T T T T T T T
full form full form
4.06 perturbative form 405 perturbative form _
4.04
4 H i
4.02
395 -
4
3.9 B
3.98
206 3.85 - —
3-94 1 1 1 | 1 | | | | 3B 1 1 1 1 1 | 1 | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
r r
(a) Az algebrai-hiperbolikus rendszer. (b) A parabolikus-hiperbolikus rendszer.

4.2. abra. A bal oldali abran a K és @K = K — Kgeny valtozok monopél (¢ = m = 0) részének lokalis kon-
vergenciarataja lathatd az algebrai-hiperbolikus rendszer teljes és a nemlineéaris perturbativ forméja esetén. A
jobb oldali 4bran ugyanezen valtozok lathatoak a parabolikus-hiperbolikus rendszer teljes és a nemlineéris per-
turbativ formaja esetén. A megoldasokat a szigoru értelemben vett kozel-Schwarzschild keretben allitottuk els

K|~

o = Kschwl Fro —a-oY1Y formaju kezdeti gerjesztéssel és k| Sy = kschw = 0 mellett a teljes algebrai-hiperbolikus

rendszer esetében ¢s WKl = —a- oY1, @Kk| #,, = 0 a nemlinedris perturbativ algebrai-hiperbolikus rendszer ese-
tében. A parabolikus-hiperbolikus rendszer esetében ezt még kiegészitettiik N |7y = J\Afschw| S, €8 ON |, =0
valasztassal a teljes és a nemlinearis perturbativ formaban. Minden esetben az o = 0.1 vélasztassal éltiink. Az

elvarasoknak megfelel6en a nemlinearis perturbativ forméban kapott megoldasok kicsivel gyorsabban konvergalnak.

formula kiértékelésével kapjuk az .4, adatsor altal meghatarozott pontokban.

A 3.7.2. alfejezetben ismertetetthez hasonloan itt is ellendriztiik a megoldasok konvergenciajat
kilonbo6z6 4, esetén. A 4.3. dbra paneljein a parabolikus-hiperbolikus rendszer 4.8.1. alfejezet-
ben ismertetett alakjanak integralasaval kapott megoldasok hibainak konvergenciajat mutatjuk.
A K, k és N valtozok mindegyikének az

gmaz

¢
Fooo = Z Z F"Fm (4.5.4)

{=0 m=—¢
norméjara meghataroztuk a 3.7.2 kifejezéssel analog

K - K
Ky, o0 = — 2 I +0¢ (4.5.5)
’ Koot

hanyadost. A 4.3. abra tanulsdgai 6sszhangban vannak az elvart exponencialis konvergenciaval.
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(a) A K valtozo becsiilt hibajanak konvergencidja. (b) A k valtozo6 becsiilt hibajanak konvergenciaja.

%107 T T T T
%108 K'/—
1x10°° E
%1070 -

1x10-1 [,f_k/
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(C) A N valtozé becsiilt hibajanak konvergenciéja.

4.3. 4bra. A parabolikus-hiperbolikus rendszer 4.8.1. alfejezetben ismertetett alakjanak integralaséval kapott K,

k és N megoldasokbol szamolt Ky, .. se, ke ¢ és J/\Dmmﬂ becsiilt hibak £,,42. = 5, 00 = 2 68 lypae = 7, 00 = 2

maa 0

mellett.

4.6. Analitikus megoldasok gombszimmetria mellett

Miel6tt ratériink az altaldanos esetre érdemes egy pillantast vetniink a kényszeregyenletek gémb-
szimmetrikus megoldésaira. A kovetkezs alfejezetekben gombszimmetrikus kozel-Schwarzschild
kezdGadatokat fogunk vizsgalni. Mind az algebrai-hiperbolikus, mind a parabolikus-hiperbolikus
esetben el6szor a szigoru értelemben vett kozel-Schwarzschild megoldasokrol lesz sz6, majd megmu-
tatjuk, hogy néhany szabadon véalaszhaté mennyiség megvaltoztatasaval elgallithatunk akar erGsen

aszimptotikusan sik megoldasokat is.

4.6.1. Parabolikus-hiperbolikus rendszer

Mivel barmely sima vektormezd eltiinik valahol a topoldgiai gombon, a gémbszimmetria megko-

veteli, hogy a kiils§ gorbiilet vektorialis vetiilete, k, vagy k, azonosan zérus legyen ¥-an. Ekkor
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(4.1.53) és (4.1.55) a kovetkezd alakra egyszertisodik:

dN 1 ~ 4eKr?+K?*r?+4 ~

— = _—_—N — N3 4.6.1
dr 2r 8r (4.6.1)
dK 1 2

— = ——K)—. 4.6.2
dr (n 2 r (4.6.2)

Szigoruan kozel-Schwarzschild

Vegyiik észre, hogy (4.6.1) és (4.6.2) szétcsatolodnak és—feltéve, hogy szigoru értelemben vett

MM/ 5 (4.6.2) egyenlet

kozel-Schwarzschild megoldasokat keresiink, tehét Kk = Kgopw = T TS TE

altalanos megoldasai a

C
K = Ksoy + — | (4.6.3)
r
alakot oltik, ahol Kgiyw = ——__ a Schwarzschild megoldas, ahogy a 4.2 tablazatban is talal-

r2y/14-24
hato és Ck integraléasi dllando. Ez azt jelenti, hogy a szigoriian kozel-Schwarzschild kezdGadatok
esetén a (4.6.3) egyenlet fenti megoldasai nem teljesitik a 4.1 tablazatban megfogalmazott kéve-
telményeket, hacsak C'x = 0 nem teljesiil.

K = Kgew-t helyettesitve (4.6.1) egyenletbe, majd megoldva az egyenletet N-re azt kapjuk,

hogy
r(2M + 1)

N= :
VQM(Oﬁ+ry+r@%+w)+4M?

(4.6.4)

ahol U5 egy tjabb integralasi alland6. Ennek a megoldasnak az aszimptotikus viselkedése

3C2
Cs N _9M?
__N_|_8—

2r 72

N=1 +0 (r%) (4.6.5)

Megjegyezziik, hogy (4.6.4) értelmében N altaldban killénbozik a Neaw = /1 + 2M /r Schwarz-
schild alaktol, amit a C'y = —2M valasztéssal kaphatunk meg.
Ugy 6sszegezhetjiik észrevételeinket, hogy amikor a szigortian kizel-Schwarzschild kezdadato-

kat vizsgaljuk, még (4.1.53) és (4.1.55) gébmbszimmetrikus megoldéasai sem adnak aszimptotikusan
aM

sik kezdGadatot, hacsak K-t gy nem valasztjuk, hogy Kgenw = —
e/ 14+
Gyengén kozel-Schwarzschild

Ahogy [!16]-ben a szerzék megmutattak, gyengitve a [109, 108]-ben alkalmazott kivalasztasi szabé-
lyokon akar erdsen aszimptotikusan sik kozel-Schwarzschild megoldasokat is talalhatunk a (4.6.1)
és (4.6.2) egyenletekhez. Mivel k szabadon valaszthato, a szerzdk [116]-ben tgy valasztottak meg

k-t, hogy aranyos legyen a K fliggs valtozoval, vagyis
k=R -K, (4.6.6)
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ahol az R aradnyossagi tényez6 sima fiiggvény, ami —% értékhez tart ahogy r-rel kozelitiink a

végtelenhez. Kezdetnek vélasszuk az

KSchw M +r
R = - 4.6.7
KSchw 2 (2M —|— 7") ( )
alakot. Ekkor (4.6.2) altalanos megoldéasa
Ck

K=—"—#¢.©.6.¢#/—, 4.6.8

KNG 1y (4.68)
ahol Ck integralasi alland6. Konnyen belathato, hogy ez a megoldéas Cx = —4 M mellett visszaadja

a Kgenw Schwarzschild megoldést, de Ok barmely értéke mellett r~2-es lecsengést kapunk. Mivel a
(4.6.6) alakot feltételeztiik és R —%—hez tart a végtelenben, k éppen K-val azonos iitemben cseng

le. A (4.6.1) egyenlet ehhez tartozo megoldasa

N = : (4.6.9)
\/(2M+r)(2M+ Cotr)+ick
ahol U integralasi alland6. Ez a megoldas Cx = Cgy = —4 M esetén adja vissza a NSChW =
1+ 2 M /r Schwarzschild megoldéast. A (4.6.9) altalanos megoldés
. IM+C- 12M?>—-C%2+12MCx +3C%
N=1- ; N = e al Ny o), (4.6.10)
r r

modon viselkedik a végtelenhez kozelitve. Megjegyezziik, hogy az Mapy = —M — Cg/2 formu-
laval meghatarozott ADM tomeg fiigg a Cg integralasi dlland6 megvalasztésatol és pozitiv, ha
Cgx < —2M. Ennél lényegesebb, hogy Cg < —2 M esetén a kezdSadat nem trivialis része, amit
N , k, K képviselnek, mind a 4.1 tablazatban feltiintetett, erGsen aszimptotikusan sik kezdGadatnak
megfeleld modon viselkednek, vagyis a (4.6.1) és (4.6.2) egyenletek altal meghatarozott rendszer

gombszimmetrikus megoldasai erdsen aszimptotikusan sik kezdGadatok.

4.6.2. Algebrai-hiperbolikus rendszer

Az el6z6 alfejezethez hasonldan, a gdmbszimmetria megkoveteli, hogy a kiilsG gorbiilet vektorialis

vetiilete, k, vagy k, elttinjon 3¥-n. Ekkor (4.1.60) és (4.1.62) a kovetkezd alakra egyszertisodik:

dK LN 2
& (k- -K) z 46.11
dr (H 2 r’ ( )
K Ko
= _=_ %o 4.6.12
T T K (4.6.12)

111



Szigortan kozel-Schwarzschild

Szigoru értelemben vett kozel-Schwarzschild kezdSadat esetén élhetiink a

M?
ko= OR = 8—2 (4.6.13)
ey
helyettesitéssel (4.6.11)-ben és megkapjuk az altalanos megoldast (lasd még [109]) a
Cxk (2M 16 M2
Ko VOx@Mir)+ (4.6.14)

r2\/1+2M/r ’

alakban, ahol Ck integralasi allando. A fenti K és az (4.6.12) egyenlet altal meghatarozott k

megoldéasok aszimptotikus viselkedése

M2
K = —/Cxr ¥ - % P24 6 (1) (4.6.15)
K

1 -3/2 6M° —5/2 -7/2
=~/ — o (r 7). 4.6.1
K=V Ckr Tt (r=77?) (4.6.16)

Valahanyszor Ck # 0 mind K, mind k a gyenge aszimptotikus siksédg hataran allnak. Azonban

% Schwarzschild értékeket veszik

fel, igy eleget tesznek az erds aszimptotikhs siksag feltételeinek.

, . aAM ,
ha Cx =0, K és k is a Kgaw = o o KSchw =

Ezek az eredmények azt jelzik, hogy amikor a szigortian vett kozel-Schwarzschild kezdSadatok

halmazan értelemzziik a problémat, még a (4.1.60)—(4.1.62) egyenletek gombszimmetrikus meg-

oldasai sem tartalmaznak aszimptotikusan sik megoldasokat leszamitva a Kguw = —#]\iw
, 20

Schwarzschild megoldést.

Gyengén kozel-Schwarzschild

A [116]-ban javasolt ansatz a 4.6.1 fejezetben nagyon erdsnek bizonyult, ennél fogva természetes

lehet egy hasonlo triikk alkalmazésa az algebrai-hiperbolikus esetben. Azonban meg kell jegyez-
nlink, hogy ebben az esetben nagyon korlatolt lehetdségeink vannak k és K kozotti kapcsolat
megvaltoztatasat illetGen. Ennek oka, hogy k-t a (4.6.12) Hamilton-kényszer algebrai egyenlete
hatarozza meg, ami elGirja, hogyan fiigghet K-t6l. Ezek ellenére még mindig van lehetGségiink
arra, hogy hatassal lehessiink a k és K kozti fiiggvénykapcsolatra. Példaul kihasznalhatjuk a
szabadsagot IO{ij megvalasztasaban, amirdl tudjuk, hogy a Schwarzschild-téridé gémbszimmetriat
tiszteletben tarto szeletein elttinik. Fel kell idézniink, hogy a (4.1.63) egyenletben szereplS ko

mennyiség meghatarozésa tartalmazza a Schwarzschild esetben elting IO{UIO{U kontrakciot. A
o o 1j

K,;K =1 +2R)K?*+ R (4.6.17)
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egyenl@ség teljesiilését megkovetelve azt kapjuk, hogy
k=R -K. (4.6.18)

Itt R egy sima fliggvény, ami egy konstans —~ értékhez tart mikézben r — oo és a v paraméter
értékkészlete 1/4 < v < 1/2. Egyel6re csupéan feltételezziik, hogy ilyen IO{ij mez8k léteznek. A
4.8.2 fejezetben latni fogjuk, hogy megfelel§ koriilmények kozott ezek a feltételek teljesithetGek.
Példaul a

v M
R=— 4.6.19
T (4.6.19)
valasztassal a (4.6.11) egyenlet altalanos megoldasa
Cx
K= 4.6.20
0929 (1 + 2 MJr)? (4.6.20)
ahol Ck integralasi alland6. Konnyen ellendrizhets, hogy Cx = —4 M és v = 1/2 esetén K

visszaadja a Kgenw Schwarzschild megoldast és barmely nem eltiing Ck vélasztas esetén a megoldas
r~0+27) modon tart a végtelenbe. Mivel R mindenhol negativ, a k = R - K Osszefiiggésnek
koszonhetGen az algebrai k K < 0 feltétel automatikusan teljesiil—garantéalva, hogy az algebrai-
hiperbolikus rendszer szimmetrizalhat6 hiperbolikus rendszert alkot [105]. Ezen feliil, mivel R a
— értékhez tart, ami nem eltiing, k garantaltan olyan gyorsan cseng le, mint K.

A (4.6.20) egyenlet K megoldéasa a hozza tartozo k-val és a szabadon valaszthato valtozokkal—
IO{ij—val egylitt—gyengén aszimptotikusan sik kezdGadatot alkotnak ha ~y értékei a 1/4 < vy < 1/2
intervallumbol keriilnek ki. Azt is megjegyezziik, hogy a v = 1/2 valasztashoz tartozd gémbszim-
metrikus megoldasok erdsen aszimptotikusan sikok.

Végiil megjegyezziik, hogy a nem elting IO(ij sérti a gombszimmetriat, amit a kapott egyenlet
megoldasa soran feltételeztiink. Ennek az ellentmondasnak a feloldasa, hogy a 4.4. alfejezetben
foglaltaknak megfelelGen a hattér mennyiségeknek nem feltétleniil kell ugyanazokat az egyenlete-
ket kielégiteniiik, mint a teljes megoldasoknak. A késébbi alkalmazéasok soran a fiiggd valtozok
magasabb modusait olyan moédon csatoljuk Io{l-j—hez, hogy a monopdl rész az ebben az alfejezet-
ben targyalt egyenletnek tegyen eleget. Ekkor az itt targyaltak alapjan tudjuk, hogy a hattér

megvalasztasa Osszhangban van az aszimptotikus sikség feltételeivel.

4.7. Szigoruan kozel-Schwarzschild numerikus eredmények

Ebben a fejezetben a kényszerek nemlinearis perturbativ formajanak hasznélataval elGallitott szigo-
ri értelemben kozel-Schwarzschild megoldasokat targyaljuk. Az eredmények alatdmasztjak, hogy
gerjesztett modusokat levélasztva a Schwarzschild hattérrdl sokkal tisztabb képet kaphatunk a me-
z0k viselkedésérdl és konnyebben azonosithatjuk az aszimptotikus viselkedés szempontjabol kulcs-

fontossagu folyamatokat.
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4.7.1. Parabolikus-hiperbolikus rendszer

Ebben az alfejezetben a kényszerek parabolikus-hiperbolikus megfogalmazasanak nemlineéris per-
turbativ alakjaval képzett megoldasok kiilonb6z6 modusainak r fliggését vizsgaljuk. A kezdGadat

az 1o = l-hez tartozo .7,,-n ugy lett meghatérozva, hogy @K

Sy = —OQ oYy"—ahol a = 0.1
és V' =1,2,3—, <A)k\yro =0 és ON ‘yro = 0. Minden vizsgalt moédus esetén abrazoljuk a ha-
rom ¢ = 1,2,3 kezd6adathoz tartozé megoldasokat. @K, @k és N kiilonbézs ¢ moédusainak
lecsengését a 4.4, 4.5 és 4.6 abrakon lathatjuk.

Ezeken rogton lathatd, hogy a modusok mar viszonylag kis r értékeknél felveszik az aszimp-
totikus viselkedésiiket jellemzd lecsengést. Ez igazolja, hogy a nemlineéris perturbativ médszer a
hattér levalasztasa altal jelent&sen tisztabb képet ad a megoldasok aszimptotikus viselkedésérdl,
mint a teljes egyenletek megoldésainak vizsgalata. Az is észrevehetd, hogy néhany modus sokkal
lassabban cseng le, mint a jelentGsen nagyobb amplitidoval biré hattér. Akirmennyire is kicsi
azonban a perturbacio, kell6en nagy r mellett dominalni fogja a teljes mez§ viselkedését. Van egy
masik fontos iizenete is a 4.4, 4.5 és 4.6 abrak paneljeinek. Vegytiik észre, hogy @K ¢ = 1,2, 3,4, 5-

hoz tartozo WK ,° modusai r—2

szerint tartanak végtelenhez, valamint @k és ON ¢ = 1,2, 3,4, 5-hoz
tartozo @k 0 és @N ,° modusai 7~ modon tartanak végtelenhez, tehat 4.1 tablazatnak megfelelGen
ezek a modusok még az erds aszimptotikus siksag feltételeit is teljesitik. K monopolusa, @K (°,
azonban csak 77! szerint cseng le a szigortian kozel-Schwarzschild konfiguracioban, igy végiil még
a gyenge aszimptotikus siksédgtol is téavol keriiliink.

A 4.6.1 fejezetben targyalt gombszimmetrikus konfiguraciok alapjan (4.6.3) egyenlet megoldasat
Ck # 0 mellett behelyettesitve (4.6.1)-be az N megoldas nem lesz olyan egyszertd, mint (4.6.4), de

az aszimptotikus viselkedését
2 N 8Cxk M —4C%
VOE 1 (Ck+4)Pr

irja le. A 4.4 4bra (a) paneljén lathato @Ky° r~! szerinti lecsengése Ck nem eltiing voltara

Ney =

+0(r?) (4.7.1)

utal. Vegyiik észre, hogy N sem tart 1-hez a végtelenben. (4.7.1)-nek megfelelgen az 4.6 abra (a)
paneljén lathato @N,O monopolus r & 10° koriil a konstans 1/4/1 + Ck /4 — 1 értékhez tart, ahol
(4.6.3) értelmében Cxk kozelits értéke megallapithato ha @K (° értékét extrapolaljuk 7o = 1-hez.

4.7.2. Algebrai-hiperbolikus rendszer

WK és @k kiilonbozd ¢ modusainak lecsengését a 4.7 és 4.8 abrakon lathatjuk. Ebben az esetben

a kényszerek algebrai-hiperbolikus megfogalmazasanak nemlinearis perturbativ alakjaval képzett

4Fzenttl a gerjeszté modusok ¢ indexeit vesszével kiilonboztetjiik meg a gerjesztett modusok indexeitél, tehat a

gerjesztett modus indexe £/
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(e) A ®K valtozé @K 40 modusa r—2 szerint cseng (f) A WK valtozé @K 5° médusa r~2 szerint cseng
le. le.

4.4. abra. Numerikusan integraltuk a parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlinearis perturbativ formajat
“Kl|y, = —107' - (YpY alakt kezdeti perturbéaciokkal, ahol ¢/ = 1,2,3. @K £ = 1,2,3,4,5,-hoz tartozé @K ,°

moédusai 7~2 modon tartanak végtelenhez, de a @K ¢ monopolus csak r~! szerint cseng le.

megoldasok kiilonb6z6 modusainak r fiiggését vizsgaljuk. Az r, = 1-hez tartoz6 .7, feliileten

a kezdd perturbaciot az el6zé alfejezethez hasonléan a @Klg = —a - 0Yy? alakban irtuk fel,
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(e) A Ok valtozé @k 50 moédusa 71 szerint cseng le.

4.5. 4dbra. Numerikusan integraltuk a parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlinearis perturbativ formajat

(A)K\yro = —107! . (Yp" alakt kezdeti perturbéaciokkal, ahol ¢ = 1,2.3. @k egyik ¢ = 1,2,3,4,5, m = 0-hoz

tartozo @k ,° modusa sem cseng le r~1-nél lassabban, azonban “k % valamivel lassabb, mint a t6bbi.

ahol a = 0.1, ¢/ = 1,2,3, és ®k|y, = 0. A @K és @k viltozok ¢ = 0,1,2,3,4,5-hoz, illetve
¢ = 1,2,3,4,5-hoz tartoz6 moddusait dbrazolja 4.7 és 4.8 az ¢/ = 1,2, 3 indexekkel jellemezhetd

gerjesztés mellett.
Ahogy a parabolikus-hiperbolikus esetben, 4.7 és 4.8 abrakon is lathatjuk, hogy az egyes modus-
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(e) A ON valtozo @N 4° médusa r~1 szerint cseng (f) A ON valtozo @N 5° modusa r—! szerint cseng
le. le.

4.6. abra. Numerikusan integraltuk a parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlinearis perturbativ formajat
®Klg, = —1071 . 4Y0 alaku kezdeti perturbaciokkal, ahol ¢ = 1,2, 3. @N minden ¢ = 1,2,3,4,5, m = 0-
hoz tartozé @N,® modusa r—! szerint tart végtelenhez. A @No° médus szintén 7! szerinti lecsengéssel indul, de

a végén nem 0-hoz, hanem egy konstanshoz all be.

ok szinte rogton beallnak az aszimptotikus lecsengési ratahoz. Ez ismét igazolja, hogy a gerjesztések

és a hattér elvilasztasa egyméstol jelentsen tisztabb képet biztosit az elvégezni kivant vizsgalata-
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(e) AK @K49 moédusanak lecsengése r~2 szerint (f) OK @K5% moédusanak lecsengése r—2 szerint
megy. megy.

4.7. 4bra. Numerikusan integraltuk az algebrai-hiperbolikus rendszer nemlineéris perturbativ forméajat @K| Sy =
—1071 - gY,© alakt kezdeti perturbaciokkal, ahol ¢ = 1,2,3. @K ¢ = 1,2, 3,4, 5-héz tartozé6 “K ,° médusai r—2

moédon tartanak végtelenhez, mig a @K (° monopolus —3/2-nél kicsit lassabban cseng le.

inkhoz. Itt ismét egy fontos iizenetet kozvetit a 4.7 és 4.8 dbra. Lathatoan az ¢ = 1,2, 3,4, 5-hoz

tartozo @K ,° modusok r~2 szerint cstkkennek, az ¢ = 1,2, 3, 4, 5-hoz tartozo @k ,* modusok pedig
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(e) @k @k5° moédusanak lecsengése 7~ ! szerint megy.

4.8. dbra. Numerikusan integraltuk az algebrai-hiperbolikus rendszer nemlinearis perturbativ formajat @K| Sy =
—1071 - oYY alaku kezdeti perturbaciokkal, ahol ¢/ = 1,2,3. ®k minden ¢ = 1,2, 3, 4, 5-héz tartozé “k ,° modusa

legalabb r~! médon tartanak végtelenhez.
r~1 szerint, a 4.1 tablazatban feltiintetett erds aszimptotikus siksag kovetelményeinek megfelelGen.

Ezzel szemben a @K ;° monopolus r~3/2-nél valamivel lassabban tiinik el, vagyis a szigoru érte-

lemben vett kozel-Schwarzschild konfiguraciok tul lassan csokkennek még ahhoz is, hogy a gyengén
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aszimptotikusan sik feltételeket teljesitsék.

4.8. Gyengén kozel-Schwarzschild numerikus eredmények

Az el6z6 alfejezetek egyik legérdekesebb tanulsaga, hogy a @K (° monopolus minden esetben til
lassan tiinik el a végtelenhez tartva ahhoz, hogy akar csak gyengén aszimptotikusan sik kezdGada-
tot eredményezzen. Akar azt is mondhatnénk ezen a ponton, hogy az elliptikus modszer egyszertien
jobb, abbdl a szempontbol, hogy az evolicios formalizmus képtelen megfelels lecsengést biztositani
a megoldasok szamara. Akarmennyire is csabit6 azonban egy ilyen allitds, nem szabad elfelejte-
nlink hogy elliptikus és mindkét evoltuciéos modszer megoldéasai egyértelmiien megfeleltethetGek
egyméasnak. Ezek alapjan megfelel6bb lehet a szabadon valaszthatoé mezdk [108, |-ben és a
korabbi fejezetekben alkalmazott megvélasztasat—a szigoru értelemben vett kézel-Schwarzschild
megoldasok fogalmat—megkérdGjelezni. Szemiigyre véve a 4.3 fejezetben ismertetett meghataro-
zasat a szigortian kozel-Schwarzschild problémanak, nyilvanvalé hogy hatalmas felfedezésre varo
szabadsagunk van.

Ennek érdekében elGszor is idézziik fel, hogy az evolicidés modszernek van egyfajta rugalmassa-
ga, amire az elliptikus modszer képtelen. Az elliptikus modszer esetén ugyanis az egyenletek meg-
oldéasa el6tt rogziteniink kell a szabadon valaszthato valtozokat globélisan, a teljes ¥ 3-dimenzios
kezddfeliileten, mig az evoluciés modszerek megengedik, hogy a szabadon vélaszthatd valtozok
értékét az integralés kozben rogzitsiik, vagyis 1épésrél 1épésre valtoztathatjuk az értékeiket tgy,
ahogy a fliggs valtozok megkovetelik.

Ezt a szabadsagot aknaztuk ki a 4.6.1 és 4.6.2 fejezetekben és a kovetkezo két alfejezetben is ezt
fogjuk kihasznalni, hogy megmutassuk akarmelyik evoliciés modszerrel lehetséges aszimptotiku-
san sik kezdGadat konfiguraciokat elGallitani. Megjegyezziik azonban, hogy itt a célunk—ahelyett,
hogy tilzottan is ambicidzusak lennénk—csupan annyi, hogy megmutassuk, hogy a megfelel§ mo-
don tagitva a kozel-Schwarzschildnak tekintett megoldasok halmazéat valoban lehetséges a kivant

aszimptotikusan sik megoldésok elgallitasa.

4.8.1. Parabolikus-hiperbolikus rendszer

A fent felvazolt gondolat egy alkalmazasaként ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy—a parabolikus-

hiperbolikus rendszer [105]-ben megadott alakjat valtoztatéas nélkiil hasznalva—egyszerten a |1 16]-
ban adott
k=R K, (4.8.1)
1 M
R=—+—71-— 4.8.2
SR (M+7)’ (48.2)



anzatz alkalmazasaval és lépésrol 1épésre frissitve k értékét (4.1.53), (4.1.55) és (4.1.54) egyenle-
tekben val6ban aszimptotikusan stk kezd6adat konfiguraciokat kapunk.

Miel6tt ratérnénk az eredmények bemutatésara megjegyezziik, hogy a parabolikus-hiperbolikus
rendszert a nemlineéris perturbativ alakjaban integraltuk, ami igazoltan pontosabb, mint a tel-
jes rendszer. Ez lehet6vé teszi szamunkra, hogy [l 10]-tal ellentétben, ahol a teljes parabolikus-
hiperbolikus rendszer megoldasainak normait hataroztak meg, az egyes gerjesztett modusok r fiig-
gését kiilon-kiilon vizsgaljuk. Azt is hozzatessziik, hogy az intagralas intervalluma joval nagyobb,
mint az |1 16]-ban lathato és a kezdeti perturbaciok is nagyobbak a [116]-ban hasznaltaknal.

A kezdSadatok alakja is kiilonbozik a [116]-ban hasznaltaktol. Az 6sszehasonlithatosag érde-
kében ugyanazokat a kezdGadatokat alkalmazzuk, mint amit a 4.4, 4.5, 4.6 abran lathato adatok
el6éllitasahoz is hasznaltunk. Ennek megfeleléen a rq = 1-hez tartoz6 .7, feliileten a “K|g, =
—1071 - (Yu? valasztassal éltiink ¢ = 1,2,3 értékek mellett, valamint @k| 7, =0 ¢és ON %, = 0.
Az abrakon lathat6 harom megoldas a harom kiilonbozs ¢ = 1,2, 3-hoz tartozoé kezdGadatokkal
elgallitott megoldas. A @WK, @k és ®N kiilsnbozs ¢ modusainak r fliggése és lecsengésiik lathato
a 4.9, 4.10 és 4.11 abrakon.

Ahogy 4.9 abran lathatjuk @K ,° sszes ¢ = 0,1,2,3,4,5 moédusa—még a @K ° monopolus
is—legalabb 772 szerint tart végtelenhez. Ez a 4.1 tablazat értelmében azt jelenti, hogy K az
erGsen aszimptotikusan sik kezdGadat konfiguracioknak megfelel§ iitemben csokken. 4.10 iizenete

szintén az, hogy @k ,° minden ¢ = 1,2,3,4,5 modusa 2

szerint csokken, ami sokkal gyorsabb
a 4.1 tablazatban feltiintetett r—! ratanal. A 4.11. abra panaljei ismét megerdsitik az eddigi
kovetkeztetéseinket. Az ¢ = 1,2,3,4,5-hoz tartozo (AU\AQO modusok 772 szerint csokkennek, ami
ismét sokkal gyorsabb 4.1. tablazatban feltiintetett kritériumnéal. A (A)NOO monopélus szintén 72
szerint kezd csokkenni, de r = 10? koriil egy lassabb r~'-s iitemre véalt. Ez arra utal, hogy a (4.8.1)
anzatz kissé megvaltoztatja a rendszer ADM-tomegét a hattérhez képest.

Mindent egybevetve 4.9, 4.10 és 4.11 abrakon szereplé mezsk teljesitik az erds aszimptotikus
siksag 4.2 fejezetben targyalt és a 4.1 tablazatban Osszefoglalt feltételeit, vagyis a kényszeregyen-
letek parabolikus-hiperbolikus rendszerének integréalasa k (4.8.1) anzatznak valo megfeleltetése a

(4.8.2) Osszefiiggeés felhasznalasaval valoban erdsen aszimptotikusan sik kezdSadatot eredményez.

4.8.2. Algebrai-hiperbolikus rendszer

Ebben a fejezetben azt mutatjuk meg, hogy akkor is nagy szabadsagunk van @K (° aszimpto-
tikus viselkedésének szabalyozasaban—az el6z6 fejezetben bemutatotthoz hasonlé médokon—ha
az algebrai-hiperbolikus rendszert szeretnénk megoldani. A (4.1.60)—(4.1.63) egyenletek megte-
kintése utan arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a legkisebb valtoztatést a szigortan kozel-

Schwarzschild konfiguraciok kivalasztasi szabélyaiban azzal érhetjiik el, ha a Io(ab vagy ezzel ek-
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(C) OK @K39 modusanak lecsengése 72 szerint (d) OK @K39 moédussnak lecsengése r—2 szerint
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(e) OK @K49 moédusanak lecsengése r~2 szerint

(b) OK @WK;9 moédusinak lecsengése r—2 szerint

(f) OK K59 modusanak lecsengése 72 szerint

megy. megy.
4.9. abra. Numerikusan integraltuk a parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlinearis perturbativ alakjat agy,
hogy k-t minden lépésben frissitettiik a (4.8.1) modon felirt anzatznak megfelelen. A kezdeti perturbacio alakja
“Klg, = —1071 - oY 0 volt ¢/ = 1,2,3 vélasztasok mellett. Az 6sszes £ = 0,1,2,3,4,5-hoz tartozé6 @K ,° modus,

még a @K (° is legalabb r~2 moédon cseng le, tehat a kapott megoldasok erdsen aszimptotikusan sik kezdSadatok.

vivalens Io{qq = IO{abq“qb szabadon valasztott valtozot—ami eltiinik szigortian kozel-Schwarzschild

konfiguraciok esetében—megfeleld modon valtoztatjuk.
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(e) @k @k5° moédusanak lecsengése 72 szerint megy.

4.10. Abra. Numerikusan integraltuk a parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlineéris perturbativ alakjat ugy,
hogy k-t minden lépésben frissitettiik a (4.8.1) modon felirt anzatznak megfelelen. A kezdeti perturbacioé alakja
(A)K\yro = —1071 . (Y20 volt ¢ = 1,2,3 valasztasok mellett. Ha az Osszes ¢ = 1,2,3,4,5-h6z tartozé @k ,°
moédus csak 7! moédon csokkenne mar az elegends lenne ahhoz, hogy az erds aszimptotikus siksag feltételeinek
eleget tegyenek. Rendkiviili modon, valoszintleg a (4.8.1) anzatz hatasara az Osszes modus még ennél is sokkal

gyorsabban, r~2 koriili médon cseng le.
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(e) AN N4 moédusanak lecsengése 72 szerint (f) AN ON59 moédusanak lecsengése r—2 szerint
megy. megy.

4.11. Abra. Numerikusan integraltuk a parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlinedris perturbativ alakjat ugy,
hogy k-t minden lépésben frissitettiik a (4.8.1) modon felirt anzatznak megfelelen. A kezdeti perturbacioé alakja
(A)K\yro = —10"1. oYp? volt ¢ = 1,2,3 valasztasok mellett. Az 6sszes £ = 1,2,3,4,5-hoz tartozo @N,% modus
r~2 szerint kezd csokkenni, ami a @k,° moédusokhoz hasonléan sokkal gyorsabb, mint ami ON erds aszimptotikus
siksagahoz sziikséges. Még a ©N,° monopélus is 7~ 2 szerint indul, de r = 103 koriil a lassabb r~! iitem csdkkenésre

all at, ahogyan az varhato, ha a rendszer ADM-témege kiilonbozik a hattér ADM-t6megétsl.
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El6szor is vegyiik észre, hogy a Hamilton-kényszer algebrai alakja, ami a (4.1.62) és (4.1.63)
egyenletekbdl all, a kovetkezd alakot olti:

K= 1K [d’l(Qa Kk — bk’ —bk?) — 1K — (%R — Io<abf<“b)] - (4.8.3)

A 4.6.2. fejezetben lattuk, hogy amennyiben a monopoélusokra teljesiil a k" = R(r)K,° osszefiiggés
tgy, hogy nagy r értékek esetén a sima R(r) fiiggvény konstans —1/2-hez tart, Kq° teljesiti az
erGs aszimptotikus siksag feltételeit. Most kib&vitjiik a megengedett fliggvénykapcsolatok terét
valamely sima negativ R = R(r) és S = S(r) fuggvényekkel

ko' =R - K +S (4.8.4)
modon ugy, hogy nagy r értékek esetén R és S konstans —1/2 és 0 értékekhez tartanak. A

szimulacidinkban R és S fliggvényeket

1 r4+M o MP
R =—= S - - @@ 4.8.5
2r+2M’ (r+2M)r’ (485)
modon rogzitettiik, ahol § > 0 és p a 3/2 < p < 2 intervallumbol vesz fel értékeket. Megjegyezziik,

hogy (4.8.3) egyenletben a K, K% kontrakcio b eltinése miatt a

(o)

KK = 1a K, K,,, (4.8.6)

modon irhato, ahol IO{qq = Kuq®q". Azt is vegyiik észre, hogy a (4.1.61)-ben szerepl Ky,
és q“ﬁbIO(ba forrastagok—amiket az altalanos esetben [18] (5.8) és (5.9) egyenletei adnak meg—
jelentsen egyszertisodnek. Példaul [18] (A.12) értelmében qbﬁ“f(ab elttinik, mivel N csak az r

radialis koordinatatol fiigg, mig 18] (A.13) formuldja
¢“D"Kp = La ' BK,,. (4.8.7)

alakra egyszertisodik.
Az egyszeriiség kedvéért tovabba feltessziik, hogy a szabadon valaszthato Io(qq—nek egyetlen

modusa van és konkrétan az alabbi alakot 6lti

O O

K = (qu)20 : QYQO . (4.8.8)
Mivel a fent felvazolt eljarasnak van egy regulédris gémbszimmetrikus megoldasa R = —% TTQ%,

S =0és IO{qq = 0 esetén, ezt a megoldéast alkalmazhatjuk, mint hattér a nemlinearis perturbativ
megkozelitésben.
Ratérve a konkrét numerikus vizsgalatokra elGszor megjegyezziik, hogy a nem eltting IO{ab valto-

zonak igen erds hatasa van a K és k fiiggs valtozok ¢ modusaira. Nagyban egyszertsiti a helyzetet,
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ha csupan K és k paros modusait gerjesztjiik. Ezeken feliil azt is el kell ismerniink, hogy nem vart
numerikus instabilitas miatt (4.1.60) és (4.1.61) egyenleteket csak akkor tudjuk kellen hosszu in-
tervallumon integralni numerikusan, ha csak K monopdl és kvadrupol részén alkalmazunk nagyon
kicsi perturbaciokat.

Mindezen technikai részletek utéan vegyiik szemiigyre a 4.12 és 4.13 &dbrakon lathatdé nume-
rikus eredményeket. Az abrdknak megfelel6 megoldasok eldallitasa soran a (4.8.5)-ben szerep-
16 0 és p paraméterek értékeit & = 10 %-nek és p = 1.7-nek valasztottuk. Ezen feliil az apro
@Kl =6.5-107"-Y," + 107 - Y3° perturbéciot adtuk meg kezdSadatnak. 4.12. ébra bal oldali

17 médon csokken, mig

paneljein azt latjuk, hogy a @K ¢° monopolus (4.8.4)-nek megfelelGen r~
@K magasabb rendd ¢ = 2,4 modusai r—3/2-nél kicsit gyorsabban csengenek le. Hasonlé modon
4.12. &bra jobb oldali paneljein az latszik, hogy @k gerjesztett ¢ = 2,4 modusai 7~ '/2-nél valamivel
gyorsabban tartanak nullahoz. Azt is megjegyezziik, hogy a 4.13. abra els6 harom paneljén lathato
modon k £ = 0,2, 4 moédusai kicsit gyorsabban csokkennek, mint “K vonatkozo ¢ modusai. Végiil
4.13. abra utols6 4.13d panelje igazolja, hogy Io(qq lassabban né, mint r'/2, ami megfelel a gyenge
aszimptotikus siksagnak. Ennek megfelelGen a 4.1 tablazat a megfigyelt lecsengési ratakkal egyiitt
szavatolja, hogy az igy kapott kezdGadat gyengén aszimptotikusan sik.

Mindent egybe vetve 4.12 és 4.13 abrak igazoljék, hogy a szabadon valaszthato IO{ab mezG és a
fejezet elején bemutatott analitikus eljarason keresztiil Io{ab-t lépésrol 1épésre Osszekapesolva a fliggd
valtozokkal a kapott kezdGadat kielégiti a 4.2 fejezetben foglalt és a 4.1 tablazatban Gsszegytijtott
gyenge aszimptotikus siksagra vonatkozo feltételeket. Ennek megfelelGen a fenti példa azt mutat-

ja, hogy a szabadon valaszthato IO{ab valtozo megfelel6 megvalasztasaval az algebrai-hiperbolikus

rendszer integralasa is eredményezhet aszimptotikusan sik kezdGadat konfiguraciokat.

4.9. Osszegzés: Schwarzschild-kezdGadat nemlinearis pertur-
bacioi

A 2. fejezet formuléit ezuttal a gravitacios kezdGérték-probléma kényszeregyenleteinek megoldasa-
nal alkalmaztam. A kényszeregyenletek alulhatarozott parcialis differencidlegyenlet-rendszerként
értelmezhetéek. A hagyomanyos megkozelitésben a kozvetlen fizikai jelentGséggel bird hy, és Ky
valtozok helyett ezek konformis atskilazasaval kapott ﬁab s K, « Valtozok komponenseire oldjak meg
az egyenletrendszert. Ezekben az eljarasokban kozos, hogy elliptikus parcialis differencidlegyen-
letek rendszereire vezetnek. A gravitacioshullam-detektorok érzékenységének folyamatos javulésa
arra 0sztonzi a teriilet kutatoit, hogy 14j, pontosabb eljarasokat dolgozzanak ki kezdGadatok elGél-
litasara. Ezen iranyu torekvések koziil kiemelkedik Réacz [105] megkozelitése, mivel nem csupan a

Lichnerowicz—York-féle konformis modszernél pontosabb eljarast tesz lehetévé, hanem egy elvileg
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(e) OK WK ,4° modusanak lecsengése.

4.12. dbra. Az algebrai-hiperbolikus rendszer nemlineéris perturbativ alakjat integraltuk numerikusan a @K| Ty =
6.5-10712 - Y50 + 10715 . Y50 kezdeti perturbacioval. Ahogy a bal oldali paneleken lathaté @K monopolusa r—7
szerint csokken, mig a ¢ = 2,4 modusai r—3/2-nél kicsit gyorsabban tartanak nulldhoz. A jobb oldali paneleken
@k ¢ = 2,4 modusai lathatoak. Ezek joval lassabban csokkennek, de mindkettd gyorsabb kicsit, mint »—1/2. Ezek

alapjan @WK és @k viselkedése lehet6vé teszi, hogy a kapott kezdSadat gyengén aszimptotikusan sik legyen.

is egészen 1j eljarast kinal. Ennek a megkozelitésnek egy érdekes vonésa, hogy a hyy, és Ky, valto-
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(C) k k40 moédusanak lecsengése jobb, mint 7—3/2. (d) Kyq lassabban ng, mint ri/2,

107

4.13. dbra. Az algebrai-hiperbolikus rendszer nemlineéris perturbativ alakjat integraltuk numerikusan a @K| Sy =
6.5-10712 .Yy 4 10715 - Y50 kezdeti perturbacioval. Lathato, hogy x mindharom ¢ = 0, 2, 4 médusa hatarozottan
o [e]

gyorsabban csokken, mint r—3/2. Az is tisztan lathato, hogy Ky = K.»q%q" egyetlen nem eltting s = 2,/ =2,m =0
modusa lassabban né, mint r'/2. Ezek alapjan k és K, aszimptotikus viselkedése lehet6vé teszi, hogy a megfelel§

kezd6adat gyengén aszimptotikusan sik legyen.

z6k komponenseire felirt kényszeregyenleteket—attol fiiggéen, hogy melyik komponensekre kivan-
juk megoldani—egy algebrai-hiperbolikus egyenletrendszerként vagy egy parabolikus-hiperbolikus
egyenletrendszerként értelmezhetjiik. A valtozoinkat spinsilyozott harmonikus gémbfiiggvényeken
kifejtve és az egyenletekbe behelyettesitve kozonséges differencidlegyenletek rendszerét kapjuk a
kifejtési egytlitthatokra. Ezt a rendszert az adaptiv Runge-Kutta—Fehlberg-integratorral oldottam
meg.

A kényszeregyenletek esetében nem hagyatkozhattam megmaradé aramokra, igy csupan a szo-
kasos konvergencia vizsgalatokat tudtam elvégezni. A lokalis konvergencia vizsgalat elvarasainkkal
osszhangban megéallapitotta, hogy az RKF-integrator kozel negyedrendben konvergal rogzitett £,,,4.
levagas mellett, mig az elvart exponenciélis konvergenciat mutatja az ¢,,,, értekének valtoztatasa

esetén. Ezek az eredmények igazoljak a numerikus eljaras helyes implementacidjat, de az egyenle-
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tek hibatlan megjelenitését csak ismert analitikus megoldasok reprodukalasaval tudtam ellenérizni.

Vizsgalataink az analitikusan meghatarozott Schwarzschild-kezdadattol kissé eltérd megolda-
sok aszimptotikus viselkedését céloztdk. Mivel evolucids problémaként értelmezve a kényszereket
elveszitjiik a kozvetlen befolyasunkat a megoldasok végtelenben tanusitott viselkedése felett, sziik-
séges felderiteni, hogy milyen szabadsdgunk van a kezd&adatok meghatarozasaban, ha aszimp-
totikusan sik kezdGadatot szeretnénk kapni. A vizsgalt megoldasokat két csoportba soroltuk.
Szigoruan kozel-Schwarzschildnak neveztiink egy megoldast, ha az Osszes szabadon megadhaté
mennyiséget az ismert Schwarzschild-kezdGadat szerint rogzitettiik és csak a kényszereknek alé-
vetett véltozokban engedtiink meg eltérést. A gyengén kozel-Schwarzschild megoldasok esetén
ezzel szemben a szabadon megvélaszthatd valtozok némelyikét is modositottuk a kivant aszimp-
totikus siksig elérése érdekében. Mindkét esetben felmeriil azonban, hogy a héattérként viselkedd
Schwarzschild-kezd6adat rendkiviil sokéig el tudja nyomni az altalaban nem aszimptotikusan stk
eltérések hatasat. [106] nyoméan ezért meghataroztam az algebrai-hiperbolikus rendszer esetén
is az egyenletek nemlinearis perturbativ alakjat és a vizsgédlatainkat a nemlinearis perturbativ
egyenletekkel végeztiik, az eltéréseket levilasztva a hattérrsl. Ezen eljaras segitségével azonnal
nyilvanvalova vélik az eltérések lecsengésének iiteme, igy sokkal tisztabb képet kapunk a teljes
megoldas aszimptotikus viselkedésérdl.

Els6 megéllapitasunk, hogy a szigori értelemben kozel-Schwarzschild megoldasok terében egye-
dil csak a Schwarzschild-kezdSadat aszimptotikusan sik. Mar a gémbszimmetrikus analitikus
megoldéasok is mutatjak, hogy K csak akkor tart nulldhoz elég gyorsan, ha az integralési allando a
Schwarzschild-kezd6adatnak megfelels értéket veszi fel. Nem gombszimmetrikus megoldésok ese-
tén a magasabb modusok olyan médon gerjesztik K monopoluséat, hogy az ne tudjon 2 médon
csokkenni. K monopoélusét leszamitva azonban az 0sszes valtozo 0sszes modusa az erGs aszimpto-
tikus siksagnak megfelelGen cseng le. A gyengén kozel-Schwarzschild megoldasok meghatarozasa
soran ennek fényében a K monopoélusara vonatkozo egyenlet megfelel6 modositasara torekedtiink.

A parabolikus-hiperbolikus rendszer esetén Beyer és tarsai altal [116]-ban felvetett, k-ra vo-
natkoz6 modositasat vizsgaltuk részletesen. A javasolt modositassal a parabolikus-hiperbolikus
rendszer erGsen aszimptotikusan sik megoldasainak egy csaladja all el6. Ennek az eljardsnak nincs
kézen fekvs analdgiaja az algebrai-hiperbolikus rendszerre. Ebben az esetben IO{qq értékének modo-
sitasaval sikeriilt egy csupan gyengén aszimptotikusan sik és kis perturbaciokra miikodé megoldéast
talalnunk. Ugyan egy altalanosabb megoldas még varat magara, sikeriilt megmutatni, hogy az elja-
ras alkalmas aszimptotikusan sik deformalt feketelyuk kezdGadatok elGallitasara. Eredményeinket
[113]-ban tettiik kozzé, mely a Classical and Quantum Gravity folyoiratban jelent meg.

A kényszereket evolicios forméajukban megoldd, altalam C-+-+-ban fejlesztett alkalmazas—
amely joval altalanosabb keretek kozott miikodik, mint a 3. fejezetben targyalt problémak meg-

oldaséara irt alkalmazasok—bejelentkezett felhasznald szamara a KFKI GitLab szerverén a [117]
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cimen talalhato.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A doktori képzésem alatt végzett munkam a GridRipper programcsomag altal alkalmazott spekt-
ralis modszerek tovabbfejlesztésére és alkalmazésara iranyult. Az elvégzett fejlesztéseknek koszon-
hetGen vizsgalhattuk rogzitett feketelyuk hattéren terjedd perturbaciok viselkedését és megtettiik
az els6 1épést a metrika dinamikajat is kezelni képes alkalmazés kidolgozasa felé a gravitacios
kényszeregyenletek megoldasa altal.

Az ismertetett eredményeket a spinsilyozott gémbharmonikusokon vald kifejtésre épité nu-
merikus eljarasok alkalmazasa koti 6ssze. Eppen ezért a 2. fejezetet ennek a kozos alapnak az
ismertetésére szantam. A topologiai gombokkel folidzott sokasagokon az ezekhez képest érinté ira-
nyt derivaltakat ki tudtam fejezni az 9, 0 és d, operéatorokkal, igy a szogek szerinti derivalasokat
minden alkalommal elvégezhettem analitikusan. Ezzel a parcialis differencidlegyenleteket kettGvel
kevesebb valtozoju fliggvényekre, a kifejtési egyiitthatokra vonatkozo differencialegyenletekre ve-
zettem vissza. Az igy kapott egyenletek jobb oldalan esetleg megjelend nemlinearitasokat teljesen
spektralisan kezeltiik. A kifejtési egyiitthatokkal adott fiiggvények szorzatanak kifejtési egyiitt-
hatoit megadhatjuk a Gaunt-egyiitthatok alkalmazésaval. Miutan tetszéleges szorzatot képesek
vagyunk igy kiértékelni, a sehol nem eltiing fliggvénnyel val6 osztas miiveletét az inverz operatorra
vonatkoz6 Neumann-sor alkalmazéasaval hibahataron beliil vissza tudjuk vezetni egy polinomialis
kifejezésre. Minden alkalmazas esetén ellendériztem, hogy az erre épiilg eljarasok a spektrélis mod-
szerekre jellemzd exponencialis konvergenciat mutatjak ahogy néveljik a gémharmonikus kifejtés
soran megtartott tagok szamat.

Az alkalmazasok elsg, a 3. fejezetben targyalt, csoportjat a rogzitett Kerr-téridé feletti, sugarzé-
sokat megjelenits lineéris perturbaciokat leiré Teukolsky egyenlet megoldasainak vizsgalata képezi.
Teukolsky mesteregyenlete az s paraméter értékétdl fiiggGen képes leirni a skalarmezd (s = 0), az
elektromégneses hullamok (s = £1) és a gravitacios hullamok (s = +2) fejlédését is. Az egyen-
let megoldasai tobb, a forgd feketelyukak modellezése szempontjabol relevans jelenség vizsgalata

szempontjabol érdekesek. Ezek koziil a Kerr-megoldas teljes linearis stabilitasanak bizonyitésa
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miatt fontos hosszi tavia viselkedésiiket—mely egyben demonstralta a kodunk stabilitasat—eés a
szuperradians szorés jelenségét tanulményoztam. Ezekben az esetekben a szokasos konvergencia-
teszteken kiviil rendelkezésemre allt két kanonikusan megmarad6 komplex aram. Ezek az aramok
igazoltak az egyeneletek implementacidjanak helyességét és egyuttal jellemezték is a vizsgalt fizikai
folyamatokat.

Az altalam hasznélt konformis kompaktifikicionak és a hiperboloidélis kezd&értékprobléma
alkalmazésanak koszonhetSen a numerikus racs lefedi az eseményhorizonttol egészen a fénysze-
rid végtelenig tartd térrészt, igy kozelitések nélkiil ki tudtam értékelni a megfelel§ mennyiségeket
az eseményhorizonton és a (jové fényszert) végtelenben is. Az alkalmazott numerikus modszerek
robosztussaganak és pontossdganak készonhetSen elegend&en hosszu ideig szimulalhattam a kiilon-
b6z6 perturbéciok fejlédését, hogy képes legyek leolvasni az aszimptotikus viselkedésiiket jellemzd
lecsengési egyiitthatokat. Ennek, valamint a spektralis megkozelités gyorsasdgéanak koszonhetGen
modszeresen vizsgalhattam nagy mennyiségli nem tengelyszimmetrikus konfiguraciot. Az ered-
ményeink, meglepetésiinkre, véltozatlan alakjaban kiterjesztették a stacionérius kezddadatokhoz
tartozo lecsengési egyiitthatokra vonatkozo empirikusan felallitott dsszefiiggések érvényességi ha-
tarat és a teljesen dinamikus kezdSadatokra vonatkozo Osszefiiggéseknél mutattak ra egy alesetre,
ahol a jelenlegi analitikus leiras nem elég pontos.

Szuperradians szoras esetén a megfelel§en megkonstrualt bemend hullamcsomag tgy hat kol-
csOn az eseményhorizont koriili ergoszféraval, hogy onnan visszatérve—elviekben a feketelyuk for-
gasi energiajanak csokkenése révén—tobb energiaval rendelkezik, mint amennyivel a szoréas el6tt
rendelkezett. Vizsgalataim soran kompakt tartoju kezdSadatokat alkalmaztam, amelyeket elhe-
lyezkedésiik alapjan harom csoportba soroltam. Az ergoszfératol élesen elvalasztott tartoval ren-
delkez6 kezdGadatok esetén alig tapasztaltam szuperradianciat. A masodik csoportot képezd, az
ergoszférabol inditott hullamcsomagok esetén valamivel nagyobb effektust sikeriilt kimutatnom, de
a legmarkansabb hatast a 7' = 0 feliileten az eseményhorizonttol az ergoszféra hataran at a kiilsé
kommunikaciés tartomanyba is atnyildé s = 42 gravitacios perturbaciok mutattak. Az intenzitas
jelentds novekedése kiemeli, hogy a szuperradians kezdSadat meghatarozasa soran nem csupan a
kivant frekvenciatartomany figyelembe vétele, hanem kompakt tarté esetén az ergoszférahoz vi-
szonyitott elhelyezkedése is nagyon fontos. Bizonyos esetekben az energiaban nem tapasztaltunk
szuperradianciat, de az impulzusmomentumban jelentés névekedést lattunk. Ramutattunk, hogy
ez a jelenség az ugynevezett ,frame dragginghez”, vagyis a vonatkoztatasi rendszereknek a fekete-
lyuk forgasa altal indukalt sodrodésahoz kothetd.

A 4. fejezetben ismertettem a gravitacios kényszeregyenletek evolicios alakjahoz tartozd meg-
oldasok aszimptotikus viselkedésére vonatkozo vizsgalataimat. A kezddfeliiletet topologiai gom-
bokkel folidzva a valtozokat ebben az esetben is kifejthetjiik gombi harmonikusokon. A gémbfiigg-

vénykifejtés eredményeként elsérendd kozonséges differencidlegyenletek csatolt rendszerét kaptam,
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amelyet az adaptiv Runge-Kutta—Fehlberg-integratorral oldottam meg. Vizsgalataim soran cél-
ravezetének bizonyult a megoldast egy analitikusan adott megoldas és az attol valo eltérésként
értelmezni, majd az eltérésre vonatkozo nemlinearis perturbativ egyenleteket megoldani. Az ered-
ményeink ramutattak, hogy szigoru értelemben kozel-Schwarzschild kezdSadatok—amikor minden
szabadon megadhato valtozot a Schwarzschild-kezdGadatnak megfelelGen rogzitettiink—koziil egye-
diil a Schwarzschild-kezd6adat aszimptotikusan sik, egyébként a K valtoz6 monopodlus része til
lassan cseng le. A gyengén kozel-Schwarzschild megoldasok esetén a szabadon valaszthato val-
tozok némelyikét tgy modositottuk, hogy ezaltal a megvaltozott egyenletek K monopoélusanak
kedvezGbb lecsengést biztositsanak. A parabolikus-hiperbolikus rendszer esetén erdsen aszimp-
totikusan stk megoldasok egy csaladjat targyaltuk, az algebrai-hiperbolikus rendszer esetén egy
gyengén aszimptotikusan stk megoldast mutattunk be, ezzel demonstralva, hogy az eljaras alkal-
mas aszimptotikusan sik deformélt feketelyuk kezdSadatok elGéllitédsara.

A dolgozatban bemutatott eredményeimet a kovetkezs tézispontokban foglalom &ssze:

1. PhD munkam soran kifejlesztettem egy 1j, a spinsilyozott harmonikus gombfiiggvényeken
alapul6 teljesen spektralis modszert. Az eljaras alapjaul szolgédld Gsszefliggéseket kivonatolt

forméaban [52] fiiggelékében ismertettiik.

A modszert eddig két, elméleti hatterében jelentGsen eltérs alkalmazas fejlesztésében alkal-
maztam. A gyakorlatban bebizonyosodott, hogy ez az eljaras rendkiviil pontos és hatékony

numerikus eljarast eredményez.

2. Részletesen vizsgéaltam a Kerr-térids feletti elektroméagneses és gravitacios perturbaciok hosszu-
tava idéfejlsdését, illetve azok aszimptotikus viselkedését. A konformis kompaktifikacio, va-
lamint a hiperboloidéalis kezd6értékprobléma alkalmazasa lehetévé tette, hogy a perturbéciok
lecsengésének titemét kozvetleniil az eseményhorizonton, a jové fényszerd végtelenben és a
jovo idGszertd végtelent kozelitendd, koztes helyeken az evoltcié kései szakaszaiban meghaté-
rozzam. Az ilyen természeti vizsgalatok sordban megkiilonbozteti munkamat a nem tengely-
szimmetrikus konfigurdcioknak szentelt kitiintetett figyelem. Megmutattam, hogy ezekben
az esetekben létezik a konfiguracidknak egy halmaza, amelynek a viselkedését korabbi anali-
tikus vizsgalatok nem irjak le megfelel6 modon. Erdemes kiemelni, hogy a numerikus eljara-
ellenérzésére elséként alkalmaztam az adott kontextusban tjszertinek szamité megmaradod

aramokat. A vonatkozo eredményeimet egy PRD kozlemény foglalja dssze [52].

3. Ugyanezen kereteken beliil részletesen tanulmanyoztam bozonikus perturbaciok szuperra-
dians szoérasat. Meghataroztam azokat a differencidloperatorokat, amelyek a TME adott

spinsilyi megoldasait ellentett spinsulyt megoldasokba képezi. Ezzel kiegészitve az eld-
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z6 pontban is hivatkozott megmaradd aramokat azok alkalmassa véaltak egyetlen megoldas
szuperradians amplifikiciojanak jellemzésére. A vizsgalt megoldasokat harom csoportba so-
roltam aszerint, hogy a kezdGadat milyen ardnyban fed at az ergoszféraval. Eredményeim
azt sugalljak, hogy jelentGs szuperradianciara akkor szamithatunk, amikor a kezdGadat nem
elhanyagolhat6 része tartozkodik az ergoszféraban. A témaban irt tanulmanyt publikaciéra

elfogadta a PRD [92].

4. Vizsgaltam a kényszeregyenletek perturbalt Schwarzschild megoldasait. A kényszeregyenle-
tek evolicios egyenletekként torténd értelmezése sordn nem magatol értetddd, hogyan kont-
rollalhatnank a megoldasok aszimptotikus viselkedését. Megmutattam, hogy a szakiroda-
lomban ezidaig hasznélt kozel-Schwarzschild megoldascsalad meghatarozéasa tilsdgosan me-
rev, az adott igen sziik osztalyban nincs aszimptotikusan stk megoldas a gombszimmetrikus
Schwarzschild-kezdGadatot leszamitva. Minden més esetben a magasabb rendt moédusok be-
kapcsolnak egy visszacsatolast, ami miatt a kezdGadat kiils§ gorbiilete tenzoriélis vetiiletének
a nyomanak a monopodl része nem képes kellGen gyorsan lecsengeni. Ezt kévetGen megmutat-
tam, hogy a kozel-Schwarzschild megoldascsalad meghatarozasanak kereteit lazitva, azaz a
vizsgalt megoldashalmaz megfelel§ bévitésével, a kritikus moédus lecsengése jelent&sen javit-
hato. Konkrétan, igazoltam, hogy a kényszeregyenletek mindkét evoltcios alakjara vonatko-
zO6an — azaz, akar a parabolikus-hiperbolikus, akar pedig az algebrai-hiperbolikus egyenletek
valasztasa esetén — végtelen sok olyan kozel-Schwarzschild-kezdGadat talalhato, amely egyben

aszimptotikusan sik is. A témaban irt tanulmany a CQG-ben jelent meg |1 13].

A Teukolsky-egyenlet megoldésainak vizsgélata lehetévé tette, hogy egy egyszeriibb rogzitett
hattér mellett szerezzek tapasztalatot a spektrélis modszer, a konformis kompaktifikicioé és hi-
perbolikus kezdéérték probléma egyiittes alkalmazasaban, mikozben a tanulmanyozott probléméak
onmagukban is érdekesek, hiszen a feketelyuk-fizika legalapvet&bb elvi kérdéseit érintik. Az elsa-
jatitott ismeretek atiiltetése a joval bonyolultabb, dinamikusan véaltozo hattér esetére folyamatban
van. Mar a kényszeregyenletekhez kapcsolodo eddigi vizsgalataink révén is sokat haladtunk abba
az iranyba, hogy minél altaldnosabb nemlineéris kifejezéseket tudjunk kiértékelni. A célunk az
Einstein-egyenlet teljes kezd&érték probléméjanak megoldasara is alkalmas programcsomag 1ét-
rehozasa. A teljesen spektralis modszeriink eddig tanusitott kiemelkedd hatékonysaga azzal ke-
csegtet, hogy az id6fejlédés minden lépésében megoldva a kényszereket egy teljesen megszoritott

evoliciot megvalosito alkalmazast fejlessziink ki.
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Koszonetnyilvanitas

Mindenek el6tt halaval tartozom témavezetémnek, Racz Istvannak a szakmai utmutatasért, hogy
végig mellettem allt. Az altalanos relativitaselmélet teriiletére az & kurzusa vezetett be és azota is
folyamatosan segit eligazodnom a legtijabb eredmények kozott.

Koszonet illeti Lévai Pétert, intézetiink igazgatojat, hogy ebben a szakmai kozegben végezhet-
tem a munkamat.

Kiilon koszonet jar Laszld Andrasnak és Toth Géabor Zsoltnak, a tiirelemért, amivel az altaluk
végzett vizsgalatok legaprobb részleteit is megosztottak velem, kiilonos tekintettel az altaluk irt
kodokra. A munkajuk szamtalan helyen inspiralt més problémak megoldésa soran is.

Csalddom aldozatvallalasa nélkiill mindez nem valésulhatott volna meg. Koszonoém, hogy té-
mogattak, amikor nem a konnytd utat vilasztottam.

A dolgozatomban ismertetett kutatasok egy részét az NKFIH K-115434-es szamu palyazata,
a Racz Istvan altal vezetett ,POLONEZ programme of the National Science Centre of Poland
(under the project No. 2016/23/P/ST1/04195) which has received funding from the European
Unions Horizon 2020 research and innovation programme under the Marie Sktodowska-Curie grant
agreement No. 665778” [ P palyazat, valamint a CA16104-es azonsitoju, ,Gravitational waves,

black holes and fundamental physics” COST projekt tamogatta.



A. fuggelék

A homogén TME

Ahogy a 3.3. fejezetben emlitettiik, regularizacié utan Teukolsky mesteregyenlete a kovetkezd
alakot olti:

1
Orr®®) = o+ B Y0 [CRR - Orr®) + crg - Orr®) + ey - 09, @) + gy, - OO
)

+ Cyy 56 CI)(S) + Ct 8TCI)(S) + iCTy YiO . 8T(I)(S) —+ CR 8R<I>(5) + Ctp . 890(1)(5) + Co - CI)(S)] .

Alabb felsoroljuk az 6sszes itt megjelend R-t6] fiigegs egylitthatot. Tébbek kozott az o7 -ra és HA-re

vonatkozo formulak:

4
o =a+b/3 és %’:5\/§b, ahol (A.0.1)

a=— 4R (Ao F AR+ AsR? + AyR® + AJR + AsR + A6R6> , (A.0.2)
Ag=-M, ( )
Ay =a® —1+4a®>M — 5M + 4a®M? — 8M?, ( )
Ay =a® —1+4a®M — 11M + 4a*M? — 24M* — 16 M? ( )
As = —4a*M + M — 8a*M?* — 8M?* — 16M* (A.0.6)
Ay = —4a*M — 8a*M?* + 8M* + 16 M? ( )
As = 4a*M? + 16M* ( )
Ag = 4a*M? ( )

b=a*(1+ R)(R*+ 1) (A.0.10)
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A maradék egytitthatok:

1
CRR = 1(1 + R)(R* — 1)*(crro + crm R + crroR? + crraR* + crraRY),

CRRO = CLQ,

crr1 = —4M ,

CRR2 — —2(&2 — 2) s
Crrz = 4M ,

CRR4 = a27

crr = 2R(1+ R) [CTRO + orriR + crpaR? + crps R + crpa R + crps R + crpeR° |
crro = —a® — 2a°M + 2M |
crm = AM(1 4+ 2M)
crre = 2(a* — 2+ 3a*M — 4M),
Crms = —AM(1 + 4M),
crps = —a® — 6a*M + 6M |
CTR5 = 8M* )

CTR6 — 2(12M7

cry = 4aR(1 + R)(1 + R*)(—1 —2M + 2MR?),
cr, = a(l+ R*)(R—-1)*R+1)%,
Cyy = (1 + R)(R2 + 1)2 s
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Cr =

1
1+ R?

<CTO + CTlR + CT2R2 + CT3R3

+ CT4R4 + CT5R5 + CT6R6 + CT7R7 + CT8R8 + CT9R9> s

cro = a® + 2a*M — 2M — 2Ms ,

erp = a® +2a*M — 2M — 4s — 6Ms — 8M?s,

cro = 5a? — 44+ 124’ M — 14M + 4s + 6Ms — 8M?3s,

crs = ba® — 44+ 124> M — 30M — 48M? — 8s + 2M s — 8M?s,
cra = —5a* + 4 — 24a*M + 10M — 48M?* + 8s + 18M s — 8M?s,
crs = —ba® + 4 — 24a®M + 26M + 32M?* — 4s + 22M s + 8M?3s,
crg = —a® 4+ 4a*M + 6 M + 32M? + 4s + 10M s + 8M?s,

crr = —a® +4a*M + 6M + 16M? + 14M s + 8M2s,

crg = 2M (3a? 4+ 8M + 4Ms)

CTg = 6(12]\47

cry = —4a(l + R)(R* + 1)25\/2,

Cr —

Cp =

Co

1

2R(1 + R?) (R - 1) (R + 1)2 <CRO +cm R+ cpoR? + cpsR® + cpa R

+ CR5R5 + CR6R6 + CR7R7 + CRgR8> s

2
Cro = a ,

cr1 = —2M(1+s),
cra = 3a® +4s,

cry = —2M (7 + s),
cpa = —Ta?+ 12 + 8s,
crs = 2M (5 + s),

Cre = a® +4+4s,
crr =2M (3 + s),

CRrg = 2&2 )

1 2 2 2
Ela(R—l)(R +1)(R+1)%,

2—R2(R — )R+ 1*(R+1)*(—a®> +2MR + a*R*> + 2MRs) .
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B. figgelék

A megmarad6 dAramok

Az energiara és impulzusmomentumra vonatkpzo mérlegegyenletek kiértékeléséhez sziikségiink van
a +/|hr| n"E, |hr| n{VEe, |hr| niJe és \hR| n{™ Jo mennyiségek explicit alakjéra. A

kovetkezd alfejezetek az implementalt kifejezések explicit alakjat adjak meg.

B.1. Energiastirtiiség

\hr| nDE* = (err + crryYa") 9r@P 0@ 4 ¢y (29050 + 021500 ())
+ cry (020,00 + 9,005 )) + crrORP Y IRD
+ (CR + s CRS)Q)(S)aR(I)(_S) + (CR - SCRS)(I)(_S)gR(I)(S)

+ ¢y (299,059 + d99,00)) 4 ¢, @) (B.1.1)
ahol
1 2 2 2
= 14 R)[—142(5+24M +24M*)R
orr 6(1+R)R2(1+R2)<a( + R)[-14+2(5+ + )
— (1 +48M + 96 M?*)R* 4+ 48 M*R®] + 12R[—(R(1 + R))
+ M(-1—-5R—11R* + R*) + SM*R(~1 - 3R — R* + R?)
+16M3(—1 + R)R*(R + 1)2]>, (B.1.2)
2a*(1+ R?) [«
Ty = T T apy A\l 5 (B.1.3)
1+ R?
Cyy — 4R2 s (B14)
a(R* —1)*



(R? — 1)2(4R(R + M(R? — 1)) + a®(R?> — 1)?)

- _ B.1.6
CrR SR2(1 + R?) ’ (B.16)
R? —1)(a®>(R* = 1)+ 2R(2R + 2M (R* — 1
o = - FE 2 DR = 1+ DRER + M (R~ 1)) (BL7)
(R? — 1)(4R?* — 2MR + 2M R?)
CRs = — SR3 s (B18>
a(—1+ RY)
1+ R?)(4 M(R? -1 2(R? — 1)?
o (L BAR(R+ MR — 1) + *(R2 — 1)) (B.1.10)
8R4
B.2. Energiadram
\/ ‘hR‘ ngR)E“ = CrT 8T<I>(S)8T¢)(’S) + CrR (8T<I>(S)8R<I>(’S) -+ 8T(I)(7S)(9R(I)(S))
+ eryp (070,00 4 9,009,0(-)
+ (er + 5¢p5) PB4 (e — 5005) D290 | (B.2.1)
ahol
1
cTT :m(a2(—1 + 2M<R2 - 1))(R2 - 1)2
+2(—2R* + 4M?R(R®> — 1) + M(1 + 4R + 3R*)(R — 1)%)), (B.2.2)
(R? —1)?(4R(R+ M(R%* — 1)) + a*(R* - 1)?))
— B.2.3
TR SR2(1 + R?) ! (B23)
a(R? —1)*
CTy :4—}%2, (B24)
R? —1)(a®>(R?* = 1)+ 2R(2R + 2M (R* — 1
op =\ = DGR = U+ 2RER + 2M(R? - 1) (B.25)
R? —1)(4R?> - 2MR + 2M R?
B I — i ). (B.2.6)

B.3. Impulzusmomentum-stirtiség

|hr| DT = (crp + crpyYo?) (0720, + 9,0 070)
+ cpp (00,0 + 0,005 + ¢,,0,0¢) 0,0
+ (o + 5 (Cps + €yiY1?)) 9,p
+ (cp — 8 (Cps + cyi¥1?)) @20, ) | (B.3.1)

vi



ahol

e To(R + 1)

Te T6(1+ R)R2(1 + R?)

! <a2(—1 oM (R — 1)) (R? — 1)?

+2(—2R* + AMPR(R® — 1) + M(1+ 4R + 3R*)(R — 1)2)) ,
1

(a2(1 + R)(—1+ 2(5 + 24M + 24M>) R?

— (1 +48M + 96 M?)R* + 48 M?R%) + 12R[—R(1 + R)
+ M(-1-5R—11R* + R*) + 8M*R(—1 - 3R — R* + R?)
+16M3(—1+ R)RX(R + 1)2]> :

20*(1+ R?) [«
== " \5

C

o —

~2a(—1+2M(R? - 1))
R

1
“ T R RE_1)
+2(4M?R(R* — 1) —2R* + M(R — 1)*(1 + 4R + 3R?))) ,
) _UMY(R—1DR(R+1)>+ M (TR* + 5R* = 3R — 1) + 2(R — 1)R)
o 2R?2(R+1) ’
a(R*+1) [«

Coy =— ————1/ =

2 R2 3 .

(a*(R* = 1)’ (2M (R* - 1) — 1)

B.4. Impulzusmomentum-aram

ahol

VIhe| 0PI = cpy (0p290,07) + 05290,0)) + ¢,,0,9 0,0
+ erp (07299, 4 0,0 9,0)
+ (Cp + 8 Cpe) PP, + (¢, — 5¢,0) D90, 0

(R? — 1)2(4R(R + M(R? — 1)) + a*(R* — 1)?)

e = SR2(1 1 R?) ’

1 2 2 2 2 2 2 2 2
= —1+2M(R"—1))(R° -1 2(2R°+4M°R(R° -1

+ M(1+4R+3R*)(R — 1)2)> )

vil

(B.3.2)

(B.3.3)

(B.3.4)

(B.3.5)

(B.3.6)

(B.3.7)

(B.3.8)

(B.4.1)

(B.4.2)

(B.4.3)



a(R* —1)?

oR?
(R? 1) (a2 (R2— 1)+ 2R (2M (R? — 1) + 2R))

2 8RR
(R? — 1) (2MR® — 2MR + 4R?)

8R3

viil

Y

(B.4.4)

(B.4.5)

(B.4.6)



C. fuggelék

Az adjungalt megoldasok

Ahogy a 3.4.2. fejezetben felidéztiik [33]-ban Wald egy elegans és altalanos modszert adott arra,
hogy a TME s spinstlyt () megoldasabol hogyan allithatjuk el6 a TME egy —s spinstlyt ¢(~*)
megoldasat. Ebben a fiiggelékben alkalmazzuk az eljarast s = —1 és s = 1 spinstulyt elektromag-
neses, valamint s = —2 és s = 2 spinsulyu gravitacioés perturbaciok koézotti kapesolatot 1étesits

differencidloperatorok meghatarozasara.

C.1. Elektromagneses perturbaciék

A rogzitett hattér feletti elektromagneses perturbaciok dinamikajat leird (3.4.8) lineéris egyenlet

sematikusan a

Ex(A) =0 (C.1.1)

forméban irhato, ahol az A, vektorpotenciél jatssza a (0, 1) tipust f tenzormezs szerepét és

[Ee(A)], = [¢°a0—¢"VVa] A (C.1.2)
a Maxwell-egyenlet ezen a hattéren. Konnyen belathato, hogy £ énadjungalt.
Az s = 1 és s = —1 értékek esetére a O, OIT és 9)S operatorok meghatarozéasa alabb
kovetkezik.

Elgszor felidézziik, hogy a ¢y és ¢; Maxwell-skalarokat a

po = (“mPFy = [m"D — (* 6] A, (C.1.3)
By = M N Fy = 00 —m"A] A, (C.1.4)

kontrakciokkal értelmezziik. A TME flige6 valtozoi

P = gy, (C.1.5)
YD = (T,) 723 g, (C.1.6)

X



modon irhatéak, ami alapjan az A, mezét az extremalis spinstlyta &Y Teukolsky-valtozokba

képezs FNO operatorok alakja a kovetkezs:

P = [FVO)" 4, = [m* D — * 6] A,

=[(D—e+e—0)m* - (6+@— B —a)l'] A, (C.1.7)
P =[N0 A, = (U,) "3 [0 —m" A A,

= (W) [+ a+B-T)n" — (A+F—7+7)m"] As. (C.1.8)

A GDT operatorok alakjat kozvetleniil leolvashatjuk a (3.2.42) és (3.2.43) egyenletekrsl:

COT = [(D—e+e—20-D)(A+p—2)

—(f—-B—-a—-21+m)(0+w—2a)], (C.1.9)
T =[(A+7 =7 +m)(D + 0+ 2e)
—(+a+B-7)(0+T1+20)]. (C.1.10)

A NP-derivaltakra vonatkozo (3.4.14-3.4.16) egyenletek segitségével igazolhato, hogy

o1 = [o7)' (C.1.11)
D7 = [¢+h7] (C.1.12)
Az IS operéatorokat legegyszertibben a (3.2.23) és (3.2.24) egyenletek jobb oldalan olvashatjuk
le:
DSt = —f—a—27+@)(* — (D —e+€—20—7)m°, (C.1.13)
NS =(Wy) 2B[(A+o—2+2u+m) M — (0 +a+ B+ 2w —7)n%, (C.1.14)

mig az adjungéltak

[(FUST]" = [m* (D + 26+ 0) = £ (6 + 26 + 7)), (C.1.15)
[(CDST]* = [0 (6 — 20 — @) — " (A = 2y — p) ] (Va) %3, (C.1.16)

C.1.1. Wald els6 tétele elektromagneses perturbacidokra

Ezeket a 1St adjungalt operatorokat alkalmazva a Teukolsky-egyenlet ¢)(*1) és 1)(—1) megoldésaira
elsallithatjuk a (C.1.1) egyenlet (*DA, és “DA, megoldasait
(—1)12[(1 — NRe [(—I)STI/J(—I)}
= %[ma (D4 2¢+ 0) Y — £, (6 + 2B + 7)Y
+ 7, (D + 28 +0) D — £, (3 + 2B +7) (D ] (C.1.17)




és

(DA, — Re [(+1>3T¢(+1)]
=5 [0 (5 20— ) () P94 57, (A = 2y — ) () ¥
+ 14 (0 — 20— @) (Vo) 0D —mg (A = 27 = i) (Wo) 39D | (C.1.18)

ahol Pe az adott komplex mennyiség valos részének képzését jeloli. Megjegyezziik, hogy sem
(+1) A -nek, sem A -nek nincs kozvetlen kapcsolata azzal a A, vektorpotenciallal, amibol 1D =
[(FD0]* A, médon az eredeti 1) &s (=Y mezdket képeztiik.

C.1.2. Wald masodik tétele elektromagneses perturbaciékra

A 3.4.2-ben elmondottaknak megfelelen, ha az el6bb kapott (il)zzl\a vektorpotencialokra alkalmaz-
zuk a FVO operatorokat, akkor a 1(F1 valtozokbol elgallithatjuk a Teukolsky-egyenlet 1j @/D\(ﬂ

megoldésait:

P = (D —e+e—7)(D+2+0) D, (C.1.19)

~

G = 2 () PP A+ T =T +9)(A = 27 = W) (T2) 29D ] (C.1.20)

N~ N =

Kinnersley-tetradot alkalmazva ¢ = 0 és a D-tipustt vakuum téridékben érvényes Do = o? Ossze-

fiiggeés segitségével (C.1.19) az

DO = % DD (C.1.21)

alakra egyszertisodik.

C.2. Gravitaciés perturbacidk

A linearizalt Einstein-egyenlet

Ec(hey) =0 (C.2.1)

alakban irhato, ahol a ha, (= gup — Map) metrikus perturbacio jatssza a (0,2) tipusd f tenzormezd

szerepét, &g pedig
Ealherlas = 5[40V, T+ 61579V, V.
= 0%9"10 — ¢V = gug 9"V Vi + gug™ O | hep (C2.2)
modon hat a hy, perturbaciokon. Belathato, hogy £; 6nadjungalt.

x1



Az s = 2 és s = —2 értékek esetére a O, (IT és S operatorok meghatarozasa alabb
kovetkezik.
A U és U, Weyl-skalarokat a

Uy = —Clpeq 1*mI°m? (C.2.3)

\If4 = _Cabcd nambncmd (C24)
kontrakcidkkal értelmezziik és a TME valtozoihoz

YD = vy = [(FDO]h,, (C.2.5)
P = (W) 0y, = [C20]%hy,, (C.2.6)

modon kothetSek. A hg, perturbaciokat (2 valtozokba képezs F2O operatorok explicit alakjat
Chrzanowski munkajanak [32] (B11) és (B12) egyenletei adjak meg:

(D] h, — Wy — —%{(5 V38— a) (6 + 7 — 26 — 2a) (1

+ (D -2 -3¢ +&)(D — 5 — 2¢ + 2€) m*m"

—[(D =53¢ +%)(0 + 2% — 28)

+ (6 +T —36—-0)(D — 20 —26)] '} hay (C.2.7)
[(20) P hay, = (W2) ™3 - Wy

—_

= — (W) ™*{(6 =T +3a+ B)(0 — 7+ 2a + 28) n"n®

(]

+(A+T+30—0)(A+ T+ 20— 20) MM’
—[(A+7+30—-2)(6 — 27 + 2a)
+ (6 =74 3a+ B)(A + 27 + 20)] T} hgy. (C.2.8)

A 2T operatorokat leolvashatjuk a (3.2.41) és (3.2.44) egyenletekr6l:

DT = [(D — 3e+ ¢ — 40 — 0)(A — 40 + p)

—(0+m—a—38—47)(6 — da + @) — 3V, (C.2.9)
CAT = [(A+30—0+7)(D + 4¢ + 30)
— (8 =T+ B+3a)(6 + 48 +37) — 3T,]. (C.2.10)

Egyszert, de idGigényes szamolassal belathato, hogy

(2T = (27T (C.2.11)
27 = (A7) (C.2.12)

x1i



Az F2)S operatorokat most is a forrastagokrol olvashatjuk le. A (3.2.27) és (3.2.28) egyenletek

alapjan
(+2)gab
=(6+%—a—33—47)[(D — 2¢ — 2p) £““m" — (6 + = — 2 — 23) (*"]
+ (D —3e+e—40-2)[(0 +2% — 28) (“m? — (D — 2¢ + 2€ — 5) m*m"] , (C.2.13)
-2)gab _ (@2)74/3
-{(A+3Q—§+4p+ﬁ)[(5—27+20¢) () — (A + 20 — 2 + i) T’

+ (0 =T+ B+3a+4w)[(A + 20+ 27) n@m? — (5§ —7 4 28 + 2a) nn’] } : (C.2.14)

Ezek alapjan az #2)S operatorok adjungaltjai

[(+2)ST]

= [lmuy (D +3e+€—0+0) — Ly (6 + 38+ —7)] (6 + 46 + 37)
+ [bamyy (0+38 —a —7 =) — mgmy, (D + 3¢ — € — )] (D + 4e + 3p), (C.2.15)
[( 2)5T]

= {[n(amb) (0 —3a+pB+w+7) — Mgy (A—30+0+ )] (A — 40— 3p)
+ [y (A =80 =0+ = ) = nany (5 — 30 — B+ )] (3 — da — 3) }
()0 (C.2.16)

C.2.1. Wald masodik tétele gravitaciés perturbaciokra

A 3.4.2-ben foglaltak alapjan a 28t adjungélt operatorokat alkalmazva a (+?) és ¢(~2) megol-
dasokra megkaphatjuk a (C.2.1) egyenlet +2h,, 6s “2h,, megoldasait mint

g = Re [[F281] 4 v +?)] (C.2.17)
Dy = Re[[DS,, 2] (C.2.18)

Az elektromégneses perturbéciok esetéhez hasonléan sem (+2)ﬁab, sem (_Q)E(lb nem kapcsolodik
ahhoz a h,, metrikus perturbaciéhoz, amibél a 2 = [(FDO]%®h,,;, megoldasokat kapjuk.
A 3.4.2 tétel értelmében a (H)/fzab és (*z)ﬁab a perturbaciokon alkalmazva a 2O operatorokat

az eredeti 1)(F2) megoldasokbdl elgallithatjuk az uj 12(*2) megoldasokat. A pontos formulak:

1
7

P = 2(D—5—3c+€)(D—0—2+26) (D —3e+ ¢ — 47— 0)(D — 26 + 26 — 9) ¥(-2) | (C.2.19)
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J(—2) = —(Wy) /3

] =

(A+T+30-0)(A+T7+20—20) (A~ 30+ 0+ 7)(A — 40— 37)
(Ty) 3y (C.2.20)

Az elektromagneses perturbacioknal latottakhoz hasonléan Kinnersley-tetrad alkalmazasa mellett
(e = 0) a D-tipusti vakuum téridékben érvényes Do = o® egyenlet felhasznélasdval a (C.2.19)
egyenlet

PP = }lDDDDm (C.2.21)

alakra egyszeriisodik.
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D. fuggelék

A kényszerek nemlinearis perturbativ

alakja

Ebben a fliggelékben mutatjuk be a gravitacios kényszeregyenletek nemlineéris perturbativ alakjat.
A D.1. fejezetben a parabolikus-hiperbolikus rendszerre vonatkozo, a D.2. fejezetben az algebrai-

hiperbolikus rendszerre vonatkozé formulakat kozoljiik.

D.1. A parabolikus-hiperbolikus rendszer nemlinearis pertur-

bativ alakja

K|0,.9N — IN@N) - {N(©“N)]

[\

1 dl{ (582 4208 28 [a (5N - BF=N))
~b (TN~ LAFN) — 1C(O“N)) +cc|

+ (482 4+ 208 #R) [a (5578 - BE"X))

~b (59N~ LAGN) - LT@"N)) +cc| + "N?|a (54N - BE“N))

b (TN - JA@R) - 1C(@R)) +cc] } _ogef

_oN3oB _ <<A)N3 1L 3ON ON2 4 3 ON2 <A>N> (9B + °B) = 0, (D.1.1)
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ahol

A= Y4, (D.1.2)
(A)B = B— (O)B (A)K ((A)K2 +2 (O)K (A)K)
+5d[2a (“k Bk + "k Bk + 2k k)
~ b (FK2 4+ 20k k) — b (K + 2 "k “K) |. (D.1.3)
0,5k — LN (3Kk) — L N(3°K)
~1 [@N (39K) + °N (3°K) + N (3 @K)] +OF =0, (D.1.4)
ahol
Sf = f - = —1 [*k(3N) + PK(IN)|
+1 [(A)K(ii ON) + OK (3ON) + UK (3 (A)N)] — K (BON) — (3k)ON + K “k
+3d7 [[3(6 ®N) = b(@N)] (Kyd'?@) + [a@°N) ~ b(3°N)] (Kijq's’ )}
+ (¢ D'Ky;)®N . (D.1.5)
Végiil
0,°K — LN(3®K) — L N (9 “K)
~la- 1{<A)N (85K + 5 k) — b(EK) - b(3“k) |
+ON [a (6 ok +3 <A)k> b(3®K) — b(d k) }
O [a (57K + 3%) — b(TTK) — (3 K)] } (D.L6)
ahol

OF = F - 9F =1d- {<A>N[2aB@—b(E<A>k+K@)
+2aB@_b(a@k+K@)+ca]
+ 9N |2aB®K — b (C%k + ABK) +cc| |
~d7'| (a®k—b“k) (34N +3"N)

+ (a%k — b k) 39N + cc.] +1ROK. (D.1.7)
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D.2. Az algebrai-hiperbolikus rendszer nemlinearis perturba-

tiv alakja

0,“K — IN3®K — IN9“K
Nd! [a@@ +5%) —bIBk — bd (A>k] 4 OF =,

0,9k — L N3 @k — I N9k
+N @’K_l{(“‘)ﬁ: 0K —d '[(a®k — b@k)3 %k + (a®k — b “k)0 "k|
+Kk0“K — d ' [(ak — bk)d ®k + (ak — bk)d “k]

—bk)ok]} +“f =0

Wle—/

~ NO9K(KYK) " {k 9K —d'[(ak — bk)dk + (a
ahol az alacsonyabb rendi forrasok

@ 1
F = 4

Nd! [zaB@_ b(C “k + A OK) +cc.}

~ a7 |(@FK - BK)IN + e — (U~ LK) K
és

of —

1
2

k0N + Bk oN|

+ 1N (dYK)! [(a(A)k — b®k)(B "k + BK) + (ak — b “k)(B “k + B ®k)
_|_

(a®k — b @k)(C Uk + AK) + (ak — bk)(C Ok + A<A>k)]

_LN®K(d-K°K)" [(ak —bk)(Bk + BK) + (ak — bk)(Ck + Ak)

1
2
— (“k — LOK) 0N — 1 N 9K (K "K) ™' 0k + K @k

XVil

(D.2.1)
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Linearis perturbaciok és a kényszeregyenletek megoldasainak numerikus
vizsgalata az altalanos relativitaselméletben

Osszefoglalas

Az &ltalanos relativitaselmélet egyenleteinek nemlinearitdsa miatt csupan analitikus moédszerekkel nem
tudjuk megérteni az elmélet minden joslatat, sziikséges ezeket numerikus vizsgalatokkal kiegésziteni. A
dolgozatban ismertetett munkaim gerincét a GridRipper programcsomag altal alkalmazott spektralis mod-
szerek altalanositasa adja olyan moédon, hogy azok alkalmazhatbak legyenek spinsilyozott harmonikus
gémbfiiggvények esetén is.

Az igy kapott modszert elGszor a forgd, stacionarius feketelyuk, mint hattér folotti linearis perturbéci-
okat leir6 Teukolsky-egyenlet vizsgalata soréan alkalmaztam. A kifejlesztett eljaras stabilitasdnak koszon-
hetGen vizsgalhattam ezen perturbaciok aszimptotikus viselkedését és a szérasi folyamatok soran felléps
szuperradianciat is.

Az alkalmazasok mésik csoportjat a gravitacios kényszeregyenletek evolicios alakjanak megoldésa adja.
Az egyenletek ilyen modon valo értelmezése olyannyira friss, hogy olyan alapvetd kérdések is megvalaszolés-
ra varnak, mint hogy hogyan lehetséges ezt a modszert hasznélva aszimptotikusan sik deformalt feketelyuk
kezdGadatot elGallitani. Az altalam fejlesztett numerikus eljaras segitségével hat nagysagrenden keresztiil
kovettiik a megoldasok lecsengését és ismertettiik aszimptotikusan stk megoldasok egy-egy osztalyat.

Az elért eredményeinket az alabbi pontokban foglalom Gssze

1. A Kkifejlesztett spektralis modszerek alapjan két numerikus alkalmazés sziiletett. Az egyszertiibb,
rogzitett hattéren értelmezett problémékra optimalizalt alkalmazéson kiprobalhattam a kidolgo-
zott eljarasokat, majd azokat teljes altalanossagukban alkalmaztam a kényszeregyenleteket megold6

szoftverben.

2. Rogzitett Kerr-hattéren terjedd elektromégneses és gravitacios sugéarzas kései idéfejlgdését vizsgal-
tam. Az alkalmazott eljardasoknak koszonhetGen megallapitottam ezek lecsengési litemét az ese-
ményhorizonton, a jové fényszeri végtelenben és egy a jovE idGszert végtelent kozelité helyen. Ezek

az eredmények hozzdjarulhatnak a Kerr-megoldés lineéris stabilitdsanak bizonyitasahoz.

3. Tanulmanyoztam az el6z6 pontban leirt perturbaciok szuperradians szoérasat. Az eredmények ra-
mutattak, hogy az effektus elGidézéséhez nem elegendd a hulldimcsomag frekvencidjat megfelelGen
beallitani, hanem a kezdGadat tart6jat is optimalizalni kell a szuperradiancia maximalizalasa érde-
kében.

4. A kényszeregyenletek numerikus integrélasaval ramutattam, hogy az irodalomban alkalmazott el-
jarasok nem képesek aszimptotikusan sik kozel-Schwarzschild kezd&adatot elGéallitani. Miutan a
problémas médust azonositottam, olyan moédositasokat hajtottunk végre, melyekkel aszimptotiku-

san sfk kozel-Schwarzschild kezdGadatok két csaladjat azonositottuk.

A fent osszefoglalt eredmények a [52, 92, 113] referalt kozleményekben jelentek meg.

XX1V



Numerical investigation of linear perturbations and solutions
to constraint equations in general relativity

Summary

Because of the nonlinearity of the equations of general relativity analytic methods alone are not suffi-
cient to understand every aspect of the theory, we have to supplement them with numerical investigations.
My work presented in this thesis is based on the generalization of the spectral methods used by the
GridRipper application in a way that enables us to apply them also for spin-weighted spherical harmonics.

First I applied this method for studying the Teukolsky equation which describes linear perturbations
over a rotating stationary background black hole. Due to the stability of the developed method I was able
to investigate the asymptotic behaviour of these perturbations as well as superradiance in their scattering
process.

The other application is related to solving the constraint equations of gravity in their evolutionary form.
This interpretation of the equations is so new that we still have to answer such fundamental questions like
how to produce asymptotically flat deformed black hole initial data with this new method. With the use
of a new numerical application developed by me it was possible to follow the decay of the solution through
six orders of magnitude and we presented two families of asymptotically flat solutions to the problem.

My main results are summarized as follows:

1. Based on the developed spectral method two numerical applications were produced. On the simpler
one optimized for problems on fixed background I was able to test the pertinent methods then I

applied them in their full generality in the software solving the constraint equations.

2. I inspected the late time evolution of electromagnetic and gravitational radiation over a fixed Kerr
background. Due to the applied methods I was able to read off their decay rate on the event horizon,
on future null infinity and on a third location approximating future timelike infinity. These results
might add interesting details to the effort in proving the linear stability of the rotating Kerr black

hole solution.

3. I studied the superradiant scattering of the perturbations described above as well. The results
indicated that in maximizing the effect of superradiance it is not enough to fine tune the frequency

alone, one also has to consider the position of the initial data’s support.

4. By integrating the constraints numerically I showed that the methods used in the literature are too
strict to produce asymptotically flat near-Schwarzschild initial data. After I identified the obstruc-
ting mode we introduced modifications such that they yielded asymptotically flat near-Schwarzschild

initial data for both of the know evolutionary systems, respectively.

The above summarized results are covered by my refereed publications in [52, 92, ].
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a) az ELTE Digitalis Intézményi Tudastarba feltoltendé doktori értekezés és a tézisek sajat
eredeti, 6nall6 szellemi munkam és legjobb tudomésom szerint nem sértem vele senki szerzdi
jogait;

b) a doktori értekezés és a tézisek nyomtatott valtozatai és az elektronikus adathordozén
benyujtott tartalmak (szoveg és abrdk) mindenben megegyeznek.

3. A doktori értekezés szerzéjeként hozzajarulok a doktori értekezés és a tézisek szovegének
plagiumkeresg adatbazisba helyezéséhez és plagiumellen6rz6 vizsgalatok lefuttatasahoz.

Kelt: Budapest, 2021. 04. 21.

a doktori értekezés szerzdjének alairasa
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