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1. fejezet
Bevezetés

A fizika egyik alapvets kérdése, hogy a rendelkezésre all6 anyag milyen moédon hozhat
létre térben lokalizalt csomoésodésokat és mi akadalyozza meg, hogy szétesve, elparologva
vagy kisugarzodva, az anyag és az energia egyenletesen kitoltse a rendelkezésre allo teret.
Ebben az értekezésben a problémat egy olyan elméleti oldalrol kozelitjiik meg, ahol azokat a
legegyszeriibb klasszikus térelméleti modelleket tanulmanyozzuk, amelyekben hosszi élettar-
tamu lokalizalt allapotok megjelenhetnek. Igy betekintést kaphatunk abba is, hogy milyen
tulajdonsidgokkal kell rendelkeznie egy elméletnek ahhoz, hogy ilyen struktirdk egyaltalan
létezhessenek. A legegyszeriibb modellekben megjelend allapotoknak megfelelel objektumok
természetesen a sokkal altalanosabb, 0sszetettebb, fizikailag is relevansabb elméletekben is jo
eséllyel megjelenhetnek. A létrejovs strukturak jellemzd mérete a részecskéktdl a galaxis hal-
mazokig terjedhet, az elméletben 1év6 paraméterektsl, mint példaul a skaldrmezs tomegétsl
fliggden.

A legegyszertibb klasszikus relativisztikus térelméleti modellnek tekinthets az az elmélet
amelyben csupan egyetlen valos ¢ skaldrmezé szerepel 1 + 1 dimenziés rogzitett Minkowski
héattéren. A ¢ skalar a t id6 és x térkoordinatatol fiigg, és az altala kielégitendd differenciél-

egyenlet
09,00 gy (L)

ahol U’'(¢) a skalar énkolcsonhatasat meghatéarozo U(¢) potencial ¢ szerinti derivaltjat jeloli.
Megfelels U(¢) potencial valasztésa esetén ebben a modellben méar létrejohet tobbféle loka-
lizalt allapot is. A legtobbet vizsgélt esetek a szimmetrikusan két minimummal rendelkezd
negyedrendii ¢? potencial, U(¢) = (¢? — 1)?/4, és a végtelen sok egyforma minimummal
rendelkezd sine-Gordon potencial, U(¢) = 1 — cos¢. Mind a két modellben létezik a kink

megoldas, amely két kiilonb6z6 vakuum tartoméany hataranal alakul ki. A kink megoldés a
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szolitonok osztélyaba tartozik. A szolitonok alland6 sebességgel haladé nemlinearis hullam-
csomagok, amelyek a terjedés soran megdrzik alakjukat, s6t még egymassal valo iitkozés soran
is nagyfoku stabilitast mutatnak. Szolitonok szamos fizikai rendszerben megjelennek. Felfe-
dezésiik John Scott Russell skot mérnok nevéhez fiizédik, aki 1834-ben egy csatorna mellett
lovagolva tobb kilométeren keresztiil kovetett egy stabil hulldimcsomagot. Ha a kink sebes-
ségével mozgod rendszerbdl tekintjiik a megoldast, akkor a legegyszertibb sztatikus, vagyis
idofiiggetlen, kink megoldéashoz jutunk, melynek alakja ¢ = 4 arctan(+expz). Ez csak eb-
ben az alacsony dimenzids esetben jelent részecskeszert megoldast, ugyanis a Derrick tétel
értelmében nem létezhetnek stabil sztatikus lokalizalt megoldédsok harom vagy tobb térdi-
menzi6 esetén [1].

Az 1+ 1 dimenzids kink megoldas esetén az energiastirtiség tilnyomo része valoban egy
kis tartoméanyra korlatozodik, de a kink mégsem lokalizalt megoldas olyan értelemben, hogy
a pozitiv és negativ iranyokban kiilob6zd vakuum allapotokhoz tart. A kinkek 3+ 1 dimenzios
megfelelGje nem is a tér egy pontjanak kornyezetében lokalizalt részecskeszert allapot, hanem
egy doménfal, ami csak az egyik térszerd iranyban lokalizalt.

A sine-Gordon elméletben létezd mésik részecske-szert megoldas a sine-Gordon breather
néven ismert. (Alakjat késébb a egyenletben irjuk fel.) Megoldasok egyparaméteres
serege létezik, amelyeket a rezgés frekvenciajaval paraméterezhetiink. A breather egy idében
periodikusan rezgd (,lélegzd”) exponencidlisan lokalizalt egzakt megoldas, amely stabil és
nem sugaroz ki energiat a végtelenbe. A sine-Gordon breathernél a skaldarmezé a pozitiv és
a negativ iranyban is ugyanahhoz vakuum értékhez tart, igy létezhet 3 + 1 dimenziés gomb-
szimmetrikus altalanositasa. Meglepé moédon egy kink és annak térben tiikkrozott véaltozata,
vagyis antikink, iitkdzésekor nem johet létre sine-Gordon breather. Az iitkozést leird egzakt
megoldés szerint a kink és az antikink sebességveszteség nélkiil haladnak at egyméason. Ez
az integralhat6 sine-Gordon elmélet egy kivételes tulajdonsaga, mivel ekkor az elméletben
létezs végtelen sok megmarad6 mennyiség miatt a felesleges energia nem képes a végtelenbe
kisugarzodni. Ennek ellenére, a sine-Gordon breather kétségteleniil egy kink és egy antikink
kotott allapotéanak tekinthetd.

Az 1+ 1 dimenziés sine-Gordon elmélet nagyon specialis abban az értelemben is, hogy
ez az egyetlen valos skalarelmélet, ahol valéban periodikus exponenciélisan lokalizalt breat-
her megoldas létezik. A t6bbi modellben, a magasabb dimenzids sine-Gordont is beleértve,
nemcsak hogy egzakt megoldas nem ismert, de numerikus modszerekkel sem talalhato véges
energiaval rendelkezé idében periodikus megoldas. Preciz matematikai modszerekkel is be-
lathato, hogy csak az 141 dimenziés sine-Gordon modell esetén létezik breather megoldasok

egyparaméteres csaladja [2]. Ilyen modon, a keresett lokalizalt megoldasok koziil a sztatikus
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és a periodikus megoldéasok is ki vannak zarva.

Ennek ellenére, meglep6 moédon az o6nkolesonhatd valos skalarmezd mégis 1étrehozhat
hosszu élettartamt lokalizalt rezgé megoldasokat, amelyek azonban skalar kisugarzasaval
energiat veszitenek és emiatt frekvenciajuk lassan valtozik. Ezeket az objektumokat elGszor
pulzonoknak hivtéak [3], 4], de kés6bb mégis az oszcillon név terjedt el az irodalomban [5], [6].
Példaul, az 1 + 1 dimenziés ¢* elméletben egy kink és antikink iitkozésekor a felesleges
energia kisugarzasa utan konnyen létrejohetnek oszcillonok [7]. Az oszcillonok fontossagat
az noveli meg jelentGsen, hogy nem kivételes allapotok, hanem altalanos kezd6adatokbdl is
szamos esetben konnyen kifejlédnek. Egynél tobb térdimenzié esetén az oszcillonok energia
kisugarzasaval rovid id6 alatt gdmbszimmetrikussa valnak [8]. Oszcillonokat numerikusan
nagyon konnyen el6 lehet allitani egy altalanos harang formajua, példaul Gauss gorbével leir-
hat6, gdbmbszimmetrikus kezdSadat idéfejlédésének kovetésével. Az altaldnosabb numerikus
szimulaciok szerint oszcillonok létrejonnek véletlenszertien kivalasztott nem gdémbszimetri-
kus kezdeti feltételekbdl is [9]. Ez azt valoszindsiti, hogy a korai univerzumban az infla-
ton mez6bdl vagy az ahhoz csatolt skalarmezskbdl kialakulva jelentds szerepet jatszhattak.
Az oszcillonok kialakulésa és elbomlésa sordn megnévekedhet a gravitacios hullamok kibo-
csatasa, ami a gravitacios hullamok spektruman érzékelhets csticsokként mérhetévé valhat
[10, 11, 12] 13 141 [15].

Az oszcillonok létezésében az elmélet nemlinearitasa lényeges szerepet tolt be. Az oszcillo-
nok nem irhatok le els6rendi linearis perturbacio segitségével. Kis amplitiid6ji megoldasok
léteznek, de minél kisebb az amplitidé annal nagyobba valik az oszcillon térbeli mérete.
Ez sziikséges ahhoz, hogy a nemlinearitas hatasa kicsi amplitudoknal is érvényre juthasson.
Tobbféle kdlesonhato mezdt tartalmazé elméletekben is kialakulnak oszcillonok, mint példa-
ul a standard modell bozonikus szektoraban, azon feltevés mellett, hogy a Higgs tomeg a W+
bozon tomegének kétszerese [16] [17, [18]. Az abeli Higgs modellekben is létrejohetnek osz-
cillonok szfaleronok bomlasakor, vortex antivortex parok iitkézésekor vagy szimmetriasértés
eredményeképp [19, 20} 2], 22 23, 24].

Habar a skalarmezé altal létrehozott oszcillonok klasszikus térelméleti megoldasok, nagy
szamu azonos részecske altal létrehozott kollektiv kvantum &llapotoknak is tekintheték. Mi-
el6tt még numerikusan is megmutattdk volna az oszcillonok létezését, 1975-ben megjelent
cikkiikben Dashen, Hasslacher és Neveu az altaluk kidolgozott szemiklasszikus WKB mod-
szer alkalmazasai soran jutott el 1 + 1 dimenziés sine-Gordon breather és ¢* oszcillonok
tanulmanyozasahoz [25]. A kis amplitudoju oszcillonokat stabil idéperiodikus megoldasnak
tekintve, az ezek koriili perturbaciok kvantalasdval szamolték ki az energiaszinteket gyenge

csatolasnal. A szemiklasszikus modszert Hertzberg alkalmazta oszcillonok sugarzasanak meg-



hatarozasara [26]. Inhomogén Hartree kozelités és numerikus modszerek segitségével a [27]
cikkben vizsgaltak kvantumelméleti rendszernek tekintett oszcillonok idéfejlédését és sugar-
zasat.

A doktori értekezés [2] fejezetében, az oszcillonokkal kapcsolatos legfontosabb cikkek &t-
tekintése utan, a sugarzasukkal kapcsolatos sajat eredményeinket mutatom be részletesen
[28, 29, [30% BI]. A kivételes sine-Gordon breathertdl eltekintve az Osszes oszcillon megoldas
lassan energiat veszit skalarmezd kisugarzasaval. Ez a sugarzas bizonyos esetekben annyira
kicsi lehet, hogy csak extrém pontos numerikus médszerekkel lehet esély a kimutatéasara. So-
kaig nem volt tisztazott, hogy létezhetnek-e valoban periodikusan rezgé nem sugarzé megol-
dasok. Gauss tipusu kezdGadat paramétereinek valtoztataséaval 2002-ben Honda és Choptuik
125 rezonancia csucsot talalt, amelyek periodikusnak tiné oszcillonoknak feleltek meg [32].
Oszcillonokkal kapcsolatos elsé cikkiinkben megmutattuk, hogy az ezekhez a csticsokhoz tar-
toz6 allapotok val6jaban az alacsony amplitiidji instabil tartoméanyba tartozo oszcillonok,
amelyek ha nagyon kis mértékben is, de kimutathatéan sugaroznak [28]. Ehhez sziikséges
volt egy negyedrendii Runge-Kutta eljarassal szamol6 nagyfelbontasii numerikus kod ki-
fejlesztése, amely képes megbizhatéan leirni egyidejiileg a egyhez kozeli amplitidoju mag
tartomanyt, és a 107% amplittdoéra is lecsokkend sugarzo farok zonat.

Ha az oszcillon sugarzasi veszteségét ugyanolyan amplitidoja és frekvenciaju bemend
hullam segitségével kompenzaljuk, akkor egy id6ben egzaktul periodikus megoldast kap-
hatunk, amelynél egy kis amplitadojiu allohullam farok jelenik meg a mag tartomanyon
kiviil. A gébmbszimetrikus allohullam farok barmilyen nagy tavolsagokra kiterjed, és lecsen-
gése annyira lassi, hogy a teljes energia végtelen nagynak adodik. Az igy kapott id6ben
periodikus megoldas nem lokalizalt, de mégis 1étezik egy mag tartomanya, ahol az energiast-
riiség nagysagrenddekkel nagyobb mint a farok zonédban. Egy adott frekvencidnal a minimé-
lis farok-amplitudoval rendelkezd megoldéasra bevezettiik a kvdzibreather elnevezést [28]. A
kvéazibreather rendelkezik egy nagy amplitiid6ju hatarozott mag tartomannyal. Ennek kiils6
részétdl indulva, a kozbiils§ tartomanyban, a skalarmezd exponenciédlisan nulldhoz tart, de
egy bizonyos amplitudé ala érve a skaldrmezé egy miniméalis amplitudéoja allohullam farok-
ban folytatodik. A kvézibreather allohullam farkanak amplitidoja megegyezik az oszcillon
sugarz6 farkdnak amplitudojaval. A kvazibreather bevezetésének nagy elénye, hogy numeri-
kusan sokkal pontosabban szamolhaté mint a valtozd frekvenciaju oszcillon. A skalarmezd
id6 szerinti Fourier kifejtésének komponenseire felirt csatolt kozonséges differencialegyenlete-
ket spektralis modszerrel miikods numerikus kod segitségével nagyon nagy pontossaggal meg
tudtuk oldani. Igy olyan esetekben is pontosan meg tudtuk hatarozni a sugarzas mértékét,

amikor az idéfejlesztési koddal az allapot méar teljesen periodikusnak tiinik.
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Az oszcillonok mag tartoméanyat nagy pontossaggal le lehet irni egy az amplitudot jel-
lemz6 € paraméter hatvanyai szerinti kifejtés segitségével [33], 25] 34, 35, 36, 2]. Az ¢ — 0
hatéaresetben az oszcillon mérete 1/¢ szerint tart a végtelenhez. Egy p = er atskalazott radi-
alis koordinata hasznalataval mar jol értelmezhets a kis-amplitudods oszcillonok fogalma. A
kifejtés vezets rendje meghatarozza a skalar vezetd rendben vald cos(wt) harmonikus id6fiig-
gését. A magasabb rendekben megjejend konzisztencia feltételek megadjak a kis amplitudos
oszcillonok térbeli alakjat. Mivel az alakot meghatarozé egyenletnek csak d =1, 2, 3 térdi-
menzio esetén van lokalizalt megoldasa, kis amplitid6ju oszcillonok csak ezeknél a dimenzi-
oknél létezhetnek. Az oszcillon w frekvencidja és az amplitido paraméter kozotti Osszefiiggés
minden esetben az w? = 1 — &2 alakban valaszthat6. A kifejtés magas rendekig valé kidolgo-
zasat a [29] cikkiinkben mutattuk be részletesen. A formalizmusbol kideriil az is, hogy milyen
U(¢) onkolesonhatési potenciél esetén létezhetnek kis amplitudoju oszceillonok. Szimmetri-
kus potencidlok esetén a létezés sziikséges feltétele, hogy U(¢) a harmonikus Klein-Gordon
potencialnél laposabban viselkedjen a minimum kornyezetében.

A kis-amplitiudos kifejtés magasabb rendjei jo kozelitéssel megadjak az oszcillon teljes
energiajanak az w = /1 — 2 frekvenciatol valo fiiggését. Nagyobb amplitadoknal a pontos
fliggést a kvéazibreather magjahoz tartozo energia spektralis koddal vald szamolasaval kap-

2=d gzerint valtozik, ahol d a térbeli dimenziok szama.

hatjuk. Kis ¢ értékeknél az energia ¢
Az energia kozponti amplitiadotol valo fiiggése azért fontos, mert meghatérozza a rendszer
stabilitasat. Konnyen ellenérizhets, hogy az ¢ amplitudé névekedésével a kozéppont kdrnye-
zetében az energiastirtiség monoton novekszik. Altalanos elv szerint, ha az energiastiriség
novekedésével a rendszer tomege is novekszik, akkor az objektum stabil, egyébként instabil.

2=d gzerinti fiiggésébdl latszik, hogy egy és két térdimenzié esetén a kis amp-

Az energia ¢
litidoval rendelkez6 oszcillonok stabilak, mig d = 3 esetén instabilak. Ezt az eredményt a
numerikus szimulaciok is egyértelmiien megerdsitik.

A fizikailag jelentés 3 + 1 dimenziénal az ¢ — 0 hataresetben az oszcillon energidja vég-
telenhez tart. Az amplitudot meghatarozo € novelésével az energia egy bizonyos e, kritikus
értéknél eléri minimumaét, és onnan novekedni kezd. A kritikus amplitido6 spektralis nume-
rikus szamolésainkbol adodo értéke €. = 0.254, amelyhez az w. = 0.967 frekvencia tartozik.
Oszcillonok w < w, frekvenciaval stabilak, mig w > w, esetén instabilak. A d = 3 esetben az
altalanos Gauss forméju kezdGadatbol 1étrejovs oszcillonok kezdetben w < w, frekvenciaval
rezegnek. Az energiaveszteség hatasara e lassan csokken, w pedig novekszik az id6 mulasaval.
Altalaban par szaz, de legfeljebb néhany ezer rezgés utan a frekvencia eléri az w, kritikus
értéket, és az oszcillon hirtelen elbomlik. Egy vagy kettd térdimenzid esetén egész mas az

oszcillonok viselkedése. Ezekben az esetekben a kialakult oszcillonok a sugarzas hatéséara



nem tudnak kilépni a stabil tartoménybol, és mivel az energiaveszteség az amplitido csok-
kenésével exponencialisan csokken soha nem veszithetik el az Gsszes energiajukat. A d = 3
dimenzids esettel ellentétben, a d = 1 és d = 2 dimenzids oszcillonok élettartama végtelen
nagy.

Habar a kis-amplitudos kifejtés jol megadja a mag tartomanyt kis és kdzepes amplitidok
esetén, az e-ban exponenciélisan kicsi sugérzo farkat nem képes leirni. Ez szoros kapcsolatban
van azzal, hogy az ¢ szerinti kifejtés nem konvergens, hanem aszimptotikus sor. Az idében
periodikus kvazibreathert leir¢ Fourier komponensekre vonatkozo egyenletek viszont adott
frekvencia esetén egyértelmiien meghatarozzak a sugarzéasért felelés minimalis allohullam fa-
rok nagysagat. A kis-amplitudos kifejtés és az id6 szerinti Fourier kifejtés egyenleteit egyarant
kiterjesztve az r radialis koordinata komplex értékeire, a farok nagysagat meghatarozhatjuk a
mennyiségek komplex r sikon vald szingularitasanak kérnyezetében valo viselkedése alapjan.
A modszert Segur és Kruskal vezette be 1987-ben, 1 + 1 dimenzios oszcillonok esetére [34].
A [30] cikkiinkben az eljarast a Borel 6sszegzés modszerével egészitettiik ki, és szimmetrikus
U(¢) potencial esetén analitikusan is meghataroztuk a sugarzéasi amplitadot. Két és harom
térdimezio esetére a [31] publikacionkban altalanositottuk az eljarast. A doktori értekezés
fejezetében részletekbe menéen elmagyarazzuk a cikkekben eléggé tomoren lek6zolt bonyolult
eljarast. A sugarzasi farok nagysagara nagy kozponti amplitidok esetén kiszamolt numeri-
kus eredményekkel 6sszehasonlitva lathato, hogy a két eljaras egymast kiegészité konzisztens
eredményt ad a kiilénb6z6 amplitiado tartomanyokban.

A doktori értekezés [3 fejezetében a gravitacioval kdlcsonhato valos skalarmezé altal 1ét-
rehozott lokalizalt allapotokat vizsgaljuk az altaldnos relativitaselmélet keretében. A skalar
onkolesonhatasat meghatéarozo U(¢) potencial ekkor a tomeges Klein-Gordon skaldrnak meg-
felels U(¢) = mg@?/2 is lehet, mert a gravitacié miatt mar ebben a legegyszertibb esetben is
megjelenik az elméletben a sziikséges nemlinearitas. Rogzitett sik hattéren a Klein-Gordon
skalart leir6 egyenletek linearisak, és igy nem hozhatnak létre oszcillonokat. Az gravitalo eset-
ben viszont a legtobbet tanulmanyozott eset éppen a tomeges Klein-Gordon skalar. Talan
ezért is alakult ki és fejlédott teljesen kiilon az ongravitalo skalarmezsk altal 1étrehozott lo-
kalizalt objektumok elmélete a sik hattéren definialt oszcillonokétol. Seidel és Suen 1991-ben
numerikus modszerekkel talalt ongravitald valos skalarmezd altal 1étrehozott periodikusnak
ting géombszimetrikus lokalizalt dllapotokat, amelyeknek az oszcillaton nevet adték [37, [38].
Az oszcillonokhoz felttinen hasonlo elnevezés ellenére, az esetek tobbségében, az egyik té-
méaroél szolo cikkekben sem torténik hivatkozas a masikkal kapcsolatos irodalomra.

Az oszcillatonokkal kapcsolatos vizsgalatok tobbsége a fizikailag fontos 3 + 1 dimenzios

esetre korlatozodik. Mint korabban lattuk, a 341 dimenzios sik hattéren definialt oszcillonok
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néhany ezer rezgés utan hirtelen elbomlanak. Ezzel szemben, a 3 + 1 dimenziés éngravitalo
oszcillatonok élettartama végtelen, viselkedésiik az 141 és 24 1 oszcillonokéhoz hasonlo. Az
oszcillatonok Gauss forméju kezdSadatokbol is kénnyen kifejlédnek, és nem szimmetrikus
kezdGadatokbol is gdmbszimetrikus oszcillatonok jonnek létre a felesleges tomeg gyors kisu-
garzasaval. Az oszcillatonok sugarzéasa valéjaban annyira kicsi, hogy sokaig hallgatélagosan
azt feltételezték, hogy idében periodikusak. Még az id6 szerinti Fourier kifejtést alkalmazo
szamolasokban sem taldltak a sugérzasra utalod jeleket. Ez értheté annak fényében, hogy a
maximélis tomegi stabil oszcillatonnal, ahol a sugarzé faroknak a kézépponti amplituddhoz
val6 aranya a legnagyobb, a sugarzo farok amplitudoja 1078 rendi, mig a mag tartomanyban
0.5 koriili.

Elsének Don Page mutatott ra 2003-ban, hogy az oszcillatonoknak sziikségképpen sugé-
rozniuk kell, vagyis nem lehetnek id6ben egzaktul periodikusak [39]. Az elveszitett energia
miatt az amplitadojuk és frekvenciajuk nagyon lassan valtozik az id6 mulasaval. A [40] cik-
kiinkben a sugarzas nagysagénak meghatarozasahoz a kordbban oszcillonokra kifejlesztett
eljarast altalanositottuk oszcillatonok esetére. Egy kovetkezd cikkben spektralis modszert
alkalmaz6 numerikus szamolassal is meghataroztuk a sugérzas mértékét, és az analitikus
eredményeinkkel konzisztens értékeket kaptunk [41]. Pozitiv de kicsi kozmologiai allando
tovabb noveli a sugéarzas mértékét, de az még mindig exponencialisan kicsi marad [42]. A
doktori értekezés . fejezetében a [40, 42, 41] cikkeinkben kozolt oszcillatonokkal kapcsolatos
eredményeket ismertetem részletesen.

Az oszcillatonoknak szamos fizikai alkalmazéasat javasolték eddig az irodalomban. Kozmo-
logiai modellekben szerepld skalarmezsk altal 1étrehozott oszcillatonok alkalmasak lehetnek
a galaxisokban 1év6 sotét anyag modellezésére [43] [44]. Az oszcillatonok kialakulaséhoz sziik-
séges valos skalarmezGt a legtermészetesebb moédon az axionok és hasonld alacsony tomegii
gyengén kolesonhatod hipotetikus bozon részecskék adhatjak [45, 46, [47, [48]. Ha a skalar-
mez6 6nkolesonhatasat az axionokra jellemzé U(¢) potencial hatarozza meg, akkor bizonyos
cikkekben a kialakul6 oszcillatonokat axion-csillagoknak nevezik [49] 50, 51]. Axion-szertd me-
70k fejlédését vizsgald kozmologiai szimulaciok azt mutatjak, hogy a formalodo diffaz sotét
anyagcsomok kozépss részén oszcillatonoknak megfeleld szoliton magok jonnek létre [52) [53].
Nagyon alacsony tomegi axion-szert részecskék altal alkotott elmosodott (fuzzy) sotét anyag
magyarazatot adhat arra, hogy a galaxisokban miért nem figyelhetiink meg bizonyos méret
alatti sotét anyag csomokat [54L 55, 56, 57]. Csillagok belsejében is 6sszegytilhet a skalar sotét
anyag, és ott oszcillaton-szert magot hozhat létre [58, 59)]. Gravitacio hatasa alatt allo tome-
ges valos vektormezdk is létrehozhatnak lokalizalt allapotokat, igynevezett Proca-csillagokat,

az oszcillatonokhoz hasonléan idében periodikusan rezgs metrikaval [60] 59].
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2. fejezet

Lokalizalt allapotok rogzitett hattéren:

oszcillonok

2.1. Nemlinearis skalarmezdk rogzitett hattéren

Legyen adott egy d+1 dimenzios térids, amelynek geometriai szerkezetét egy g., metrikus
tenzor hatarozza meg. Egy minimélisan csatolt valos ¢ skalarmezének ezen a rogzitett gorbiilt

hattéren valo viselkedése a kovetkezd Lagrange-stirtiségfiiggvénnyel irhato le

Car = —V/77 | 3V 0¥.0+ V(). 1)

ahol U(¢) a skalar onkolesonhatasat meghatarozo potencial, V, a g metrikdhoz tartozo

derival6 operétor, és g a metrika determinansa. Az ebbdl képzett hatasintegral

amelynek varidlasaval kaphatjuk a skalarmezé6t leird téregyenletet,
ViV, =U'(9), (2.3)

ahol a vessz6 a potencial ¢ szerinti derivaltjat jeloli. A metrika szerinti varidlassal kaphatjuk

a skaldrmez6 energia-impulzus tenzoréat,

2 Ay
V=g 0g*

Koénnyen ellendrizhets, hogy az energia-impulzus tenzor (2.3) teljesiilése esetén divergen-

Tab =

= Vo616 — g | 5 V'OV + U(6)] 24)

cia mentes, VT,;, = 0. Az U(¢) = m?¢?/2 vilasztas az m toémegti Klein-Gordon mezd
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elméletének felel meg. Az értekezésben, néhany kivételtdl eltekintve, ¢ = G = h = 1 Planck-
egységeket hasznalunk.

Ha a téridén létezik egy k* id6szerd Killing vektormezs, V@kY = 0, akkor a J* = Tk,
vektor divergencia mentes lesz, V¢J, = 0, és igy megmarad6é mennyiségeket definial. Ha t*
jeloli a konstans t idéfeliiletek jovébe mutatd egységnyi hossziisagt normélvektorat, akkor
az energiastriséget £ = t*J, definidlja.

Rogzitett anti-de Sitter hattéren definialt valos skalarmezé altal létrehozott gémbszi-
metrikus lokalizalt allapotokat a [61] cikkiinkben tanulmanyoztuk részletesen. A negativ A
kozmologiai konstans effektiv vonzo hatasanak készonhetGen ekkor minden esetben léteznek
nem sugarzo breather megoldasok [62]. A fejezet tovabbi részében rogzitett sik Minkowski

hattéren definialt skalarmezdkkel foglalkozunk.

2.2. Skaldarmez6 Minkowski hattéren

Sik Minkowski hattér esetén g, = diag(—1,1...1), és az 6nkolesonhato skalarmezd fejls-
dését leiro (2.3)) téregyenlet az alabbi alakba frhato:

0?%¢
———+Np=U' 2.5
ahol d térbeli dimenzi6 esetén a Laplace-operator derékszogt koordinatakban felirt alakja
d
32
A = 2.6
2 50 (2.6)

Minkowski hattér esetén a k* idGszert Killing vector és a t* normal vektor egyarant k% = t* =

a , , . P s e, . . s sr s . . ,
= (Q) , és igy az energiasirtiség &€ = t*J, a definicidja szerint az energiastriiség kifejezése

ot
5:%(%—?)2+%§:(3Z)2+U(¢), (27)

1=1

és a teljes energia egy adott iddpillanatban F = [ £d%z.
A koordinata-rendszer kozepe koriil gombszimmetrikus skalarmezd esetén gémbi koordi-

natakat célszerd hasznalni. Ekkor a Laplace-operator alakja

P d—106 1 0 [ ,,00
AO=Gat E—Wﬂ’" 5)’ 28)
d
ahol r? = Z (z')°. Az energiastirtiség
i=1
1 (06N 1 [(09\?
(Y (2 vt "
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és az T sugari gombon beliili energia

d 7
E(F) = 2”d /rdlc‘fdr. (2.10)
0

Mivel a konstans ¢ hiperfeliilet t* normalisat kifelé valasztottuk, a Stoke’s tétel érvényessé-
géhez az n® a radialis irdnyt norméalvektort befelé mutatonak valasztjuk (lasd Wald kényv

appendix B.2 [63]). Ekkor a kifelé iranyuld energiadram-stirtiség

9¢ 9¢
=n"J, = — , 2.11
S=n ot or (2.11)
és az T sugari gombon kimend energiadram
) dE(F) 27t
S(F) = — — S . 2.12
e (212)

2.3. A sine-Gordon breather

Ebben a dolgozatban hosszu élettartamu lokalizalt allapotokkal foglalkozunk. A legegy-
szertibb ilyen &allapotok az ugynevezett breather (lélegzs) megoldasai az 1 + 1 dimenzios
sine-Gordon egyenletnek. A kolecsonhatast leird potencial ekkor U(¢p) = 1 — cos ¢, aminek
minimum korili kifejtésébsl lathato, hogy egy m = 1 témegii 6nkolesonhatod skalarmezének

felel meg,

2

Ekkor d = 1 térbeli dimenzi6 esetén a sine-Gordon breather megoldasok kdvetkezs egypara-

Ulp) = 1¢2 — 2i4¢4 + 7710& +0(¢®) . (2.13)

méteres serege ismert :

¢(z,t) = 4arctan [ esin(wt) ] ,

m (2.14)
ahol az ¢ paraméter hatarozza meg az éallapot amplitudojat. A paraméter a 0 < ¢ < 1
tartomanyban lehet, és a frekvenciat az amplitidoval az w? = 1 — 2 dsszefiiggés koti dssze.

Régota sejtették, hogy 1+ 1 dimenzid esetén csak a sine-Gordon potencial esetén 1étez-
nek valoban lokalizalt breather megoldasok [64] [65]. Késsbb potencidlok bizonyos osztalyara
[66], majd altalanos analitikusan kifejthetd potencialra is belattak, hogy méas esetben nin-
csenek 1+ 1 dimenzios breatherek [2]. A tovabbiakban leirt vizsgalatainkbol egyértelmien
kovetkezik, hogy a sine-Gordon breather megoldasok csalddja analitikus potencil estén az
egyetlen valoban periodikus lokalizalt egyparaméteres megoldascsalad, amely a paraméter

kis értékére a vikuum megoldashoz tart. A sine-Gordon breatherek csak sik 1+ 1 dimenzids

hattéren léteznek. Be fogjuk latni azt is, hogy ha d > 1, akkor d + 1 dimenziés sik téridd
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estén nincs olyan potenciél, amire egzaktul periodikusan rezgé lokalizalt breatherek csaladja
létezne. Numerikus vizsgalatok azt is mutatjak, hogy kiilonallé6 breather megoldasok létezése
sem valoszinid, még nagy amplitudok esetén sem [67].

A sine-Gordon breather kis-amplitudoés kifejtése atskalazott tér- és id6koordinatéak beve-
zetésével hajthato végre, & = ex és T = wt valasztassal, ahol w? = 1 — £2. Ekkor a breather

megoldasok kifejthet6k az € paraméter szerint,

esint
— 4arctan | ————
) arctan [wcoshf]
_ 4 sin 7 g sin 7 o 1 +53M+(’)(55) (2.15)
~ coshé cosh & cosh? & 3cosh® ¢ ' '

Kis amplitadoknal az els§ tag dominal, és az amplitad6 ardanyos e-nal. A jellemz6 méretét
az objektumnak a nevez&ben 1év6 cosh ¢ tag hatédrozza meg, ezért a méret kis amplitudok
esetén 1/e-nal ardnyos. A nulla amplitudos hatéresetben a breather megoldasok egyre ki-
terjedtebbé vélnak, mikozben az amplitidojuk csokken. Bizonyos értelemben a homogén,
helyfiiggetleniil oszcilldldé ¢ = sint megoldashoz tartanak, ami azonban végtelen energidju
lenne. Kis amplitadok esetén a breather megoldasok sin(wt) szerint oszcillalnak, de a kifejtés
magasabb rendjében megjelennek sin(3wt), sin(5wt), ... modusok is.

Mar a hetvenes években rajottek, hogy altalanos potencial esetén is hasonl6 kis-amplitidos
kifejtést lehet alkalmazni [33] 25], 35 [36, 68|, de akkor az nem lesz konvergens. Az alkalma-
zott kifejtés egy gyengén lokalizalt periodikus megoldas aszimptotikus sorként valo kozelitést
adja. A konvergencia hianya ellenére az aszimptotikus kifejtés igen hasznosnak bizonyul, mi-
vel rogzitett ¢ esetén egy bizonyos n. rendig egyre javuld kozelitést ad. Azonban az n.-nal
magasabb rendi tagok egyre nagyobb jarulékot adnak, és a sor végiil divergal. Minél kisebb
¢, annal magasabb rendig érvényes a kifejtés. Barmely n > 0 egész szamhoz létezik olyan

kicsi €, hogy n. > n.

2.4. Oszcillonok (pulzonok) torténete

Az 1+1 dimenzios sine-Gordon breatheren kiviil, idében egzaktul periodikusan rezgé tér-
ben lokalizalt megoldéasai ugyan nincsenek a sik hattéren felirt egyenletnek, de nagyon
hosszu élettartamu lokalizalt rezgs megoldasok mégis 1éteznek. Ilyen megoldasok létezésének
lehet&ségét egzaktul nem megoldhaté 1 4+ 1 dimenziés elméletek esetén el6szor Kosevich és
Kovalev [33], valamint Dashen, Hasslacher és Neveu [25] tanulmanyozta 1975-ben perturbéci-
6s modszerek alkalmazasaval, és ugyanebben az évben Kudryavtsev numerikus modszerekkel

mutatta meg, hogy két 1+ 1 dimenzi6s szoliton (¢? kink) {itkozésével valoban létrejohetnek

14



ilyen hossza élettartamu lokalizalt allapotok [7]. Ezek az allapotok nem teljesen periodiku-
sak, mivel lassan energiat veszitenek a skalarmezd végtelenbe valo kisugarzasaval. Ekozben a
frekvencidjuk és az amplitidojuk is lassan valtozik. Két szoliton iitkozésével 1étrejovs kotott
allapotra a bion név terjedt el az irodalomban [69]. Az id6ben periodikus bionokat breathe-
reknek nevezziik, és ha a periodicitas csak kozelitleg all fenn, akkor a pulzon vagy oszcillon
elnevezés hasznalatos.

Gombszimmetrikus hosszu élettartami oszcillalé allapotokat 3+1 dimenzi6 esetén elGszor
Bogolyubskii és Makhan’kov talalt 1977-ben Dubnaban, numerikus id&fejleszté kod haszna-
lataval [3, 4, 68]. A megoldasokat eredetileg pulzonoknak nevezték el, de késsbb az oszcillon
elnevezés terjedt el. Kezdeti feltételként az 1 + 1 dimenziés sine-Gordon breather alakjat

hasznaltak,

g
_o = 4arctan | ———— 2=1-¢? 2.16
Pi—o = 4arctan L} ol (57‘)1 , w e, (2.16)

az £/w = 10 valasztassal, ahol r a kézépponttol vald tavolsdg. Haromdimenzios tér esetén,
tovabbra is az U(¢) = 1 — cos ¢ sine-Gordon potencial vilasztésa mellett, ez lokalizalt rez-

g6 anyagesomokeént fejlédik, amint a [2.1] abran lathato. A rezgés azonban csak kozelitSleg

I .[i( t)_

2.1. dbra. A skaldrmezé kozéppontbeli értéke az id6 fliggvényében, 3 + 1 dimenzid és

sine-Gordon potencial esetén. A rezgés periddusa T & 7.4. Forras: Bogolyubskii és
Makhan’kov [4].

periodikus. A [2.2] abran lathaté modon, hosszabb id6 elteltével az amplitado csokken, a

c(t)

2

0 ) ] 1
200 400 600 t

2.2. dbra. A skalarmezé kozéppontbeli rezgésének felsé burkologorbéje az id§

fiiggvényében. Forras: Bogolyubskii és Makhan’kov [4].

skalar kisugarzodik a végtelenbe, és végiil az oszcillon elbomlik. Ugyanebben a cikkben Bo-

golyubskii és Makhan’kov hasonlé hosszi élettartamit 3 + 1 dimenziés gombszimmetrikus
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allapotokrol szamol be szimmetrikus negyedrendd ¢* potencial valasztédsa mellett is, amikor
U(¢) = (¢* — 1)?/4. Ekkor a skalarmez6 a potencial minimuma, ¢ = 1 vagy ¢ = —1 koriil
rezeg. A minimuma koriil szimmetrikus potencial esetén az als6 burkologorbe jo kozelitéssel a
fels6nek ¢ = O-ra val6 tiikrozottje, de nem szimmetrikus potencial esetén is hasonl6 formaju.

Gombszimmetrikus n+1 téridé-dimenzios oszcillonok, n > 3 esetén, a[2.2] abrahoz hason-
16 médon, miutan amplitidojuk egy bizonyos érték alé csokken, hirtelen elbomlanak. Ezzel
szemben az 141 és 2+ 1 dimenzi6s oszcillonoknal nem figyelheté meg ez a hirtelen elbomlas.
Az oszcillonok barmilyen hosszi ideig megmaradnak, egyre lassabban csokkend amplitudo-
val. Egy térdimenzios ¢* oszcillonokat Geicke vizsgalt pontosabb numerikus moédszerekkel
1983-ban, és tobb ezer rezgési periddust figyelt meg nagyon lassan csokkend amplitido-
val [70]. Geicke hasonloan hosszu élettartamu cirkularisan szimmetrikus stabil oszcillonokat
talalt 2+ 1 térdimenzi6 esetén a sine-Gordon és a ¢* potenciél esetén is [71]. Kisebb amplit-
doju kezdsértékek esetén az amplitido csokkenés és a frekvencia valtozéas annyira kicsi lehet,
hogy az alkalmazott numerikus eljarassal nem mutathato ki, és az allapot idében periodikus-
nak tiinik. Késébb, Gleiser és Sornborger [72] tanulményozott 2 + 1 dimenziés oszcillonokat
részletesebben, egy precizebb numerikus modszert alkalmazva.

Az oszcillonok irdnt vald érdeklédés 1994 utan kezdett gyorsabban névekedni, amikor
Marcelo Gleiser numerikus modszerekkel részletesebben tanulméanyozta oszcillonok kialaku-
lasat szimmetrikus és antiszimmetrikus ¢* potencial esetén [5]. A kovetkezé évben megjelent
részletesebb cikkiikben, Copeland, Gleiser és Miiller pulzonok helyett oszcillonoknak kezd-
ték nevezni ezeket az objektumokat [0], azzal az indokkal, hogy az j név jobban kifejezi az
oszcillon magjanak egyenletes, majdnem periodikus rezgé mozgasat.

Mar a kezdeti vizsgalatokbol is kitiint, hogy nagyon sokféle gombszimmetrikus kezdGadat-
bol hasonlo jellegii oszcillonok fejlédnek ki, ami mutatja az oszcillonok géombszimmetrikus
perturbaciokkal szembeni stabilitasat. Késébbi vizsgalatok megmutattdk hogy az oszcillonok
altalanos perturbaciokkal szemben is stabilak, mivel nem szimmetrikus kezd& konfiguracio is
gyorsan gombszimmetrikus oszcillon allapot felé fejldik, a nem szimmetrikus rész végtelenbe
valo kisugarzasaval 73] [74] [8 0.

A ¢* potencidlhoz tartozo oszcillonok tanulmanyozasatol eléggé elkiiloniilten fejlsdott a
sine-Gordon esetben létrejovs hosszu élettartamu allapotok vizsgalata [75] (73, [76] [77, [74] [78].
Ezekben a sine-Gordon potenciélt hasznélé cikkekben az oszcillon elnevezés nem terjedt el.
Az allapotok kozel periodikussaga miatt a breather elnevezést hasznéltak, valamint Bogo-
lyubskii és Makhan’kov munkéira valé hivatkozas miatt az eredeti pulzon név is fennmaradt.

Klasszikus, vagyis nem kvantalt skalarmezsk altal 1étrehozott oszcillonok kialakulasat,
fejlgdését, tulajdonsigait, stabilitdsat és sugarzasat a fejezetekben mutatjuk be
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részletesen. Kvantumelméleti rendszernek tekintett oszcillonok energiaszintjeit, sugarzasat

és stabilitasat a [25], [26] és [27] cikkekben tanulmanyoztak.

2.5. Oszcillonok fizikai alkalmazasai

Az oszcillonok (pulzonok) kezdeti vizsgalatat relativisztikusan invarians nemlinearis egyen-
letek részecskeszerd megoldéasainak a keresése motivalta [3] [4, [68]. Kotott allapotokat els-
szor két 1 + 1 dimenziés kink {itkozésének numerikus szimulacidja soran figyeltek meg
[7, 79, [0l 81 82, [83]. Gleiser a kozmologiai fazisditmenetek tanulmanyozasa soran jutott
el az oszcillonok tanulmanyozésahoz |5l 6]. Aszimmetrikus ¢? potencial esetén a két vaku-
um allapot kozotti atmenetek hozhatnak létre kotott allapotokat [84]. Oszcillonok az korai
univerzum inflacios idgszakaban is létrejohettek az inflatonbol vagy az ahhoz rendelt egyéb
skalarmezskbdl, és befolyasolhattak az inflacio dinamikajat [85) [86] [87]. Oszcillonok szintén
kialakulhatnak doménfalak altal hatarolt tartomanyok Osszezsugorodas utani 6sszeomlasé-
nak eredményeként [8§].

Hormuzdiar és Hsu [89] megmutatta, hogy bizonyos klasszikus pion allapotok a 3 + 1
dimenzids sine-Gordon egyenlettel irhatok le, amelyeknek hosszt élettartamu oszcillon meg-
oldasai léteznek. A standard modell bozonikus szektoraban is megjelennek oszcillonok, azon
feltevés mellett, hogy a Higgs témeg a W= bozon tomegének kétszerese [16], 17, 18], O0).
Abeli Higgs elméletekben szfaleronok bomlasanak numerikus tanulmanyozéasakor oszcillonok
kialakulasat figyelték meg [19] 20]. Az abeli Higgs modellekben létrejohetnek oszcillonok vor-
tex antivortex parok iitkdzésével, vagy szimmetriasértés eredményeképp is [211, 22, 23], 24].
Szuperszimmetrikus elméletekben is megmutattak oszcillonok létezését [91]. Oszcillonokkal
analog struktirak atomi Bose-Einstein kondenzatumokban is megjelenhetnek [92].

Szamos kozmologiai modellben az inflaciot kozvetleniil kéveti az elsfiités idGszaka (pre-
heating), amelynek soran az inflaton energidja a hozzé csatolt mezskbe megy at, és gyorsan
valtozo, nagy striiségkiilonbséggel rendelkezd tartomanyok jonnek létre. Ezen dinamikus
struktirak gravitacios hullamokat bocsatanak ki, amelyek a tervezett trbeli gravitacios hul-
lam detektorokkal mérhetévé valhatnak. A folyamat soran a modellben szerepls skalarme-
z6k oszcillonokat hozhatnak létre, amelyek a gravitacios hullaimok spektrumén érzékelhetd
csucsokként jelenhetnek meg [10] 1], 12] 13|, 14], 15]. A kialakult oszcillonok a fermionok lét-
rejottét is elGsegithetik [93, [94]. Az inflacios idGszak utén létezd oszcillonokbodl nagy szamu
kis tomegii fekete lyuk is kialakulhat, ami sotét anyagként lehet jelen az univerzumban [95].

Fontos tisztézni, hogy az univerzum tagulasa hogyan befolyasolja az oszcillonok kiala-

kulésat és élettartamat. Mint lattuk, sik 1 + 1 dimenziés hattéren az oszcillonok sugarzéasa
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egyre lassul, és igy végtelen ideig megmaradnak. Numerikus szimulaciok azt mutatjak [96],
hogy egydimenzios taguld hattér esetén is fennall, hogy &altalanos kezdSadatokbol kénnyen
kialakulnak oszcillonok, és a skalarmezé kisugarzasaval nagyon lassan csokken az ampliti-
dojuk, mikozben a méretiik egyre névekszik. Ha viszont ekdzben a méretiik 6sszemérhetévé
valik a kozmologiai horizont méretével, akkor viszonylag hirtelen elbomlanak. 1 + 1 dimen-
zi6s de Sitter hattéren értelmezett oszcillonok kis amplitiid6é paraméter szerinti kifejtésével
megmutathato, hogy a sugarzasuk a horizont mérete szerint exponencialisan el van nyomva
[97]. Harom térdimenzios tagulo hattér esetén is létrejonnek oszcillonok, valos skalarmezébdl,
valamint dbeli Higgs modellekben is [98]. A vilagegyetem tagulasanak hatasat a gravitacios
mezShoz csatolt skalarmezd altal létrehozott lokalizalt allapotokra (oszcillatonokra) a

fejezetben ismertetjiik részletesen.

2.6. Oszcillonok id&fejlédése

2.6.1. Kolcsonhatasi potencial és kezdSadat

Az irodalomban az oszcillonok viselkedését legalaposabban a két minimummal rendel-
kez6 szimmetrikus negyedrendii potencial esetén tanulményoztak. Mivel a téregyenlet
baloldala ¢-nek csak a derivaltjaitol fligg, a skalarmezs ¢ — ¢ + ¢o konstans eltolésaval elér-
hetjiik, hogy a potencidl a ¢ = 0 koriil legyen szimmetrikus. A téregyenlet csak a potencial
derivaltjat tartalmazza, ezért az ilyen potencial altalanos alakja

U(g) = 8%22 (6" = 22) (2.17)
ahol m és A két pozitiv paraméter. Mivel ennek a potencidlnak a kifejtése a ¢ = +\ mi-
nimumai koriil m(¢ — A\)?/2 taggal indul, a paraméter m a skalarmezd tomegét hatarozza
meg. A téregyenletben a skalarmezd ¢ — A¢ atskdlazéséval a potencial minimumait
a ¢ = *£1 helyre mozditjuk, és ezutdn A = 1 értékével dolgozhatunk. Ezutan és a tér- és
id6koordinatak atskalazasaval a skalar tomegét tetszéleges pozitiv értékre allithatjuk be. Az
oszcillonok idéfejlédésének numerikus vizsgalatakor az irodalomban leginkdbb az m = /2
valasztast hasznaljak, amikor

Ug) =70 =1 . U@)=0(s"~1) . (2.18)

A végtelenben a skaldrmezé értéke a ¢ = +1 vakuum értékek valamelyikéhez kell tartson
ahhoz, hogy véges energias allapotunk legyen. A témaban megjelent cikkek tobbségében a

¢ = —1 értéket valasztottak, de a ¢ = 1 hasznalata is elterjedt. A két vélasztas teljesen
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ekvivalens, csak a kezdGadat amplitadojat kell ellenkezd elGjeliinek venni. A késGbbi kis-
amplitudos szamolasokkal vald jobb OsszevethetGség érdekében a dolgozatunkban feltessziik,
hogy a mez6 a ¢ = —1 értékhez tart a végtelenben, és a ¢ — ¢ — 1 helyettesitéssel a vakuum
értéket a ¢ = 0 helyre toljuk. A potencial és derivaltjanak alakja ekkor a kovetkezs lesz
U@ = 362627 . U0)=0(6-1)(6-2) (219)
Mivel tetsz6leges szimmetrikus negyedrendd potencidl attranszformalhato erre az alakra,
elegendd a rendszer tanulményozéasa ennek a konkrét potencidlnak az esetére. Az hogy ¢ a
végtelenben nulldhoz tart a numerikus kod stabilitasat és pontossagat is elGsegiti.
Gleiser és szerzétarsai cikkeikben az origd koriili Gauss gorbe alaki kezdadat idébeli
fejlsdését tanulméanyoztak részletesebben 3 + 1 dimenzié esetén [5], 6]. Mivel a téregyenlet
masodrendi, egy adott ¢ = 0 id6pillanatban a skalarmezének és az idéderivaltjanak az értékét

sziikséges megadni,

Hlig = Cexp(—r?/15) %) _ 0, (2.20)
ot |,_,

ahol C a skalarmezd kezdeti értéke a kézéppontban, valamint ry a buborék méretét jellemzé
paraméter. Amikor C pozitiv, a kezdeti amplitudo a potencidl masik minimuma felé iranyul.
A C paraméter és a Gleiser és Honda cikkeiben hasznalt ¢. amplitid6 paraméter kozotti
kapcsolat C' = ¢. + 1, a kolesonhatast leird potenciél eltoldsa miatt. A C' és ry paraméterek
megegyeznek a [99] cikkben az élettartam abrakhoz hasznélt paraméterrel. A kezdGadat a
végtelenben a ¢ = 0 vakuum értékhez tart. Valtoztatva rg és C' értékét, sima loka-
lizalt kezdGadatok kétparaméteres seregét hatarozza meg. A lehetséges ry és C értékek egy
nagy nyilt részhalmazara a rendszer egy rovid atmeneti allapot utan egy hosszu élettartami
kozel periodikus oszcillon allapotba megy at, ekozben lassan energiat sugéroz ki, majd ami-
kor az energidja egy bizonyos érték ald csokken, a maradék energiat a végtelenbe gyorsan
kisugarozva hirtelen elbomlik.

Ha a mez6 kozponti értékét is rogzitjiik a C' = 2 valasztassal, akkor kezdetben a skalar
a potencial két vakuum értéke kozott valtozik. A C' = 2 rogzitésével és ry valtoztatésaval
kapott egyparaméteres megoldassereget vizsgaltdk az irodalomban legalaposabban. Ethan
Honda 2000-ben késziilt doktori dolgozataban [100, 32] a 3+ 1 dimenzids oszcillonok élettar-
tamarol kozolt rendkiviil részletes grafikont a [2.3] 4bran mutatjuk. Mivel a végs6 elbomlés
nagyon gyorsan és mindig hasonldé moédon torténik, az 4bra nem fiigg lényegesen az élettartam
pontos definiciojatol. Az élettartamnak példaul azt az idGintervallumot tekinthetjiik, amikor
az oszcillon energidja az eredeti tiz szazalékara csokken. Az abran 125 keskeny rezonancia-

szerd csticsot lathatunk, ahol az élettartam ugrasszertien megnévekszik. Ahhoz hogy az abran
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2.3. abra. Oszcillonok élettartama a kezdeti buborék ry sugardnak a fiiggvényében, C' = 2
esetén. Forras: Ethan Honda [100].

lathato magassagi cstcsokat kapjak, 107! pontossaggal be kellett hangolni az ry paraméter
értékét. Tovabbi hangolassal a csticsok magassaga tovabb noévelhetd, de ez olyan numerikus
kodot igényel, ami a szokésos 16 tizedesjegynél tébbet hasznal a numerikus szamolas soran.
Az itt megjelend oszcillon allapotok részletes jellemzését, és a cstucsok megjelenésének oka-
it késébb fogjuk tanulméanyozni, a sajat numerikus eredményeink ismertetésekor. A sajat
munkéink megjelenése el6tt tigy gondoltédk, hogy az abran 1évé csticsok idében periodikus
lokalizalt allapotoknak felelnek meg, de latni fogjuk, hogy a csticsoknal 1év6 oszcillonok is

nagyon lassan energiat sugaroznak ki, ezért nem lehetnek egzaktul idében periodikusak.

2.6.2. Numerikus moédszerek az id6fejlédés vizsgalatara

Az oszcillonokkal (pulzonokkal) kapcsolatos kezdeti cikkekben semmi informacio sem ta-

lalhato a megtalalasukhoz hasznélt numerikus kodrol és az alkalmazott hatarfeltételekrdl
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[3, 4, 68]. Az ezutdn megjelent publikiciok mindegyikében a véges differencidk modsze-
rét alkalmazzék a differencidlegyenletek diszkretizalasara a kezd&érték-probléma numerikus
megoldasa soran. Néhany cikkben a karakterisztikdk modszerét hasznaljak [70] (711, 10T], de
legtobb esetben az r radiélis és t id6koordinatak mentén torténd egyenletes racsfelbontast
alkalmazzak, kezdetben masodrendi, késébb negyedrendi interpoléacidval.

Gombszimmetrikus esetben a kozéppontbeli regularitas sziikséges és elégséges feltétele
az, hogy a ¢ skalarnak a radialis r koordinata szerinti paratlan rendid derivaltjai elttinjenek
az r = 0 helyen. Ekkor a ¢ fiiggvényt negativ r értékekre is ki lehet terjeszteni tgy, hogy
az sima és tiikrozésre szimmetrikus legyen az r = 0 koriill. Az 1 + 1 térdimenziés esetben
is szokasos ezt a szimmetriat megkovetelni, az r = —oo-ben vald hatarfeltétel és az egyiitt
mozgo rendszer kiszabésa helyett. Barmely dimenzi6 esetén, a téregyenletek teljesiilése mi-
att, a regularitas feltétele egyenértékii azzal a megszoritassal, hogy az origdbban a ¢ értéke
véges, és r szerinti derivaltja nulla. Numerikus kédokban a kozépponti regularitas megkove-
telésének legegyszertibb modja a tiikrozési szimmetria kihasznélasa a numerikus derivéaltak
szamolésakor, negativ koordinataju virtualis racspontok alkalmazéséaval.

A kiils6 hatarfeltételt idealis esetben r = oco-ben kell megadni, és azt kell kifejeznie, hogy
a rendszer izolalt, azaz nincs befelé jov6 sugarzas a végtelenbsl. A numerikus szamolasoknal
nyilvanvaléan csak véges szamu racspont hasznalata lehetséges, ezért a leginkabb elterjedt
modszer a kiils6 hatarnak egy nagy r = rpax értékénél valé megvalasztdsa. Ha elég nagy
tavolsagra vessziik fel a kiils§ hatarfeliiletet, akkor nagyon sokaig tart amig onnan barmi-
lyen zavar beér a kozponti tartomanyba, ezért mindegy milyen hatarfeltételt alkalmazunk
ott. Mivel a zavar terjedésének a sebessége a fény sebességével azonos, ilyen moédon csak
rovid idejd szimulaciokat végezhetiink. Ha T id6 helyett 27" ideig akarunk szamolni, akkor
emiatt kétszer akkora térbeli tartomanyt is kell venniink, ami kétszer annyi racspontot je-
lent. Emiatt a sziikséges szamitastechnikai kapacitds T2-el aranyosan novekszik. Valamelyest
hatékonyabba teszi a szdmolast, ha a kiils6 hatar a fény sebességével mozog kifelé, mindig
1j racspontok hozzaadasaval [6], megakadéalyozva az onnan visszaver6dd sugarzéast. Mivel
ekkor a szamitasi kapacités tovabbra is T?2-el skalazodik, ez a modszer is csak kozepes ideig
alkalmas az oszcillonok lefrasara.

Mivel az oszcillonoknak éppen a nagyon hosszi tavia idéfejlédése érdekes, mégis sziiksé-
gessé valik a kiils§ hatart egy allandd véges r = rya-nal megvalasztani. A probléméat még
tovabb neheziti, hogy a numerikus zavarok terjedése, kiilonosen magasabb rendi diszkretiza-
ci6 esetén, a fénysebesség tobbszorose is lehet. A kiilsé feliileten megkovetelt hatarfeltételnek
minél jobban meg kell akadalyoznia a kimend sugarzas visszaverddését, és ezzel a kdzponti

tartomanyban az oszcillon fejlédésének helytelen befolyasolasat. A nulla tomegt mezdkre
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alkalmazhato a csak kimend sugarzast megengeds Sommerfeld feltétel, amelynek alakja egy-

dimenzids tér esetén

0 0
- 4 = =0 2.21
<at + ar) ¢ R Y ( )
valamint haromdimenziés gémbszimmetrikus tér esetén
0 0
— + — =0. 2.22
(Gea)e0| =0 (2:22)

Oszcillonok csak tomeges mezGkbdl johetnek 1étre, és bar a Sommerfeld feltétel csak tomeg-
telen mezdkre érvényes, de alkalmazasa mégis csokkenti a kiils6 hatarrol visszaver6dé zavart
[0, 71, [1OT].

A kimend sugérzas elnyelésére, és a visszaverddés megakadalyozasara Gleiser és Sorn-
borger [72] bevezettek egy 7(7’)% alaku csillapitasi tagot a téregyenlet jobb oldalara.
A ~(r) egyiitthatot egy ry sugaron beliil nullanak véve, és azon kiviil (r — rg)?-el aranyos-
nak valasztva, a disszipaci6 fokozatosan jelenik meg, ezért az eljarast adiabatikus csillapitéasi
modszernek nevezték el. Az ry értékét az oszcillon méretének legalabb huszszorosara kellett
valasztani. Az eljarés nagy elénye, hogy a szimulaci6 idejének noveléséhez nem sziikséges a
térbeli rdcspontok szamat ndvelni, igy a sziikséges szamitastechnikai kapacitéds csak T-vel
aranyosan novekszik. A modszert f6leg 2 + 1 dimenzidés oszcillonok tanulméanyozasédhoz hasz-
naltak, mivel azok nem bomlanak el nagyon hosszi id6 utan sem. Tovabbi hasonldé modszer
tomeges mezGk tanulméanyozasira az tgynevezett szivacs sztir§, amikor a Sommerfeld fel-
tétellel aranyos disszipacios tagot adnak hozza a téregyenlethez, a kiilsé hatar el6tti véges
tartomanyban [102] [103], [104], 105]. A csillapitasi tag ezeken a modokon valo hozzédadasanak
héatranya, hogy megvaltoztatja a megoldand6 problémat, ugyanis még ha a racspontok Ar
tavolsaga nullahoz is tart, akkor sem az eredeti fizikai téregyenletet kozelitjiik. A megol-
das érvényességének vizsgéalatakor a csillapitési tartomany sugaratol és a csillapitasi tényezé
nagysagatol valo fiiggést is kiilon vizsgalni kell.

Haromdimenzios oszcillonok paraméter terének részletes tanulmanyozasa Honda és Chop-
tuik nevéhez fizédik [I00], [B2]. Dolgozatukban a kiils¢ hatarnal valo visszaverddés csok-
kentésére tigynevezett ,monoton névekvéen gyorsuld” (monotonically increasingly boosted)

koordinatakat hasznaltak. Ezt egy 10j radiélis koordinata bevezetésével érik el,
r=r+ f(r)t, (2.23)

a t id6koordinata és a szogkoordinatak valtozatlan hagyasaval. A monoton névekvs f(r)
fliggvényt gy vélasztjak meg, hogy az egy bizonyos ry sugar koriili 6 vastagsagu géombhéj

tartomanyban a belsé 0 értékrél a kiilsé 1 értékhez tartson. Igy a bels6 részen valtozatlan
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marad a koordinata-rendszer, mig az atmeneti tartomanyban fokozatosan atmegy a kiils6
null koordinatakba. Az dtmeneti tartomanyban a kimend és a bejovs sugarzas terjedési se-
bessége is rendkiviil lelassul, a gyakorlatilag a sugarzas ,belefagy” ebbe a zénaba. Ahogy
csokken a terjedési sebesség, a hullamok feltorlédnak, kékeltolodast szenvednek, azaz a hul-
lamhosszuk csokken. A révid hullamhossza sugarzasra erGsebben hat a numerikus eljarasban
eleve meglévd disszipacio, ezért a hullamok gyakorlatilag elnyel§dnek ebben az atmeneti
tartoméanyban. Mivel mindkét iranyu terjedés gatolva van, a kimendé hullamok kiils6 tarto-
manybol valo visszaverddése elhanyagolhaté mértékre csokken. A modszer hatranya, hogy a
véalasztott koordinata-rendszer mar nem idéfiiggetlen. A bels6 tartoméanyban levs racspontok
lassan atvandorolnak az egyre szélesebbé vald atmeneti tartoméanyba, és igy egyre kevesebb
racspont marad az oszcillon magjanak leirasara. Szerencsére ez a csokkenés nagyon lassi. Be
lehet latni, hogy a sziikséges szamitastechnikai kapacitds 7'In 7" moédon skalazodik. Honda és
Choptuik a modszert 3 + 1 dimenziés oszcillonok vizsgélatdhoz hasznaltdk. Itt a hangsily
nem is a nagyon hosszu idejt szamoléson volt, hanem nagyon sok nagy pontossagu futtatason

kiilonb6z6 kezdeti adatok megvalasztasaval.

2.6.3. Az altalunk hasznalt numerikus modszer

oldottuk meg [28, 29, B0, BI]. Az eddigi radialis koordinata végtelen nagy, 0 < r < oo

tartomanyat az
2R

= A= (2.24)

r

Osszefiiggéssel leképezziik az 4j radialis koordindta véges, 0 < R < 1 intervallumara, ahol s
egy konstans. A térbeli racspontokat az R koordinata szerint egyenletesen valasztjuk meg. A
r konstans a vizsgalt oszcillon méretétdl fliggden kiilonbozs értékiinek valaszthato. Célszerd
olyan értéket megadni, hogy nagyjabol azonos szamu racspont jusson a kézépponti oszcillon
lefrasara, és a tavoli tartomanyban a kimend sugérzas leirasara is. Szamoléasaink soran tipikus
értéke K = 0.05, de nagy méreti oszcillonoknal célszert értékét a mérettel forditott ardnyosan
valasztani. Mivel kis-amplitudos oszcillonok mérete az amplitidojukkal forditottan aranyos,
ilyen esetekben a k konstanst az amplitidoval aranyosnak vélasztjuk.
Az R koordinata hasznélataval a téregyenlet a kovetkezs forméaba irhato:
0?¢ B K21-R» [ (1-R?) 0°¢ R(B+R?)0¢p (d—1)0¢

orr  2(1+R?) |21+ R OR> (1+R?)?20R 2R OR —Ule).  (2%)
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Bevezetve a

_ 99

o= (2.26)
_ 99

r = o (2.27)

1j valtozokat, a probléma elsérendi differencidlegyenletek rendszereként értelmezhets a ¢,

¢ és ¢r valtozokra. A megoldandd egyenletek

96
% o, (2.28)

0, K21 R [ (1-R%) 0¢y RB+RY)  (d-1)

bR + or| —U'(¢) , (2.29)

ot 200+ R?) |20+ R?) OR  (1+ R2)? 2R
dpr Oy
Won _ 00 (2.30)
9
o2 = on (2.31)

Ha ([2.31)) teljesiil a ¢ = 0 kezdeti idgpillanatban, akkor a ([2.28]) és (2.30) fejlédési egyenletek
miatt késébb is érvényben marad, ezért kényszernek tekinthets. A egyenlet jobboldalan

a szogletes zarojelben 1évé harmadik tagot nem lehet kozvetleniil kiértékelni a kozéppontnak

megfelels R = 0 koordinatanél. Az ennek a helynek megfelel§ racspontban ezt a tagot a

2

i (Grom) = i e 232
azonossagal szamoljuk.
véges sugari gombon kelljen megadnunk kiils6 hatarfeltételeket. Az alkalmazott numerikus
eljaras a Racz Istvannal kozosen kidolgozott, és elGszor magneses monopolusok idéfejlgdésére
alkalmazott numerikus k6d modositott valtozata [106, 107].

A kezdetiértékprobléma megoldasahoz diszkretizaljuk a koordindtakat megadd ¢ és R
fliggetlen valtozokat. Egyenletes racsot vezetiink be, At és AR 1épéskozokkel. A Courant
faktor AA_Jtiz = 1 valasztasédval a numerikus kdédunk stabilnak bizonyul. A térbeli derivalta-
kat szimmetrikus negyedrendi formuldk (sémak) segitségével szamoljuk. Az id6 szerint valo
integrélas az Un. ,yonalak modszerével” torténik, negyedrendd Runge-Kutta eljarassal, a
Gustafsson, Kreiss és Oliger konyvében leirtaknak megfelelen [108]. Az idsfejlsdési kod
stablitasanak biztositasa érdekében az elsérendiivé alakitott — téregyenletekhez
hozzédadunk egy-egy csillapitasi tagot, amelyek a ¢, ¢; és ¢r skalar mennyiségek hatodik R
szerinti derivéltjaval ardnyosak. Mivel egytttal (AR)%-el is ardnyosnak is vélasztjuk a tago-
kat, ez nem csokkenti a hasznalt numerikus koéd rendjét, az tovabbra is negyedrendd marad,

mivel a csillapitasi tagok hatasa egyre csokken a numerikus felbontés novelésével.
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Néhény nem fizikai racspontot is hozzdadunk az eddigiekhez, negativ radidlis koordinéata
esetén, R < O-ra, és a ,végtelenen tuli”, R > 1 tartomanyra is. Ahelyett, hogy az R < 0
racspontokban a skaldrmezé idéfejlédését szamolnank, a skalar R = 0 koriili szimmetridjat
hasznaljuk a fiiggvények értékének beallitasara. Tovabba, mivel ¢ tomeges mezd, ezért expo-
nencialisan tart nulldhoz a végtelennél. Emiatt R > 1-re a ¢, ¢; és ¢ mezdk értékét nullanak
rogzitjiik le a teljes id6fejlédés alatt. Ez megoldja a térbeli végtelen probléméajat a
egyenletben, hiszen az R = 1-nek megfelels racspontban nem kell értékeket szamolni. A nem
fizikai racspontok hozzaadasanak koszonhetGen mindenhol elegendd csupén szimmetrikus
sémakat hasznélni a térbeli derivaltak szédmolasa sordn. Egyébként, a racs szélsé pontja-
in féloldalas sémék lennének sziikségesek. Az alkalmazott modszerrel az alsdé hatarnal 1évs
pontoknal a tiikrozési szimmetria, a fels6 hatarnal pedig a ¢ = 0 feltétel felhasznalasaval
szamolunk.

Ugyan a térbeli irdnyokra valo kompaktifikilas az R koordinata értékét egy véges interval-
lumra korlatozza, a szomszédos numerikus racspontok valodi fizikai tavolsaga egyre nagyobba
valik ahogy kozelediink R = 1-hez. Ez a tavoli tartomény, ahol a kimend sugarzast mar nem
tudjuk megfelelGen lefrni, egyre tavolabbra keriil ahogy a AR térbeli 1épéskozt csokkent-
jik. Konkrét numerikus szimulaciok, amelyet egyre novekvs szamu racsponttal elvégeztiink,
megmutattak, hogy kimend tomeges mez6k altal alkotott hullamcsomagok elnyelédnek az
atmeneti tartomanyban, anélkiil hogy visszaver6dnének a kozponti részekre. Ily modon a
numerikus szimulaciéink preciz leirasat adjak a skaldrmezd viselkedésének a kozponti tar-
tomanyban, még nagyon hosszi idétartamokra is. Az egyszeri, de fizikailag nem egyenld
lépéskozt racsfelosztas, a disszipacios tag alkalmazasaval egyiitt, a kimend sugarzas elnyels-
déséhez vezet, a [72, 32] cikkekben alkalmazott modszerekhez hasonloan. Tovabba, az R ~ 1
aszimptotikus tartoményban a bejové fény nagyon alacsony koordinata sebessége miatt, a
koézponti tartomany viselkedése helyesen meghatarozhaté hosszu ideig még azutéan is, hogy
numerikus hibék jelennek meg R = 1-nél.

3+ 1 dimenzios oszcillonok szimulacioja t = 7000-ig, a tipikus maximalis élettartamukig,
213 térbeli racspont hasznélataval koriilbeliil egy hétig tart egy atlagos személyi szamito-
gépen. Mivel azonban nagy szamu futasra van sziikség a paraméter-tér tanulmanyozésara,
legtobbszor 212 racspontot hasznaltunk.

Konvergencia tesztek elvégzésével meghizonyosodtunk rola, hogy a kédunk valoban ne-
gyedrendi kozelitését adja a fejlédési egyenleteknek. Tovabba, figyelemmel kisértiik az ener-
gia megmaradas és a kényszer egyenlet teljesiilését az idéfejlédés soran. Kodunk na-
gyon fontos ellenérzése volt a tomeges linearis Klein-Gordon mez6 idéfejlédésének vizsgalata,

ami Green fliggvények segitségével is szamolhato, nagyon nagy pontossaggal [109]. A koz-
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ponti tartomanyban a skaldrmezd fejlédésének a két fiiggetlen modszerrel szamolt értéke
rendkiviil j6 egyezést mutatott még ¢ ~ 10* esetén is.

Oszcillonok numerikus idéfejlédését bemutaté munkaink [28, 29] megjelenése utdn méa-
sok is tovabbi fiiggetlen numerikus kodok segitségével vizsgaltak a problémét, hasonld és a
korabbiakkal Osszeegyeztethets eredményeket kapva [110, 111}, 99]. Saffin és Tranberg [110]
mesterséges csillapitasi tagot alkalmaztak egy nagy tavolsagra levé gombszimmetrikus tar-
tomanyban, és a kiils¢ hataron a skalarmezd értékét nullanak vették. Salmi és Hindmarsh
cikkiikben [I11] a tavoli kiils6 hataron a skalarmezdé masodik parcialis derivaltjait tartalmazo
hatarfeltételt alkalmaztak, ami tomeges mezdékre is nagyon jol elnyeli a kimend sugérzast a
skalar m tomegéhez képest nagy frekvenciaju rezgések estén. Erdekes modon, az ampliti-
do, frekvencia és energia fliggésére hatvanytorvény szerinti fiiggést figyeltek meg. Andersen
és Tranberg [99] ugyanilyen hatarfeltételt hasznalva, részletesen feltérképezte az oszcillonok
élettartamanak a fliggését a Gauss formaju kezdGadat szélességét és amplitadojat leird
ro és C paraméterektdl. Latvanyosan szines és informativ abrakat kozoltek d = 2,3,4,5,6,7
térbeli dimenzio6 esetére. Megmutattak, hogy a korabban Honda és Choptuik altal megfigyelt

vékony csticsok az (rg, C') térben rendkiviil vékony egydimenzios falaknak felelnek meg.

2.6.4. Gauss kezdSadat idéfejlédése

Numerikus idéfejlsdési kodunk segitségével elGszor a Gleiser [0, [6] és Honda [100} [32]
altal elért eredményeket reprodukaltuk. A vizsgélt esetben a skaldrmez6 6nkolcsonhatéasat
szimmetrikus negyedrendd U(¢) potencial hatarozza meg, amit a mez§ és a koordinatak
atskalazaséval és az egyik minimum ¢ = 0 helyre tolasaval a alakunak valasztunk. A
t = 0 kezdé id6pillanatban a skalarmezd értékét Gauss gorbe forméajunak vessziik, a
egyenletben leirt alaknak megfelel6en. A mez6 idéderivaltjat nullanak allitjuk be, ami id6-
tiikrozésre szimmetrikus fejlédésnek felel meg. A kifejezésben a skalar a végtelenben
a ¢ = 0 vakuum értékhez tart, és igy véges energiaju kezdSadatnak felel meg. A C' = 2
kezdeti kozépponti amplitido rogzitésével, és az ry paraméter valtoztatasaval kaphato az
oszcillon élettartamara az Ethan Honda &ltal készitett abra. A Gauss kezdGadat tipikus
hosszu ideji fejlédését a C' = 2, rg = 2.70716 kezdGadat részletesebb elemzésével mutatjuk
be, a sajat numerikus kodunk segitségével kapott eredmények alapjan. A abran a ska-
larmezének a kozponti tartomanyban vald kezdeti viselkedését lathatjuk. A mez6 a Gauss
kezdGadathoz nagyon hasonlé térbeli forméaban rezegni kezd, T' ~ 5.3 koriili periodusidével,
ami w = 27 /T =~ 1.2 korfrekvencianak felel meg. Hosszu élettartami oszcillon allapot jon

létre, ami koriilbeliil 1240 hasonl6 rezgés utan, ¢ = 5800 kérnyékén, a skalarmezé erételje-
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2.4. abra. A ¢ skaldarmezs kezdeti fiiggése az r radiélis és ¢ id6koordinataktol, ro = 2.70716

és C' = 2 esetén. Az id6 a jobboldali irdnyban névekszik.

sebb kisugarzésaval bomlani kezd. Ezutan, nagyjabol 25 rezgés alatt, annyira lecsckken az
amplituddja, hogy mar nem tekinthets lokalizalt objektumnak. A abran a skalar radialis
fliggésének az idGbeli valtozasat mutatjuk az oszcillon allapot fejlédésének elején, kozepe

tdjan, és az elbomlas el6tt. Lathato, hogy ¢ = 5500 koriil a rezgés amplitidoja a kezdetinek

2.5. dbra. A skaldrmez§ alakja az r radialis koordinata fiiggvényeként, olyan
idépillanatokban, amikor a mezd éppen a maximumét vagy minimumat veszi fel a
kézéppontban (rg = 2.70716, C' = 2). A szaggatott vonalak az azonos szinnel abrazolt

maximum utani kozvetlen minimumnak felelnek meg.

koriilbeliil a felére csokken, mikdzben az oszcillon mérete viszonylag kis mértékben novek-

27



szik. A abran a skalar r = 0 kozépponti viselkedését mutatjuk az id6 fiiggvényeként.

Mivel a rezgés periddusideje kicsi az oszcillon élettartamahoz képest, csak a ¢ maximumai-
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2.6. abra. A skalarmezé kozponti értékének minimum és maximum értékei, valamint

rezgési frekvenciajanak idsfiiggése, két kiilonbozé Gauss kezdGadat esetén.

nak és minimumainak megfelel6 pontokat abrazoljuk. A pontok a rezgés also és felsé burkold
gorbéjét rajzoljak ki. Az abran egy masik, révidebb élettartami Gauss kezdGadat idéfejls-
dését is megadjuk, C' = 2 és ryp = 2.39-nek megfelelGen. A rezgés frekvencidjat a szomszédos
maximumok kozotti T = 27 /w idGtartambol szamoltuk, a maximum helyének masodrendi
interpolacioval valdo meghatéarozasaval. Az oszcillonok frekvencidja mindig a skalarmezd t6-
mege altal meghatéarozott w = /2 érték alatt van, majd a bomlas soran ehhez az értékhez
tart. Az oszcillon allapot elbomlésa utan, a skalar kozponti tartomanyban valé rezgésének
amplitudoja (t — t,)~%/?-nel aranyosan csékken, ahol t, ~ 2175 az ro = 2.39 kezdGadatra,

és t, =~ 5918 az ro = 2.70716 esetén. A —3/2 hatvanykitevé ugyanaz mint a szabad lineéris
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Klein-Gordon mez6 kisugarzasanal [109].

A Gauss tipusi kezddadat idéfejlédésének a C' és ry paraméterektsl valo fiiggését Cope-
land, Gleiser és Miiller kezdte alaposabban tanulméanyozni [6]. A vizsgalt kezdSadatok alta-
laban a [2.6] 4bran 1évékhoz hasonléan fejlédnek, kiilonféle élettartamokkal. Mar Copeland,
Gleiser és Miiller cikkének 7. abraja alapjan is sejthetd volt, hogy bizonyos kezdeti értékek
kornyezetében rezonancia-szerd cstucsok jelenhetnek meg. Részben ez motivalta Honda és
Choptuik részletes munkajat[100, B32], amelybdl a abrat a 125 csuccsal atvettiik. A kes-
keny cstcsok megjelenése szoros kapcsolatban van az oszcillonok alsé és felsé burkologorbéjén
megjelend alacsony frekvencias oszcillaciokkal, amelyeket a abran is lathatunk. Ezeket
Honda és Choptuik alak-mddusoknak (shape-mode) nevezte, és a nagy frekvenciaval rezgé
oszcillonok amplitidojanak és térbeli méretének alacsony frekvenciaval torténd rezgésének
felelnek meg. A keskeny cstcsok két oldalan 1évé allapotok a burkologorbén megjelend ala-
csonyfrekvenciés osszcillaciok szamaban kiilonb6znek. Minden cstcsnal egyel nagyobbé vagy
kisebbé valik az oszcillaciok szama. A abran 1évé cstucsok helyét, balrol jobbra haladva,
jeloljik r¥-el, ahol 0 < n < 124. Az els6 cstucs el6tti allapotoknal, ro < 7 esetén, nincs
alacsony frekvencias oszcillacio a burkoléogorbén. Az oszcillaciok szama az rf, csicsig min-
den rezonancianal egyel novekszik, az élettartam novekedésével egytitt, majd rg,-tol kezdve
egyesével csokken. A abran a kiilonb6z6 csticsokhoz tartozé6 majdnem-periodikus alla-
potok mas-mas T periodusidével rezegnek, a 4.446 < T < 4.556 intervallumban. Altalanos
oszcillon allapotok, ide értve a hangolt allapotok kevésbé periodikus kezdeti részét, hosszabb
periddusidével rendelkeznek, a 4.6 < T' < 5 tartoméanyban.

A abran a 27-dik rezonancia koriili allapotok idéfejlédését mutatjuk. A finoman han-
golt esetben a 2100 < ¢ < 2800 idGintervallumban egy nagyon jo kozelitéssel allandd ampli-
tudoju és frekvenciaju rezgés alakul ki, amit a tovabbiakban majdnem-periodikus dllapotnak
neveziink. Minél kozelebb vannak a kezdeti paraméterek a kritikus értékhez, annal hosszabba
valik a kialakul6 majdnem-periodikus allapot. Az alsé burkologorbe alakja nagyon hasonld
a fels6hoz, bar az amplitidoja més, ezért nem mutatjuk az abran. Ha a skalar 6nkolcson-
hatasat definialé potencial szimmetrikus lenne a minimuma koriil, akkor a két burkologorbe
egymaés tikrozottje lenne. A hosszabb élettartamu szuperkritikus allapotok akkor jelentkez-
nek, ha a kritikus r3; értéket feliilr6l kozelitjiik meg. Ekkor a rezgések burkolégérbéjén az
utolsé alacsony frekvencias csiics egyre késGbbre tolodik ki, helyet adva két cstics kdzott egy
majdnem-periodikus allapotnak. A cstics als6 oldalan, ry < r34 esetén, kozel a kritikus érték-
hez, ugyanazok a majdnem-periodikus allapotok alakulnak ki, de a végén elbomlanak tjabb
cstes kialakulasa nélkiil. Ezeket nevezziik szubkritikus éllapotoknak. A jelenség magyaraza-

ta az, hogy ha az oszcillonok kozponti amplitudoja egy bizonyos érték ald csokken, akkor a
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2.7. abra. A fels6 abran a C' = 2 esetén rj; ~ 2.39297 koriil kialakul6 27-dik rezonancia két
oldalan kialakul6 tipikus oszcillon allapotok felsg burkologorbéjét alkotd pontokat
mutatjuk. Az als6 abran a rezonanciahoz nagyon kozeli két finomhangolt allapot fejlédését

lathatjuk, a csics két oldalan.

korabban a burkolégorbén valo alacsony frekvencias rezgésként megjelend alak-médus insta-
billa valik. A finomhangolas segitségével ezt az instabil alak-modust semlegesithetjiik, és igy
megfigyelhetiink egy kisebb amplitidos oszcillont, ami egyébként az instabil tartoméanyba

tartozik.

2.6.5. Majdnem-periodikus allapotok

Honda és Choptuik cikkiikben megmutattak[32], hogy a rezonanciék kozelében az oszcil-

lon 7 élettartama egy skalazasi torvénynek megfelelGen alakul,
T~ylnrg —rg| +0, (2.33)

ahol a ~ skéalazasi kitevs kiilonbozd értéket vesz fel van minden egyes rezonancianal, és a

0 konstans eltéré szubkritikus és szuperkritikus allapotok esetén is. Habar ugy tiinik, hogy
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a majdnem-periodikus allapotok élettartama béarmilyen nagyra noévelhets a kezdeti para-
méter finomhangolasaval, a gyakorlatban nagyon nehéz hosszu élettartamokat elérni, mivel
numerikusan nem tudunk a rezonancia r; értékéhez nagyon kozeli szamokat reprezentalni
az alkalmazott szamitogép és numerikus program adott gépi pontossdga miatt. A szokasos
16 jegynél nagyobb pontossaggal szamolé programokkal lehetséges hosszabb élettartamok
elérése, de a szamolési id6 radikélis novekedése miatt ez a modszer csak korlatozott mérték-
ben alkalmazhat6. SGI tipusi szamitogép ,long double” valtozoinak hasznalataval a szokasos
16 tizedesjegy helyett 32-re tudtunk szdmolni, igy a finomhangolés javitdsaval a majdnem-
periodikus allapotok megfigyelt élettartamét is a dupldjara tudtuk noévelni. Hasonld ered-
mény érhetd el szokasos személyi szamitogépen dupla pontossagt szamolast lehetévé tevd
numerikus konyvtarak alkalmazasaval [112] 113], 114].

A 2.8 abran az oszcillon élettartamanak skalazasat mutatjuk harom kiilonb6z6 rezonan-
cia kornyezetében [28]. Ahelyett, hogy csak C' = 2-hoz tartozo rezonancidkat vizsgaltunk
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2.8. abra. Az oszcillon 7 élettartamanak — In |rg — r§|-t6l valo fiiggése harom kiilonb6zs
rezonancia esetén. Az als6 szaggatott vonalak ry < r; szubkritikus megoldasoknak, mig a

fels6 vonalak ry > r{ szuperkritikus megoldasoknak felelnek meg.

volna, harom elsd csicshoz tartozo majdnem-periodikus éllapotot valasztottunk kiilénb6zd
C értékek mellett. Ezt a valasztast az motivalta, hogy az altalanos, nem hangolt oszcillo-
noknak megfelel§ lassan sugarzo kezdeti allapot az elsé cstics kornyezetében a legrévidebb.
Ekkor legfeljebb egy modulacié utan mar a majdnem-periodikus allapot kovetkezik, és igy a

rendelkezésre allo szamitastechnikai kapacitast arra tudjuk koncentralni.
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Annak érdekében, hogy vilagosabba tegyiik, hogy mit értiink az ry paraméter 16 vagy 32
jegyre valo finomhangolésan, valamint hogy mi a valédi hibdja a hasznalt mennyiségeknek,
a2.1]tablazatban megadjuk az els6 csics helyét a C' = 2 esetben, 6t kiilonb6z8 numerikus fel-

bontas esetén. Mindegyik numerikus felbontasnél az oszcillon élettartama 7 = 1100 koriilire

1| n Tg(i) 0; ci
28 1 2.281990488596033 | 6.2 - 10~*
29 1 2.281392051715203 | 2.1-107°
10 || 210 | 2.281371382459355 | 7.9- 1077 | 4.86
11 || 21 | 2.281370625452998 | 3.1-107% | 4.77
12 || 212 | 2.281370594875569 4.63

2.1. tablazat. Az els6 cstcs rg(i) pozicidja C' = 2 esetén, kiilonb6z6 numerikus felbontésok
mellett. Az i-vel jelolt felbontas esetén a térbeli pontok szama n; = 2¢ volt a finomhangolas
sordn. A hibat ¢; = ]rg(i) — 7“8(12)] megadasaval becsiiltiik. A konvergencia faktort a
¢; = log, |(rg ™2 — p27D) /(201 — 10| Kifejezés adja meg.
névekedett, ha az ry paraméter egy felbontastol fiiggs értéket kozelitett 16 jegy pontossigra.
Az adatok konvergenciajanak vizsgalata azt mutatja, hogy C' = 2 esetén az elsd cstics valodi

helye r} = 2.281370594-nél van, 107 abszolat hibaval.

Numerikus szdmolasaink egyértelmtien mutatjak, hogy a kiilonbo6z6 rezonancia cstucsok
més és més majdnem-periodikus allapotoknak felelnek meg. A abran vizsgalt harom els§
csucsnak megfelels finomhangolt allapotok amplitudojanak idéfiiggését a[2.9|abran mutatjuk.
Az ezeknek megfelel§ majdnem-periodikus éallapotok frekvencidjanak idéfejlédését a [2.10
abran adjuk meg. Az w frekvencia meghatarozasahoz a numerikus futéasi eredményeinkbdl

szamolt

/t 6t T) — o(t + T, ) dt (2.34)

—to
integral értékét minimalizaltuk a rezgési periodus T = 27 /w értékére, egy bizonyos r =

= 7 radialis koordinata értéknél, megfelelGen véalasztott ¢y integracios intervallum valasztés
mellett. Az 7 értékénél az a lényeges, hogy az oszcillon magjanak tartoményaban legyen, a ¢
értékét pedig a T-vel azonos nagysagrendiinek célszert valasztani. Ez az eljaras, polinomialis
interpolacio alkalmazésaval, lényegesen nagyobb pontossagot ad mint amit a gyors Fourier-
transformacio (FFT) modszerével elérhetnénk.

A abran mindhédrom majdnem-periodikus allapotnal lathatd egy alacsonyabb frek-
vencias modulacio, ami egy stabil alak-moédusnak felel meg. Hasonl6é hullamzas lenne latha-

to a [2.9] abran is, ha az amplitadokat az egyes allapotokra kiilon kinagyitva mutatnank a
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2.9. dbra. A skalarmezé kozéppontbeli értékének felsé burkologorbéjét alkoté pontok
hérom finoman hangolt elsé cstcs esetén. Mindharom esetben egy szubkritikus és egy

szuperkritikus allapotot is mutatunk, 32 jegyre val6 hangolas mellett.

majdnem-periodikus tartomanyban. Ezen a stabil alacsony frekvenciés rezgésen kiviil létezik
még egy instabil alak-modus is, amit a finomhangolassal semlegesitettiink.

A numerikus kédunkkal talalt 6sszes majdnem-periodikus allapot, a 125 darab C' = 2
csuicsot is beleértve, nagyon hasonlé a most részletesebben targyalt harom allapothoz. A
frekvenciaja mindegyiknek a C' = 0.6 és a C' = 0.3 els6 csics altal meghatarozott [1.379,1.413]
intervallumba esik.

A abra legalso rajzan, a C' = 0.6 esetben, egyértelmten lathato egy lassti de egyen-
letes frekvencia csokkenés. A masik két allapotnél, amelyek kozelebb vannak a /2 frekven-
cidhoz, nem érzékelhets ez a csokkend tendencia annyi id§ alatt amit numerikusan kovetni
tudtunk. Ennek megfelelGen a C' = 0.6 majdnem-periodikus allapot energiajaban is meg-
jelenik egy lassti csokkenés. Adott sugara gombokben a azonossag felhasznalésaval
szamolt E(r) energia idéfiiggését a abran mutatjuk. Az energia hatarozott csokkenése
mutatja, hogy a majdnem-periodikus allapot nem lehet egzaktul idében periodikus. A meg-
figyelt sugarzasi rata alapjan, arra az idGtartamra amely alatt az energia a felére csokken,
a T, = 2.6 - 10° becslést adhatjuk. A tobbi majdnem-periodikus allapot is sziikségképpen
energiat veszit skalarmezé kisugarzasaval, de a sugarzasi rata egyre gyengébbé valik, ahogy
a frekvencia kozelit a v/2 értékhez. Késébb meg fogjuk mutatni, hogy ez a csokkenés expo-

nencialis.
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2.10. dbra. Az el6z6 abran mutatott harom majdnem-periodikus allapot frekvencidjanak

idsfiiggése. A szaggatott vonalak a szubkritikus allapotoknak felelnek meg.

A abran a kiilonb6z6 végzédések szubkritikus és szuperkritikus fejlédéseknek felel-
nek meg. A szubkritikus bomlas esetén a mezG6 hirtelen kisugarzodik, ugy hogy az energia
lényegében csak kifelé aramlik. A szuperkritikus esetben az energia elGszor egy kisebb suga-
ra gombben koncentrélodik, majd utana sugarzodik ki a végtelenbe. Ez ugyan hasonlit egy
instabil gémbhéj viselkedésére, de nem figyelhet6 meg gombhéj struktura az energia stirt-
ség abrazolasakor. A legnagyobb energiastiriiség mindig a kézéppontban van. A majdnem-
periodikus allapot kétféle bomlasi mechanizmusa kvalitativ magyarazatot ad arra, hogy miért

lehet hosszi élettartamokat elérni a finomhangoléssal.
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2.11. abra. Az energia id&fiiggése r = 19.5, r = 40.1 és r = 107.1 sugard gémbdokben a

C = 0.6 els6 csticshoz tartozé majdnem-periodikus allapot esetén.
2.7. Kvazibreatherek és nanopteronok

2.7.1. Id6periodikus allapotok

Valos skalarmezd esetén, az 1 4+ 1 dimenzids sine-Gordon breatheren kiviil nincs egzak-
tul idé-periodikusan rezgd, véges energiaji, térben lokalizalt skalar konfiguracié. Minden
oszcillon allapot lassan energiat veszit, a skalarmezé gombszimmetrikus médon valé kisugér-
zasaval. Emiatt szlikségképpen az oszcillonok amplitudéja és frekvenciaja is lassan valtozik.
A kimend sugarzas amplitudoja altalaban nagyon kicsi a skalarmezé kozponti tartomany-
ban valé rezgésének amplituddjahoz képest. Ha a kimend sugarzast pontosan ugyanolyan
amplitidoju befelé iranyuld sugarzéassal kompenzaljuk, akkor 1étrejon egy idében egzaktul
periodikus allapot. A bejovs sugérzas hatasara a tavoli tartoményban egy gombszimmetrikus
allohullam alakul ki, amit faroknak hivunk, mig a bels6 mag tartomanyban a joval nagyobb
amplitudoju rezgések lényegében véltozatlanok maradnak. A hullamzé faroknak a mag tar-
tomanybeli amplitidohoz képest nagyon kicsi amplitidéja miatt az ilyen megoldésokat John

P. Boyd elnevezését kivetve gyengén nemlokdlis allapotoknak hivjuk [IT5], 116].

Az egzaktul id6-periodikus gyengén nemlokalis megoldasok vizsgalata, analitikus és nu-
merikus modszerekkel egyarant, lényegesen konnyebb mint a lassan valtozo frekvencidju osz-

cillonok kozvetlen tanulmanyozasa. Rogzitett frekvencia esetén még sokféle gyengén nemlok-
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alis megoldas létezik, kiillonféle amplitudoja és fazisu allohullam farokkal. Az oszcillonokat
nyilvanvaléan az a gyengén nemlokalis megoldas kozeliti legjobban, amelynek minimalis a
farok amplitudoja. Ezt az adott frekvencia esetén egyértelmi megoldast kvdzibreathernek

nevezzik.

oszcillon: cos(kr-wt)

kvazibreather: cos(kr)cos(wt)

A magtol nagy tavolsagra a skalar m tomegt Klein-Gordon mezsként viselkedik. Ennek
w > m frekvenciaji gombszimmetrikus allohullam megoldéasai a gyengén nemlokalis esetben

nagy r tavolsagokra

b~ TL cos|\ s (r — ro)] coslw; (£ — to)] (2.35)

alaktiak, tetszdleges 7o és to fazis mellett, ahol wj = m? 4+ A\}. Az ebbdl alapjan sza-
molt r sugart gdmbben 16v6 E(r) energia nagy tavolsagokra r-rel aranyosan novekszik. Ez
mutatja, hogy a gyengén nemlokalis megoldésok, igy a kvazibreatherek is, mindig végte-
len nagy energiaval rendelkeznek. Ennek ellenére, az oszcillalo farok tartoméany amplitidoja
altalaban olyan alacsony, hogy az ott 1évé energiastirtiség nagysagrendekkel kisebb a mag-
tartoményban 1événél. Egy kozepesen nagy méretii gomb alaka tartomanyt tekintve az ener-
gia nagy része még mindig a joval kisebb kozponti mag részben talalhato, és igy az objektum
kvazi” lokalizalt breather-nek tekinthets. Oszcillon esetén az aszimptotikus tartomanyban a

skalarmezg r(1—4)/2

cos(Asr —wyt) alakt kimend hullam. Ennek E(r) energidja, ha a sugarzas
végtelen idGvel ezel6tt kezd6dott, szintén divergal. Ez a feltétel nyilvan nem teljesiil, mivel
az oszcillonok véges energiaju kezdGadatokbol fejlédnek ki. A jovét tekintve, az oszcillonok
bizonyos esetekben végtelen ideig fennmaradhatnak, mivel a sugarzés az idé multaval nagy-
mértékben gyengiil. Az oszcillonok sohasem bomlanak el d = 1 és d = 2 térbeli dimenzid

esetén, mivel ekkor az energia kisugarzaséaval létrejové kis-amplitidos allapotok stabilak.
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A kvéazibreather elnevezést a [28] cikkiinkben vezettiik be, és azota elterjedt az oszcillo-
nokkal foglalkoz6 irodalomban [110], 26], 117, 11T, 199]. A kvazibreatherekhez szorosan kapcso-
16d6 fogalom a John P. Boyd é&ltal bevezetett nanopteron fogalma [115], 118 119 120, 116].
Az elnevezés a gordg ,torpe szarny” kifejezésbdl ered. Nanopteron megoldasok kiilonbozd
hidrodinamikai, meteorologiai, oceanogréafiai, plazmafizikai és részecskefizikai modellekben
jelennek meg. Boyd definicoja szerint a nanopteronok olyan gyengén nemlokalis allapotok,
amelyekre a mag amplitadojat csokkentve a szarny amplitidéja exponencialisan csokken. Ez
mint latni fogjuk, az oszcillonokhoz kapcsolodd kvazibreathereknél mindig teljesiil. Arra az
esetre, amikor a szarny amplitidoja csak hatvanyfiiggvény szerint csokken, Boyd a mikro-
pteron elnevezést vezette be. A kvazibreatherekhez hasonléan, a nanopteronok is nagy amp-
litidoju mag tartomannyal és nagyon kis amplitudéji allohullam farokkal, azaz szarnnyal
rendelkeznek. A nanopteronok sem egyértelmiiek, tobbféle megoldas 1étezik a szarny fazisatol
fiigg6en. A kvéazibreather megoldas a minimalis farok-amplitidéval rendelkez nanopteron-
nak tekinthetd.

Az w frekvenciaju kvézibreather megoldasokat a
¢ = Z ®,, cos(nwt) (2.36)
n=0

Fourier-sor alakban kereshetjiik, ahol a ®,, fiiggvények mar idéfiiggetlenek. A kvazibreather
magjanak w frekvenciaja altaldban az m tomegkiiszob alatt van, és csak a magasabb rendi
modusoknak lehet allohullam farkuk. A alakban elGallitott ¢ skalarmezé a t = 0 pil-
lanatban idGtiikrozésre szimmetrikus. Az hogy ilyen alakt megoldasok léteznek, a rendszer
id6tiikrozéssel szembeni invarianciajabol kovetkezik. A valasztast az is motivalja, hogy a nu-
merikus szamolasok szerint a gyengén sugarzo oszcillonok is nagyon jo kozelitéssel rendelkez-
nek ezzel a szimmetridval. A kifejtést elGszor kis amplitudoja megoldésok keresésének
kiindulopontjaul hasznaltak [33], 25, 36]. Megjegyezziik, hogy a [25] cikkben hasznélt

¢ =D+ i {®Pony1sin[(2n + 1wt] + Doy cos[(2n + 2)wt]} (2.37)

n=0

kifejezéssel elgallitott skalar szintén id6tiikrozésre szimmetrikus a t = 7/(2w) iddpillanatban,
és ezért a kifejtéssel ekvivalens. KésGbb a felbontast az exponenciélisan
lokalizalt breather megoldéasok létezésének a cafolasara hasznaltak [64) [65]. Olyan potencia-
lokra, amelyek a minimumuk koril tiikrozésre szimmetrikusak, mint példaul az U(¢) = 1 —
— cos ¢ sine-Gordon potenciél, a kifejtésben csak paratlan indexi tagok szerepelnek,

ami jelentGsen egyszerisiti a szamolasokat.
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A (2.36) kifejtést a (2.5)) téregyenletbe helyettesitve a @, fliggvényekre a
A®, + (n*w? —m*®, = F, (2.38)

csatolt differencidlegyenleteket kapjuk, ahol az F), tagok ®g, 1, Po, ... nemlinearis fiiggveé-
nyei, és m a skalarmezg tomege.

A kolesonhatast leird potencial minimuma korili kifejtését az

1 =1
=2

alakban irjuk fel, a g, kifejtési egyiitthatok segitségével. A potencidlnak a téregyenletben

szerepld ¢ szerint differencialt alakja ekkor a kovetkezéképpen irhato:
U'¢)=m’6+ > gro* . (2.40)
k=2
A (2.38) egyenlet jobboldalan 1év6 nemlineéris tagok az alabbi moédon kaphatoak,

1 g2 - gs -
Fn = (1 - §5n,0> |:E Z (I)pq)q(sn,ipiq + Z Z (I)pq)qq)r(sn,ipiqir

p,g=0 p,q,m7=0

T
+3 D B0y PPl tpgiris

p,q,7,5=0
g o
+ 1_2 Z Pp®g Py s Pi0n tptgarastr + - } ) (2.41)
p,q,7,8,t=0
ahol

és hasonloan 6sszegziink a tobbi 0 kifejezés esetén is az elGjelek Gsszes lehetséges variaciojara.
Megjegyezzik, hogy a kifejezésben a p és ¢ nulla értékei kétszeres sullyal szerepelnek a
nem nulla értékekhez képest, mivel ekkor tébb tag is nemeltiing az 6sszeghen. Ha a potenci-
alnak a szimmetrikus ¢* potenciélt valasztjuk a alakban, akkor a skaldrmezsé tomege
m = /2, és a nemelting kifejtési konstansok go = —3 és g3 = 1.

Els6nek John P. Boyd hasznélta a egyenleteket minimalis amplitudéja farokkal
rendelkez8 nanopteronok (azaz kvéazibreatherek) numerikus modszerrel torténd megkonst-
rualasara, 1 + 1 térdimenzios ¢* elmélet esetén. Gombszimmetrikus, 3 + 1 dimenzios, fa-
rokkal rendelkezé kvazibreathereket szimmetrikus ¢* potencialra elészor Richard Watkins
vizsgalt numerikusan, de sajnos a munkajarol szold rovid, kevés részletet tartalmazo beszé-

mol6 csak preprint formaban jelent meg, és az interneten nem megtalalhato [121]. Alfimov,
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Evans, és Vazquez gémbszimmetrikus kvazibreather konfiguréciokat széamolt n + 1 dimenzi-
6s sine-Gordon elmélet esetén [77]. Honda és Choptuik, az altaluk megfigyelt periodikusnak
ting allapotok leirdsa érdekében, szintén numerikusan keresték a rendszer megoldé-
sait [100], B2], de a fiiggvények allohullam farok részeit nem figyelték meg, azok nagyon kicsi
amplitidoja miatt.

A dolgozatban csak gombszimmetrikus konfiguracidkat vizsgalunk részletesen. Ekkor a
Laplace-operator a alakban irhato, és a egyenletek alakja

d*®, d-1d49,

2 2 ng
e + 3 + (n“w® —m*)®, = F, , (2.43)

ahol a jobboldali F), kifejezéseket (2.41) adja meg. A megoldasok kozéppont kozelében vald
vezetS rendd viselkedése a térbeli dimenziok szamatol fliggden a kovetkezs két komponensbdl
all:

d=1 esetén O, ~v,r + 0, , (2.44)

d=2 esetén b, ~ v, Inr+9, , (2.45)
. o~ In

d>3 esetén o, ~ s +0p (2.46)

ahol 7, és d,, konstansok. d > 2 térdimenzio esetén a kdzéppont regularitasanak feltétele, hogy
minden n-re v, = 0 legyen. Egy térdimenzi6 esetén olyan megoldasokat keresiink, amelyek
r = 0 koriil tiikrozésre szimmetrikusak, aminek a feltétele szintén ~, = 0. A regularitas
feltétele miatt a ®@,, fliggvények barmilyen dimenzio esetén tiikrozésre szimmetrikusak, és
derivaltjuk nulla az r = 0 helyen. A kozéppontbeli megfelels viselkedés modusonként egy-
egy feltételt jelent a fliggvényekre.

A kvézibreather magjatol nagy tavolsagra a ®,, modusfiiggvények kicsivé valnak, és emiatt
szétcsatolodnak, és a egyenletek baloldali linearis részét elégitik ki. A nagy téavolsagban
1év6 aszimptotikus viselkedés az n?w? — m? szorzo elGjelétdl fiigg. Ha n egy bizonyos érték

2

alatt van, akkor n’w? — m? < 0, és a homogén egyenlet megoldésai aszimptotikusan a

1

o X [an exp(=Anr) + B exp(Anr) (2.47)

alaktak, ahol An = VmZ — n2a2. Legalabb gyengén lokalizalt megoldas 1étezésének feltétele,
hogy B, = 0 legyen, tetszdleges a,, = 0 mellett. Ekkor az exponencialis lecsengés miatt a &,
modus alapjan szamolt jaruléka a rendszer energidjahoz véges nagysagi. Az nw? —
—m? < 0 feltételt teljesité modusoknal egy-egy feltételiink van az origoban és a végtelenben,

ami masodrendd egyenlet lévén mindig teljesithetd.
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Kivételes esetben valamelyik ®,, modusra eléfordulhat, hogy n*w? — m? = 0. Ekkor az

aszimptotikus megoldasok alakja

d=2 esetén S, ~a,Inr+ 45, , (2.48)
d#+2 esetén a4 B, . (2.49)

A véges energidhoz sziikséges, hogy nulldhoz tartson a megoldéas, ezért 3, = 0 kell legyen, és
d < 2 esetén «, = 0-nak is teljesiilni kell. Az energia végességébdl kovetkezik, hogy d < 4
esetén is sziikséges hogy a,, = 0 legyen, de ennél nagyobb dimenzidknal «,, tetszileges lehet.
Lathato, hogy d < 4 térbeli dimenzi6 esetén a kozéppontbeli regularitési feltétellel egyiitt
harom feltétel van a ®,, moédusra, ami altalaban til sok. Az altalunk tovabbiakban vizsgalt
kvazibreatherek esetén nem lesz olyan modus és frekvencia amire n?w? — m? = 0 fennéllna,
igy nem fontos ennek az esetnek a tovabbi vizsgélata.

Altalanos esetben barmely frekvencidhoz létezik egy olyan n,, egész, hogy n > n,, esetén
n2w?—m? > 0 legyen. Bevezetve ekkor a A, = vn2w? — m? jelolést, a médusok aszimptotikus

viselkedése a kovetkezd alakban irhato6:

1

o, ~ Ry [, sin( A, 1) + B, cos(A,r)] - (2.50)

A &, figgvény ugyan d > 2 esetén barmilyen «, és [, konstansok mellett nullahoz tart, de
az r sugara gombben 1év6 F(r) energia barmely d esetén linearisan novekedve divergal ami-
kor ay, és f3, valamelyike nem nulla. Valoban lokalizalt, véges energiaji, idében periodikus
breather megoldés csak akkor 1étezhet, ha minden n > n,, moédusra o, = 3, =0, ésa~, =0
kozéppontbeli feltétel is teljesiil. Modusonként harom feltétel masodrendi egyenletekkel leirt
fliggvényekre altalaban tul sok. Ez az érvelés azt mutatja, hogy igazi breather megoldésok
csak nagyon kivételes esetekben létezhetnek, mint példaul az 1 + 1 dimenziés sine-Gordon
potencial esetén, amikor is a rendszer integralhato. Mas esetekben lokalizalt megoldéshoz leg-
jobban hasonlité konfiguraciot tgy talalhatunk, hogy a minimaélis farok-amplitudoju (ener-

gilastriiségi) gyengén nemlokalis allapotot, azaz a kvazibreathert keressiik.

2.7.2. Kvazibreatherek numerikus vizsgalata

AR.7fejezet hatralévs részében a kvazibreatherekkel kapcsolatos numerikus eredményein-
ket ismertetjiik, d = 3 térdimenzi6 esetén. A minimélis nagysagu allohullam farokkal rendel-
kezg, egzaktul id6-periodikus kvazibreatherek numerikus megkonstrualasadhoz a Meudon-ban
kidolgozott LORENE numerikus konyvtarat [122] hasznaltuk, Philippe Grandclement francia
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kutatoval egyiittmiikodve [28]. A LORENE program spektralis modszert alkalmaz, és a sza-
molési teret tobb tartoméanyra bontja (multi-domain). A spektralis eljarasrol és a LORENE
konyvtar hasznélatarol nagyon hasznos ismertetét talalhatunk a 2005-ben Meudonban meg-
tartott spektralis modszerek iskola el6adéasainak interneten elérhets anyagaban [123]. A teret
gombszimmetrikus tartomanyokra bontjuk, és a radialis fliggésre Csebisev-polinomok szerin-
ti kifejtést alkalmazunk. A modszer segitségével a differencidlegyenletek megoldaséat minden
egyes tartomanyban az egyiitthato-méatrixok invertalasara vezethetjiik vissza. A gyengén
nemlokalis allapotok szamolasahoz a [124] cikkben részletesen leirt eljarast alkalmazzuk, a
A + )2 Helmholtz operétor esetére altalanositva. A nemlinearis egyenletrendszert iteracios
modszerrel oldjuk meg, a baloldalon 1évé linearis Helmholtz operator numerikus inverta-
lasaval és relaxacidos modszer segitségével. Kiilon figyelmet kell forditani arra, hogy a kod
elkeriilje a vakuum allapotoknak megfelels &g = 0, 1, 2, ®,, = 0 trividlis megoldasokat [28].

Lokalizalt maggal rendelkez6 oszcillonok és kvéazibreatherek frekvenciaja az w < m tar-
toményba esik. Megjegyezziik, hogy az ebben a fejezetben hasznalt ¢* potencial alak ese-
tén a skalarmezd tomege m = v/2, de késobb a kis-amplitados kifejtéses irodalommal valo
konnyebb 6sszehasonlitas érdekében az m = 1 valasztast is hasznélni fogjuk. A kvéazibreather
farkdnak amplitudoja m-nél csak egy kicsit kisebb frekvencidkra elenyészéen kicsi lehet, de
a frekvenciat csokkentve gyorsan névekedni kezd. Mikor w az m/2 érték kozelébe csokken, a
farok amplituddja altaldban annyira megnovekszik, hogy méar nem beszélhetiink kozelitGleg

lokalizalt allapotrol. Ezért a tovabbiakban az

% <w<m (2.51)

frekvenciatartomanyba esé kvazibreathereket vizsgalunk, amelyekre a ®y és a ®; modus
linearizalt viselkedése exponencialisan lecsengd, a egyenlet masodik tagjanak megfe-
lelGen. A tobbi ®,, médus n > 2-re viszont szerinti allohullam farokkal rendelkezik.

A LORENE program a nagyon tavoli tartoményt altalaban az v = 1/r valtoz6 beveze-
tésével véges tartomanyba képezi le. Ez az n > 2 modusokra az allohullam farok miatt nem
jarhato ut. A spektralis modszer, az altalanosan hasznalt tobbi numerikus eljarashoz hason-
l6an, nem képes olyan fiiggvényeket leirni, amelyeknek egy véges tartomanyban végtelen sok
zérushelye van. Az n > 2 modusokra a ®,, fiiggvény értékét az r koordinata egy nagy Ry,
értékénél illesztjiik a d = 3 dimenzi6 esetén a alakkal ekvivalens

1
D, ~ — A, sin(A\,r + ¢n) (2.52)
r

fliggvényhez, ahol A, az aszimptotikus farok amplitidoja, és ¢, a fazisa. Az els§ két mo-

dus esetén, amelyeknek a linearizalt viselkedése nagy tavolsdgokra exponencialisan lecsengd,
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hasznalunk egy kompaktifikalt tartomanyt r > Ry, esetére, és ebben a tartomanyban a mo-
dusokat meghatarozo ([2.38)) differencialegyenletek jobb oldalan csak a @ és @, fiiggvényeket
tartjuk meg, a tGbbit nullanak vessziik. Mivel a valasztott potencialra m = v/2, g = —3 és

g3 = 1, a (2.41)) kifejtés alapjan a kiils§ tartomanyban a kovetkezd egyenleteket oldjuk meg:

3

(A =2)8 = (Do~ 1)@t + ®5(Po — 3) (2.53)
3

(A + w? —2)®; = 30y (D — 2)P; + Z(IJ:{’ : (2.54)

Ez a kozelités nyilvanvaloan csak kozepesen nagy téavolsagokra kielégits, mert nagyon nagy r
esetén az n > 2 modusokat tartalmazé nemlinearis forrastagok fogjak meghatéarozni ®( és @,
viselkedését is, és igy ezek is oszcillalova valnak az exponencialis lecsengés helyett. Azonban
ez csak az altalunk hasznalt Ry, értékeknél joval nagyobb tavolsagokra kovetkezik be, és
az ott indukalt rezgések amplitidoja annyira csekély, hogy nem befolyasolja szamitasaink
pontossagat. Alapos tesztekkel ellenériztiik, hogy a mag-tartoményban a fliggvények és az
oszcillalé modusok farok-amplitiidoi nem fiiggenek Ry, értékének megvalasztasatol.

Az id6ben periodikus megoldasokat meghatarozo differencidlegyenleteknek az allo-
hullam farok megengedése utan mar nem egyértelmd a megoldasa. Tetsz6leges rogzitett ¢,
n > 2 fazisok mellett talalhatunk a numerikus eljarasunkkal gyengén nemlokalis megoldést
a hatarfeltételek elgbb leirt kezelése mellett. A modusok A,, aszimptotikus amplitudoi a sza-
molas eredményeképp adodnak. A lassan energiat kisugarzo oszcillon megoldasok kozelitésé-
hez nyilvanvaléan a minimalis farokkal rendelkez& kvéazibreather megoldas a legmegfelelGbb.
Emiatt a ¢, fazisok valtoztatasaval azt az egyértelmid megoldast kerestiik, amelyre az A,
amplitudé minimalis értéket vesz fel valamilyen rogzitett w frekvencia esetén. Az A, ampliti-
d6 minimalizalédsa helyett elméletileg megfelel6bb lenne a farok-tartomanyban 1évé atlagolt
energiastriiség minimalizalasa, az 6sszes n > 2 modust figyelembe véve [I10]. Azonban mivel
az egyes modusok jaruléka az energiastirtiséghez az amplitadojuk négyzetével aranyos, és a
vizsgalt esetekben a magasabb modusok amplitiidoja sokkal kisebb az n = 2 modusénal,
mindkét eljards jo kozelitéssel ugyanarra az eredményre vezet.

Az Ay amplitidd minimuménak keresését a GSL tudoményos numerikus konyvtar tobb-
dimenziés minimalizalé programjanak segitségével végeztiik [125]. Kezdetben az Gsszes fazist
/2 értékre allitottuk, és addig iteraltunk, amig egy bizonyos pontossaggal el nem értiik Ay
minimum értékét, és igy megtalaltuk a kvazibreathert a gyengén nemlokalis megoldasok ko-
zott. A fazisokat a 0 < ¢, < 7 intervallumban kerestiik, az ezen kiviil es6 fazisokat az A,
amplitudok elGjelének megvaltoztatasaval értiik el. A program rendkiviil gyorsan konvergal

az A, sima viselkedése miatt.
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A szamolés sorén a teret gémbszimmetrikus tartoméanyokra bontjuk az r radialis koordi-
nata értéke szerint. Az elsg harom tartomény hatarai [0,1], [1,2], [2,4], ezutén az Gsszes tobbi
méretét 4-nek vélasztjuk, egészen az r = Ry, értékig. A tartomanyok szaménak noévelésé-
vel Ry, is egyre nagyobba valik. A szamolas soran a tartomanyok szdmat tipikusan 13-nak
valasztottuk, ami Ry, = 44-nek felel meg, de ellendriztiik, hogy Ry, = 60-ig felmenve sem
valtozik lényegesen a modusok rezgs farkanak A, amplitidéja. A spektralis koefficiensek
szamanak értéke altaldban tartomanyonként N, = 33 volt. A Fourier felbontasban 6
darab ®,, modust elegendének bizonyult figyelembe venni, de ha a vizsgaltaknal még alacso-
nyabb frekvenciak esetére akarunk szamolni, akkor ezt novelni sziikséges.

A abran harom tipikus frekvencia valasztasa esetén mutatjuk a minimalizalt farok-
amplitudoval rendelkezd kvazibreather elsé néhany ®, modusanak radialis viselkedését. A
baloldali abrakon a kozépsé mag-tartomanyt, a jobb oldalon pedig a rezgé farok megjelenési
helyének kornyékét mutatjuk. Lathato, hogy a frekvencia névekedésével a kozponti amplitudo
csOkken, és egytttal a mag-tartomany mérete novekszik. A kozponti amplitudé csokkenésével
az allohullam farok amplituddja is kisebbé valik, és a farok amplitidojanak ez a cstkkenése
a kozéppontinal sokkal gyorsabb. Mint késébb latni fogjuk, a kinti és benti amplitudé kézotti
Osszefliggés exponencialis fliggvénnyel irhato le.

A .13 abran a kvazibreather els6 harom ®,, modusanak kozéppontbeli értékét lathatjuk
a frekvencia fliggvényében.

A abran a minimalizélt farok-amplitidoja ®, modus fazisat mutatjuk a frekvencia
fliggvényeként.

Az oszcillalo modusok minimalizalds utani farok-amplitudojanak az n index szerinti gyors
csOkkenését a [2.15] abran lathatjuk. Az abrarél az is lathato, hogy a vizsgalt frekvencia
tartoményban nincs olyan w, ahol az amplitidok nulldhoz tartananak, vagyis nem létezik
lokalizalt, véges energiaju breather megoldasa a rendszernek. Az w — m hatéresetben az
amplitido a kozéps6 mag-tartomanyban is nullahoz tart, és a megoldas a trivialis vakuum
megoldashoz kozelit.

A kvazibreatherek szerkezetének jobb megértése érdekében, kiilonbozd frekvenciaja al-
lapotok alapjan szdmolt £ energiastirtiségének radialis fliggését mutatjuk a és
a [2.17] abrakon, a kézponti és egy tavolabbi tartomanyban. Adott frekvenciara, a farok-
tartomanyban az energiastirtiség kimeng iranyban térténd csokkenésének tendenciaja az 1/r2
lecsengésnek megfelel§, amibdl kévetkezik, hogy az r sugart gémbben 1évS E(r) energia line-
de egy nagy tartomanyban mégis nagy pontossaggal kozelitik a véges energiaji, de energiat

vesztG oszcillon allapotokat. Az dbrakrdl az is lathato, hogy a mag-tartomany kiils részében
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2.12. abra. A kvazibreather ®,, Fourier modus fiiggvényeinek r fliggése a kozéppont

kornyékén és az atmeneti tartoméanyban, w = 1.32, 1.365 és 1.39 esetén.
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2.13. abra. A &g, &, és P, fiiggvények kozéppontbeli értékének a frekvencia fliggése.
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2.14. abra. A kvazibreather ®5 vezets oszcillaldé modusanak o, fazisa a frekvencia

fliggvényében.

az energiastiriség jo kozelitéssel exponencialisan csokken, amig el nem éri a farok energiasti-
riiségének értékét. A farok energiasiirtisége lényegében az A, amplitudd négyzetével aranyos,
a tobbi modus relativ kicsisége miatt. A mag-tartoméany sugaranak azt az r = Rians érté-

ket definialjuk, ahol a maghban dominans ®; modus értéke elGszor lecsokken a @4 oszcillald
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2.15. adbra. Az els6 négy oszcillalo médus amplitidojanak frekvencia fiiggése.
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2.16. abra. Az energiastirtiség r koordinatatol valo fliggése a kvazibreather magjanak

tartoméanyaban.

modus farkanak ottani amplitudojara,
_ |4

r=Ryrans Rtrans

(2.55)

oy

Ez az a téavolsag, ahonnan az oszcillalo allohullam farok dominansa valik. A (2.18]) abran a

mag-tartomany sugaranak valtozasat mutatjuk w fliggvényében. A mag-tartomany sugara-
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2.17. dbra. Kvéazibreather energiastirtisége az allohullam tartoményban.
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2.18. abra. A kvazibreather magjanak Ry.,s sugara a frekvencia fiiggvényében.

nak értékét nem szamoltuk ki az w > 1.39 frekvencidkra, mivel akkor az nagyobba valik mint
az altalunk hasznalt Ry, = 44 érték, amelynél a kiils6 hatarfeltételt megadtuk. Magasabb w
esetén a farok meghatarozasdhoz Ry, értékének novelése sziikséges. Ennek ellenére, a mag-
tartomany viselkedésére ekkor is megbizhaté eredményeket kapunk. Késgbb latni fogjuk,

hogy a kvézibreatherek magjanak mérete forditottan ardnyos az amplitiadojukkal.
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A kvéazibreather magjanak teljes energidjan az Ripans sugaron belili E(Ryans) energiat

értjiik. Ennek w fiiggését a (2.19) abran lathatjuk. A mag-tartomény sugaraval ellentétben
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2.19. abra. A kvazibreather magjanak FE(Ry.ns) energiaja a frekvencia fiiggvényeként.

az energia nem egy monoton fiiggvény, a minimum értékét w. = 1.368 kritikus frekvencia
kozelében veszi fel. A nemtrivialis viselkedés két egymaéssal versenyz6 hatasnak koszonhetd.
A frekvencia novelésével a mag amplituddja csokken, de a térbeli mérete novekszik. Késébbi
analitikus szdmolasainkbol kovetkezni fog, hogy a mag energiaja végtelenhez tart amikor a
frekvencia az m = /2 értéket alulrol kozeliti.

Az w, kritikus frekvencia azért jelentés, mert numerikus szimulaciok azt mutatjak, hogy
az w < w, frekvenciaval rezgs oszcillonok stabilak, mig w > w. esetén instabilak. Ez a
stabilitas valtas annak az altalanos érvényt asztrofizikai tapasztalatnak felel meg, hogy ha
egy lokalizalt csillaghoz hasonlé objektumnél a kozépponti stirtiség novelésével a teljes tomeg
(energia) novekszik akkor az allapot rendszerint stabil, mig az ellenkezé esetben instabil.
Oszcillonok és kvazibreatherek esetén a kozépponti amplitido és energiastirtiség a frekvencia

csokkenésével monoton novekszik.

2.7.3. Oszcillonok és kvazibreatherek kapcsolata

Az oszcillonok és a kvazibreatherek kvantitativ osszehasonlitasa érdekében az oszcillon
fejlédésének egy bizonyos idGszakidban, amikor a frekvencia kozelitéleg w, a numerikus meg-

oldas felhasznalasaval kiszamoljuk az oszcillon id6fliggésének Fourier kifejtését egy bizonyos
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r sugar értékénél, és a kapott kifejtési egyiitthatokat osszehasonlitjuk az w frekvenciaju kva-
zibreather modusainak r-beli értékeivel.

Mivel a gyors Fourier-transzformécié (FFT) nagyon érzékeny arra, hogy milyen idélépés-
ben lettek kifrva a numerikus adatok, helyette egy kozvetlen numerikus integralason alapulo
modszert alkalmazunk, amely joval pontosabbnak bizonyul az oszcillon frekvencidjanak és
Fourier egyiitthatoinak kiszamolasara. Els6 1épésben meghatarozzuk a rezgési periodust, két
kozvetleniil egymas utani maximum ¢y és t, idépontjanak megkeresésével az r = 0 pontban.
Mivel t; és ty altalaban a numerikus kod altal kiirt két idészelet kozé esik, az id6pontok pon-
tosabb értékét a numerikus adatokra illesztett mésodfokt polinomok segitségével hatéarozzuk
meg. A numerikus eredményeinkbdl jol lathato, hogy a t; és to id6pontokban a fejlédés igen
jo kozelitéssel id6tiikrozésre szimmetrikus, nem csak a kozéppontban, hanem annak egy nagy
kornyezetében. A rezgési frekvenciat az w = 2w /(ty — t1) képlettel hatarozzuk meg. Ezutén
az n-edik Fourier egyiitthatot az r sugarnal az evolicios kod altal kiirt (¢, r) fiiggvénybdl a

kovetkezd integral numerikus szamoléséaval kapjuk,

D, (r) = /t 2 o(t, ) exp(inwt)dt . (2.56)

Megjegyezziik, hogy a numerikus integrélas elsé és utolso, a tébbinél kisebb méretd id6lépése
kiilon figyelmet igényel. Ha a ¢(t, r) fiiggvény egzaktul periodikus, és a t; és to id6pontok-
ban valoban id&tiikrozésre szimmetrikus lenne, akkor ennek az integralnak a képzetes része
eltiinne minden n-re. Az integral képzetes részét is kiszamoljuk, és lathatjuk, hogy a mag-
tartomanyban valéban kicsi a valés részhez képest.

El6szor kiilonféle majdnem-periodikus oszcillon allapotok Fourier kifejtését vizsgaljuk
meg, mert ezek a[2.6.5| alfejezetben az ry paraméter finomhangolaséval kapott allapotok na-
gyon nagy pontossaggal periodikusnak és idGtiikrozésre szimmetrikusnak bizonyulnak. Els6
konkrét példaként a C' = 2 amplitudéval inditott kezdGadat elsé finomhangolt csi-
csédhoz tartozd majdnem-periodikus oszcillon allapotot tanulmanyozzuk, amelynek a frek-
vencia fliggése a [2.10] abra kozéps6 rajzan lathato. A Fourier kifejtést a ¢, = 1592.29 és
to = 1596.78 id6pontokban 16v egymas utdni maximumok kozott végezziik. A abran
ennek a kifejtésnek a valos részét hasonlitjuk Gssze az w = 1.398665 frekvenciaju kvéazib-
reather komponenseivel, amelyeket a egyenletek numerikus megoldasaval kaptunk. Az
abran az els6 hat komponens abszolut értékét mutatjuk a radialis koordinata fiiggvényében,
logaritmikus skalat alkalmazva. A ®( és a péaratlan indext komponensek kézépponti értéke
pozitiv, a tobbié negativ. A lefelé mutato csiicsok a fliggvények zérushelyeinek felelnek meg.
A kozépss mag-tartomanyban az egyezés annyira jo, hogy a két modszerrel kapott értékek

relativ eltérése az elsé négy modusnal kisebb mint 107°. Figyelemre mélté moédon, az egyezés
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2.20. abra. A C = 2 kezdbadathoz tartozo elsé majdnem-periodikus allapot Fourier

kifejtésének Gsszehasonlitdsa az w = 1.398665 frekvenciaju kvazibreather modusaival.

a 5 modusnal még a rezgd farok tartoméanyban is meglep&en j6. Ahol a rezgd farok ®,-nél
megjelenik, ®; amplitidoja 1076 koriili, és a két modszerel kapott gorbe abszolit eltérése
1078 nagysagrendd. Ennél a frekvencianél a kvéazibreather magjanak sugara r = 55.4, és igy
a abran a ®; moédus még joval nagyobb mint a rezgd 5, modus. Az abran mutatott r
tartomanyban a kvazibreather rezgé farka a teljes ¢ skalarfiiggvényen még nem lenne lathato.

Alacsonyabb frekvencidk esetén a mag sugara kisebbé valik, és a kvazibreather és az osz-
cillon kozotti egyezés a valodi farok-tartomanyban is konnyebben ellenérizhets. Kovetkezd
példaként a abra als6 rajzan lathato C' = 0.6 kezdGadat fejlédését vizsgaljuk a t; =
= 1400.85 kozépponti maximummal kezd&ds rezgési periddusban. A kovetkezd maximum
helyébdl szamolt frekvencia ekkor w = 1.3800002, ezért az w = 1.38 frekvencidhoz szamolt
kvéazibreatherrel hasonlitjuk 6ssze. A [2.21] 4bran a ®, Fourier modus viselkedését mutatjuk
a kiils6 tartomanyban. Az abra felsé részén jol lathato, hogy az oszcillon Fourier kompo-
nensének valos része nagy pontossaggal megegyezik a megfelels kvazibreather modusaval, az
eltérés 1077 nagysagrendd. Azonban, éppen azon r sugarnal ahol a rezgd farok megjelenik,
az oszcillon @y Fourier komponensének képzetes része azonos nagységrendiivé valik a valos
részével, és ezért az idGtiikrozési szimmetria mar nem teljesiil. Az oszcillon farka itt energiat
szallito kimend hullamnak tekinthetd, de az amplitiddja nagyon jo pontossaggal megegyezik
a megfelel§ kvazibreather allohullam farkédnak amplitadojaval. Ezt jol mutatja a abra

also része, ahol a komplex ®, amplitidoja a kvazibreatherhez tartozo valos 5 abszolut érté-
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2.21. dbra. Az w = 1.38 frekvencidja kvazibreather ®; komponensének 6sszehasonlitasa
egy azonos frekvenciaji majdnem-periodikus oszcillon allapot Fourier kifejtésével kapott
komplex ®, értékekkel. A fels§ abran a valos és a képzetes részt mutatjuk a radiélis

koordinata fliggvényeként, az alson a komponens abszolut értékét.

kének burkologorbéjeként viselkedik. Ennél a frekvencianal a kvazibreather magjanak sugara
r = 28.8, és igy az amplitudok egyezése a teljes ¢ skalarfliggvény farok-tartomanyéban is
megfigyelhets. Az egyezés lehetévé teszi, hogy az oszcillon energiaveszteségének ratajat a
megfelels frekvenciaju kvazibreather farkanak amplitudéja segitségével hatarozhassuk meg.

Az 6sszehasonlitést altalanos nem finomhangolt oszcillonok esetén is elvégezhetjiik. A
abran mutatott mind a kétféle Gauss tipustu kezdSadat a fejlédése soran eljut egy olyan al-
lapotba, amikor a frekvencidja kozelitsleg w = 1.3. A [2.22] abran az elsé harom ®,, moédus
valos részét hasonlitjuk Ossze az ugyanilyen frekvencidju kvéazibreather modusaival. Az elsd
oszcillon allapot a C' = 2, rg = 2.70716 kezdGadathoz tartozik, és a Fourier kifejtést a t; =
= 471.47 és az azutan kovetkezd maximum kozott végeztiik, ahol a frekvencia w = 1.2995-nek

adodott. A masik oszcillon kezd6 paraméterei C' = 2, ry = 2.39, az elsé maximum idépontja
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2.22. abra. Két kiilonb6z6 C' = 2 Gauss kezdGadatbol kifejlédd oszcillon allapot Fourier

modusainak Osszehasonlitdsa az w = 1.3 frekvencidju kvazibreather modusaival.

t; = 298.72, és frekvencidja w = 1.3011. A kvéazibreather komponenseivel val6 hasonlosig a
mag tartomanyban és az els6 oszcillalo modusnal itt is szembeting, de az egyezés mértéke
mar nem annyira jo. A @, oszcillalo részénél a fliggvények alakja hasonlo, de a relativ eltérés
30 szazalék koriilire is felnd. Ilyen alacsony frekvencidknal az oszcillon az erds sugarzéas miatt
mar viszonylag gyorsan valtoztatja frekvencidjat. Tovabbi tényez6 ami az egyezést rontja,
a [2.6] abran is jol lathat6 alacsony frekvencids modulacioként megjelend alak-modusok je-
lenléte. Minél nagyobb ezeknek az alak-modusoknak az amplitudoja, megfigyeléseink szerint
annal rosszabb az egyezés a kvézibreather médusaival. Az oszcillon rezgd modusainak az
amplituddja altaldban nagyobb, igy az azonos frekvenciaji kvazibreatherrel valo Osszeha-
sonlitassal kapott eredmény alabecsiili a sugérzasi ratat. Késébbi idépont koriil vizsgalva
az oszcillont, amikor a frekvencia mar nagyobb, de az alak-modusok is erGsebbé valnak, a
sugarzasi amplitido akar a duplaja is lehet a kvéazibreather modell segitségével szamoltnak.
Azt hogy az alak-modusok ilyen szerepet jatszanak onnan tudhatjuk, hogy olyan oszcillonok
esetén amikor ezek joval kisebbek, az egyezés is sokkal jobb. Az alak-modusokat a tapaszta-
latunk szerint a Gauss tipusu kezdGadat formaja és az idealis oszcillon alakja kozotti eltérés
teszi kiilonosen naggya. Minimélisan gerjesztett alak-modusokkal rendelkezd oszcillont tgy
kaphatunk, ha a spektralis moédszerrel kiszamolt kvéazibreathert hasznaljuk kezdGadatként a

numerikus idéfejlesztd kodban.
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2.7.4. Kvazibreather kezddadat id6fel6dése

Az oszcillonok és kvéazibreatherek kapcsolatat legtermészetesebb médon tgy vizsgalhat-
juk, hogy a spektralis kdddal kapott nagy pontossagi kvazibreathert helyettesitjiik kezds-
adatként az idéfejlédést szamold numerikus kédunkba, a korabban hasznalt Gauss tipusi
kezdGadat helyett. A ¢ skalar értékét a ¢t = 0 id6pontban adjuk meg, amikor a kvéazibreat-
her id6tiikrozésre szimmetrikus, és ¢ idéderivaltja nulla. A kezdGadat idéfejlédését szamold
numerikus koédunk racspontjai a egyenletben definialt kompaktifikalt R radialis koor-
dinata szerint egyenletesen helyezkednek el. Az eljarasunkkal kapcsolatban elvi problémaként
meriilhet fel az, hogy a kvéazibreather a lassan lecsengd allohullam farka miatt egy végtelen
energiaju allapot, mig az id6fel6dési kod csak véges energidju lokalizalt rendszereket képes
lefrni. Ez azonban mégsem jelent komoly akadalyt, mert az R-ben egyenletesen elosztott
racspontok kozotti fizikai tavolsidg a kozponti tartomanytol tavolodva egyre novekszik, amig
végil mar nem képes reprezentélni az adott hullamhossza allohullam farkat. Ilyen médon a
gyakorlatban egy nagy tavolsagnal levagott farku véges energias allapot idéfejlédését vizsgél-
juk, ahol a levagés helye a numerikus felbontéassal novekedésével egyre kijjebb keriil. A
abran keét kiilonbozd frekvenciaju kvéazibreather idéfejlédését lathatjuk az idéfejlédési kod-
ban alkalmazott kiilonféle numerikus felbontasok esetén. Lathato, hogy minél nagyobb a
felbontas, annal hosszabb a kezdeti majdnem allandé amplitidos rész. Ez abbol adodik,
hogy a felbontés novelésével egyre nagyobb részt vesziink figyelembe az allohullam farokbol.
Ha a farkat egy bizonyos sugarnal levagjuk, akkor az onnan gyakorlatilag fénysebességgel be-
jové zavar megakadalyozza azt, hogy periodikus maradjon a megoldas. Egy bizonyos sugaron
kiviil a numerikus kod nem tudja helyesen reprezentalni a kvéazibreather kezdGadatban még
meglévs bejovd hullamot, ami az oszcillon energiaveszteségét kompenzéalna. Hangsilyozzuk,
hogy az abran lathato erds felbontés-fiiggés csak a kezdSadat nem megfelels reprezentacioja-
bol adodik. Amikor konkrét véges energiaju lokalizalt allapot idéfejlédését vizsgaljuk a kod
az itt tanulmanyozottnél nagysagrendekkel hosszabb idétartamokra is konvergens eredményt
ad.

Amikor mar annyi id§ eltelt, hogy a kezdGadatnak az idéfejlédési kod altal jol reprezen-
talt farok-tartomanyaban jelen 1év6 bejovs sugarzas mar nem tudja kompenzélni a késébb is
sziikségképpen jelenlévs kimend sugarzast, a rezgési amplitidé csokkenni kezd, nagyon ha-
sonldan ahhoz, ahogy azt a Gauss kezd6adatbol szarmazo oszcillonoknél lattuk. Egy bizonyos
numerikus felbontas felett ennek az amplitido csokkenésnek a menete felbontéas fliiggetlenné
valik. A kiilonb6z6 felbontéasi gorbék idében valé eltoléssal egyméasba vihetsk, csak a kezdeti
rovid konstans szakasz hosszaban kiilonboznek. A abran az el6bb targyalt két kvéazib-
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2.23. abra. A kozépponti rezgések fels6 burkologorbéje w = 1.3 és w = 1.36 frekvenciaju
kvazibreather kezdSadat esetén, az idéfejlédési kodban alkalmazott kiilonféle szému
numerikus racspont hasznalata mellett. A gorbékre rajzolt jelek ¢ valodi maximumait

jelolik minden egyes rezgési periddusban.

reather kezdGadat hosszu idejd fejlédését lathatjuk egy rogzitett felbontas esetén. A tipikus
Gauss kezdGadattal valo konnyebb Gsszehasonlitas érdekében a [2.442.6] 4brakon mar muta-
tott oszcillon fejlédését is tjra megadjuk. A Gauss kezdSadatbol kapott oszcillon fejlédése
hasonlé a kvazibreather kezd6adatéhoz, de a gorbéken megjelend alacsony frekvencias alak-
modusok ekkor sokkal nagyobb amplitudoval rendelkeznek. Az alak-modusok jelenléte nagy
valoszintiséggel Osszefiigg azzal, hogy a Gauss kezdGadatbol kifejlédott oszcillon éllapotok

erGsebben sugaroznak, és élettartamuk révidebb.

A abran az el6bb bemutatott harom oszcillon allapot frekvencidjanak idsfiiggését
mutatjuk. Az oszcillonok fejlédése soran az amplitido lassi csokkenése a frekvencia néveke-
désével jar egyiitt. Ez addig tart, amig a frekvencia alulrél meg nem kozeliti az energia [2.19)
abra szerinti minimumanak megfelel§ w, = 1.368 kritikus értéket. Az ennél nagyobb frekven-
ciaju oszcillonok instabilnak bizonyulnak. Az w. < w < m tartoményba tartozé majdnem-
periodikus allapotokat a kezdeti paraméterek finomhangolasaval kaphattunk a [2.6.5| alfeje-

zetben.
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2.24. abra. A kialakul6 oszcillon allapot kozépponti rezgésének fels§ burkologorbéje az
w = 1.3 és w = 1.36 frekvenciaju kvazibreather kezdGadat, valamint a C' = 2, ro = 2.70716

Gauss kezdGadat esetén.
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2.25. abra. Az el6z6 abran szereplé harom oszcillon allapot frekvencidja az id6
fliggvényében.
Annak megmutatésara, hogy az oszcillonok fejlédésiik sordn a megfelel§ frekvenciaju

kvazibreatherrel kozelithetSk, az w = 1.3 frekvenciaju kvazibreather kezdGadatbol kifejls-
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dott oszcillon Fourier kifejtését elvégeztiik a ¢; = 5257.45-ho6z tartozé maximummal kezd6dd
rezgési periddusban, amikor a frekvencidja w = 1.35997 értéktire névekedett. A ab-

ran a spektralis koddal szamolt w = 1.36 frekvenciaju kvazibreather moédusaival val6é rend-
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2.26. abra. Az w = 1.3 frekvenciaju kvazibreather kezdGadatbol kifejlédott oszcillon
moédusainak Osszehasonlitasa az w = 1.36 frekvencidji kvéazibreatherrel, abban az

idészakban amikor az oszcillon frekvenciaja erre az értékre novekedett.

kiviil jo egyezést lathatjuk. Az hogy az egyezés sokkal jobb mint a [2.22] Abran mutatott
Gauss kezdGadatbol kifejl6dd oszcillonok esetén, jol érzékelteti, hogy a Gauss kezdGadat-
bol kifejl6ds oszcillonoknak a kvazibreathertdl valo nagyobb eltérése az alacsony frekvencias
alak-modusoknak koszonhets. A nagy amplitudoju alak-modusok megjelenése pedig a Gauss
kezdGadat és az idealis oszcillon alakjanak nagymeértéki eltérése miatt van.

Erdekes kérdés, hogy mi torténik, ha az w. = 1.368 kritikus frekvencianal nagyobb frek-
venciaju kvazibreathert hasznalunk kezddadatként az idsfejlesztési kodunkban. A [2.27] abran
az w = 1.38 kvazibreather idéfejlodését lathatjuk kiilonbo6z6 felbontésok esetén. Lathato,
hogy minél nagyobb a felbontas, altalaban annal hosszabb ideig tart a kezdeti majdnem-
periodikus allapot. Ez a [2.23 abrakon mutatott stabil esethez hasonléan szintén azért
van, mert nagyobb felbontasoknal a kezdGadat farkanak allohullam tartomanyéat nagyobb
tavolsagokig tudja megfelelGen reprezentalni az idéfejlédési kodban alkalmazott racs. Fur-
csa modon a legnagyobb felbontasnal mar megint révidebbé valik az élettartam. Ez ugy
véljiik azért van, mert a spektralis koddal elGallitott kezdeti adat is tartalmaz egy csekély

numerikus hibat. A kezdeti majdnem-periodikus allapot utédn az oszcillon viszonylag gyorsan
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2.27. abra. Az instabil tartomanyba tartozé w = 1.38 kvéazibreather kezdGadat alsé és felss

burkolégorbéje az idéfejlédési kodban alkalmazott kiilonféle szamu racspontok esetén.

elbomlik, a[2.7] 4bran mutatott és a[2.6.5] fejezetben tanulméanyozott finomhangolt esetekhez
hasonléan. A bomlas modja kétféle lehet, szuperkritikus vagy szubkritikus, attol fliggden,
hogy kialakul-e egy alak-modusnak megfelels alacsony frekvencias rezgés a bomlés el6tt vagy
nem. A spektrélis modszerrel szamolt kezdeti allapot annyira kozel van az idealishoz, hogy
még a numerikus felbontastol is fligg, hogy szubkritikus vagy szuperkritikus moédon toérténik
a bomlas.

Az w > w, frekvenciaju kvazibreatherekbol kifejl6dé majdnem-periodikus allapot ugyan
az oszcillon rezgésének periodusidejéhez képest nagyon hosszt, de mégis révidebb mint af2.6.5]
alfejezetben finomhangoléassal kapott allapotok 7 ~ 2000 élettartama. Tulajdonképpen nem
meglepd, hogy egy numerikusan kiszamolt kezdGadatbol kapott instabil allapot élettartama
nem lehet olyan hosszi, mint egy 32 jegyre hangolt oszcilloné. A kezdSadat 1-hez kozeli
kis paraméterrel valé mesterséges atskalazasaval, és a paraméter finomhangolasaval ekkor is
hosszabb ideig él6 majdnem-periodikus allapotokat kaphatunk, az eredetihez nagyon kozeli
frekvenciaval.

Az eddigi eredményeink azt mutatjak, hogy az oszcillonok idéfejlédése jo kozelitéssel
w(t) frekvenciaju kvazibreather allapotok sorozatan keresztiil valo adiabatikus fejlédésnek
tekinthets. A megfelel frekvenciaju kvazibreather mag tartomanya nagyon nagy pontos-
sdggal megegyezik az oszcillon magjaval. Ezenkiviil, az oszcillon energiaveszteségéért felelGs

sugarz6 farkdnak amplitidoja is jol kozelithet§ a kvéazibreather allohullam farkanak amp-
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litidojaval. A farok-amplituidéban valé egyezés annal jobb, minél kisebb amplitudojuak a
rezgések burkologorbéjén és a frekvencia gorbéken megjelend alak-modusok, vagyis ha minél
kevésbé ,zajos” kezdGadatbol fejlédik ki az oszcillon. Az oszcillonok alacsony frekvencas rez-
gésének megfelel§ alak-modusok lényegesen novelhetik az energia kisugarzési ratajat, és igy

jelentGsen csokkenthetik az oszcillon élettartamat.

2.8. Kis-amplitiudos kifejtés

2.8.1. A moddszer leirasa

Ebben a fejezetben az oszcillonok amplitudéjat leird ¢ paraméter hatvanyai szerinti ki-
fejtést mutatjuk be részletesen, ami nagyon jo leirdst ad az oszcillonok és kvézibreathe-
rek mag tartoményara. Kezdetben az amplitido6 szerinti kifejtést ¢ szerinti Fourier kifej-
téssel egyiitt alkalmaztdk idében periodikus megoldasok keresésére, egy térdimenzio esetén
[33, 25, 64, B4, 119, 120]. A modszer konnyen altalanosithaté magasabb dimenziokra is.
Tetsz6leges alakt lokalizalt megoldasokra miikodik az altaldnositas, de a gyakorlatban csak
gombszimmetrikus allapotok esetére lett alkalmazva [35, 36, 68, 121]. Kichenassamy [2] ész-
revette, hogy nem sziikséges a kis-amplitudos kifejtéssel egyidejtileg Fourier kifejtést is al-
kalmazni. A periodikussag sziikségszertien kovetkezik abbdl a gyengébb feltevésbdl, hogy a
megoldas amplitiddja nem ndévekedhet minden hataron tiul az idé mulasaval. Oszcillonok
kifejtésével foglalkozo cikkiinkben ezt az eljarast altalanositottuk és dolgoztuk ki részletesen
d + 1 dimenzios téridsk esetére [29].

A ¢ skalarmez6t az € paraméter hatvanyai szerint a kévetkezs alakban fejtjiik ki:
6= "o (2.57)
k=1

A téregyenletet oldjuk meg gdmbszimmetria feltételezésével, amikor a Laplace-operator
alakban frhat6. Egy térdimenzio esetén feltessziik, hogy a ¢ skalar tiikrézésre szimmet-
rikus » = 0-ban, igy a tomegkozéppontal egylitt mozgd rendszerben vizsgaljuk. A kifejtés
nem gombszimetrikus dllapotokra is nagyon hasonloan elvégezhetd [29], de mivel ugyis csak
gombszimetriaval rendelkezd oszcillonokat fogunk tanulményozni, a jobb attekinthetdség vé-
gett csak ennek a szimmetrianak a feltételezésével mutatjuk be az eljarast. A kdlesonhatést
leir6 U(¢) potencialt a egyenletben szerepld gy sorfejtési egyiitthatoi segitségével adjuk
meg. A képletek egyszertibbé tétele érdekében a t és r koordinatakat atskalazzuk gy, hogy
a skalarmez6 tomege m = 1 legyen. A ¢* potencial alakja ekkor helyett a kovetkezd
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alaki lesz:

U@ = 0-2F U(6)=50(0-1)(6-2) (25%)
és a nemeltng kifejtési egyiitthatok go = —3/2 és g3 = 1/2. Az ebben a fejezetben leirtak
tetszbleges potencial esetén érvényesek, konkrét potencidlt csak a numerikus eredményekkel
valé Gsszehasonlitaskor fogunk hasznalni.

A skalarmezd viselkedését leird téregyenletnek a kis-amplitudos kifejtéses modszerrel
csak akkor kaphatunk hosszu élettartamu lokalizalt megoldasait, ha a megoldasok jellemzd
méretét is € fliggének valasztjuk. Az oszcillonok mérete a numerikus tapasztalatok alap-
jan novekszik az ¢ amplitad6 csokkenésével. Emiatt célszert egy 1j atskalazott p radiélis
koordinatat bevezetni, a

p=cr (2.59)

Osszefliggéssel. Ezt a valasztéast a lokalizalt megoldésok alakt exponencialis lecsengése
is motivalhatja. Az 4j koordinata hasznalatanak kovetkezményeképp a kapott megoldésok
térbeli valtozésa sokkal lassabb lesz az id6beli véltozasoknal. Ez a kvazibreatherek mag
tartomanyéaban teljesiil is, de a farok-tartomanyban a t és az r derivaltak nagységrendje
azonos, és a formalizmus nem képes leirni az allohullam tartomanyt. Ez itt azért nem jelent
probléméat, mert mint a numerikus szamolasokbol, és a késobbi analitikus vizsgéalatokbdl is
kideriil, a farok amplitadoja e~/ rendden kicsi, és igy az ebben a fejezetben alkalmazott
hatvany kifejtés szerint nullanak tekinthet6.

Az oszcillonok rezgési frekvenciaja lassan novekszik az amplitadojuk csokkenésével. Ha
az oszcillonok, illetve kvazibreatherek ¢ amplitadoja nullahoz kozelit, akkor a frekvenciajuk
az wg = m = 1 értékhez tart. Az idGskala megvaltozasat technikailag legkénnyebben tugy

vehetjiik figyelembe, hogy bevezetiink egy atskalazott id6koordinatat
T=uwt, (2.60)

ahol w fiiggvénye e-nak. Mivel az eljarés sordn az allapot rezgési frekvencidjat a 7 idéko-
ordinata szerint konstans 1 értéken tartjuk, az w fiiggvény az oszcillon fizikai frekvencidjat
adja meg. Az e fiiggésrdl feltessziik, hogy analitikus, és a fiiggvény négyzetét a kovetkezd

forméban fejtjiik ki:
W=1+) chwy. (2.61)
k=1

A frekvencidnak ehhez hasonlo altalanos kifejtése elgszor Boyd [116] konyvének 12. fejeze-
tében talalhato, egy térdimenzi6 esetén. Kordbbi cikkekben az w? = 1 — 2 dsszefiiggésbdl
indulnak ki, ami, mint hamarosan be fogjuk latni, megfelel6 paraméterezéssel mindig elér-
hetd.
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Az atskalazott radialis koordinata szerinti

< 0 d—1d¢ 1 9 [ 4,00
Bo=gpt = a—p—wa—p(p a—p)’ (2:62)

Laplace-operéatort hasznalva, a (2.5) téregyenlet a kovetkezs alakba irhato:

¢
oT2

+e?Ap =0+ gd" . (2.63)
k=2

Behelyettesitve ¢ és w? kifejtését, az azonos e hatvanyokat tartalmazoé tagok kiilon-kiilon

teljesitendd egyenleteket hataroznak meg. Az egyenletek altaldnos alakja

%oy,
o2

+ ok = Ji (2.64)

ahol a jobboldali homogén rész szerkezete mindig ugyanaz, valamint az f; inhomogén for-
rastagok nemlinearis fliggvényei az alacsonyabb rendii ¢; komponenseknek, amelyekre [ < k.
Az fi kifejezésében szerepelnek a potencial alakjat meghatarozé g; konstansok [ < k-ra,
és a frekvenciat leird, egyenlére nem meghatarozott, wy konstansok [ < k esetén. Az els6

egyenletben nyilvanvaléan f; = 0, és a kovetkezd két forrastag alakja:

82
fo = —g207 — wl—af; ; (2.65)
. 5 82 82
f3 =61+ Ady — 2go¢12 — G303 — wr gb; — wy ¢21 - (2.66)
or or

A homogén rész mindig a hamonikus oszcillatort leiré kifejezés, igy elsé ranézésre a
egyenletek a ¢, fliggvényeknek csak az idéfiiggését hatarozzéak meg. Azonban, mint latni
fogjuk, az a kovetelmény, hogy a megoldésok ne névekedjenek az idé milaséval korlatlanul
nagyra, megadja a ¢y, fliggvények helyfiiggését is.

A k =1 esetén felirt egyenlet altalanos megoldasa

¢1 = p1cos(T + ) (2.67)

alakt, ahol a p; amplitido és az « fazis a p radialis koordinata tetszGleges fliggvényei. A
¢r-ra vonatkozo tovabbi (2.64) egyenletek mindegyike gerjesztett oszcillator egyenlet w = 1
alap-frekvenciaval. A jobboldali inhomogén f, forras mindig cos(n(r + «)) illetve sin(n(r +
+ «)) iddfiiggéssel rendelkezd tagok Gsszegébdl all, ahol n > 0 egész szam. Amikor n # 1, a
generalt megoldas mindig id6ben periodikus, és igy korlatos. Azonban, ha vannak cos(7 + «)
vagy sin(7 + «)-val ardnyos rezonéns forrastagok, akkor azok 7 sin(7 + «) illetve 7 cos(7 + «)

szerint minden hataron tul linearisan novekvé amplitid6ju megoldasokat generalnak. Mivel
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olyan megoldésokat keresiink amelyek hosszi ideig regularisak és lokalizaltak maradnak, meg
kell kovetelniink, hogy az Gsszes egyenlet jobb oldalan 1évs f, kifejezésekben a cos(tT + «)
és sin(7 + «) idéfiiggeéssel rendelkezs tagok egyiitthatoja nulla legyen. Ilyen modon, az f,
alakjat megado (2.65)) egyenletbdl lathatjuk, hogy sziikségképpen w; = 0 kell legyen. Ez azt
mutatja, hogy bar az U(¢) potencial altalaban nem szimetrikus a minimuma koriil, vezetd
rendben a frekvencia fliggetlennek adodik e elGjelétdl, vagyis a rezgés kezdeti irdnyatol.

A k = 2 esetén felirt egyenlet megoldasa w; = 0 teljesiilése esetén mar korlatos és
id6ben periodikus:

o = pacos(T + a) + g sin(T + ) + %pf [cos(2(T + av)) — 3], (2.68)

ahol py és ¢o Ujabb tetszGleges fliggvényei p-nak. A ¢; és ¢o-re kapott megoldésokat f3
(2.66)-ban megadott alakjaba helyettesitve a kovetkezd kifejezést kapjuk,

fz= _ﬁdip (p“%fj—j) sin(r + a) + |Apy + wapy + Apt — p (i—i)z cos(T + «)
— %pi’@g% + 3¢3) cos(3(T + a)) — gop1 [@2sin(2(7 + @) + pacos(2(T + a)) +pa] , (2.69)
ahol bevezettiik a
A= 268 g, (2.70)

jelolést. A alaki ¢t potencidl esetén A = 3/2. Az U(¢) = 1 — cos ¢ sine-Gordon
potencidlra A = 1/8. Mint hamarosan latni fogjuk, kis amplitudoju oszcillonok csak olyan
kélesonhatési potencidlok esetén létezhetnek, amelyekre A > 0.
A ¢3 fliggvényre csak akkor kaphatunk idében korlatlanul nem névekvd értéket, ha fs-nak
a egyenletben felirt alakjaban a sin(7 + «) egytitthatoja nulla, vagyis
o G )
ahol C, egy konstans. Ertelemszertien, olyan megoldéasokat keresiink, amelyre p; és « is sima
és korlatos az origoban. Mivel p; véges, d > 2 térbeli dimenzi6 esetén « derivaltja, és igy maga
a fliggvény is szingularis C, # 0 esetén. A d = 1 esetben ha C, # 0, akkor a megkévetelt
tiikrozési szimmetria miatt a-nak torése van p = 0-ban, vagyis nem differencidlhato6. Ilyen
modon, tetszbleges d dimenziora sziikségképpen C, = 0, és emiatt « konstans kell legyen.
Ezzel belattuk, hogy a kifejtéssel leithato lokalizalt allapotok sziikségképpen idGtiikrozésre
szimmetrikusak. Ez az eredmény el6szor a [29] cikkiinkben keriilt lekozlésre. Az idSkoordinéta
eltolasaval az o konstans értékét nullanak allithatjuk be, igy a tovabbiakban az a = 0 értéket

hasznalunk. A korabbi irodalomban ez a megszoritas bizonyitas nélkiil szerepelt.
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A ¢3 fliggvény korlatossaganak tovabbi feltétele, hogy a (2.69) egyenletben a cos(T + «)
egyiitthatoja is nulla legyen, vagyis

Apy 4 wapr + Api =0 . (2.72)

Mivel lokalizalt, nulldhoz tart6 megoldasokat keresiink, nagy tavolsdgokra a kébos tag elha-
nyagolhato. A egyenlet homogén részéhez hasonléan, pozitiv wy esetén csak a —
nek megfelelGen oszcillalva lassan lecsengé megoldéasok 1éteznek. Ezek csak akkor nem végte-
len energiajiak, ha a szinusz és a koszinusz komponens egyiitthatoja is egyszerre elttinik, ami
viszont méar tal sok feltétel regularis kozéppont mellett. Egyetlen ilyen megoldés a trividlis
p1 = 0. Hasonloan, (2.48)-(2.49)-nek megfelelen, wy = 0 esetén sincs nemtrivialis lokalizalt
megoldés. Kovetkezésképpen, we < 0, és ekkor az egyik aszimptotikus megoldas szerint
exponencialisan lecseng nagy tavolsagokra. Az w rezgési frekvencia kifejtése szerint
ez azt jelenti, hogy kis amplitidés oszcillonok csak a tomegkiiszob altal megadott m = 1
frekvencia alatt létezhetnek [29]. Ez fizikailag is érthets, mivel ha az w alap-frekvencia 1
felett van, akkor ahhoz szerint oszcillalva lecsengd farok, és igy nagy sugarzési ener-
giaveszteség tartozik. Hosszu élettartamu lokalizalt llapotokra akkor szamithatunk, ha csak
a 2w, 3w és tovabbi felharmonikusokhoz tartozé6 modusok képesek sugéarozni.

Azt, hogy egy adott amplitudoji és frekvenciaja fizikai allapotot milyen € paraméterrel
jellemziink még nem rogzitettiik le. A paraméterrdl csak annyit tettiink fel, hogy kis € érté-
kekre aranyos az oszcillonok amplitudojaval. Ezt a feltevést nem sérté barmilyen e — £(¢)
atparaméterezés megengedett. Ha a paramétert ¢ — & = ae szerint egy a konstanssal line-
arisan atskalazzuk, akkor a radialis koordinata valtozadsa p = ap, a Fourier komponenseké
br = ¢r/d*, igy p1 = p1/a, valamint a frekvencia véltozast leiré konstansok transzformaci-
6ja @y = wy/a*. A potencial kifejtését megado gp és A\ konstansok véltozatlanok maradnak.

Ekkor a (2.72) egyenlet minden tagja csupan egy a® szorzéval modosul, és mivel wy < 0, az

{0y = wy/a? segitségével mindig beallithato, hogy @ws = —1 legyen. Innentdl fogva feltessziik,
hogy kezdettdl fogva olyan paraméterezést valasztottunk, hogy ws = —1 mar eleve fennall.

A (2.72) egyenletet p?~1p;-el szorozva, az
d (4 1dp d-1,2 d—1 4
— A =0 2.73
Py, (p Q) "0 AT (2.73)

alakot kapjuk. Ezt p = 0 és végtelen kozott integralva, az els6 tagban parcidlisan integralva,
kénnyen lathato, hogy A < 0 esetén csak a trividlis p; = 0 lokalizalt megoldas létezik. Fzzel
belattuk, hogy kis-amplitid6ji megoldasok csak olyan potencialokra létezhetnek amelyek-
nek a g kifejtési egyiitthatoibol szerint definialt A = 2¢5 — 3¢5 skalar pozitiv. A
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tovabbiakban feltessziik, hogy
A>0. (2.74)

A g, egyiitthato az U(¢) potencialt aszimmetrikussa teszi, és barmilyen értéke elGsegiti a
nemlinearitast, és igy az oszcillonok megjelenését. A minimumuk koriil szimmetrikus po-
tencialok esetén g, = 0, és ekkor g3 < 0 sziikséges feltétele az kis amplitidos oszcillonok

létezésének. A szimmetrikus esetben ez a negativ tag a potencialt a minimuma koriil lapo-

sabba teszi a harmonikus Klein-Gordon potencidlnal, és a rezgésidét ahhoz képest csokkenti.

2.8.2. Az alapegyenlet

Bevezetve az

S=vVAp (2.75)

fliggvényt, a paraméterektdl fiiggetlen egyenletet kapunk,
AS—-S+85%=0. (2.76)

Mivel gombszimetrikus megoldasokat keresiink, S csak az atskalazott p radiélis koordinata
fliggvénye, és a Laplace operator alakja a egyenletben van megadva. Lathato, hogy a
A paraméter nagysaga szoros kapcsolatban all azzal, hogy a rendszer mennyire nemlinearis.
Minél nagyobb A, annal kisebb amplitidoju oszcillon sziikséges a frekvencia adott mértéki
csOkkenéséhez. Mivel barmilyen potencial esetén alkalmas a kis-amplitidos oszcillonok
leirasara, Buslaev [35] elnevezését kivetve alapegyenletként (base equation) hivatkozunk ra.
Egy térbeli dimenzi6 esetén a alapegyenlet p = 0 koriil szimmetrikus megoldasai
felirhatok elliptikus fiiggvények segitségével [116], és altalaban térben periodikusak. A kivétel
ez alol csak az a lokalizalt megoldas amelynél a periddus végtelenné vélik, amely az alabbi

egyszerd alakban irhato,
S =+/2sechp . (2.77)
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Nyilvanvaloan ennek —1-szerese is megoldja az egyenletet, de ezzel kiilon nem foglalkozunk,
mert még a minimuma koriil aszimmetrikus potencial esetén is ugyanarra az oszcillon megol-
déasra vezet, csak egy fél rezgési perivdussal eltolva. Egy térdimenzional az € szerinti kifejtés
magasabb rendjeiben megjelend fliggvények is kifejtheték kiilob6z6 hatvanyai segitsé-
gével, igy a kifejtés technikailag lényegesen konnyebben kivitelezheté mint magasabb dimen-
ziok esetén [34] 2, [116]. A dolgozatban a barmilyen dimenziéra miikods altalanos eljarast

ismertetjlik részletesebben.

Magasabb dimenzié esetén csak numerikus forméban ismertek a megoldésok. A kozép-
pontbeli regularitas feltétele, hogy p = 0-nal S értéke véges legyen és derivaltja elttinjon.
A lokalizalt regularis megoldasok d = 2 és d = 3 térbeli dimenzi6 esetén egy n > 0 egész
paraméterrel jellemezhetd csaladot alkotnak. Az n paraméter az S = S5, megoldas zérushe-

lyeinek szamat hatarozza meg. A [2.28 4bran az els6 néhany ilyen fiiggvényt lathatjuk. Fizikai

=N W ks Ot
L
L

2.28. abra. A (2.76)) egyenlet lokalizalt megoldéasai d = 2 és d = 3 térdimenzi6 esetén.

megfontolés alapjan ésszertinek tiinik, hogy a zérushellyel nem rendelkez6 Sy alapmegoldés
a legfontosabb. Belathato, hogy a zérushellyel rendelkezé megoldésokhoz tartozé oszcillon
allapotok energidja joval nagyobb, kevésbé stabilak, és igy élettartamuk is lényegesen kisebb
[29]. A tovabbiakban leginkabb az Sy-hoz tartozo oszcillonokkal foglalkozunk, bar a kifejtési
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formalizmus altaldban is érvényes. Az Sy kozépponti értéke, kilenc jegy pontossaggal,

G0 _ | 2:20620086 had=2, (278)
4.33738768 had=3 . '

Ebben a bekezdésben megmutatjuk, hogy a ([2.76|) alapegyenletnek nincsenek regularis
lokalizalt megoldéasai d > 4 térbeli dimenzi6 esetén [29]. A lokalizalt megoldéasok sziikségkép-
pen exponencialisan tartanak a nullahoz a végtelenben. Az egyenletet p¢=!S-el szorozva és

integralva, a (2.73)) egyenletnél kovetett eljarashoz hasonléan, a kovetkezd virial azonossagot

<(%>2> (8% — (5% =0, (2.79)

ahol barmilyen f fiiggvényére a p koordinatanak

= [ st (2.80)

Egy masodik viridl azonossag is kaphato, kihasznalva, hogy az alapegyenlet az

) 2 4
S = / [(g) + 5% — %] ptdp (2.81)
0

hatasintegralbol szarmaztathaté. Ha S(p) egy adott konfiguracio, akkor annak p konstans

kapjuk,

szorzoval megnyutottjara, az S(p) = S(p/p) konfiguraciora is kiszamolhato a hatasintegral.
Bevezetve a p = p/u atskalazott radialis koordnatat,
. o0 ds(i\ 2 S(5)4
S = / lu“ (ﬁ) + p1S(p)? — udﬂ] ptdp (2.82)
0 dp 2
Ha S(p) az alapegyenlet megoldasa, akkor a hatés u szerinti derivéaltja nulla kell legyen,

amibdl a masodik viridl azonossag kovetkezik,

(d—2) < (j—s) > +d(s?) — g<54> —0. (2.83)

p
A (2.79) és (2.83) egyenletekbdl kovetkezik, hogy
1
2(S?) + 5(d —4)(s" =0, (2.84)

amely nem azonosan nulla S fiiggvény esetén csak d < 4 dimenzi6 esetén teljesiilhet. Fzzel
belattuk, hogy d > 4 térbeli dimenzi6 esetén nem létezhetnek olyan alacsony amplitadoja
oszcillonok, amelyeknek az amplituadoja, a feltevéseink szerint, az € paraméterrel aranyos, mig
a méretiik 1/ szerint skalazodik. Erdekes modon, ennek ellenére numerikus modszerekkel
d > 4 esetén is lehet viszonylag hosszu élettartami oszcillonokat talalni [76, 126], 1T0] [99].
Annak eldontése, hogy ezen magasabb dimenziés oszcillonok k6zott vannak-e kis amplitudoji

allapotok, és hogy mik a skalazasi tulajdonsagaik, még tovabbi vizsgalatokat igényel.
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2.8.3. Magasabb rendek a kifejtésben

Ahhoz, hogy a vezetd € rendben meg tudjuk hatarozni az oszcillon térbeli alakjat, a kifej-
tésben &3 rendig el kellett menni, és az ottani rezonans tagok hianyéra vonatkozo feltételeket
megoldani. Magasabb rendekben is mindig hasonléan, kettGvel magasabb rendig kell sza-
molni, hogy az adott rend teljesen meghatarozott legyen. A ¢3-ra vonatkozo egyenlet
megoldésa a —ban talalhato rezonans tagok eltiinése utan,

(3 =Qq38INT + p3 COST (2.85)

+ % {% (ggg - )\) P cos(37) + g2 (g sin(27) + pa(cos(27) — 3)]} 7

ahol p3 és g3 két 1j, egyenlére ismeretlen, fiiggvénye p-nak. Magasabb rendekben is ehhez
hasonléan, a ¢, komponensre vonatkozo egyenlet megoldasakor két 4j fiiggvény jelenik meg,
P €s qi, amelyeket a két renddel késébbi rezonancia feltételek, valamint az ¢ paraméterezés
és az id6koordinata origdjanak konkrét valasztasa hatdroz majd meg egyértelmien.

A rezonancia feltételek e-ban negyed rendben két differencidlegyenletet adnak. Felhasz-

nalva, hogy S = v/ Apy, az fy forrastagban a sin 7-val aranyos tagok miatt
Agp— o+ 5% =0, (2.86)

valamint a cos 7 tagok miatt

w3

VA

A (2.76) alapegyenlettel valo 6sszehasonlitasbol konnyen lathato, hogy a go-re vonatkozo

Aps —po + —=S 4+35%p, =0 . (2.87)

(2.86) egyenletet megoldja a g2 = aS fliggvény, tetszéleges a konstans mellett. Ez a szabad-
sagi fok az id6koordinata 2 rendd eltolasdnak felel meg. A kézenfekvs g, = 0 valasztéssal
azt érjiik el, hogy a 7 = 0 idépillanatban a rendszer magasabb rendekben is id6tiikrozésre
szimmetrikus marad. Hasonlb6an, az Osszes ¢, nullanak véalaszthato k > 2 esetén is. Az, hogy
(2.86))-nak nincs més origdban regularis térben korlatos gombszimetrikus megoldésa, a g; =

= fS helyettesitéssel lathato, ahol f egy tetszéleges fiiggvénye p-nak. Ekkor az egyenlet az
L d [ a1qdf
il L) = 2.
15 dp (r S i 0 (2.88)

alakba frhato, amibél kovetkezik, hogy r4=19 2% értéke egy konstans. Ha ez a konstans nem
nulla, akkor S exponencialis lecsengése miatt ¢o nem lehet korlatos, igy sziikséges, hogy f = a

konstans legyen.
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Bevezetve a py fliggvényt a

_ w3 d
=Dy — ——=—(pS 2.89
D2 = D2 2\/Xd,0 (P ) ( )

helyettesitéssel, a (2.87) egyenlet homogén alakra hozhato
APy —Po +35%9, =0 . (2.90)

Ez az egyenlet a alapegyenlet S megoldasa koriili linearizalasanak felel meg. Mivel
az alapegyenletnek a gombszimetrikus esetben csak diszkrét megoldasai vannak, nem sza-
mithatunk regularis korlatos p, megoldéasra. Arra, hogy tényleg po = 0 az egyetlen ilyen
megoldas, Buslaev cikkében talalhatunk bizonyitast [35]. Nem gémbszimmetrikus esetben az
S megoldés térbeli eltolésai és forgatasai generaljak a egyenlet megoldasait.

Az e paraméterezés € — £ = £(1 + ae) megvaltoztatasaval, ahol a egy konstans, a
definici6 alapjan mindig elérhetd, hogy w3 = 0 legyen. Ehhez hasonléan, a kifejtés magasabb
rendjeiben is beallitjuk, hogy w, = 0 legyen k > 3 esetén. Ezzel teljesen lerogzitjiik az
€ paraméterezésben 1évs szabadsagot, és az w és e kozotti Osszefiiggés ezentul az alabbi
egyszeri alaku lesz,

Wwi=1-¢£. (2.91)

Az w3 = 0 beallitasa utan (2.89)-nek megfelelen csak a py = 0 regularis korlatos gémb-
szimetrikus megoldas marad. Paros magasabb rendekben ugyanez az egyszerd egyenlet ha-
tarozza meg a szabad fiiggvényeket, igy pop = 0 egész k esetén. A pératlan indext popi1 =
= 0 fiiggvények méasodrendd differencidlegyenleteket elégitenek ki. Megjegyezziik, hogy az
e = & = ¢(1 + ae) atparaméterezéskor a py fiiggvény szerinti megvaltozasa abbol
adodik, hogy az S fliggvény p = er argumentuma is € fliggd.

A ps fiiggvény p fiiggése az €° rendben hatérozodik meg, a cos 7 idéfiiggést tagok eltt-

nésébdl. Vezessiik be a Z fiiggvényt a

1 1
= Z — —Xg25(32 + 195° 2.92
P3 AZ\/X o 54 9o ( + ) ( )
Osszefiiggéssel, ahol
1 1 5 7 35
=M —-\gs+-g5s — — —g - 2.93
7= T gl T 904t 570 (2.93)

Ekkor a ps-ra vonatkozo feltétel a kovetkezd, joval egyszertibb, az U(¢) potencialtol fiiggetlen,

linearis inhomogén alakba irhato,
AZ —Z+358*°Z—-5"=0. (2.94)
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Az egyenlet Z-ben linearis, és adott S esetén egyértelmi regularis korlatos megoldasa van.

d = 1 térdimenzi6 esetén a megoldas
7 =8(4-5%/3, (2.95)

ahol S a (2.77) egyenletben megadott alaka. d = 2 vagy d = 3 dimenzi6 esetén a Z filigg-
vényt numerikusan hatéarozhatjuk meg. A zérushely nélkiili Sy alapmegoldéshoz tartozd Z

fliggvényeket a [2.29 4bran lathatjuk. A Z fiiggvény értéke a kozéppontban

2.29. abra. A (2.94) egyenlet Sy alapmegoldéashoz tartozo megoldasai d =2 és d = 3

térdimenzid esetén.

(2.96)

glo=o _ [ 14507606 had =2,
~16.174027 had=3 .

Két renddel késébb, a ¢5-re vonatkozo egyenlet megoldéasa soran egy 1j ps fiiggvény jelenik
meg, ami tovabbi két renddel késébb hatarozodik meg.

Osszefoglalva az eddigi eredményeket, a téregyenlet megoldasanak e kifejtését meg-
konstrualtuk negyed rendig. Minden tagnak harmonikus id6fiiggése van, és a radiélis fliggést
két univerzalis elliptikus parcialis differencialegyenlet hatarozza meg, és . A

kifejtés még magasabb rendekig valo folytatasa nem iitkozik elvi akadalyba, de az adodo
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kifejezések egyre bonyolultabbé valnak. Negyed rendig a kifejtés, altalanos U(¢) potencidlra,

¢1 = picosT, (2.97)
b = sowileos(2r) 3] (2.98)
b3 = pchST—l—%(Zlgg—S)\)pi’ cos(37) (2.99)
61 = vt (891~ 5A + 508) cos(dr)

1 dp 2
0 [892 (d_pl) — 12g4p} + 16g3p] — 24gop1ps — 2392 AP} — 8gap} | cos(27)

dp:\> 31 3
d—pl> + —-gapt — —gapt (2.100)

1
—92])% — gop1P3 + —92/\1?411 — g2 < 7592 3

6

Az allapot rezgési frekvenciajat a 7 = wt Gsszefiiggésen keresztiil az w = /1 — €2 kifejezés
adja meg.

A minimuma koriil szimmetrikus U(¢) potencialra gor, = 0, igy jelentGsen egyszertisodnek
a kifejezések, és ekkor kdnnyebb magasabb rendig elmenni a szamoléssal. Ebben az esetben a
péros indext tagok elttinnek az e kifejtésben, vagyis ¢or, = 0. Mivel az altalanos esetben ¢o,
csak cos(2kT) tagokat tartalmaz, és ¢o,41 csak cos((2k+1)7) tagokat, ahol k = 0...n, ebbdl
az is kovetkezik, hogy szimmetrikus potencialoknal a id6 szerinti Fourier kifejtésben
sem jelennek meg paros indexd ®,, tagok. Ebben az esetben, szerint, ps ardanyos Z-vel

és a ps fliggvényt meghatéirozo egyenlet viszonylag egyszertivé valik,

2
;Z/X@Z — 55%) <1i§5 + 1> (2.101)

51/ds? T (31
+ 2 (—S) ] (35397—6025“):0.
32V | \dp 576V A \ A A

Igy szimetrikus pontencial esetén a kifejtés 6todrendje:

Aps — ps + 35%ps + 5

S° 395
(5 = p5COST + 527 2 + 2 ) cos(57) (2.102)
S

30gs ) ds\*> [ 15g; .
- 2)SZ+128*—12( =) — —2 .
Y ( Y2 + )S + 125 (dp Y2 S*| cos(37)

d =1 térbeli dimenzi6 esetén ([2.101)) megoldasa

55« 2 SS 2
<7 6% o959 4 1892) _ (38 16095 4180075 + 9452)

D5 = 6asv/n A2 X A 2502/ A2 At A3
S5 g5 g? gr
_ 1205 _450% 431597 2.1
ST (8 055 — 4502 + 3 5A3> (2.103)
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2.8.4. Az energia

Mivel az ¢ kifejtés nem képes leirni az exponenciélisan kicsi amplitidoji farok-tartomanyt,
igy a szamolas eredményeként sziikségképpen a mag-tartomany energiajat kapjuk. Az ener-
giastirtség (2.9)-ben felirt alakja az atskalazott koordinatéak hasznélataval,

w? (00 &% [0\’
E=— = — | = U . 2.104
> (37) 3 <3p) TU) (2.104)
A mag tartomany teljes energiaja, (2.10) alapjan,
1 27Td/2 00
E=—_—— =ledp . 2.105

Az id6ben periodikussidg miatt az energiastirtiség és az energia egy rezgési periodusra vald
atlagolasat fogjuk megadni,
1 2m 1 2w

= — d E=— Edr . 2.106
& o /. Edr o /. T ( )

Az ¢ kifejtéssel kapott (2.97)) - (2.99) kifejezéseket hasznéalva, az idGatlagolt energiastirtiség
az € = £2&y + e*€, + O(£Y) alakba fejthets ki, ahol

G2

g, =% (2.107)
.1 [/ds\? &2 ) ) o

f=13(3) ~ mow®1sk + TS 2+ 557 (2109

és a o allando definicioja (2.93))-ban adott.

Az eddigiek alapjan, a mag tartomény iddatlagolt E teljes energiajanak e kifejtése d

dimenziéban
E=c""Fy + B 4+ 0579 | (2.109)
ahol a2
27 o ~
Ey, = / p 1 dp (2.110)
I'(d/2) Jo

Egy térdimenzio esetén S alakja egyértelmien adott altal, igy Ey = 2/). A zérushely
nélkiili Sy alapmegoldasnél a numerikusan szamolt értékek, d = 2 esetén Ey = 5.85045/), és
d = 3 esetén By = 9.44863/\. Az E, egyiitthato fiiggése az U(¢) potencialtél bonyolultabb,
ezért annak numerikus értékét csak a ¢* esetben adjuk meg majd a kovetkezd alfejezetben.

Ahogy —b()’l lathato, az id6atlagolt teljes energia a vezets rendd viselkedése E ~
~ 274 Ebbél kovetkezsleg, az energia kis € amplitidok esetén valé viselkedése drasztikusan

megvaltozik d = 2 térbeli dimenziénal. d > 2 dimenzi6 esetén az energia minden hataron
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ttl névekszik amikor € nullahoz tart. d = 2 esetén E egy pozitiv allandohoz tart, mig d < 2
esetén nulldhoz tart € — 0 esetén. Ez azt is mutatja, hogy a kvazibreatherek (oszcillonok)

magjanak energiaja d > 2 esetén felvesz egy minimum értéket egy bizonyos e, amplitudonal

és a hozza tartozd wy, = /1 — €2, rezgési frekvencianal. A (2.109) kifejtésbél kaphato, hogy
els6 kozelitésben a minimum amplitaddja, d = 3 esetén, feltéve hogy E, pozitiv,

Em = ,/E . (2.111)
E,

2.8.5. Kifejtés a ¢* potencial esetére

Ebben az alfejezetben részletesebben megvizsgaljuk az oszcillonok e kifejtését a ([2.58)

alakban felirt ¢* potencial esetén. Ekkor a potencidl nemnulla kifejtési egyiitthatoi g, =

= —3/2¢és g3 = 1/2. Emiatt A = 3/2, ésigy p1 = S+/2/3. A Z fliggvény ([2.92) definici6janak
alakja

V2 (65 8., 19 ,

A (2.97)-(2.100)) altalanos egyenletek ekkor is érvényesek, de ilyenkor kénnyebb tovabbmenni
a kifejtésben. Otodrendben, a ¢s-re vonatkozo megoldas felirasakor megjelend ps fiiggvény

alternativajaként definidlunk egy Y fliggvényt a

V2 1235 1503 17 11525
= (v - =822 4+ 27— 248 — 83 4 260 2.113
b5 9¢§< T 37 T3 ) (2.113)
Osszefiiggéssel. Az ezt meghatarozo egyenlet
2y d—1dYy 4225
- —— Y %y + ==287(3Z — 55 2.114
dp2+ PR +35°Y + 648 (3 55%) ( )
53d(d—1) , (dS\? 106(d—1) , ., ..dS 8287 .
5= — 882 -1) =4+ —5"=0.
* p? (dp) i p ( )dp+ 48

Az Sy alapmegoldéshoz tartozo, kozéppontban reguléris és végtelenben nulldhoz tarté Y
kozépponti értéke d = 2 esetén —87.78183, és d = 3-ra 60356.38.

A kovetkezs egyenletekben megadjuk a ¢ skalarmezé e szerinti kifejtésének ¢, egyiitthato
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fiiggvényeit hatod rendig, a 7 = 0 idépillanatban, amikor a mez6 id6tiikrozésre szimmetrikus:

=) :\/gs 7 (2.115)

oy " =35, (2.116)
o= :é % (%Z — 85 — %S:‘) : (2.117)
4= :é %SZ +10 <%)2 + ;52 —~ %S“] : (2.118)
o0 :é ; [Y - 22—15522 + %BZ - ;—Zs (i-i)z — 245 — %53 + %SE’ :
(2.119)
+ —52(dp_ Dg(s2 1)% + %52 - 32:;754 + 25‘2756] .

Ezek a kifejezések azért hasznosak, mert segitségiikkel adhatunk meg kezdSadatokat a nu-
merikus id6fejlddési kodhoz.

Mivel a ¢y, fliggvények értéke a k index novelésével gyorsan novekszik, a [2.30] 4bran az
eF ¢y, szerint atskalazott — fiiggvényeket adjuk meg egy onkényesen valasztott e
mellett, d = 3 dimenzional. Az £ paraméternek azon értéke, amely az alacsonyabb rendeket
egy bizonyos renddel azonos nagysagrendre hozza, egy fels korlatnak tekinthets, amelynél
kisebb ¢ értékekre a kifejtés az adott rendig még hasznos kozelitést ad. Az e kifejtés aszimp-
totikus, és mint az aszimptotikus kifejtéseknél altalaban, egy rogzitett kis € érték mellett a
kifejtés rendjének novelésével egy bizonyos rendig egyre javuld kozelitést kapunk. Magasabb
rendd tagokat hozzavéve viszont egyre tavolabb keriiliink a val6di megoldéastol, amely megol-
das esetiinkben az azonos frekvenciaju kvazibreathert jelenti. Elég kis e-t véalasztva, kifejtés
rendjét novelve az egyes rendek jarulékai egy bizonyos rendig egyre kisebbé vélnak, de aztan
novekedni kezdenek. A tapasztalatok alapjan ideélis kozelitést altalaban akkor kaphatunk,
ha éppen akkor hagyjuk abba a kifejtést amikor a jarulékok névekedni kezdenek. Igy ha nem
is ismerjiik a pontos megoldast, akkor is tudhatjuk, hogy milyen rendig érdemes elmenni a
kifejtéssel.

A 2.7.2] alfejezetben alkalmazott spektralis numerikus modszer segitségével nagyon pon-
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2.30. abra. Kiilonboz6 rendi tagok jarulékai a ¢ skalarfiiggvényhez, ¢ = 0.125 valasztasa

mellett, d = 3 térbeli dimenzi6 esetén, 7 = 0-ban.

tosan megkonstrualhatjuk a kvézibreather allapotokat. A abran az w = 0.9984581
frekvencidju kvazibreather esetére a ¢ skalarmez6é 7 = 0 id&pontbeli numerikus értékét ha-
sonlitjuk Ossze kiilonboz6 rendd e kifejtési eredményekkel, d = 3 dimenziénal. Az ehhez a
frekvencidhoz tartozé amplitado paraméter € = v/1 — w? = 0.05551039. Megjegyezziik, hogy
a alfejezetben eltérd normalast alkalmaztunk a ¢* potencialra, igy az ottani konvenciok
szerint ennek az allapotnak a frekvencija 1.412033 lenne, a 7 és r koordinatak /2-vel valo
atskalazasa miatt. Az abrarol lathato, hogy ebben az esetben a kifejtés els6 harom tagjanak
figyelembe vétele adja a legpontosabb eredményt. Magasabb rendii jarulékok hasznalata csak
tavolabb visz a pontos értékektdl.

Az alfejezet hatra 1év6 részében az allapot energidjinak e fiiggését vizsgaljuk meg a ¢*
elmélet esetében. A ¢* potencial alakja esetén az idGatlagolt energiastiriiség —
kifejtési egyiitthatoi

.52 ~ (1 /ds\ 41, o, 65
2 |- (=) - — 2+ —S57Z| S*. 2.121
& . & [6 (dp) 050 (S* + )+365 S ( )

Numerikus integrélassal kaphatjuk, hogy a mag tartoméany energidjanak (2.109) szerinti

kifejtése, d = 2 térdimenzio esetén

E =~ 3.9003 + 26.9618 £ + O(e*) | (2.122)
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2.31. dbra. A ¢ skalarmezd 7 = 0 idGpontban valo radiélis fliggésére kapott nagy
pontossagti numerikus eredmény Osszehasonlitédsa kiilonboz6 rendd kifejtéssel kapott
értékekkel, w = 0.9984581 frekvenciaju kvéazibreather esetén. Az alsd abra a kézéppont

koriili kis tartomanyt mutatja kinagyitva.

valamint d = 3 esetén

E = 6.29908 /¢ + 264.262 ¢ + O(£?) . (2.123)

Ennek felhasznalasaval, d = 3 térbeli dimenziénél, szerint az energia-minimum he-
lyére az e, = 0.154 becslést kaphatjuk, ami w, = 0.988 frekvencianak felel meg. A
alfejezetben bemutatott numerikus eredményeinkkel 6sszehasolitva lathato, hogy ez csak egy
nagysagrendi becslésnek tekinthets. Az energia frekvencia fliggését a [2.19) 4bran adtuk meg.
Az ott hasznalt id6koordinata v/2-vel valo atskalazasat figyelembe véve, a minimum helye az
w. = 0.967 kritikus frekvencianak felel meg, ami lényegesen alacsonyabb az w,, = 0.988 becs-
lésnél. Az w.-hez tartozé amplitidé paraméter €. = 0.254 lenne, ami a €, = 0.154 becslésnél

joval nagyobb.
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2.8.6. Kezdbéadat numerikus idéfejlédése

A alfejezetben bemutatott numerikus idéfejlédést szimuléld kodunkat hasznalhatjuk
a kis-amplitudos kifejtés segitségével elallitott kezdGadat fejlédésének tanulmanyozasara.
Mivel kis e esetén a kvazibreather és oszcillon allapotok jellemzd mérete e-nal forditottan
aranyos, a szamolasaink soran a kompaktifikalt R radidlis koordinéta szerinti beve-
zetésekor hasznélt k egylitthato értékét a k = He Osszefiiggésnek megfelelGen valasztottuk.
A ¢ kezdGadatot a t = 7 = 0 id6pontban a kifejtés valamilyen rendjének megfele-
16en, a — egyenletek alapjan konstrualjuk meg. Mivel a kifejtéssel leirt mag
tartomany 7 = 0-ban id&tiikrozésre szimmetrikus, ¢ idéderivaltjat a kezdeti idépillanatban

nullanak valasztjuk.

Id&fejlodés d = 3 térbeli dimenzié esetén

Harom térdimenzional a ¢? oszcillonok az 1 > w > w, = 0.967 frekvencidk esetén instabi-
lak. Ennek a frekvenciatartomanynak a 0 < € < g, = 0.254 paraméter tartoméany felel meg,
ami azt mutatja, hogy az oszcillonok ebben az esetben csak egy viszonylag nagy amplitudo
érték felett valnak stabilla. Ekkor viszont mar legfeljebb csak a kis-amplitudos kifejtés elss
rendje hasznalhato kozelitésként, és az is akkora mértékben eltér az egzakt kvazibreather
alaktol, hogy nem fejlédik beléle oszcillon allapot a kivanthoz kozeli frekvenciaval. Azok a
kis-amplitudos kifejtés hasznélataval elGallitott kezdGadatok, amelyekbdl hoszabb élettarta-
mu oszcillon képes kifejlédni, viszonylag kicsi € értékekkel kaphatok, és emiatt a kifejlodd
allapotok az instabil tartoméanyba esnek. Ennek ellenére ezek az oszcillon allapotok e csok-
kentésekor nagyon hosszu élettartamiva valhatnak, mert kis e értékeknél a kifejtés magasabb

rendjei mar nagyon jol kozelitik a kvazibreather alakjat.

A abran az ¢ = 0.05551039 paraméter hasznalatéval elGallitott kiilonbozé rendd
kezdGadatokbol kifejl6ds oszcillonok koézéppontbeli felsé burkologorbéjét adjuk meg. A
abran mutatott majdnem periodikus allapotokhoz, és a abran lévs kvézibreather kez-
déadathoz hasonloan, az instabil oszcillonnak ekkor is kétféle bomlési modja lehet. Az egyik
az oszcillon méretének egyenletes novekedésével, a masik pedig elGszor egy kisebb kozéppont
koriili tartomanyba valé ideiglenes Osszeomlassal. Amint az abran is lathato, az hogy melyik
bomlasi mechanizmus valésul meg, a kezdGadat rendjétdl is fiige. A kezdd tartomanyban a
kifejlods allapotok frekvencidajanak idéfiiggését a abran mutajuk. Lathato, hogy a kifej-
tés els6 két rendje a kivant oszcillontol 1ényegesen eltéré rovidebb élettartami allapotokat ad.

A harmadik és az 6t6dik rend viszont lényegesen javit az alacsonyabb rendi kozelitéseken.
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2.32. abra. Az e = 0.05551039 paraméterhez tartozo egytdl hatodrendii kezdGadatok

idéfejlédése d = 3 dimenzionél.
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2.33. dbra. Az el6z6 abran mutatott allapotok frekvencidjanak idéfiiggése.

Idsfejlédés d = 2 térbeli dimenzié esetén

Két térdimenzi6 esetén kis és kozepes amplitidoju oszcillonok stabilnak bizonyulnak.
Ha valamilyen kezdGadatbol 1étrejon egy oszcillon allapot, akkor az nem bomlik el hirtelen,
viszont az amplitido és frekvencia viselkedésén megfigyelhet§ egy alacsony frekvencias pe-
riodikus valtozéas. Valoszintleg d = 1 és d = 2 esetén is létezik egy olyan amplitudo, ahol

az energia maximalissa valik, és amely felett az oszcillonok instabilla valnak, de ennek ér-

76



téke jelenleg nem ismert. A abran ¢ = 0.05551039 paraméter hasznalataval elGallitott

0.109
0.1085
0.108
0.1075
0.107
0.1065
0.106
0.1055
0.105
0.1045
0.104

01035 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

3 4 5 6

max
=0

T

¢

0.9985
0.99848
0.99846
0.99844
0.99842

0.9984
0.99838
0.99836
0.99834

099832 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

t

2.34. abra. Kiilonb6z6 rendd ¢ = 0.05551039 paraméterhez tartozé kezdGadatok
idéfejlédése d = 2 dimenzi6 esetén. A felsé abran a rezgések fels§ burkoldégorbéje, mig az
alsén a frekvencia lathato az id6 fliggvényeként. A szaggatott fekete vonal az elméletileg

josolt w = 0.9984581 frekvenciat mutatja.

kezdGadatok idéfejlédését mutatjuk, a harmadiktol a hatodik rendig. Az elsé és masodrendii
kozelitéssel elGallitott kezdGadat viszonylag gyorsan bomlo allapotokat ad, a kivanttol tavoli
frekvenciaval, igy azokat nem mutatjuk. Mint az abran lathato, ennél az aranylag alacsony
amplitidonél a harmad és 6t6d rendd korrekcid kozelebb visz a periodikus kvéazibreather

allapothoz, mig a negyed és hatod rend tjra eltavolit téle.
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2.9. A sugarzasi amplitiid6 analitikus meghatarozasa

2.9.1. Oszcillonok és kvazibreatherek kapcsolata

Mint azt a alfejezetben bemutatott numerikusan kiszamolt allapotok Gsszehason-
litdsa is mutatja, az oszcillonok kimend hullam sugarzasi farkanak amplituidéja nagyon jo
kozelitéssel megegyezik az azonos frekvenciaji kvazibreather allohullam farkanak amplitido-
javal. A kvazibreather farok wy frekvencidju részének aszimptotikus alakja d + 1 dimenzios
térid6 esetén

o= % cos(Asr 4 6) cos(wyt) (2.124)
rz

ahol \j = | /wj —m?, & § a fazist megado konstans. Tovabbi —=r7 cos(Asr + 0) cos(wyt)
aszimptotikaju jarulék hozzaadasa, azaz o megvaltoztatasa, elrontané a kdzéppont regulari-
tasat (tiikrozési szimmetridjat). Viszont szabadon hozzédadhatunk a linearizalt egyenleteket
megoldo ﬁ sin(Apr 4 0) cos(wyt) tagot barmilyen egyiitthatoval, igy a kvazibreatherhez
hasonl6 periodikus megoldasokat kapunk, lényegében ugyanolyan mag-tartoménnyal, de a
minimélisnal nagyobb farok-amplitidoval. Az id&tiikrozési szimmetriat megsértve,
—an7z Sin(Ayr + 0) sin(wyt) aszimptotikiju fiiggvényt hozzdadva, energiat kifelé szallit6 hul-

lam alakot kapunk, az eredeti kvazibreatherrel azonos o amplitudoval,

6 = —pr cos(Agr + 6 —wyt) . (2.125)
r2

Az ilyen aszimptotikaju skalarmezé altal nagy r sugari gémbon kimend energiadram 27 /wy
rezgési periddusra atlagolt értéke, (2.12) alapjan,
d
§=-""_\uwra? . (2.126)
r'(3)
Az oszcillonok energiaveszteségi ratajanak meghatarozésahoz a kvazibreatherek farkanak o
amplitudojat fogjuk kiszamolni a tovabbiakban.

A farok létezésének megmutatasa és amplitidojanak analitikus meghatarozasa Segur és
Kruskal nevéhez fiiz6dik [34]. A komplex tartoméanyba valo kiterjesztés és aszimptotikus
illesztés modszerét hasznaltak egy térdimenzios ¢* elmélet esetén. A komplex kiterjesztés
modszerét elGszor Pokrovskii és Khalatnikov alkalmazta alacsony potencidlgatrol torténd
visszaszorodas amplitadojanak szamolasara [127]. A kvazibreatherek mag-tartomanya az e
paraméter szerinti kifejtéssel nagyon jol leirhat6. A mag amplitidoja e-nal aranyos, mig
a mérete 1/e rendi. Kis € értékeknél ehhez a maghoz kell meghatérozni egy tévoli, e-ban

exponencialisan kicsi korrekcioként megjeleng allohullam farok jarulékot. Az idéperiodikus
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skalarmezdket leir6 egyenletek és megoldasaik komplex r radialis koordinatara vald kiter-
jesztésének fontos elénye az, hogy a komplex sikon megjelend szingularitas kozelében a mag
és a farok jarulékainak kiterjesztése egyarant O(1) rendtivé valik. Mivel a szingularitas kor-
nyezetében a fiiggvények még az ¢ — 0 hataresetben sem tiinnek el, a valés tengelyen

exponencialisan kicsi korrekcio itt 1ényegesen konnyebben szamolhato.

Segur és Kruskal a szingularitas kozelében a differencidlegyenleteket numerikus modszer-
rel oldotta meg. A [30] cikkiinkben a minimuma kériil szimmetrikus U(¢) potencial esetén
Borel 6sszegzés segitségével analitikusan meghataroztuk a rezgs faroknak megfelel6 jarulék
amplitudojat a szingularitas kozelében. Ezt a modszert elgszér Pomeau, Ramani és Gramma-
ticos alkalmazta az 6todrendd taggal kiegészitett Korteweg-de Vries (KdV) egyenlet altal leirt
kvazi-lokalizalt megoldasok farok-amplitudéjanak a kiszamolasara [128]. Analitikus eredmé-
nyeinket 0sszehasonlitottuk numerikusan kiszamolt kvazibreatherekkel, és az oszcillonok nu-
merikus idéfejlédésekor 1étrejové majdnem-periodikus allapotokkal, kiilonb6z6 potencidlok
esetén [30]. Kovetkezdnek megjelent cikkiinkben a sugérzasi amplitudé kiszamolasara kidol-
gozott modszert altalanositottuk d térdimenziés gémbszimetrikus oszcillon allapotok esetére
[31].

Az oszcillonok szamolasakor hasznalt modszer alkalmazhaté az 6todrendid Korteweg-de
Vries (KdV) egyenlet kvéazibreather (méas néven nanopteron) megoldasai aszimptotikus far-
kianak meghatarozasara is [I128]. Ez a probléma annyival egyszertibb a jelen dolgozatban
bemutatott skalar oszcillonoknal, hogy az 6todrenddi KDV egyenletnek idéfiiggetlen megol-
désait keressiik, igy nem sziikséges az idében torténé Fourier kifejtés, és végtelen sok Fourier
komponens helyett egy fiiggvény vizsgalata elegends. A KDV rendszer részletes és pedago-
gikus targyalasa Boyd kényvében talalhato [116]. Boyd arra is ramutat, hogy a nemlineari-
tas nem donts tényezd a rezgd farokkal rendelkezd kvazibreather megoldasok létrejottében.

Konyvében részletesen attekinti az u(z) fliggvényre vonatkozo

% +u= f(ex) (2.127)

egyenlettel leirt mintaproblémaét, ahol € egy kis allando, és f(z) egy adott lokalizalt fiigg-
vény, példaul sech x. Az egyenletnek 1éteznek lokalizalt maggal és e-ban exponencialisan kicsi
farokkal rendelkezé megoldésai. A farok nagysaga e szerinti kifejtéssel, majd komplex x sikra
torténd kiterjesztéssel és Borel 0sszegzés alkalmazéaséaval is szamolhato, jol illusztralva és mo-
tivalva a nemlinearis problémék esetére is alkalmazhato, elsére nehezen attekinthets eljarast
[116].
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2.9.2. Egydimenzi6s tér szimmetrikus potenciallal

A modszer technikai bonyolultsaga miatt az eljarast elszor egy olyan konkrét esetben
mutatjuk be, ahol a sugarzas kiszamolasa a lehets legegyszertibb. Minimuma koriil szimmetri-
kus U(¢) potenciél esetén a Fourier kifejtésben csak paratlan indextd ®,, komponensek
fordulnak els, és a megoldandé egyenletek is konnyebben attekinthetéek. Mint késébb latni
fogjuk, d > 1 térdimenzio esetén gombszimmetrikus kvazibreatherek farok-amplituddja ve-
zetd € rendben megegyezik a d = 1 dimenziés allapotokéval. Emiatt el6szor az egydimenzios
eset részletes bemutatasa sziikséges. Az ehhez jarulé dimenzios korrekciot késébb szamoljuk.

A kifejtés jeloléseit alkalmazva, a legegyszertibb minimuma koriil szimmetrikus
kolesonhatési potencial U(¢) = %qbQ + %391)4. Ebben a fejezetben a skalarmezd tomegét a
koordinatak atskaldzasaval tovabbra is az m = 1 értéken tartjuk. Kis amplitidos oszcillo-
nok csak akkor létezhetnek, ha a egyenletben definialt A = %g% — %gg pozitiv. Mivel
most go = 0, sziikségképpen g3 < 0 kell legyen. Emiatt, a ¢ skalarmez6 atskalazésaval tet-
sz6leges szimmetrikus potencidl esetén elérhets, hogy gs = —1 legyen, amikor is A = 3/4.
Mivel a rendszer stabilitdsa érdekében a potencialt alulrél korlatosnak kivanjuk tartani, a

potencialhoz hozzavesziink egy hatodfoku tagot,
U(¢) = Tor Loty B0 (2.128)
2 4 6"

ahol feltessziik, hogy g5 > 0. A kovetkez6 szamolésoknédl ezt az altalanos hatodrendi poten-
cialt fogjuk hasznalni. Latni fogjuk, hogy a farok amplituddja erésen fiigg g5 értékétdl.

A t = 0 pillanatban id&tiikrozésre szimmetrikus, w alapfrekvenciéval rezgé megoldasokat
kerestink. A skalarmezét szerint Fourier kifejtjiik, bevezetve a ®,, fliggvényeket. Mivel a
potencial szimmetrikus, a paros indext ®,, komponenseket nullanak valasztjuk. Ez a valasztas
konzisztens a ®,, komponensekre vonatkozo egyenletekkel és azok alaka F,
forrastagjaival. Ebben az esetben az F, kifejezésében szerepls Osszegzések nyilvanval6an
csak péaratlan egészekre vonatkoznak.

A egyenletek numerikus megoldasaval elvileg nagy pontossaggal megkaphato a
kvéazibreatherek mag és farok része is, azonban egydimenzios esetben csak a nem szimmet-
rikus ¢? potenciél esetén ismertek ilyen numerikus eredmények [I119]. A mag-tartomanyt
mérsékelten kis £ értékek mellett is nagyon jol leirja a kis-amplitudés kifejtés, azonban a
lasst térbeli valtozéas feltételezése miatt a farok-tartoményrol semmilyen informaciot nem
ad. A probléma megoldasahoz az € hatvanyai szerinti aszimptotikus sorral reprezentalt ko-
zelitéshez kell kiszamolnunk egy e-ban exponencialisan kicsi korrekciot. Ehhez el6szor az e

kifejtéssel kapott eredményeket kell részletesebben megvizsgalnunk.
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Az amplitudot leird e paraméter szerinti kifejtést a 2.8 fejezetben azzal a gyengébb felté-
telezéssel vezettiik le, hogy a megoldas ne novekedhessen az id6 milédsaval minden hataron
tul. Ebbdl kévetkezett e-ban minden rendben az id6ben periodikussag és az id&tiikkrozési
szimmetria. Ugyanezt a kifejtést megkaphatjuk a periodikussag és tiikrozési szimmetria fel-
tételezésével, és a Fourier modusegyenletek ¢ hatvanyai szerinti kifejtésével is. Ehhez
még azt a konzisztens nagysagrendi feltevést kell tenniink, hogy ®,, kifejtése €™ hatvannyal
kezdddik. Mindegyik ®,, kifejtése ezutan kettesével novekvs kitevsji e hatvanyokbol all. Ez
alol csak a @ kifejtése kivétel nem szimmetrikus potencial esetén, ami ekkor €° helyett €2 tag-
gal kezdddik. Ez a viselkedés a kifejtés elsd néhany rendjét megadé (2.97)) - (2.100)) és (2.102))

egyenletekbdl is jol lathato. A kifejtéshez természetesen az atskalézott p = er radiélis koor-

dinatat kell hasznélni, ahol €2 = 1 — w?. Barmelyik modszerrel is kapjuk a kis-amplitudos
kifejtési eredményeket, a lényeges dolog az, hogy az ¢ kifejtés a Fourier modusegyenletek
megoldéasat kozeliti, egy nem konvergens, de aszimptotikus sor forméjaban.

A d = 1 dimenzids esetben az e kifejtés annyival egyszertibbé valik, hogy ekkor anali-
tikusan megoldhatok a poy,1 fliggvényekre vonatkozoé differencidlegyenletek. A megoldésok
S = \/2sech p hatvanyainak véges szamu tagbol allo Gsszegeként kereshetok (lasd ,
(2.103))). A alaku szimmetrikus potencial esetén a Fourier komponensek e szerinti
kifejtése a (2.97) - (2.100) és (2.102) egyenletekbdl adodoan,

1
276

2+/2
ol zsi sech p + & (80gs + 3)(2sech p — sech® p)

V3

1
4 [5 640092 — 9695 + 63) sech p — (2560092 + 480gs + 171) sech®
1458%( g5 — 9695 + 63) sech p — ( 95 9s ) p
+3(1600g2 + 240g5 — 9) sech’ p} + O (2.129)
1
d; = — 3—— sech?
3 3\/6 Y
1
+ €° —2(80gs + 3) sech® p + (200g5 — 33) sech® p| + O(e7) , 2.130
108\/6[ (80gs ) p + (20095 ) P} (€") ( )
1
5 =¢” (8g5 + 3) sech® p + O(e") . (2.131)

108v/6

Magasabb rendekben is fennall, hogy paratlan k-ra @, kifejtésénck elss tagja F sech® p-val
aranyos. A Fourier komponensek kezds tagjai altalanos szimmetrikus potencidl esetén is
ugyanilyen alaktiak. A potencial kifejtésének g; egyiitthatoja csak harmadik, £5-el
aranyos tagjaban jelenik meg. A — egyenletekben megadott tobbi tag g3 = —1

beallitasa esetén valtozatlan marad.
A (2.129)-(2.131) egyenletek ugyan nem képesek informaciot szolgaltatni az allohullam

farok amplitidojarol, de mégis nagyon hasznosak, mert kis amplitidok esetén nagyon jo ko-
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zelitéssel megadjak a Fourier modusok viselkedését a teljes mag tartomanyban. Az eljarashoz
amit alkalmazni fogunk, a magot és a farkat is tartalmazé ®; megoldas-fiiggvények és a ra-
juk vonatkozo egyenletek komplex r sikra valo analitikus kiterjesztésére lesz sziikség.
Mivel az ¢ kifejtéssel kapott kifejezések az atskdlazott p = er valtozot tartalmazzak, a kis-
amplitudos kifejtést is a komplex p sikon kell vizsgalnunk. Az altalunk hasznélt kiterjesztett
fiiggvények komplex differencidlhatoak a sik minden olyan pontjaban, ahol értelmezni lehet
Gket, mas szoval holomorf fiiggvények. Mivel ezek nyilt halmazokon felvett értékeik alapjan
egyértelmten analitikusan folytathatok, a differencidlegyenletek valos tengelyen valé megol-
désa helyett valaszthatjuk a probléma megoldasat a komplex stk egy tartomanyéban, majd
a valos tengelyre valod vissza-folytatast.

A — egyenletekbdl lathatd, hogy kis amplitidokra a modus fiiggvények
komplex sikon val6 viselkedését a sech p fiiggvény hatarozza meg. A sechp fiiggvénynek
elsérendd polusai vannak a képzetes tengelyen a p = 17 + ikm pontokban, ahol k tetszdleges
egész. A sugarzasi ratat a valos tengelyhez legkézelebbi, p = 4i7 helyeken 1év6 szingula-
ritasok koriili viselkedés fogja meghatarozni. Mivel a fiiggvényeink a valos tengelyen valos
értéket vesznek fel, a szimmetria miatt elegends a p = 7% koriili viselkedést tanulmanyozni.
A magasabb dimenzidkra val6 késobbi altaldnositas konnyebb attekinthetGsége érdekében, a
szingularités valos tengelytsl valo tavolsdgara bevezetjiik a P jelolést. A most targyalt egy
térdimenzios esetben P = 7. Bevezetve az R valtozot a p = iP + R Osszefliggéssel, a sech p
fiiggvény p = i P koriili Laurent-sora

i iR TiR®  3lLiR°

sechp=——=+ — —

. 2.132
R 6 360+15120+O<R) (2.132)

A kifejtés minden tagjaban az R hatvany egyiitthatoja tisztan képzetes.

A @, modusoknak, mint az r = p/e radialis koordinata fiiggvényeinek, a valos tengelyhez
legkozelebbi szingularitasai az r = 4+i— pontokban vannak, vagyis az ¢ amplitiad6 csokke-
nésével egyre tavolabb keriilnek. Vezesgﬁk be a szingularitastol valo tavolsdgot az eredeti r

skalanak megfelel6 modon mérs y valtozot az alabbi kifejezéssel,
P
r=i—+vy. (2.133)
€

Természetesen ekkor R = ey. A fontos megfigyelés az, hogy ekkor a moédusfiiggvényekre
vonatkozo (2.129)-(2.131) egyenletekben tSbb helyen is megjelend e sech p kifejezésnek van

egy nemelting, ¢ fliggetlen része,

i iy, TP 3Ly

hp=—— O(®) . 2.134
esechp == 45 ~ 360 T 520° T O (2.134)
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Ennek alapjan, a (2.128]) alakt szimmetrikus potenciél esetén, a Fourier médusok szingula-

rités kozeli viselkedése

221 i

i
P, = — — 80gs + 3) — ———=—(1600g2 + 24095 — 9) + O(¢?) , (2.135
1 \/gy 27\/6y3< Js ) 486\/6y5( 95 gs ) (%) ( )
i i
Py = — — 20095 — 33) + O(?) , 2.136
3 NGE 108\/@5( 9s ) (%) ( )
i
Ps=— ———— (8¢5 +3) + O(?) . 2.137
5 108\/6y5(g5 )+ 0O(e7) ( )

A magasabb ®; moédusok kifejtésénck elsé tagja is i/y* szorzét tartalmaz. Altalanos szim-
metrikus potencial és g3 = —1 esetén — csak annyit valtozik, hogy
harmadik tagjaban megjelenik a g; konstans is. Mivel az ¢ kifejtéssel kapott fiiggvények a
valos tengelyen r = 0 koriil tiikrozésre szimmetrikusak, a kifejtés minden tagjaban az y
hatvany egyiitthatoja tisztan képzetesnek adodik. Ebbdl kovetkezGen az Osszes tag jaruléka
valos a képzetes y tengelyen.

Mivel 1/y pozitiv kitev6jd hatvanyait tartalmazza, a — kozelités akkor al-
kalmazhato, ha |y| nagy. Ez els6 ranézésre ellentmondésnak tiinhet, ugyanis éppen a szin-
gularitas kozeli helyeket tanulmanyoztuk. Azonban, ha e elég kicsi, konnyen teljesithetd,
hogy y nagy, mig az atskdlazott R = ey kicsi legyen. Ez az 1 < |y| < 1/e tartoméany az
alkalmazott aszimptotikus illesztés modszerének az illesztési tartoménya, amely a két hasz-
nalt tartomanynak az atfeds része. A kiilsd tartomdny az r komplex sik azon része, ahol
a kis-amplitudos kifejtés érvényes, és £ csokkentésével egyre javuld kozelitést ad. Ebben a
tartomanyban a Fourier modusegyenleteket oldjuk meg valamilyen 1-nél kicsit kisebb
w frekvenciara, a konkrét példankban m = 1 és d = 1 valasztasa mellett,

d?®,
dr?

+ (w?n* - 1)®, = F, , (2.138)

paratlan n-re. A farok amplitudojat akkor szandékozzuk meghatarozni, amikor e = /1 — w?
kicsi. A belsd tartomdny a komplex r sikon 1év6 r = i— szingularis pont kornyezetének azon
része, ahol az ¢ — 0 esetben a fiiggvények e-tol, és eé;niatt w-tol fliggetlennek tekinthetdk.
Itt az y koordinatat hasznaljuk, és a —bc’ﬂ w = 1 helyettesitéssel kapott
d?®,
dy?

+(n* = 1), = F, (2.139)

egyenleteket oldjuk meg. A nemlineéris tagokat megad6 F;, fliggvényeket mindkét tarto-
méanyban a (2.41)) kifejezések adjak. A jelenleg egyszerii példaként hasznalt (2.128]) potencial
esetén a nemelting g,, egylitthatok g3 = —1 és g5. A belsd tartomanyban értelmezett (2.139))
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egyenletek hasznalatanak nagy elénye, hogy (|2.138)-al szemben nem sziikséges minden egyes
w frekvenciara kiilon megoldanunk. Az w — 1 hatareset kezelése a kiils6 tartomanyban azért
problémas, mert ekkor a valos tengelyen a kvézibreather magjanak és farkdnak az amplita-

doja is nulldhoz tart.

A (2.139) egyenletekbe a

2n—1 1
Pop—1 = Z aék—l )ygk_1 (2.140)

k=n

kifejtést helyettesitve, egy globalis elGjeltdl eltekintve egyértelmiien meghatarozoédnak a tisz-

tan képzetes agi":ll) konstansok, és igy kozvetlen médon eljuthatunk a (2.135])-(2.137)) kife-

jezésekhez, illetve azok tetszéleges szimmetrikus potencialra vald altaldnositédsahoz, a kis-

amplitudos kifejtés elvégzése nélkiil. Az elGjelben 1év6 hatarozatlansag a ¢ — —¢ szimmetri-
anak felel meg, és a egyenletben S elGjelének megvalasztasaval fiigg 6ssze. Technikailag
lényegesen egyszertibb ilyen médon a szamolés, és magasabb rendekig is konnyen elvégezhetd
valamelyik szimbolikus szdmolasokra kifejlesztett programcsomag segitségével. Szamolasaink
soran a Maple szoftvercsomagot hasznéltuk. A hatvanysor kozvetlen behelyettesitésével akar
1/y% rendig is meg lehet hatdrozni az egyiitthatokat. Az 1/y rendet kettesével névelve, és az
alacsonyabb rendi eredményeket felhasznélva, tobb szaz rendig eljuthatunk, akar ugyanannyi
®,,,_; Fourier komponenst hasznalva. A tapasztalataink szerint ®;-nél magasabb komponen-
sek hozzavétele csak sokadik tizedesjegyben befolyésolja a sugérzasi farok nagysagat. Az e
kifejtésbdl szarmazo lényeges informéacié az, hogy a bels§ tartoméanyban minden ®,, Fourier
komponens kifejtése 1/y" taggal kezdsdik. A kifejtés fontos tulajdonsaga, hogy az
Bsszes a1V egyiitthato tisztan képzetes.

A formalizmus megértést segitheti a sine-Gordon breather vizsgélata. Ekkor a ¢ skalér-
mezs kifejezésének Fourier transzformélasaval konkrét n értékekre kiszamolhatok a
®,, fiiggvények. A egyenlet megadja az ¢ kifejtés elsé tagjait. A ¢ megoldas komplex
értékekre valo értelmezésével, r = i7 + y helyettesitéssel, és e-nal nullahoz tartva kapjuk a

skalarmezd belsé tartoméanyban valod viselkedését :

t
¢ = 4arctan (ﬁ) . (2.141)
vy

Ennek Fourier transzformalasaval a ®,, fliggvények belsé tartoméanybeli viselkedése kénnyen
szamolhato. Az eredmények 1/y szerinti kifejtésével kaphatjuk az agin:ll) egyiitthatokat. Pél-

daul, ®; kifejtésénél,
o . (2k-2) |
2kt 4k=2(k 4+ 1)1 (k — 2)!

(2.142)
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2.9.3. A bels6 tartomany egyenleteinek numerikus megoldasa

A ®,, Fourier komponensek a bels§ tartoményban a egyenleteket elégitik ki. A
megoldés szerinti hatvanysor alakban torténd kifejtése ugyan nem konvergens, de
aszimptotikus sorként 1/|y| kis értékeire, a megfelels rendben levagva, nagyon jo kozeli-
tést ad. A konvergencia hidnya az exp(—|y|) szerint lecsengé jarulékok létezésével fiigg ssze,
amelyeket nem lehet hatvanysor alakban kifejteni. Ezeknek az exponencialisan nulldhoz tarto
jarulékoknak a létezése szorosan Osszefiigg a valds tengelyen a kvazibreatherek exponencia-
lisan kicsi farkanak létezésével.

Egy minden renden tul kicsi korrekcié kiszémolasa egy divergens sorhoz els§ latasra
értelmetlennek tiinhet, de Segur és Kruskal [34] eljarasat kovetve mégis értelmet adhatunk
a modszernek, egy olyan helyet keresve, ahol legalabb a képzetes része a sornak konvergens.
Ez a hely a Rey = 0 képzetes tengely, ahol minden tagja valos, és igy a sor képzetes
része trivialisan konvergal az Im ®,, = 0 értékhez.

A @, Fourier modus fliggvényeket a
®, =, +iQ, (2.143)

jelolés bevezetésével felosztjuk valos és képzetes részre, és behelyettesitjiik a bels§ megol-
dast leiro (2.139)) egyenletekbe. Linearis kozelitésben az egyenletek szétcsatolodnak, és y

helyett bevezetve a képzetes tengelyen lefelé haladva névekvs valos értéket felvevs y = iy

koordinatat,
d2Q, 9
T +(n°=-1)Q,=0 (2.144)
alakuak lesznek. Az 2, fliggvényre a megoldas 2y = ¢y + ¢, ahol ¢ és ¢; allando. A

kis-amplitudos kifejtéssel kapott értékhez a kiils6 tartomanyban valo illeszthet&ség feltétele,
hogy 7 — oo esetén €2y lecsengjen, vagyis ¢ = ¢; = 0. A t6bbi €2, is nullahoz kell tartson,

igy a linearis kozelitésben a viselkedésiik
0, = v, exp (—\/n2 1 y> Con>2, (2.145)

ahol v,, kés6bb meghatarozandé allandok.

Az (), fiiggvények képzetes tengelyen valo viselkedésének tanulmanyozésahoz nem ele-
gendd a linearis kozelités. Mindazonaltal, nagyon pontos leirast kaphatunk, ha a altal
megadott Fj, nemlinearis forrastagok koziil csak az €2, valtozokban lineéris tagokat tartjuk
meg. Igy csatolt lineéaris differencialegyenleteket kapunk az €, fiiggvényekre a képzetes ten-

gely mentén. Az egyenletek kiilonféle Wy, hatvanyokkal szorzott €); tagokat tartalmaznak.
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Mivel a képzetes részekrdl feltessziik hogy exponenciélisan kicsik, a V¥,, fliggvények helyére
a sorfejtéssel megadott ®,, értékeket irhatjuk.

Az Fy nemlinearis forrastagok az 6szes tobbi {2, fliggvényben is generalnak az €2,, expo-
nenciélis viselkedésének megfeleld exp(—+v/n2 — 1§)/j® tagokat, ahol a pozitiv egész. Pél-
daul, az 5-6t meghatarozo egyenlet jobboldalan a ®i®; tagnak a Wi()3 képzetes része
exp(—v/87%)/i? tagot hoz létre Qs-ben is. Az ilyen tagok mésrészt visszahatnak az eredeti
Q,, viselkedésére, és befolyasoljék az ott is jelen 16v6 exp(v/n? — 1§)/§® tagok egyiitthatoit.

Nagy g értékekre a leglassabban lecsengd exponencialis moédus fog dominalni. Szimmet-
rikus potencidl esetén ®, = 0, és az altalaban az 3 altal meghatarozott exp(—v/8%) /7
exponencialis viselkedés dominél az Osszes ), esetén. Ekkor a ®3 mdédus az elsé ami sugaroz-
hat, és ha v3-ra nem nulla érték adodik, akkor 23 adja a dominans exponencialis korrekciot,
ami a valos tengelyre valo kiterjesztés utan meghatarozza a sugarzas mértékét.

Szimmetrikus potencial esetén az 13 vezets rendd viselkedését jol leirja a egyen-
let, a tobbi €;-nal a nemlinearis tagok altal €23-bol generalt viselkedés dominal. Az (3
kifejezéséhez korrekcios tagokat kaphatunk, ha a képzetes részekre vonatkozo csatolt lineéris

egyenletek megoldésat

~ n n 1 n 1 n 1
Q, = v3 exp (—\/gy) (C(() 4+ )§ + = +cg )ﬁ +.. ) (2.146)

gQ

alakban keressiik, ahol c(()g) =1, és a U, valos részek helyére a (2.140) kifejtést helyette-
sitjik. Az Q, fiiggvényekre vonatkozo csatolt differencidlegyenletekbe helyettesitve, az 1/g
hatvanyainak elttinésébdl szamolhatok a cin) konstansok. A (|2.128]) szimmetrikus hatodrendi

potencial esetén a kévetkezd eredményt kapjuk:

N/ 1 1 1520g5 — 267

0, = (— 8) — - - ), 9.147

 =vs exp (V87 (43/2 T 86477 + ) ( )

i 1 1 260gs+3  520gs + 87

Q3 =5 ex (—\/é)(1+—+—~— _ ol ), 2.148
i 1 1 5(128¢5 — 33)

Q5 =13 exp <—\/§y) (_8_132_4\/%3 + S6470 +..., (2.149)
N\ /80gs + 21

Q7 —vs exp (—\/§y> (1154—0@4 ¥ > . (2.150)

Megjegyezziik, hogy a tobbi ; modus altali visszahatas figyelembe vétele nélkil €23-ban
az 1/7> és nagyobb hatvanyok egyiitthatoira helytelen értéket kapnank. A kifejtés 1/3-ben
ugyanolyan rendig viszonylag konnyen meghatarozhaté mint ahéanyadik rendig esetén
elmentiink. Arra is fel szeretnénk hivni a figyelmet, hogy az (23 magasabb rendi kifejtési

egyiitthatoi valtoznak, ha csak az els6 néhany @, modust vessziik figyelembe. Ha példaul a
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v3 értékét elsé kozelitésben csak @, és 3 felhasznalasaval kivanjuk szamolni, akkor ([2.147))
és megfelel6 modositasat célszert hasznalni az g-ban valé gyors konvergencidhoz.

Ebben az alfejezetben a v3 egyiitthatot a Segur és Kruskal [34] altal elszor az aszim-
metrikus ¢* potencial esetén alkalmazott numerikus modszerrel szamoljuk ki. A belsS tarto-
méanyban a komplex ®,, = V,, + €2, fliggvényekre vonatkozo differencialegyenleteket
numerikusan integraljuk egy konstans Im y = y; egyenes mentén, egy nagy pozitiv Rey = .
értéktsl indulva, ahol y; < 0 valés. Méasodrendi egyenletekrdl 1évén szo, kezdéfeltételként
a sor valamilyen 1/y" rendig szamolt értékét, és annak derivaltjat hasznaljuk. A
Rey = 0 képzetes tengelyhez érve, az ottani numerikusan kapott €23 értékébdl alap-
jan szamoljuk a vz egyiitthatot. A tapasztalat azt mutatja, hogy érdemes —at akar
1/4% rendig is kiszamolni, ugyanis a kifejtés rendjének novelésével egyre pontosabb értéket
kaphatunk vs-ra, viszonylag kis |y;| esetén is.

Ez a modszer azt feltételezi, hogy az y = vy, + 1y; kiindulasi pont kornyezetében a
sor jo kozelitést ad ®,-re. Mivel azonban a sor nem konvergens, a kezd&ponttol tavolodva
a valodi megoldéas egyre jobban eltér a sor altal reprezentalttol. Ezt az eltérést a képzetes
tengelyen talalhatjuk meg legkonnyebben, mert ott a sor minden tagja valos. A belsé tarto-
manyban ilyen feltételeket kielégité megoldast a kiils6 tartomanybeli megoldashoz illesztve
még nem kozvetleniil a kivant minimélis farokkal rendelkezd kvézibreathert kapjuk meg.
Mivel a vélasztott kezddfeltételnek megfeleléen a —7 < argy < 0 irdnyokban a megoldast
a sor jol kozeliti, a kiils6 tartoméanyban az ¢ kifejtés a radialis koordinata nagy po-
zitiv Rer értékeinél is érvényes marad, és igy nincs allohullam farok a valés tengelyen az
egyik ®,, komponensben sem. Cserébe, a ®,, fiiggvények nem lehetnek szimmetrikusak az
r = 0 pontban, és ha negativ r értékekre tovabb terjesztjiik Sket, akkor ott a tavoli tarto-
méanyban mar megjelenik az allohullam farok, a minimalishoz képest kétszeres amplitidoval.
Az ilyen fiiggvények altal meghatarozott allapotokat aszimmetrikus breathereknek hivjuk. A
belsé megoldést a képzetes y tengelyen lefelé folytatva és a kiils6hoz illesztve is jol latszik az
aszimmetria, ugyanis a képzetes rész létezése miatt, a Cauchy-Riemann egyenletek szerint, a
valos rész derivaltja nem lehet nulla. A [34] cikkben az aszimmetrikus allapot farka az r < 0
iranyban tiinik el, mig a jelen dolgozatban r > 0 esetén. A rendszer szimmetridja miatt a két
valasztas lényegében ekvivalens, de a magasabb dimenzios gombszimetrikus allapotokra valo
altalanositas attekinthetébb lesz ilyen moédon. Az w frekvencia értékének véalasztasa egyértel-
miien meghataroz egy aszimmetrikus breathert, nem sziikséges az amplitiidé minimalizélasa
a negativ r iranyban. Az aszimmetrikus breather valoban breather abban az értelemben,
hogy nem sugéroz a pozitiv r irdnyban, viszont nem teljesiti a szimmetria altal megkovetelt

hatarfeltételt r = 0-ban.
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A differencialegyenletek numerikus megoldésat természetesen csak véges szamua @, fligg-
vényre lehet elvégezni. Tapasztalataink szerint a &, ®3, &5, &7 moédusok megtartasaval mar
rendkiviil pontos eredmény kaphato. A fliggvények és derivaltjaik kezdGadatanak meghataro-
zasahoz a kifejtést konnyen kiszamolhatjuk akar 1/y* rendig. Megfelel eredményhez
legalabb 1/y" rend hasznélata sziikséges, de mar 1/y'2 rend is nagy pontossagot ad. A kons-
tans y; vonal helyét a [—5, —22] intervallumban vélasztottuk, de €2, exponencialis lecsengése
miatt y; < —9 esetén a numerikus szamolast 16 jegy helyett 32 jegy pontossiggal kellett vé-
gezni. A vonalon a kezd6pontot megado y, értékére az [50,500] intervallumban 1évé értékeket
hasznaltunk, de altaldban y, = 300 megfelel§ valasztasnak bizonyult.

A numerikus szdmolasoknal nem maradhat paraméter az elméletben, ezért a
hatodrendd szimmetrikus potencidlban g5 rogzitése sziikséges. Eredményeinket g5 = 1 va-
lasztasa mellett mutatjuk be. Mint késébb latni fogjuk, ennek a g5 értéknek a kézelében valik
az oszcillon sugarzasa maximaélissia. Csak a ®; és 3 modusokat hasznalva 3 = —0.910189
értéket kaptunk. Hozzévéve a &5 modust, v3 = —0.909789, a &7 modust, v3 = —0.90974966,
a g modust, v3 = —0.90974964 adodott. Ezek alapjan v3 valodi értéke hét tizedesjegyre

vs = —0.9097496 . (2.151)

A képzetes tengelyen 1év6 rendkiviil kicsi jarulék meghatarozasihoz extrém nagy pontossag-
gal kell numerikusan integralni a differenciadlegyenleteket. Szamolasainkat a Maple szoftver-
csomag hasznalataval végeztiik.

A g értékébdl a sugarzasi egyiitthatd meghatarozasara az alfejezet hatra 1év6 részében
bemutatott eljarés tetszéleges szimmetrikus potencial esetén érvényes. A egyenletben
megadott alaku Q3 képzetes rész a kvazibreathert meghatarozo ®3 fiiggvényhez a képzetes y
tengely negativ részén

505 = ivg exp(—iv/3y) (2.152)

korrekciot képez. Ez a 5¢§+) a bels6 tartomanyban megoldja vezetd rendben a (2.139)) li-
nearizalasaval kaphato egyenletet. Felhasznalva az y és r koordinatdk kozotti kapcsolatot
megado ([2.133]) osszefiiggést, a kiils6 tartomanyban ez a

(0%

s = 2z'exp(—i\/gr) (2.153)

alaku jarulékhoz illeszthetd, ahol bevezettiik az

(2.154)

€

( \/§P>
a=2v3exp | —
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jelolést, és P = 7 a szingularitds valos tengelytdl valo tavolsaga. Az e paramétert az allapot
frekvencidja hatarozza meg az ¢ = /1 — w? Osszefiiggés altal. A kiils6 tartomanyban a
(5<I>g+) fiiggvény az w = 1 melletti egyenlet linearizaltjanak a megoldasa. Az ¢ — 0
hataresetben az egyenlet regularis marad, csak a vizsgéalt megoldasok szingularitasanak helye
keriil egyre téavolabb a valos tengelytSl. A képzetes tengely negativ részén, az r = —iP/e

helyen 1év6 szingularitastol is szarmazik egy hasonl6 korrekcio,
5ol = —%iexp(i\/gr) . (2.155)
Ennek a kettének az Osszege mar valos értéket vesz fel a valos r tengelyen,
§®3 = 6057 + 6L = asin(V8r) . (2.156)

A kis-amplitudos kifejtéssel kapott ®,, Fourier médusokhoz ezt a d®3 jarulékot hozzédadva
az aszimmetrikus breather kozelitését kapjuk, amelynek nincs allohullam farka, de cserébe
az r = 0 kdzéppontban nem tiikrézésre szimmetrikus. Hangstlyozzuk, hogy a jarulék
csak a kvazibreather magjanak a bels6 tartoményaban érvényes. A mag-tartomanyon kiviil
az éppen vizsgalt aszimmetrikus breather esetén nincs ilyen oszcillalé farok. A kicsi ampli-
tudoval, de cserébe nagy mérettel rendelkez6é mag 1étezése, a rendszer nemlinearitasa miatt,
kifelé haladva képes kompenzélni ezt az exponenciélisan kicsi jarulékot. A mag tartomany-
ban ezt a kis rezgés nem lehet latni az egyébként ¢ rendd ¢ skalarmezén. Ha azonban az
r = 0 pontbeli derivaltat nézziik, ez az egyetlen tag ami jarulékot ad és megtori a megoldas
szimmetridjat,

d¢ B
3 T av8cos (3t) . (2.157)

Az egy térdimenzios esetben eleve tiikrozésre szimmetrikus kvazibreather megoldéasokat ke-
restiink, tobb dimenzié esetén a kozépponti regularitas feltétele ez a szimmetria.

Ha az igy elGallitott aszimmetrikus breather megoldas koriili kis perturbaciokat tekint-
jiik, akkor a perturbécié w = 3 frekvencias 5@&8) komponense a egyenlet baloldalat
elégiti ki. A (5@&5) — —asin(v/8r) megoldas valasztasa sziikséges ahhoz, hogy kompenzaljuk a
kozéppontbeli aszimmetriat. Cserébe megjelenik a —a amplitiudoja 5@;5) allohullam farok a
kiils6 tartomanyban. Ilyen moédon éppen a keresett kvazibreather megoldashoz jutunk, amely
minimalis farok-amplitadoval rendelkezik. Ehhez a kvazibreatherhez még hozzaadhatjuk a
perturbécios egyenleteket megoldd 5@&6) = Bcos(v/8r) fiiggvényt tetszéleges B amplitudoval,
tovabbra is szimmetrikus gyengén nemlokalis allapotokat kapva, a minimélisnal nagyobb,
\/m amplitudoja farokkal. Osszefoglalasképp megallapithato, hogy a minimalis farok-

amplitudoval rendelkezd kvazibreather allohullam farkat

¢ = —asin(v/8r) cos(3t) (2.158)
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adja meg altalanos szimmetrikus potencial esetén, ahol az o amplitidot a kifejezés
hatarozza meg a v3 konstans és a szingularitas helyét megado P segitségével.

Az o paraméter megfelel a farok altalanos viselkedését leir6 a egyenletben szerepld
amplitiidé paraméternek. Igy a kisugarzott energiadram rezgési periodusra atlagolt S értéke

(2.126)) segitségével szamolhato. Az egydimenzios esetben, szimmetrikus potencial esetén
S = 3v/8a?, vagyis

S = 24v/2 12 exp (— Nf”) . (2.159)

Szimmetrikus hatodrendd potencial és g5 = 1 esetén az exponencidlis el6tti egyiitthatod
24+/2 12 = 28.0913.

2.9.4. Analitikus modszer a korrekci6é szamolasara

Minimuma koriil szimmetrikus potencial esetén a belsd tartomanyban megoldando
egyenletek alaki hatvanysor kifejtéséhez jaruld (2.145) exponencialis korrekcio vs
egylitthatoja analitikusan is szamolhato Borel 6sszegzés segitségével. Az 1/y sor nagy hatva-
nyokra val6 viselkedése hatarozza meg képzetes y esetére a @3 képzetes részét ado korrekeiot.
Mivel az egytlitthatok tisztan képzetesek, véges szamu adott y hatvanyu tag megvéltoztatasa
nem ad ilyen jarulékot.

A konnyebb érthetdség érdekében megadjuk az elsé hdrom Fourier komponensre vonat-

kozo (2.139) egyenletnek a szdmolés szempontjabol lényeges tagjait:

dzq)l g3

WP 4 (307 + 30705 + 61 D3 + 601 P3D5 + 60,7 + 30505) ,  (2.160)
CLs i = 9 (03 4 607D, + 307 + 307Ds + 60 Dy 4 Gy D 2.161
dy2+ 3_Z(1+ D3 + 3D5 + 375 + 6P D3 D5 + 6P3P3) | (2.161)
T oy, — B (3020, 1 30, 4+ 667Ds + 6O°Ds + 307 2.162
dy27L 5_Z(13+ 105 + 691D + 603P5 + 303) (2.162)

Az egyenletek jobboldalat az Fj, nemlinearis tagok —ben megadott kifejezése alapjan
szamoltuk. Mivel nagyobb 1/y hatvanyt tartalmaznak, elhagytuk a ®; és magasabb Fourier
komponenseket tartalmazé tagokat, valamint a gs-el aranyos, a kiilonféle ®,-ban 6todrendid
tagokat is. Ugyanezen okbol, altalanos szimmetrikus potencial esetén a g; és magasabb rendd
egylitthatokat sem sziikséges figyelembe venni ([2.160))-(2.162)-ben. A alakban felirt
szimmetrikus hatodrendd potencial esetén g3 = —1 és k > 7 esetén g, = 0.

Mivel a jelenleg vizsgalt szimmetrikus potencidlok esetén csak a paratlan indexid Fou-
rier komponensek nem nulldk, a kifejtésben szerepld tisztan képzetes konstansokra
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bevezetjiik az agin:ll) = z'Aan) jelolést, vagyis a megoldést a

~ ) 1
By =1y Al )y%fl (2.163)
k=n

alakban keressiik, ahol most k& > n tetszéleges pozitiv egészek. A (2.135)) kifejtésbdl lathato,

hogy g3 = —1 esetén Aﬁl) = —2,/2/3. A (2.139)) egyenletekben szereplé n most 2n — 1-nek
felel meg. Csak a jobboldali lineéris tagokat figyelembe véve, mivel (2n—1)?—1 = 4dn(n—1),

a
(2k — 3)(2k — 2) A, + 4n(n — 1)A" =0 (2.164)

egyenletekhez jutunk, amelyeknek n > 3 esetén a megoldasa

(2k — 2)!
dn(n — )]

A = K, (—1)F (2.165)

~1/2 g70r76t a késGbb kiszamo-

valamilyen K, konstansok mellett. A nevezdben 1év§ [4n(n—1)]
lasra keriils kifejezések egyszertibbé tétele érdekében nem olvasztottuk bele a K, konstansba.
Lathato, hogy k novelésével leggyorsabban a ®3-hoz tartozo A,(f) egyiitthatok névekednek,
ezért a nemlineéris tagokon keresztiil ezek fogjak meghatarozni a tébbi egyiitthato aszimp-
totikus viselkedését is.

®, egylitthatoit vezets rendben a

2
(2k — 3)(2k — 2)AV| = —% (Ag”) AP, (2.166)

egyenlet hatarozza meg, ahol a jobboldali kifejezés (2.160) mésodik nemlineéris tagjabol
szarmazik. Minden egyéb tag legalabb 1/k?-el kisebb jarulékot ad. Ennek nagy k-ra érvényes

megoldasa
m_ 1 e

AY = gAY (2.167)
Ellenérizhets, hogy ez az Gsszefiiggés az A;n) egyitthatok nagy k-ra kiszamolt értékeivel is
dsszhangban van. A szdmolas rendjét fokozatosan névelve, az egyiitthatok akar 1/y°% rendig
is meghatarozhatok algebrai manipulaciok végzésére alkalmas program segitségével.

A @5 komponens egyiitthatoit vezeté rendben meghatérozé egyenlet
3) () _ 393 ( 40\ 4@
(2k = 3)(2k =AY, + 2447 = =2 (A ) A2, (2.168)

ahol a jobboldali kifejezés (2.162)) els6 nemlinearis tagjabol szarmazik. Ennek aszimptotikus
megoldéasa
1
AP = AP (2.169)



Magasabb ®,,_; Fourier komponensek eqyiitthatoira is igaz, hogy n > 3 esetén A,ﬁ”) nagy k
esetén ardnyosan novekszik A\2 k204 rtékével.
A dominéns A,(f) aszimptotikus viselkedését pontosabban meghatarozhatjuk, ha figye-

lembe vessziik az elsé nemlinearis korrekcios tagot,

2
(2k — 3)(2k — 2) AP + 84 = —% (Aﬁ”) AP (2.170)
Ebbdl kovetkezGen (2k; 2)| -
(2) _ w2k = 2)! 1

1/k3 és magasabb rendii korrekciotol eltekintve. Ennek az azonossagnak segitségével pon-
tosabban szdmolhatjuk a K5y konstans értékét viszonylag nem tul magas rendd A,(f) koeffi-
ciensekbdl is. Példaul, a (2.128]) alaki szimmetrikus hatodrendt potencialra g5 = 1 esetén

Ky = 0.5791646 . (2.172)

A K, konstans értéke azért fontos, mert mint hamarosan latni fogjuk, az egyszert v; =
= — Ky /2 dsszefligges koti Ossze az el6z6 alfejezetben definialt v egyiitthatoval, ami (2.159)
szerint meghatarozza a sugarzasi veszteséget.

A dominéns sugarzasi farkat ad6 ®3 komponensre felirt

[e.9]

, 1
Bs(y) =iy AP A (2.173)
k=2

nem konvergens hatvanysort szeretnénk Borel 6sszegezni. Feltessziik, hogy a kifejtési egyiitt-
hatok az

@ _ g (2k —2)!
A = Ky (1) iz

Osszefiiggéssel definialtak, ahol K, valos konstans. A kiszamolandé exponencialis korrekcid

(2.174)

csak az egyiitthatok nagy k-ra torténd viselkedésétsl fiigg, ugyanis a kifejtés minden egyes
tagja csak valos jarulékot ad a képzetes y tengelyen. A ®3(y) egyiitthatoi (2k — 2)! szerint

divergalnak. Definialjuk a transzformalt Z1\33(2) fliggvényt az alabbi Osszegzéssel,

D3(2) =iy ——=2 . (2.175)

; S AIE:2) * —t42k—1
k=2 /0

. © 4@ £\ 261 oo [t
= [ dtetiy k(= = [ dte" 05— .
/0 ‘ ZZ 2k —1)! (y) /0 ‘ S(y)

i
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Ha az Osszegzések és integralok megfelelGen értelmezhetdk, akkor a Borel Osszegzett ®3(y)

fiiggvény ezen a modon szamolhato. Igy bizonyos esetekben akkor is konkrét eredményt
kaphatunk ®3(y)-ra, ha az eredeti (2.173) sor nem konvergens. Ha az A,(f) koefficiensek
(2.174) altal adottak, akkor a 21\33(2) sor felosszegezhetd,

—zz Qk_l(\/gfk_l:%[m(1-%)-m(1+%ﬂ. (2.177)

Bevezetve az y = —iy jelolést,

By(y) = % /OOO dt et {m <1 + Ty) —n (1 - %y)] (2.178)

A képzetes tengely negativ részén y > 0 valds, és ekkor az els§ logaritmus argumentuma

pozitiv, igy az els6 tag integralja valos. A masodik tagnak ¢ = v/8 § helyen szingularitésa van,
és t > /87 esetén a logaritmus értéke mar képzetessé valik. A kiilsG és bels6 tartomanyok
illesztését a —5 < argy < 0 irdnyokban végezziik. Ha y = a — ib alaku, akkor y = iy =
= b+ia, és igy a t = /8¢ szingularitas a valos ¢ tengely felett helyezkedik el. Ha b-vel
tartunk a nullahoz, akkor a szingularitas a valos tengelyre keriil, és ezért a mésodik
tagjanal a szingularitast alulrél kell megkeriilni. Mivel a szingularitas csak logaritmikus,
az elkeriilg félkor sugarat nulldhoz tartva az integrélhoz vald jarulék is nulldhoz tart. A
logaritmus argumentumaban —t szerepel, ezért a szingularités alulrél torténé megkeriilésével
a logaritmus negativ valos tengelyen valo vagasat feliilrsl kozelitjiik. Igy t > /87 esetén a

logaritmus képzetes része m. Kévetkezésképpen, Rey = 0 és Imy < 0 esetén

Imq)g(y):—K;ﬂ /;gdte_t: ( \/_y> _Kam exp (—Z\/§y> . (2.179)

2

A [30)] cikkiinkhoz képesti elGjel eltérés oka az, hogy ott az illesztési tartoméanyt —m < argy <
< —3 irdnyokban valasztottuk.
A (2.178) kifejezésben elvégzendd integralok parcialis integralas utéan felirhatok az F

exponencialis integral fliggvény segitségével [129],
1
/dt e 'In(l+ at) = —e"In(l +at) — es By (t + —) . (2.180)
«

Az E; figgvény kifejezhets az egész komplex sikon holomorf Ein exponenciélis integral fligg-
vény segitségével,
FEy(z) = Ein(z) — In(2) — v, (2.181)

ahol v &~ 0.57721, az Euler-Mascheroni-alland6. Mivel az Ein egészfiiggvény a valos tengelyen

valos értékeket vesz fel, az E; fliggvény negativ valds tengelyen valé vagasit a komplex
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logaritmus fliggvény viselkedése hatarozza meg. A ®3(y) fliggvény negativ képzetes tengelyen
valo képzetes részére ilyen moédon is kénnyen kaphatd a Osszefiiggés, de a teljes
fliggvény is megadhatd exponencialis integralok segitségével. Ennek a jelentGségét azonban
korlatozza, hogy az Agf) egyiitthatokat megado (2.174) Osszefiiggés csak aszimptotikusan all
fenn.

A @3 képzetes részére kapott kifejezést -el Osszehasonlitva lathatjuk, hogy
az exponencialisan lecsengs képzetes rész amplitadoja

Kom

-
Ez az 6sszefliggés barmely szimmetrikus potencial esetén érvényes. A alaku hatodren-
did szimmetrikus potenciél és g5 = 1 valasztasa esetén a —ben megadott Ky értéknek
v3 = —0.9097496 felel meg, ami a megadott tizedesjegyekre megegyezik a numerikus integ-
ralassal kapott —ben felirt értékkel. A sugarzasi egyiitthato értéke nyilvan nem fontos

ennyi tizedesjegyre, de a két fliggetlen modszerrel kapott eredmény ilyen mértéki egyezése

(2.182)

V3 =

nagyon jol megerdsiti az alkalmazott eljarasok helyességét. A Ky értékébdl vald szamolas
technikailag egyszertibb, ezért az egyéb g; értékekhez tartozo vs egytlitthatokat is igy allitot-
tuk els. A abran vg fliggését mutatjuk a g5 paramétertél. A fiiggvény els6 minimuma

1 T T T T

0.8 -
0.6

0.4 H

0.2 f

¢ 0
—02 f
—04 |
~0.6 }
-038 }

0 2 4 6 8 10
g5

2.35. abra. A vj egyiitthato gs paramétertsl valo fliggése a (|2.128)) alakt hatodrendd

szimmetrikus potencial esetén.

gs = 1.0479-nél van, v3 = —0.91202 értékkel.
Az els6 zérushely g5 = 0.26495, viszonylag kozel van a sine-Gordon potencialhoz tartozo

g5 = 3/10 értékhez, de nem egyezik meg vele. Az U(¢) = 1 — cos ¢ alaku sine-Gordon poten-
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cial kifejtésébdl latszik, hogy ilyen alakt potencidlra g3 = —1/6. A koordinaték és a ¢
skalar atskalazasaval beallithato, hogy g3 = —1 legyen, amikor is U(¢) = [1 — cos(v/6 qb)} /6,
és g5 = 3/10. A abran 1évs gorbe értéke gs = 3/10-nél vy = —0.0944. Ha figyelembe
vessziik, hogy a sine-Gordon potencialnal g; és a tobbi kifejtési egytlitthatdé sem nulla, ak-

kor a kifejtési rend novelésével vs-ra a tablazat szerint egyre kisebb értéket kaphatunk,

Ny V3

6| —9.4-1072
8| 3.4-1073
10 | —4.7-107°
12| 3.0-1077
14 | =1.0-107°
16 | 2.0-10712
18 | —2.5-1071°

2.2. tdblazat. A v egyiitthato értéke az U(¢) = [1 — cos(v/6 ¢)] /6 sine-Gordon potencial
¢ szerinti kifejtésének ¢™ rendig valé figyelembe vételével, a Borel dsszegzéses modszer
alkalmazasaval. A ®,, Fourier komponenseket legalabb Ny — 2 rendig kell hasznalni, hogy a

tablazatban 1évé értékeket kapjuk.

konzisztensen azzal, hogy az 1 + 1 dimenzi6s sine-Gordon breather esetén egyaltalan nincs

sugarzasi veszteség.

2.9.5. Nem szimmetrikus potenciidlok

Ha az U(¢) potencial nem szimmetrikus a minimuma koriil, akkor is az eddig ismertetett-
hez hasonléan szamolhatjuk a sugarzasi farok nagysagat. A skalarmezd szerinti Fourier
kifejtésében ekkor paros indextd ®,, tagok is szerepelnek. A fiiggvényeket és az egyenleteket
kiterjesztjik a komplex r sikra, és bevezetjiik a valos tengelyhez legkozelebbi szingulari-
tés kozelében az y koordinéatat a Osszefiiggéssel. A kiils6 tartoményban tovabbra is
a , mig a bels6 tartomanyban a egyenleteket oldjuk meg, ahol F;, a
kifejezéssel adott.

A kis-amplitiudos kifejtés eredményei alapjan a bels egyenletek megoldasat

_ m 1
O, = ayly, = (2.183)
k=0
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alakban kereshetjiik. Az ¢ kifejtésbdl az is kovetkezik, hogy a(()o) = 0, vagyis @ kifejtése 1/y>

taggal, mig az Osszes tobbi ®,, kifejtése 1/y" taggal kezdddik. Az y hatvanyok kettesével

) egylitthatok egyértelmien kovetkeznek az e kifejtésbdl, de technikai-

novekednek. Az a,(fn
lag sokkal egyszertibb az egyiitthatok meghatarozasa a kifejtésnek a belsé
egyenletekbe torténd kozvetlen behelyettesitésével, és az y hatvanyokra kapott egyenletek
a,(cn) egytitthatokra valé megoldasaval. A szdmoléshoz algebrai manipulaciok végzésére képes

)

programcsomagot célszert hasznalni. A megoldés az agl elgjelétdl eltekintve egyértelmii. Az

S valtozo -beli elGjel valasztésaval 6sszhangban 1évé egyiitthato agl) = —z'\/2/_)\, ahol
Aa —ben definialt pozitiv konstans. A paros indext ®,, Fourier komponensekhez tar-
t0z6 agi") egyiitthatok mindig tisztan valosak, a paratlan indext ®,,;-ekhez tartozo agﬁl)
egyiitthatok pedig tisztan képzetesek. Erdekességképpen megjegyezziik, hogy ha (2.183)-ban
az Osszes P,-nél barmilyen negativ kitevdji y hatvanyt megengediink, akkor is kovetkezik a
belss egyenletek megoldasabol, hogy @ elsé tagja 1/y?, az dsszes tobbi @, pedig 1/y™ taggal
kezd6dik. Tovabb4, ha ®1-ben az 1/y? egyiitthatojat nullanak valasztjuk, akkor az dsszes @,
kifejtésében kettesével ndvekednek az y hatvanyok.

Altalanos potencial esetén a bels egyenleteket kielégits ([2.183) kifejtés elsé néhany tagja:
go 1 . 169g5\ + 1449952 + 72920 — 81ga )\ 1 n

Dy = 22 —
07 N\ g2 5423 Y4 ’
o — ivV2 1 iv2(19g2) + 180) 1 N
' VA Y 2TA2\/\ y o
go 1 220¢3\ — 243Gy \2 + T2g90 — 108g,\ 1
=2 — 1. 2.184
2T T 162\8 g (2.184)
_iV2(4g5 - 30 1
’ 36AVA B
595 — 5gaX + 394 1
D, = .
! 902 g

ahol a A konstans definicioja (2.70)), és a o konstansé ([2.93]).
A Fourier komponenseket (2.143|)-nak megfelelen tovabbra is felbontjuk valos és képze-

tes részekre, ®,, = ¥,, +1£2,. A nemlinaris tagokat elhanyagolva, a képzetes részek a
differencialegyenleteket elégitik ki, ahol § = iy. A nulladik komponensre a megoldéas Q5 =
= ¢pexp(£ig), ami csak akkor tart a nullahoz a képzetes tengelyen lefelé haladva, ha ¢y = 0.
Megfelel6 megoldasok n > 2 esetén léteznek, és ezeket tovabbra is a alakban irhat-
juk fel. A altal megadott Fj, nemlinearis forrastagok koziil csak az €2 valtozokban
linearis tagokat tartjuk meg. A W, fiiggvények helyére a kifejtéssel megadott ®,,
értékeket helyettesitjiik, amelyek valosak a képzetes tengelyen. Az €2, fliggvények aszimpto-

tikus viselkedését a leglassabban lecsengd exponencidlis jarulék hatarozza meg, amelyet nem
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szimmetrikus potencialok esetén altalaban 25 general, és igy a sugérzast is ez hatarozza meg.

A csatolt lineéris rendszert megoldva, a § = iy koordindta hasznalatéval,

. 292 — 3\ V/3(16g3 — 24g2)\ — 45)\?)
Q) = vy exp <_¢§ y> _ éw n 2 27%2;3 ... (2.185)

V20 8v/6g;
O =wexp(—V37) | - + 2_ 4., 2.186
= v exp (=V39) 3VAT 13570072 (2186)

N 2v/3(4g2 — 15)) 323 — 282¢2\ + 255\2
0, = (— ) 1— 2 2 2 o 2.1
2 = vz exp (V37 450) 67522 * - (2.187)

\/592 8\/6g2(g2 — 6/\)
Q3 =1y exp (—V37 — 2 +...], 2.188
BT < y> 5VAY 225/ A3j72 (2188)

B N [ 693 — 5\
Q4 = vy exp (—\/§y> ( o T ) . (2.189)

Az Qs vezetd rendje altal ; és Q3-ban generalt 1/¢ tagok visszahatasa modositja €2, masodik
tagjat is. A [30] cikkiinkben kozolt eredmények ennek a visszahatasnak a figyelembe vétele
nélkiil lettek szamolva.

A szimmetrikus potencidlnal bemutatott eljarast kovetve, az ()5 altal megadott
5<I>g+) — vy exp(—iV/3y) (2.190)

korrekciot a képzetes tengelyen a kiils6 tartomanyban lévé korrekcidhoz illesztjiik, majd a
valés tengely masik oldalan 1évé szingularitéastol szarmazo korrekcioval Gsszeadjuk. A valds
tengelyen, a mag tartoméanyban, (2.156))-hoz hasonl6 moédon,

6y = arsin(v/3r) (2.191)
jarulékot kapunk, ahol
3P
a = 25 exp (—\/_ ) , (2.192)
€
e = V1 —w? & most az egydimenzi6s esetben P = 7. Ilyen médon az aszimmetrikus

kvézibreatherhez jutunk, amelynek a pozitiv r irdnyban nincs allohullam farka. Az r =
= 0 kozéppont aszimmetridjanak kompenzalasa érdekében ehhez a linearizalt egyenletek
5@&8) — —asin(v/3r) megoldéasat kell hozzdadni, ami egytttal meghatarozza a kozépponti
tiikrozésre szimmetrikus kvazibreather cos(2t) szerint rezgd farkat is. A egyenletben
definialt o paraméter megfelel a farok altaldnos viselkedését leird egyenletben szerepld

amplitudo paraméternek. Igy a kisugarzott energiadram rezgési periodusra atlagolt S értéke
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(2.126)) segitségével szamolhatod. Az egydimenzios esetben, nem szimmetrikus potencial esetén
S = 2v/302, vagyis
~ 3
S =8V31lexp (—Q> . (2.193)
€

A sugérzas mértékét meghatarozo vy egytitthatot elgszor Segur és Kruskal [34] szamolta
ki numerikus modszerrel az aszimmetrikus ¢* potencial esetén. A szamolast tobb Fourier
komponens figyelembe vételével, nagyobb pontossaggal megismételtiik a [30] cikkiinkben.
A potencialt a alakban vessziik fel, amely esetben m = 1 és a nemeltiing kifejtési
egylitthatok go = —3/2 és g3 = 1/2. A kifejtés kezdd tagjai 1/y® rendig:

1 395 19357 2862666359

Po= = T 36 T T2 23328080 ’
o b <g L 103 19661 | 169114187 >
V3 \y T 18y3 T 32455 T 116640y7 ’
o, _ L (l e 47 | 26765 | 21535799 )
3 \ 42 432y 14580y '

3__

m(
(

1 91 42767
E+12y 432y7 > ’
1 /1 45883
36 y?+_ 32448 )

By — ( 3 9 )

TVB A\ 36y ’
1 /1 44

Dg=— [~

‘ 434( NETC R )
i 1

b = — 4. ,

! 864%3(117 )

1 (1
Py =—— [ —4...) .
® 5184(y8+ >

A @, képzetes részeként megjelend (2.187) korrekcio kifejtésének tagjai a ¢? potenciélra:

(2.194)

N 23 14 433 4747 3493741 29006059
QQ—I/QGXp( \/33/) 1+ \/~—— — — \{_—i- — + — — -
59 752 25 27009 450004335 67500070
1072856045789 N 15835359963361 >
4252500004/377 765450000078 '

(2.195)

A vy sugarzasi egylitthaté numerikus meghatarozéasahoz hasznalt modszer egy technikai
problématol eltekintve megegyezik a szimmetrikus potencidlok esetén a (2.150)) egyenlet uta-
ni bekezdésekben részletesen bemutatott eljarassal. A komplex ®,, = ¥,, + i€, fliggvényekre

vonatkozo (2.139)) differencidlegyenleteket oldjuk meg numerikusan egy konstans Imy = y;
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egyenes mentén, egy nagy pozitiv Rey = vy, értéktdl indulva, a Rey = 0 képzetes tengelyig.
Kezdéfeltételként, az y = y, + 1y; pontban, a sor valamilyen 1/y" rendig szamolt
értékét, és annak derivaltjat szeretnénk hasznélni. A Rey = 0 képzetes tengelyhez érve, az
y = 1y; pontban, az ottani numerikusan kapott €2y értékébdl alapjan fogjuk szamolni
a vy egyiitthatot. Sajnos a numerikus megoldas ilyen modon, az y = y,. + ty; pontbdl indulod
kezdetiérték-feladatként valo meghatarozésa problémaba iitkozik a &y modus exponencialis
viselkedése miatt. A numerikus integralast nem tudtuk a képzetes tengelyig stabil és konver-
gens modon elvégezni. Emiatt, Segur és Kruskal [34] eljarasat kovetve, a ®q valos és képzetes
részére vonatkozo egyenletet két végpontban meghatarozott peremérték-problémaként ke-
zeljik. Az y = y, + iy; pontban ®q = ¥, + i{2p-nak csak az értékét rogzitjik a sor
segitségével, derivaltjat nem. A hianyzo két adatot a képzetes tengelyen levé y = v, pontbeli
Qo = 0 és diy\lfo = 0 hatarfeltételekkel helyettesitjik. A tobbi ®, komponensre tovabbra
is a fliggvények értékét és dervaltjukat is megadjuk az y = y, + iy; pontban. A megoldés
numerikus meghatarozasa utan ellendrizziik, hogy @, valds és képzetes részének derivaltja az
Yy =y, + 1y; pontban tényleg nagyon nagy pontossaggal megegyezik a sor altal meg-
hatérozott értékkel. Az, hogy a keresett megoldasnal a képzetes tengelyen €2y értéke nagyon
nagy pontossaggal nulla kell legyen, kovetkezik abbol, hogy a linearizalt differenci-
alegyenlet Qy = o exp(£i7y) megoldasa csak akkor tarthat a nulldhoz a képzetes tengelyen
lefelé haladva, ha ¢y = 0. Megjegyezziik, hogy a ¢* potencial esetén y-nak a egyen-
letben bemutatott kifejezésében a vezets 1/7? tag elttinik.

Numerikus szamolésainkhoz a Maple szoftvercsomagnak a differencidlegyenleteket perem-
érték-problémaként megold6 programjat hasznaltuk. A konstans Imy = y; egyenes helye a
[—5, —22] intervallumban, mig az y, induldsi pont az [50,500] intervallumban volt. Ha a
konstans y; vonalat —13-nal lejjebb valasztottuk, akkor 16 jegynél pontosabban numerikus
értékekkel kellett szamolni, ami jelentGs lassulést okozott. Az y, = 300 valasztas éltalaban
megfelelének bizonyult. Az y = y, + iy; kezd6pontban a hatarfeltételeket a kifej-
tés 1/y'® rendig torténd szamolasaval adtuk meg, de méar 1/y° rend is harom jegyre pontos
értéket ad. A [2.3] tablazatban a v, sugarzési egyiitthato értékének valtozasat mutatjuk a
hasznélt ®,, Fourier modusok szamanak novelésével. A [2.36 abran v, értékének konvergenci-
ajat mutatjuk az integralashoz hasznalt egyenes y; helyének fliggvényében, a egyenlet
kiilonb6z6 rendii kozelitéseinek hasznalataval, 8 Fourier modus esetén. Osszefoglalasképp, a

¢* potencial esetén a v, sugarzasi egyiitthato értéke
vy = 8.38866-107°£1-107" . (2.196)
Az itt ko6zolt numerikus értékek lényegesen pontosabbak a [30] cikkiinkben kozolt értékek-
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n Vs
2| —8.27-1073
3| 7.061-1073
4| 8.365-1073
5
6
7

8.3885- 1073
8.3886 - 1073
8.38866 - 1073

2.3. tablazat. A v, egyiitthato értéke n 4+ 1 Fourier modus, @y ... ®,, hasznalatéval.

16‘02 T T T T T T T T

1e-03 ]

le-04

le-05

le-06

vy — 0.008388660|

1le-07

le-08

le-09

—Yi

2.36. abra. Logaritmikus &dbra, ami mutatja, hogy v, hogyan tart a 8.388660 - 103
értékhez az |y;| novelésével, a @ ... 7 modusok hasznalata esetén. Az n szammal jelolt
pontok esetén a vy szamolasahoz hasznalt kifejezésben 1/¢" rendig vettiik
figyelembe a tagokat.

nél, az )y képzetes rész szamolésakor a tobbi (2i-ban generalt ugyanolyan exponenciélis
lecsengésii jarulék visszahatasénak figyelembe vétele miatt. A minusz elGjel eltérés amiatt
adodik, hogy a jelen dolgozatban a pozitiv r irdnyban nincs sugarzésa az aszimmetrikus
kvazibreathernek. A Segur és Kruskal [34] cikkben kozolt érték egy kettes szorzoban eltér, a
Fourier modusok komplex fiiggvényként vald kezelése miatt. Az altalunk hasznélt jelolésben
az eredményiik (9.0 £ 2.0) - 1073.
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2.9.6. Gombszimmetrikus oszcillonok sugarzasa

Az egynél tobb térbeli dimenzid esetén létrejové gombszimetrikus oszcillon éllapotok su-
garzasi rataja az egydimenzios esethez hasonldéan szdmolhato, de technikailag bonyolultabba
valik az eljaras. A kovetkezSkben a [31] cikkiinkben koézolt eredményeket ismertetjiik. 1d6-
ben periodikus, w frekvenciaja, gémbszimmetrikus kvazibreather megoldasokat keresiink,
amelyeknek a farok-amplitadojat kivanjuk meghatarozni. A Fourier kifejtés ®,, kom-
ponensei a egyenleteket elégitik ki, amelynek alakja m = 1 tomegi skaldrmez6 esetén

d?®,, N d—1d9o,
dr? r dr

A kiilonb6z6 rendi ®,, szorzatokbol allé jobboldali F,, kifejezéseket (2.41)) adja meg. A frek-
2

+ (n*w? - 1)®, = F, . (2.197)

Osszefiiggés koti Ossze.
A egyenleteket kiterjesztjiik a komplex r sikra, és a ®, megoldasok valos tengelyhez
legkozelebbi szingularitasa kozelében vizsgéaljuk a kicsi € paraméter esetén vald viselkedést.
Ehhez a fejezetben bemutatott kis-amplitudos kifejtéssel kapott eredményeket sziikséges

venciat az € amplitid6é paraméterrel tovabbra is az €2 = 1 — w

tanulményoznunk tetszéleges dimenzié esetén.
Az ¢ kifejtés els6 négy rendjének eredményét osszefoglalo ((2.97))-(2.98)|) 6sszefliggések alap-

jan a Fourier komponensek kezd§ tagjai

1 1 dp\* 31 3
1

o = — 50001 + 2" | =02P] — G203 + £ AD] — G2 (d—p) + Pl — o[ o
) =epy +ep3+ -,

1 1[0 fdp\?

1

, :52692]9% - 545 89 <_dp ) — 12g4p} + 16g5p] — 24gap1ps — 23g2Apt — 8api | + -+

1 i
4 2836(4@ —3\)pi 4+, (2.198)

1
D, =c*——p1 (394 — Bgo\ + 5g3) + -+ .

1 =g (394 — BgaA + 5g3) +

A p, fiiggvényt, az S = VA p, Osszefiiggés koti Gssze az S fiiggvénnyel, amit a alap-
egyenlet hataroz meg, amelyben A a altal megadott, p = er radidlis koordinatahoz
tartozo Laplace-operator. Az S megoldas ismerete megadja a ®,, Fourier komponenseket &2
rendig.

Az egydimenzios esethez képest vald lényeges eltérés az, hogy magasabb dimenzi6 esetén
az aszimptotikusan lecsengd, zérushely nélkiili S megoldas csak numerikus forméban ismert.
Egy dimenzional, mint lattuk, S = v/2sech p. Az alapegyenlet tanulmanyozasabol az is ko-

vetkezik, hogy alacsony amplitudoja oszcillonok csak d < 3 térbeli dimenzio esetén léteznek.
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Az S megoldés kozépponti numerikus értékét d = 2 és d = 3 esetén (2.78)-ban adtuk meg.

A p = —ip koordinatat bevezetve, az

—ii;—tpl%—s+s3:0 (2.199)
egyenlet numerikus integraldsaval meghatarozhatjuk S képzetes tengelyen val6 viselkedését.
Az egydimenzi6s esethez hasonldéan ekkor is szingularitas jelenik meg szimmetrikusan a p =
= ZuP helyeken, ahol P > 0 valés. A szingularitds helye egy dimenzioban 7, egyébként

numerikus integréalassal kaphato,

1.5707963 had=1,
P=1{ 1.0925562 had=2, (2.200)
0.6021836 ha d=3 .

P értéke a alapegyenlet p = 0 koriili sorfejtésével, és a sor Padé kozelitésével is nagy
pontossaggal szamolhatd. Azonban, az egynél tobb dimenzids esetben a szingularitds nem
egyszerid polus, mint esetén, hanem a kifejtésben megjelend logaritmus tagok miatt
elagazasi pont. Bevezetve a szingularitastol mért tavolsdgot megadd R valtozot a p = iP+ R

Osszefiiggéssel, az S fliggvény kifejtésében az aldbbi tagok szerepelnek:
S=>" > SpuRI"(iR). (2.201)
k=0 j=dk—1

Az S; ), konstansok valésak péaros j esetén, és tisztan képzetesek pératlan j-re, igy S valods

értékeket vesz fel a képzetes tengelyen. A kifejtés els6 hat rendje:

V2 N V2(d—1)  iV2(d*> —6P% —8d + 7)R

S = -
R 6P 36 P2
V2(d —1)(4d® — 18P? — 35d + 85) _,
— ST6P3 R (2.202)
V2(d —1)(2d® — 9dP? — 21d? + 18P? + 72d — 80
e I 3P + i >R3 In(iR) + SsoR* + -+ .

A kifejtésben egyetlen szabad egyiitthaté marad. Ss értéke barmely tisztan képzetes szam
lehet, az Osszes tobbi S, ennek rogzitése utan egyértelmien meghatarozott. Az Ss egyiitt-
hato konkrét értékét az rogziti le, hogy a kézéppontban reguléris, zérushely mentes, aszimp-
totikusan lecsengé S megoldas komplex kiterjesztését tanulmanyozzuk, amelynek kézépponti
értékeét -ban adtuk meg. Ennek a altal megadott helyen van a szingularitasa.
Az S3( egyiitthat6 olyan magas rendben jelenik meg, hogy nem fogja befolyasolni a sugar-

zasi rata meghatarozasara iranyulo tovabbi szamolésainkat. Kozelité numerikus értéke d = 2
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esetén S5 = —0.07264, valamint d = 3 esetén S3 o = —0.194. d = 1 térbeli dimenziénal,
alapjan, S3 o = —7v/2/360 = —0.0275.

Ahhoz, hogy a ®,, Fourier komponenseket £* rendig szdmolhassuk a egyenletek
segitségével, a p3 fliggvény ismerete sziikséges. Ezt a Oszefiiggés koti Ossze a potenci-
al fiiggetlen Z fiiggvénnyel, amelyet a egyenlet megoldasaval kaphatunk. Egy térbeli
dimenziéonal Z a és Osszefiiggések segitségével kaphatd. A Z fiiggvény képze-
tes tengelyen valo viselkedése d > 2 esetén a kozépponti értékek felhasznalasaval, a
differencialegyenlet numerikus megoldasaval tanulmanyozhato. Az S fliggvénynek a p = i P
helyen 1év6 szingularitdsa 1/R? szerinti szingularitést generdl Z-ben is. Z-nek a szingularitas

koriili kifejtése az alabbi tagokbol all:

Z:i ORJ+Z Z ok RIIn*(iR) . (2.203)

j=-3 k=1 j=4k—6
A kifejtés els6 6t tagja:
P i2v2  8v2(d—1) In(iR) ez L iV2(d* — 45P* — 32d + 31) 1
T 3R3 15P R? 2O R2 45 P2 R
2\/'( 1)(d*—6P?+2d+1) . .
P In(iR) +--- . (2.204)

Ellentétben S-el, Z-ben a logaritmikus fliggés mindjart a vezetd tag utéani rendben megjele-
nik. A kifejtésben In(iR)/R tag nem jelenik meg. Két szabad paraméter van, Z_o és Zs.
Tobb dimenzi6 esetén a Z_,, konstans numerikus integralassal szamolhat6, megkovetelve,

hogy Z a p = 0 kézéppontban regularis legyen, és hogy a kézépponti értékét (2.96) adja meg,

0 had=1,
Z_90=14 049483 had=2, (2.205)
3.65482 ha d=3.

A Zs konstans nem fog megjelenni a tovabbi szamolasainkban, és a sugarzasi rata mértéke
Z_9-t0l is fliggetlennek fog adodni.

A Osszefiiggésekben p; mindig legalabb egy e szorzéval szerepel, ezért az €S
fiiggvényre lesz sziikségiink. Hasonloan, ps mellett legalabb &3 szorzo6 talalhato és igy a 227
szorzat jelenik meg. A Osszefliggésnek megfelelGen, az egynél tobb dimenzids esetben
is bevezetjiik a szingularitas kozelében az y = R/e bels6 koordinatét. Igy e rendig
—iV2 2(d—1

Z;/_ + 5\/—(6 P ) ,
L i2v2 1 8v2(d—1) 1 8v/2(d — 1) In(iy)

1
3 E — 811’1815—P E — & 5P y2 +€Z_270E . (2207)

eS =

(2.206)

37 =

103



Az S fiiggvény derivaltja legalabb &2 szorzoval jelenik meg,

2045 _ 45 _dEs) _iva (2.208)
dp dR dy y?

Ezek alapjan, (2.198)-ba helyettesitve, a ®,, Fourier komponensek szingularitas kozeli visel-

kedése kis e-ra az alabbi modon fejthets ki,
®, =00 4 clnedW + 0P + O(?Ine) | (2.209)

ahol a fuggvenyek mar fiiggetlenek e-t6l. Az eredeti r skalanak megfelels y koordinéatat

hasznalva, a (2.206)), (2.207)) és (2.208)) kifejezések elsd, e fuggetlen tagjal nem fiiggenek a d
dimenziotol. Mivel 1} ban sem jelenik meg a d paraméter, a o fuggvenyek ugyanazok
lesznek mint a kordbban téargyalt egy térdimenzids esetben, vagyis oY kifejtésének elsd

tagjai (|2.184)) altal adottak.
A ol fiiggvények (2.198) felhasznalasaval kaphato tagjai

16iga(d — 1)o 1

ol = — — ...
0 NP 5
8V2(d— 1) 1
o) — 8v2(d — 1o — (2.210)
T1AVAP 3P
16iga(d — 1)o 1
o) = 2929
2 BNP 5

ahol a o konstans definicoja —ban adott. Ezek ¢s &\ -nak (2.184) altal adott értékei

konzisztensek a

d
o) = C’d 30 (2.211)
Osszefiiggéssel, ahol a C' konstans
8i(d—1)o
C=—" 2.212
15\2P ( )

Mint hamarosan latni fogjuk, az hogy valoban megoldas, kovetkezik a Fourier mo-
dusok altal a belsé tartomanyban kielégitends egyenletekbdl.

A belst koordinatéat definiald r = z'g + y Osszefliggés alapjéan,
- eip +e 2]32 +O() . (2.213)
Felhasznéalva, hogy w? = 1 — €2, és elhagyva az €2 és magasabb ¢ rendii tagokat, a
kiils6 egyenletekbdl az alabbi bels6 tartomanyban megoldandé egyenleteket kapjuk:

1
r

&2®, d—1d%,
~1)®, =F, . 2.214
a2 T gy T (2.214)
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A ®,, megoldést az (2.209) szerinti ¢ kifejtés alakban keresve lathatjuk, hogy a vezetd rendi
oY fiiggvényre az egydimenzios esetben targyalt (2.139))-el azonos alaki egyenletet kapunk,

dQ(I)(O) ) ©)
= -1)oY =F, : 2.215
dy2 + (TL ) n ¢k:¢§€0) ( )
Az elne tagra vonatkozo egyenlet
ol >, OF,
> ~ 1o = . o). 2.216
m=0 D=,

Ezt nyilvanvaléan megoldja o) = C %@%0), tetszdleges C' konstans esetén. Ahhoz viszont,
hogy a konstans -ben megadott értékét megkaphassuk, feltétleniil sziikséges a kis-
amplitudos kifejtés kezds rendjeinek kiszamolésa.

Tovabbra is igaz, hogy a belss egyenletek 1/y hatvanyai szerinti kifejtésé-
vel kénnyebben eljuthatunk a megoldas szingularitas kornyéki (2.184)) viselkedéséhez, mint
az ¢ kifejtés segitségével, és sokkal magasabb rendig is szamolhatunk. Mint lattuk, ez a ki-
fejtés nem konvergens, hanem aszimptotikus sor, ami abban nyilvanul meg, hogy a képzetes
tengelyen megjelenik egy exponencidlisan kicsi korrekcio. Feltessziik, hogy a —5 < argy <0
iranyokban a megoldést a sor jol kozeliti. A minimuma koril nem szimmetrikus U(¢)
potenciél esetén a képzetes y tengelyen a sugarzast meghataroz6 dominéns korrekcié a ma-
sodik modusban jelenik meg, és <I>§0) képzetes részét tovabbra is adja. Szimmetrikus
potencial esetén a harmadik médusban jelenik meg a dominéns korrekcio, és CDéO) képzetes
része altal adott. A két esetre vonatkozo Osszefliggést egyiittesen a kdvetkezé modon
irhatjuk fel,

50\ = iy exp(—ivE2 — 1y) | (2.217)

ahol most és az alfejezet héatra 1évs részében szimmetrikus potencialra k = 3, nem szimmet-
rikus potencial esetén pedig k = 2.

A CIDI(:) fliggvényekre, mivel a —7 < argy < 0 irdnyokban az ¢ kifejtésbsl adodoan érvényes
a Osszefiiggés, a képzetes tengelyen megjelend korrekeiot is pontosan hatéarozza
meg, a -ben adott C' konstans mellett,

5(1),(:’” =Vk?—1Cypexp(—ivk?—1y) . (2.218)

Definiadlunk egy atskalazott C=-iVk2—1C konstanst,

~ 8(d—1)o

C=Vi -1=55 (2.219)



[lyen moédon, az clne rendd jarulék figyelembe vételével, de £ és magasabb rendi tagok

elhagyésaval, a képzetes tengelyen lévs korrekcid a kovetkezd alakba frhato:
50\ = iy, (1 +Celn 5> exp(—ivVkZ —1y) . (2.220)

A valés r tengely alatt, az —z'g pontban 1év szingularitas kornyékén is megjelenik egy

lényegében ugyanilyen korrekcio
5@;_) = —iy (1 +Celn 5) exp(ivVk? —1y) (2.221)

ahol most r = —ig +v.

Az y koordinataval leirt bels§ tartomanyban kiszamolt korrekcié az r koordinataval jel-
lemzett kiils§ tartoményban is general egy korrekciot, amely az ¢ kifejtéssel kapott ®,, mo-
dusfiiggvényekhez adodik hozza. Mivel feltessziik, hogy ¢ kicsi, a kiils6 tartomanyban a 0Py,
korrekeio a egyenlet ®, = 0 koriili linearizaltjat elégiti ki, amit a jobboldalon 1é-
v& nemlinearis tagok elhagyasaval és w = 1 helyettesitésével kaphatunk. Ennek &altalanos

megoldésa Bessel fliggvények segitségével irhato fel,
50, = VEZ — 1\@ =4 [ayg,l (\/k:2 1 7“) + By <\/k2 — 17«)} , (2.222)

ahol « és (8 konstansok. A Bessel fiiggvények = — oo aszimptotikus viselkedése[129)]

2

Jy(x) ~ — cos (:v — %T - Z) , (2.223)
2

Y,(2) /= sin (;c - % - 2) . (2.224)

Ennek alapjan, nagy |r| esetén

00y = % {asin [\/ﬁf - %(d— 1)] + B cos [\/ﬁf’ — £<d — 1)} } (2.225)

rz
Exponencialis fiiggvényekkel felirva,

N =1

! - [z%(ﬂ +ia)exp(—ivVk? —17r) 4+ (—i) 2 (8 —ia) exp(iVk? — 17“)] . (2.226)

2r 2

0d) =

A képzetes tengely feletti szingularitas kornyékén, r = ig + y helyettesitéssel, az exp(—P/e)
szorzo miatt (2.226) méasodik tagja elhanyagolhatova vélik, és mivel az illesztési tartomany-
ban |y| < P/e,

d—1

I, = %(B + i) (%) 2 exp (\/ﬁ g) exp(—ivkZ —1y) . (2.227)
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A bels6 tartoményban a korrekciot megado ([2.220]) kifejezéssel Gsszehasonlitva,

3

a—if = 2u (1 n 551n5> (5) 7 exp (—\/1:2 1 5) . (2.228)

A képzetes tengely alatt szimmetrikusan elhelyezkedd szingularitas kornyezetében ([2.226])-
ba r = —i? + y helyettesitéssel, és ([2.221))-el Osszehasonlitva kaphatjuk, hogy a + i3 értéke
megegyezik az o — i értékére ([2.228))-ban felirt kifejezéssel. Kovetkezésképp, f = 0 és «

értéke valos,

d—1
a =2y, (1 +Celn 5) (g) exp (—\/ k2 —1 g) : (2.229)

A (2.225)) egyenlet alapjan, az oszcillon mag tartomanyaban a valos r tengelyen is érvényes

korrekeid

5Py, = —r sin [\/k2 "1 %(d - 1)] . (2.230)

ra
Ez természetesen d > 1 esetén az r = 0 origd kézvetlen kozelében érvénytelenné valik, de mi-
vel az oszcillon magjanak mérete 1/e rendii, egy nagy tartomanyban jo kozelitést ad. Mivel
a felsé szingularitas kornyékén a —7 < argy < 0 irdnyokban illesztettiink az e kifejtés-
sel kapott fliggvényekhez, a mag tartoményon kiviil nincs ilyen korrekcié nagy valoés értéki
r koordinata esetén. Ilyen modon a [2.9.3] alfejezetben bemutatott aszimmetrikus breather
megoldés magasabb dimenzios altalanositdsdhoz jutunk, amelynél pozitiv r esetén nincs allo-
hullam farok, de a megoldést az origd komplex sikon valé megkeriilésével negativ r értékekre
kiterjeszve, a tuloldalon megjelenik egy allohullam farok, a minimalishoz képest kétszeres
amplitiadoval. Mivel jobban jellemzi a lényeges tulajdonsagokat, d > 2 térdimenzié esetén
erre a megoldasra a szinguldris breather elnevezést hasznaljuk.

Az igy megkonstrualt szingularis breather megoldéas koriili kis perturbéaciok vezets rend-
ben megint csak baloldalat elégitik ki. A nyilvanvalo megoldéas, ami kiejti a kozéppon-
ti szingularitast, és igy megsziinteti az aszimmetriét, 5@,&3) = —0Py, ahol 0Py, altal
adott. Emlékeztetsiil megjegyezziik, hogy szimmetrikus potenciél esetén a £ = 3 modus adja
a dominans sugarzast, egyébként pedig a k = 2 modus. A szingularitas eltiinéséért cserébe,
a mag tartomanyon kiviil, pozitiv r iranyban megjelenik a 5@,(5) allohullam farok, w = k

frekvenciaval,

¢ = ———sin [\/k:Q “1r— %(d - 1)] cos(kt) | (2.231)

r 2

ahol « értéke (2.229) altal adott.
Az o sugarzéasi amplitudot megado ([2.229) kifejezésben vy, értéke dimenzio fiiggetlen,

igy az egy térdimenzi6 esetén korabban részletesen leirt médokon szamolhato. Szimmetrikus
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potencial esetén a alfejezetben ismertetett Borel 0sszegzéses modszert célszerd alkal-
mazni, a v3 = —Kym/2 Osszefiiggés hasznalataval. Nem szimmetrikus potenciél esetén csak
a alfejezetben bemutatott numerikus intergraldsos eljards miikodik. Ugyan v, meg-
egyezik, de tobb ponton is eltér az egydimenzids alaktol, ami miatt a magasabb
dimenzids esetekben &ltaldban nagyobb a sugérzasi amplitidot eredményez. A komplex si-
kon 1év6 szingularitas valos tengelytdl valo P tavolsaga a d térdimenzio ndvelésével
szerint egyre kisebb lesz, ami —ben az exponencialis tag csokkenéséhez vezet. A ne-
vezében 16v6 e(4D/2 sz0rz6 is noveli az o sugarzasi amplitadot d > 1 esetén. Mivel elne
negativ ha 0 < € < 1, a szogletes zardjelben 1év6 korrekciéo o > 0 esetén csokkenti, o < 0
esetén pedig noveli a sugarzast a vezet§ rendd eredményhez képest. A o konstanst
definidlja a potencial minimum koriili kifejtését meghatarozé g, konstansok segitségével.
Az o paraméter megfelel a farok altalanos viselkedését leiro egyenletben szerepld
amplitiidé paraméternek. Igy a kisugarzott energiadram rezgési periodusra atlagolt S értéke

(2.126) segitségével szamolhato, ahol wy =k és A\p = VA2 — 1,

) a N N -1
S = %4% EvVE? —1 (1 +Celn 5) (g) exp (—2\/ k2 —1 g) . (2.232)
2

Szimmetrikus potencidlra k = 3, egyébként k = 2. A C' konstans (2.219)-ben definialt. A

dimenzi6 fiiggd szorzo:

a 1 had=1,
2

FW(d): 7 had=2, (2.233)
2 21 had=3.

2.9.7. ¢ rendd korrekcié magasabb dimenziénal

Az eddigiekben a ®,, modusfiiggvényekre vonatkozé (2.214]) belss egyenletek ([2.209)) sze-
rinti kifejtésének e fiiggetlen, és e1Ine-al aranyos részét hataroztuk meg. Az e-ban lineéris

korrekeiot ado &L fiiggvényekre adodé egyenlet :

20 d—-1do >, IF,
+ — +(n? - 1) = & IO (2.234)
dy2 iP dy TRZZD aq)m cbk:cbfco)

A kis-amplitudos kifejtés alkalmazasaval a ®,, modusfiiggvényekre kapott (2.198) egyen-
leteket hasznalva korabban belattuk, hogy az ¢ fiiggetlen rész, o , ugyanaz mint egy tér-
dimenzié esetén, vagyis (2.184]) altal adott. Az elne-al ardnyos rész kifejtésének elsé tag-

jait (2.210)-ben irtuk fel. Az ezutan kovetkezd e-ban linearis rendi részére a megoldasnak
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(2.198])-bol a kovetkezst kaphatjuk:
e _i(d—1)g, 1 16i(d — 1)gao In(iy) N V29207 50 1
@ _ z -
y

3AP 15A3P Y3 A3 y3
N i(d —1)(169g3\ + 36gaA? + 18go0 — 81g4\) 1
SN P B

— + ...,
! 6V AP 5X2VAP 92 A2/ 12 SAMAP 12
’l(d - 1)g2 1 16Z(d - 1)g20' 11’1<Zy) _ 7:\/§g20'Z,270 i

e V2(d—1) 8V2(d—1)o In(iy)  0Z90 1  19vV2(d—1)g3 1

P — _ - 2.235
2 NP g BNP YR (2:235)
~i(d — 1)(220g3) — 207go)* + 18950 — 108g4)\) 1
243\3 P R
o2 _ _ V2d—1)(4g3 —3)) 1
3 — -3 + )
T2M/ AP y
o@ _1d = 1)(5g3 — 592A + 3g4) 1
4 — . +
135)2P y3

Ha megoldasa a ([2.234]) egyenletnek, akkor o + ngiyq)g)) is megoldas barmely C,
konstans esetén. A kifejezések els6 tagjainak derivéltjaival vald Gsszehasonlitasbol
lathato, hogy a Z_, o megvaltoztatésa felel meg ennek a szabadsagi foknak. Masrészt, Z_o
értéke egyértelmiien meghatérozott az e kifejtés altal, szerint.

A kifejezések In(iy)-nal ardnyos tagokat is tartalmaznak, amelyeknek egyiitthato-
ja pontosan megegyezik a —ben (IJ(()l)-re felirt kifejezésekkel. Mivel az 0sszes logaritmus
tag a (2.202)) és (2.204)-ben szerepld In(iR)-ekbdl szarmazik, az R = ey helyettesités eredmé-

nyeképp az In e és az In(iy) tagok sziikségképpen parban jelennek meg. Uj véltozot bevezetve

a
®® = oW n(iy) + > (2.236)

n n

helyettesitéssel, ) mér nem fog tartalmazni logaritmus tagokat. A ([2.234]) egyenletbe he-
lyettesitve, felhasznalva hogy oY kielégiti (2.216))-ot, és utana a >V et a oY derivaltjaval
0sszekotd (2.211)) azonossagot, kaphatjuk hogy

2o,y d—1doY
- —1p®» 4Lz - 7n
dy? +(n o+ P dy
2 @20 1 doy >, OF, ~
+C (— g = gq) o2 (2.237)
y dy oy dy 0 0P| g0
Ennek az egyenletnek a megoldasat
~ S, 1
o =) D) s T} (2.238)
k=0
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alakban keresve, ahol b(_of = 0, és felhasznalva a korabban kiszamolt kifejtést @%O)—ra,
az ¢ kifejtésnél lényegesen kénnyebben megkaphato , és joval magasabb rendekig is
szamolhato. A 1) alakban keresett megoldasban egyetlen szabad paraméter marad, bgl),
amelyet szerint a Z_, paraméter hatédroz meg egyértelmden.

Az € hatvanyai szerinti kis-amplitidos kifejtés nem képes lefrni a kvazibreatherek expo-
nencialisan kicsi allohullam farkat. Ennek megfelelGen, a belsé egyenletek oY) megoldasainak
1/y szerinti kifejtése minden rendben valos a képzetes tengelyen. Mivel feltételezziik, hogy
a —35 < argy < 0 irdnyokban a kifejtés jo kozelitést ad, a képzetes tengelyen megjelenik
a altal megadott vezets rendt, e-tél fiiggetlen korrekcid, és az annak derivaltjaval
aranyos ¢ lne rendd jarulék. Mindketts arédnyos a 1, paraméterrel, amit vagy nu-
merikus integralassal, vagy Borel 6sszegzéssel hatarozhatunk meg. Kovetkezd rendben, az
e-ban linearis rend 5@,&2’” korrekei6 a egyenlet baloldali linearis részét elégiti ki. A
CDISO) derivaltjat tartalmazoé forrastag <I>,(€2)—ban Y exp(—i\/m y)-nal aranyos tagot general.
A 1} szerint definiélt EIS,E?) fiiggvényben In(iy) is megjelenik. Ilyen modon, az € rendd
korrekcié6 meghatarozasa az altalanos esetben meglehet&sen bonyolultté valik. Szerencsére,
ez a szamolés altalaban nem is annyira fontos, mivel csak egy masodrendd korrekciot ad a
vezetS rendid eredményhez képest. Ha viszont a vezets rendd szamolasnal meghatarozott vy
egyiitthato nullanak adodik, akkor a vezets és az e€lne rendben egyaltalan nincs exponen-
cidlisan kicsi jarulék, és igy az e-ban linearis rend fogja meghatarozni a sugarzast. Ez nem
csak a sine-Gordon potencial esetén fordul el§, hanem példaul a szimmetrikus hatodrendi
potencialnél is, amikor a g5 paraméter al2.35|abra valamelyik zérushelyének megfelels értéket
vesz fel.

A minimuma koériil szimmetrikus U(¢) potenciél esetén a domindns sugéarzast a k = 3

modus adja. Ha v3 = 0, akkor a ([2.237) egyenletben a képzetes tengelyen a o tagok csak

valos jarulékot adnak. Emiatt, a képzetes tengelyen megjelené korrekcié vezeté rendben
5(I>§+) = 56(13:(),2’+> = 555&2’“ = iey?EQ) exp(—iv8y) . (2.239)

A 1/§2) egylitthato meghatarozasahoz a alfejezetben részletesen bemutatott Borel sszeg-
zéses eljarast fogjuk alkalmazni. Ehhez a @éQ) fliggvény 1/y szerinti kifejtési egyiitthatoit
szitkséges tanulméanyozni 1/y nagy hatvanyai esetére. A kifejtési egytitthatokra a [31] cik-

kiinkben hasznalt jelolést alkalmazva,
50 _N~g L
¢y = Zﬁkﬁ ) (2.240)
k=1

amit ([2.238))-al 6sszehasolitva lathato, hogy [, = b§,”j. A kordbban elvégzett egydimenzids
szamolassal megegyezGen, az c-ban vezetd rendd oY fiiggvények kifejtése (2.163)) alaku. Az
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altalanos esetben a nagy k-ra vonatkozo aszimptotikus viselkedést a @go)—hoz tartozo Aff)

egylitthatok hatérozzak meg, amelyek (2.174)) szerint névekednek. A t6bbi ¥ hoz tartozo
A,(Cn) az A,(f) egylitthatohoz képest legalabb 1/k* rendben kicsi, (lasd (2.167) és (2.169)).
Mivel az A,(f) egyiitthato altalaban (2k — 2)! szerint novekszik, a (2.237)) egyenletben a C-vel

aranyos és a nemlinearis tagok legfeljebb 1/k? rend( jarulékot adhatnak. Ilyen modon, vezets

rendben a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

(2k — 2)(2k — 1)By—1 + 8B — (2k — 1) tpl AP =0 (2.241)

A By egyiitthatok nagy k-ra vald viselkedését az alabbi alakban keressiik:

(2k — 1)!
g

(28]'2)' M (_1)k

ahol L és M konstansok. A (2.241]) egyenletbe helyettesitve, L értéke meghatarozodik a (2.174])-

ben definialt K, konstans segitségével,

B =L (=1 (2.242)

V2(d—1)

L=
8P

K . (2.243)

A Osszefiiggés szerint v3 = —Kom/2, és mivel éppen a v3 = 0 esetet tanulmanyoz-
zuk, kovetkezik hogy L = 0. Ilyen moédon —ben csak a masodik tag marad. Nagy
k-ra pontosabb kozelitést kaphatunk Fy-ra, ha jobboldalarol figyelembe vessziik a
3 <®§0)>2 5&2) tagot is (lasd (2.161])). Az U(¢) = 1 — cos ¢ alaku sine-Gordon potenciél ese-
tén c1>§°) kezd6 tagja —4i/y, és igy a jobboldali tag vezetd rendekben fontos része 45&2) /2.
Igy a Bj-ra megoldandé egyenlet

(2k —2)(2k = 1)Br1 + 88, = 4Bk—1 - (2.244)

A 1) egyenlet baloldalan 1évé @go) tagokat nem sziikséges figyelembe venni, mert a v3 =
= 0 esetet vizsgaljuk. A sine-Gordon potenciél esetén obg“) egzakt modon kiszamolt
kifejtési egyiitthatoirol lathatd, hogy sokkal lassabban novekednek mint a [ konstansok.
A osszefiiggésbol kovetkezsen, 1/k% rendig,

Br = M(—1)* % (1 + % + %) . (2.245)

Az M konstans értékét jo kozelitéssel megkaphatjuk, ha a (2.237) egyenlet (2.238)) alakban
keresett megoldasanak kifejtési egytlitthatoit algebrai szamolasokra kifejlesztett program-
csomag segitségével kiszamoljuk mérsékelten nagy 1/y rendekig. Ugyan csak véges szamu

Fourier moédussal dolgozhatunk, és a sine-Gordon potenciél kifejtését is csak bizonyos rendig
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vehetjiik figyelembe, igen pontos eredményt kaphatunk, ha a Fourier komponenseket ®g-ig,
a potencial kifejtését pedig ¢! rendig hasznaljuk, és a kifejtési egyiitthatokat 1/y% rendig
szamoljuk ki. Az ilyen médon meghatarozott 55, = bg;) konstansoknak van egy bgl)—el aranyos
része, amely sokkal lassabban novekszik k& novelésével mint a tobbi tag, ezért nem sziikséges
figyelembe venni, és igy az M értéke a Z_5 paramétertsl fiiggetlennek adodik. Az Gsszes

tobbi tag tartalmaz egy (d — 1)/P szorzot, amit kiemelhetiink,
d—1—~
M=———M. 2.246
= (2246)
A (2.245) aszimptotikus formula felhasznalasaval, a bizonyos rendig kiszdmolt [, konstan-
sokbol a dimenzi6 fliggetlen M-re négy jegy pontossaggal a kovetkezdét kaphatjuk:

M = 0.6011 . (2.247)

Mint hamarosan belatjuk, az M konstanst és a képzetes tengelyen megjelend ([2.239))
korrekciot meghatarozo u§2) értékét Osszekots Osszefliggés

M
2 = —Tﬂ . (2.248)

Ezt (2.182) bizonyitasdhoz nagyon hasonlé modon, Borel 6sszegzéssel lathatjuk be. A

= =, 1 2k —1)!
(I)§2)(y) = Zﬁkﬁ , Bk = M(_l)k (8—k) , (2.249)
k=1
sort szeretnénk Borel 6sszegezni. A transzformalt fiiggvényt a
=(2) >, B o
Oy () =) i (2.250)

~ 00 =(2) /¢
<I>§2>(y):/ dte™t @, (—) . (2.251)
0
=(2)

2.177)-hez hasonloan, ®, (z) is felosszegezhetd,

?ID;Q)(Z) = gM(;I?k (%)Qk = —% [m (1 - %) +1In <1 + %ﬂ L (2.252)

Ebben az esetben is csak a mésodik tag ad az integralhoz képzetes jarulékot Rey = 0 esetén,
és (2.179) levezetéséhez hasonldan, a képzetes y tengelyen

~ M
Im <I>§2)(y) = —Tﬂ exp (—Z\/éy) . (2.253)
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A 1) egyenlettel dsszehasonlitva kaphatjuk a keresett Osszefiiggést 1/3(,2) és M ko-
zOtt. A korrekciot a valos tengely mag tartomanyban 16vé részére folytatva, és a kvazibreather
aszimmetriajat kompenzalva, a egyenlet levezetésével megegyezd modon kaphatjuk,
hogy d = 2 és d = 3 dimenzi6 esetén a sine-Gordon kvazibreather farok-tartoményaban a

skalarmezd alakja
a® T
6= —2"gin [\/gr (G 1)} cos(3t) | (2.254)
r2

ahol most

~ (P 2 P
a? = —x(d-1)M (—> exp (—\/§—> : (2.255)
€ €
A kisugarzott energiadram rezgési peridodusra atlagolt értéke a (|2.232)) levezetésénél bemu-
tatott modon kaphato,

a
T2

T

6vV2m2(d — 1)2M> (9 o exp (—4\/5 g) . (2.256)

2.10. Oszcillonok sugarzasanak numerikus vizsgalata

A koévetkezskben a fejezetben ismertetett id6fejlédési kodunkat alkalmazzuk az osz-
cillonok sugarzasi ratajanak meghatarozaséra, és a kapott numerikus értékeket 6sszehasonlit-
juk az el6z6 fejezetben levezetett analitikus eredményeinkkel. A skaldrmezd altal 1étrehozott
lokalizalt allapotok két nagy osztalyba sorolhatok, vannak stabil és instabil oszcillonok. Az
instabil allapotoknak van egy bomlasi médusa, amelyet a kezdGadatban szereplé paraméter
sok tizedesjegyre torténd finomhangolasaval semlegesithetiink, és a fejezetben ismerte-
tett médon majdnem-periodikus allapotokhoz juthatunk. Ezek az allapotok altalaban olyan
jo kozelitéssel periodikusak, hogy az altaluk kibocsatott sugarzas az adott frekvencidhoz tar-
toz6 minimalis energiaveszteségi rata kozelében van, és igy az analitikus modszerrel szamolt
eredményekkel kozvetleniil 6sszehasonlithaté. Stabil allapotok egy és két térbeli dimenzid
esetén végtelen sokaig rezegnek, anélkiil hogy valaha is elbomlandnak. Harom térdimenzio
esetén, amikor a lasst sugarzas miatt energiajuk a[2.19 dbra minimuma éaltal meghatéarozott
hatar ald csokken, az instabil tartoméanyba keriilnek és hirtelen elbomlanak. A abran
ennek tipikus példait lathatjuk. Az abran a stabil oszcillonok egy mésik fontos tulajdon-
sagat is megfigyelhetjiik. Barmely dimenzié esetén, az oszcillon rezgésének burkol6gorbéjén
egy alacsony frekvencids modulacio figyelheté meg. Ezt az alak-modust az oszcillon ampli-
tadojanak és térbeli méretének alacsony frekvencias rezgése okozza. Az alacsony frekvencias
modusok jelentGs energiat tarolhatnak, és mivel viszonylag gyorsan bomlanak, az altaluk

adott id6 alatt kisugarzott energia joval nagyobb is lehet mint az idealisan periodikusan
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rezg6 oszcillon altal kisugarzott energia. Azonban, a numerikus kezdGadatot meghatarozo
valamelyik paraméter hangolasaval ezek az alak-moédusok nagyon kicsivé tehetsk, és igy
az idealis oszcillonok sugarzasi rataja is tanulméanyozhatova valik, és az elméleti értékekkel
Osszehasonlithato.

Ahhoz, hogy minél periodikusabb oszcillon allapotokat kaphassunk, célszerd hogy mar a
hangolas el6tti kezdGadat is minél pontosabb legyen. Nagy szamu kiilonféle kezdGadatot leg-
konnyebben a [2.8] fejezetben bemutatott kis-amplitudos kifejtés segitségével allithatunk el6.
Tapasztalataink szerint, abban az amplitid6 tartoményban, ahol az oszcillonok sugarzasa
méar numerikusan kimutathato, az €3 rendd kezdéadat adja a leginkabb periodikus idéfejls-
dést. A ¢(*=9 kezdadatot a kifejtés els6 harom tagjat hasznalva, a —
egyenletek alapjan konstruédljuk meg. Ezt a kezdGadatot megszorozzuk egy egyhez kozeli o
konstanssal, amit hangolni fogunk. A numerikus idéfejlédés soran altalaban egy viszonylag
rovid kezdeti idgszakban kisugérzodik az energia egy kisebb része, és utana egy alak-modussal
gerjesztett oszcillon allapot alakul ki. A skalarmezd kozépponti értéke rezgési periddusonkénti
maximumaéanak megfeleld pontokra illesztiink egy egyenest a legkisebb négyzetek modszerével,
egy olyan viszonylag hoszabb idé-intervallumra, ami alatt tobb alak-modus rezgés is lezajlik.
Ettdl az egyenestdl valo négyzetes eltérések 0sszegét hasznéljuk az alak-moédus amplitudoja-
nak jellemzésére. Az o konstans fliggvényében minimalizéljuk az alak-modus amplitidojat
az aranymetszés modszere segitségével. Arra, hogy milyen hatékony a modszer, példaként
a alakban felirt ¢* potencial esetét mutatjuk a abran, kiilonféle a konstansokkal
atskalazott € = 0.5 kezdGadatok esetén. Az alak-modus amplituddja o = 1.00263 esetén
miniméalis, amely esetben az allapot rezgési frekvenciajabol az ¢ = /1 — w? Osszefiiggéssel
szamolt e értéke 0.513 kozelében lassan véltozik. Az ilyen moédon numerikusan elGallitott
egydimenzios ¢* oszcillonok altal kisugérzott energiadram rezgési periodusra atlagolt értékeét
a abran mutatjuk, ahol dssze is hasonlitjuk a (2.193)) és (2.196) felhasznéalasaval kapott

elméleti eredménnyel. Az energiadramot logaritmikusan dbrazoljuk 1/e fliggvényeként, mert

igy az elméleti iton szamolt Osszefiiggés az abran egy egyenest hataroz meg. Lathato, hogy
azoknal a viszonylag nagy amplitiidos oszcillonoknél ahol az energiaveszteséget numerikusan
is ki tudtuk mutatni, a sugarzés egy-két nagysigrenddel is nagyobb az elméletileg megjosolt-
nal. Ennek nyilvinval6 oka, hogy az analitikus eredményiink csak vezets rendben érvényes,
elegend@en kicsi ¢ esetén. Tovabbi rendeket figyelembe véve 1/e hatvanyait tartalmazo kor-
rekcios tagok jelennének meg a sugarzast megado Osszefiiggésben. Az mindenesetre
lathato, hogy az oszcillon amplitadojat megado € paraméter csokkenésével a numerikus ada-
tok egyre kozelebb keriilnek az elméleti értékhez. A ¢* elmélet esetén a sugarzasi egyiitthato

értéke nagyon kicsi, 15 = 8.38866 - 1073, ami kiilondsen nehézzé teszi az analitikus eredmény
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2.37. abra. A kozépponti rezgések fels§ burkologorbéjének idéfejlédése d = 1 dimenzi6 és

max
r=0
L

¢* potenciél esetén, kiilonbozé o konstansokkal atskaldzott € = 0.5 kezdSadatok
valasztasanal. Az o konstans az [0,9978,1,0169] intervallumban vesz fel értékeket, és a
legsimabb fejlédést a = 1.00263 esetén kapjuk.

le-04 T T

numerikus adat X
1e-05 )8‘3()( elméleti érték
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2.38. dbra. Egydimenzios ¢* oszcillon altal kisugarzott idGatlagolt S energiadram értéke az

allapot frekvenciaja alapjan szamolt € paraméter reciprokanak fiiggvényeként.
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numerikus ellendrzését.

A abran, tovabbra is egy térdimenziénal, a (2.128)) alakban felirhaté szimmetrikus ¢°

numerikus adat X

le-08 b % elméleti érték

le-09

le-10

le-11

3.3

2.39. abra. Egydimenzios szimmetrikus ¢° potencial és g5 = 1 esetén az oszcillon &ltal

kisugarzott iddatlagolt S energiadram értéke 1/¢ fiiggvényeként.

potencial és g5 = 1 valasztasa esetén mutatjuk a sugarzas erGsségét. Az idGatlagolt energia-
aramra kapott analitikus eredményt ekkor adja, ahol szerint v3 = —0.9097496.
Ebben az esetben lényegesen kisebb a vezets rendi elméleti joslattol valo eltérés mint a ¢*
elméletnél. A abran ugyanilyen ¢° potencial, de d = 2 térbeli dimenzi6 esetén mutatjuk
a sugarzas mértékét. Ekkor az analitikus eredményt alkalmazasaval szamolhatjuk.
Feltiintettiik az €lne rendid korrekci6 elhagyasaval kaphato vezet rendd eredményt is. Az
¢ In e korrekci6 kozelebb visz a numerikusan kaphato értékekhez, de azért ilyen nagy ampli-
tadoknal dvatosnak kell lenniink a kozelités érvényességét illetéleg. A egyenletben a
C £1n £ korrekei6s tag értéke ekkor mér nagyon kozel keriil 1-hez. Az (1—1—5 e In €)? kifejtésével
és az (eIne)? tag elhagyasaval kaphato analitikus kozelités mar érvénytelennek adodik.

A és abran a két és haromdimenzios sine-Gordon oszcillon numerikusan meg-

hatarozott sugarzasat hasonlitjuk ossze az elméleti eredményeinkkel.
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2.40. dbra. S energiadram d = 2 térdimenzional, szimmetrikus ¢% potencial és g5 = 1

esetén.

le-04 T T T T

numerikus adat X

X elméleti érték

le-05

le-06

wn  1e-07

le-08

1le-09

16-10 1 1 1 1 1 1 1
24 2.6 2.8 3.2 3.4 3.6 3.8 4

1/e

w

2.41. dbra. Idsatlagolt energiaaram d = 2 térdimenzids sine-Gordon oszcillon esetén.
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2.42. abra. Id&atlagolt energiadram d = 3 térdimenziés sine-Gordon oszcillon allapotokra,

a stabil és az instabil tartomanyban.
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3. fejezet

Relativisztikus ongravital6é skalarmezdk:

oszcillatonok

3.1. Az oszcillatonok torténete

Mivel a val6s nemlinearis skalarmezdk altal stk Minkowski héattéren létrehozott pulzon,
més néven oszcillon megoldasok létezése 1977 6ta ismert [3, 4] 68|, természetes lett volna an-
nak vizsgélata, hogy ezek az objektumok hogyan moédosulnak az Finstein féle gravitacioval
valo kolcsonhatés hatasara. Ennek ellenére, a gravitacioval kolesonhatod valos skaldrmezsk
altal létrehozott lokalizalt allapotok felfedezése az oszcillonoktol teljesen fiiggetleniil tortént.
Ennek részben az is magyarazata lehet, hogy a gravitacios esetben, az egyenletek nemli-
nearitdsa miatt, méar 6nkdlcsonhatéas mentes tomeges Klein-Gordon mez6 is képes hosszii
élettartamu lokalizalt allapotot létrehozni, mig sik hattér esetén ehhez egy nemtrivialis U(¢)
skalarpotencial sziikséges. Seidel és Suen 1991-ben mutatta meg [37], hogy az Einstein egyen-
leteket valos Klein-Gordon mez&hoz csatolva idében periodikusnak ting lokalizalt allapotok
johetnek létre. Els¢ cikkiikben ezeket az objektumokat rezgd szoliton-csillagoknak nevezték.
Idében periodikus megoldasokat keresve, numerikusan megoldotték az els¢ néhany Fourier
modusra vonatkozo differencidlegyenlet rendszert, és az alkalmazott pontossag erejéig lo-
kalizalt megoldasokat talaltak. Ezeket egy gombszimmetrikus esetre kidolgozott numerikus
kodban kezdeti értékként hasznalva, tényleg nagyon jo kozelitéssel periodikusan fejlédd al-
lapotokra jutottak, ami a rezgd szoliton-csillagok stabilitasat is jol mutatta. Azt is belattak,
hogy altalanos gombszimetrikus Gauss tipusu kezdGadatboél is hasonld hosszu élettartami
megoldéasok fejlédhetnek ki, ami a megoldésok fizikai jelentGségét valoszintsitette. Az alkal-

mazott numerikus pontossaggal a megoldasok teljesen idG-periodikusnak mutatkoztak, de a
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szerz6k megemlitették, hogy lehetséges hogy mégis van egy nagyon lassi valtozas az amp-
litidoban és frekvencidban, ahhoz hasonléan, ahogy két egymas koriil keringd fekete lyuk
allapota is lassan valtozik a gravitacios hullamok kisugarzasa miatt.

Komplex és valos skalarmezdk is 1étrehozhatnak szoliton-csillagokat. Komplex mezé ese-
tén a létrejovs objektumok bozoncsillag néven ismertek [130), 131, 132), 133], 134]. Bozon-

csillagok esetén csak a ¢ skalarmezé argumentuma fiigg az id6tol, e™?

alakban, és ennek
koszonhetGen a téridé metrikdja idéfiiggetlen marad. Valos mezd altal 1étrehozott szoliton-
csillag esetén a skalédr és a metrika is id6ben oszcillal, igy technikailag is lényegesen bo-
nyolultabb ennek az esetnek a vizsgalata. Seidel és Suen egy kiévetkezs publikacioban [38]
tanulmanyoztak a kiterjedt komplex és valos skalar allapotok kis tartomanyokba vald Gssze-

omlasat (lasd abra). A szoliton-csillagok létrejottét az teszi lehetévé, hogy a skalarmezo
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3.1. dbra. Az r radialis koordinata négyzetével szorzott p energiasiirtiség id6fejlédése r

fiiggvényeként gombszimetrikus ongravitalé valos skaldrmezd esetén. Forras: Seidel és Suen

[38].

egy része nagy tavolsagokra kilokddik, és igy magaval viszi a felesleges kinetikus energiat.
A valos skalarmezsbdl kialakuld rezgs szoliton-csillagokra ebben a masodik cikkben Seidel
és Suen az oszcillaton elnevezést vezették be, amelynek hasznalata altalanossé valt az iro-
dalomban. A rezgd szoliton-csillagokrol szolo elsd, rovid levél formatumu cikkiikben mér
nagyon sok fontos informéacio talalhato ezekrél az objektumokrol [37]. A sik hattéren létezs
skalar oszcillonokhoz, és a komplex ongravitalo skalarmezsk altal 1étrehozott bozoncsillagok-
hoz hasonléan, az oszcillaton megoldasoknak is egyparaméteres serege létezik. A kdzépponti

amplitudd névelésével a megoldasok térbeli mérete csokken, és frekvenciajuk is kisebbé valik.
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A abran az oszcillaton tomegének valtozasat lathatjuk a méret fiiggvényében. A neut-
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3.2. abra. Oszcillatonok teljes tomege a méretiik fiiggvényeként. A méret alatt itt annak a
gombnek sugarat értjiik, ami a teljes tomeg 95 szazalékat tartalmazza. Forras: Seidel és
Suen [37].

roncsillagoknal és hasonl6 asztrofizikailag jelentSs lokalizalt allapotoknal tapasztalt dltalanos
torvényszertiségnek megfeleléen, a méret csokkenésével és a kozépponti energiastirtiség no-
vekedésével eljutunk egy M,y maximélis tomegi kritikus allapothoz, amely utdn a méretet
tovabb cstkkentve az oszcillaton instabilla valik. Mivel adott tomeghez kétféle oszcillaton is
tartozik, a bozoncsillagoknal elterjedt jelolést atvéve, az abran a maximumtoél jobbra 1évé
stabil allapotokat az S-agon lév6knek szokéds nevezni, mig a baloldali instabilak az U-agat
alkotjak.

A kiilonféle kozmologiai modellekben szerepls skaldrmezskbdl 1étrejovs oszcillatonok a
galaxisokban 1év§ sotét anyag modellezésére is alkalmasak lehetnek [43] [44]. Ha az id6 sze-
rinti Fourier kifejtésnek csak az els6 tagjat vessziik figyelembe, vagyis feltessziik hogy a ¢
skalarmezé id6fiiggése pontosan cos(wt) alaka, mar akkor eljuthatunk az oszcillatonok f6bb
tulajdonsagainak megértéséhez [135]. Minél kisebb az oszcillaton amplitidoja, annél kevés-
bé fontosak a magasabb rendd Fourier komponensek, és annal inkabb hasonléva valik az
oszcillaton az azonos toémegl bozoncsillaghoz. A Fourier kifejtés tizedik rendjéig elvégzett
numerikus szamolassal kapott részletes eredményeket Urena-Lopez, Matos és Becerril [130]
cikkében taldlhatjuk. Azonban, az alkalmazott numerikus pontossag nem tette lehetévé, hogy

észlelhetévé valjon az idéperiodikus megoldasoknal sziikségképpen megjelend allohullam fa-
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rok, amely sok nagysagrenddel kisebb a bels6 tartomanyban jellemz6 amplitidonél. Ugyan-
ebben a cikkben mutattak meg, hogy kis amplitado, vagyis nagy méret és gyenge gravitacio
esetén, az id6ben periodikus oszcillatonok és bozoncsillagok ugyanazzal a két egyenletbdl
allo kozonséges masodrendd differencialegyenlet rendszerrel irhatok le. Ezek az irodalomban
Schréodinger-Newton egyenletek néven ismertek. Az idéperiodikussag feltételezése nélkiil, a
kis amplitudos esetben a Schrédinger-Newton egyenletek idéfliggé komplex mezdre vontat-
kozo altalanositasahoz jutunk, amelyek Schrédinger-Poisson, vagy Gross-Pitaevskii-Poisson
egyenletek néven ismertek. Segitségiikkel konnyebben vizsgalhaté a kozel newtoni oszcillato-
nok és bozoncsillagok stabilitasa és kialakulasa [137, 138, 139).

Tetsz6leges amplitudo esetén, gombszimmetrikus relativisztikus valos skalarmezé idében
valo fejlodését szamolo numerikus kod segitségével, Alcubierre és szerzétarsai [140] részlete-
sen tanulmanyoztak a deformalt oszcillatonok viselkedését. Az S-agon 1évs oszcillatonok kis
perturbacié hatasara egy csokkens amplitudéji alacsony frekvencias kvazi-normaélis rezgés
keretében tartanak egy kozeli masik S-oszcillaton allapothoz. A Fourier eljaréssal szamolt
oszcillaton kezdSadathoz nem tul nagy amplitudéji Gauss formajiu deformaciot hozzaadva
altalaban tovabbra is valamelyik S-4gon 1év6 oszcillatonhoz tart a rendszer. Ha azonban a
deformécié hatasara az oszcillatonok maximaélis M tomegénél jelentGsen nagyobba valik a
rendszer tomege, akkor a végss allapot fekete lyuk lehet. Ezek a vizsgalatok nem csak azt
mutatjak, hogy az S-dgon 1év6 oszcillatonok stabilak, de azt is hogy a rendszer egyik altala-
nos végéllapotanak felelnek meg. Az U-agon 1évé oszcillatonoknak megfelels kezdGadatokon
sziikségképpen jelen 1év6 kis numerikus perturbacio az idéfejlédés soran gyorsan tovabb no-
vekszik, és a rendszer nagy amplitidoji kvazi-normalis rezgés kozben tart egy S-dgon 1év§
oszcillatonhoz. Az U-agon 1év6 oszcillaton nagyobb mértékid perturbacidja esetén, ha az no-
veli a rendszer tomegét akkor a végallapot fekete lyuk lesz. Ha viszont a perturbacié csokkenti
a tomeget, akkor a végallapot az S-agon 1évé valamelyik stabil oszcillaton. Erdekes modon,
ezen folyamatok soran az alacsony frekvencias kvazi-normalis rezgés frekvencidja id6ben nem
valtozik, még olyan esetekben sem, amikor a rendszer tomege a kisugarzott skalarmezé miatt
lényegesen csokken. Az U-dgon 1évé instabil oszcillatonok a tomeges skalarmezsk osszeom-
lasanak vizsgalatakor megfigyelt kritikus allapotoknak felelnek meg, amelyek éppen a fekete
lyukka valo 6sszeomléas hataran vannak [141], [142].

Az oszcillatonok nagy d térdimenzié esetén vald viselkedését a [143] cikkben tanulmé-
nyoztdk. Mivel az f(R) gravitacio ekvivalens a normal Einstein-féle gravitaciohoz csatolt
valos skalarmezével, ezekben az alternativ elméletekben méar vakuum esetén is létrejohetnek
az oszcillatonoknak megfelel§ lokalizalt objektumok [144].

Az oszcillatonokkal kapesolatos legtobb vizsgélat az U(¢) = %ngzﬁQ onkolcsonhatas men-
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tes tomeges Klein-Gordon potencidl esetére korlatozodott. Nemcsak azért mert ez a legegy-
szeriibb és legtermészetesebb valasztas, hanem azért mert belathato, hogy kis amplitudok
és nagy méretek esetén a gravitacios kolcsonhatas dominal a skalar 6nkolcsonhatasa felett.
Urena-Lopez, Valdez-Alvarado és Becerril [145] a Klein-Gordon esethez hasonld részletes
modon tanulmanyoztak azt az esetet, amikor a potencidlhoz hozzadadodik egy 1—16)\gz54 onkol-
csonhatési tag, ahol A > 0 hogy a potencial alulrél korlatos maradjon. A megoldasok ekkor is
S és U agra osztalyozhatok, a Klein-Gordon esethez hasonld stabilitési tulajdonsdgokkal még
nagy deformaciok esetén is. Lényeges valtozas, hogy az M maximélis tomeg A novelésével
egyre nagyobba vilik, a bozoncsillagoknél is tapasztalt modon.

Idében periodikus oszcillaton megoldasoknak végtelen sok egyparaméteres serege létezik,
amelyek a skalarmezd radialis koordinata szerinti zérushelyeinek szaméval (n6dusaival) van-
nak indexelve [135, 136]. Az alapallapotnak megfelels egyparaméteres csalad oszcillatonjainal
¢-nek nincs zérushelye az id6tiikrozési szimmetrianak megfelel§ ¢ = 0 id6pontban. Az n-edik
gerjesztett allapotil oszcillatonoknél a skalarmezének n zérushelye van. Természetes fizikai
intuicio, hogy a gerjesztett allapotii oszcillatonok nagyobb energiajuak és valoszintileg insta-
bilak, igy a megjelent cikkek szinte mindegyike csak az alapallapotban lévékkel foglalkozik.
Balakrishna és szerzétarsai [146] a Fourier kifejtés segitségével konstrualtak idében perio-
dikus gerjesztett allapotokat, és id6fejlddési kod segitségével demonstraltak hogy valoban
instabilak. Viszonylag kis amplitadoju gerjesztett oszcillatonok alapéllapotu oszcillatonna,
a nagy amplitidojiak pedig fekete lyukkéd omlanak &ssze. Ugyanebben a cikkben talalha-
tok az els6 eredmények nem géombszimmetrikus oszcillatonok viselkedésérsl, 3 + 1 dimenzios
id6fejlesztési kod segitségével. A szimulaciok szerint, nem gémbszimmetrikus perturbéciok
gravitacios sugarzas kibocsatasaval gyorsan lecsengenek.

Az oszcillatonok kialakulasahoz sziikséges valds skalarmezot a legtermészetesebb moédon
az axionok és hasonlo alacsony tomegd gyengén kolesonhatoé hipotetikus bozon részecskék
adhatjak [147, 45| 148, 46 149, 47, 150, 48]. Ha az onkolcsonhatas mentes U(¢) = 1m?¢?
Klein-Gordon potencial helyett a skalarmezs 6nkolesonhatéasat az axionokra jellemzs U(¢)
potencial hatarozza meg, akkor az irodalom egy részében a kialakulé oszcillatonokat axion-
csillagoknak nevezik [49, 50, 51]. Ezen cikkek koziil némelyikben oszcillaton helyett oszcil-
loton elnevezést hasznalnak. Axion-szerti mezdk fejlédését vizsgald kozmolodgiai szimulaciok
azt mutatjak, hogy a formalodé difftz sotét anyagesomok kozépss részén oszcillatonoknak
megfelels szoliton magok jonnek létre [52] 53]. Axion-csillagok vagy fekete lyukak kialakulasa-
nak kezdeti feltételektsl valo fiiggését a [142, 151, 152, 153, [154] cikkekben tanulmanyoztak.
Axion-csillag és neutroncsillag iitkozésekor erés gravitacios és elektromégneses sugarzas bo-

csatodik ki [155] [156]. Altalanos 3 + 1 dimenziés numerikus kod segitségével megmutattak,
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hogy axion-csillag és neutroncsillag iitkozése eredményeként axion felhével koriilvett fekete
lyuk vagy neutroncsillag jon létre [I57]. Nagyon alacsony tomegii axion-szert részecskék altal
alkotott elmosodott (fuzzy) sotét anyag magyarazatot adhat arra, hogy miért nem figyelhe-
tiink meg bizonyos méret alatti sotét anyag csomokat torpegalaxisokban [54] 55, 56, 57].
Az 6sszeomlast tulajdonképpen a Heisenberg féle hatarozatlansagi relacioé akadalyozza meg.
Az ultra kis tomegt skalar sotét anyaghol forméalodo oszcillatonokat szamos cikkben egy-
szertien csak szolitonoknak nevezik. A kis amplitidés nagyméretti sétét anyag strukturak
kialakulasédhoz a teljes Einstein egyenletek helyett megfelel6 a gyenge gravitacios esetet leird
Schrodinger-Poisson (Gross-Pitaevskii-Poisson) egyenletek tanulmanyozésa [158 [159].

Mivel az oszcillatonok akar galaktikus mérettiek is lehetnek, fontos megvizsgélni, hogy az
id6ében periodikusan véaltozo metrika hogyan befolyasolja a bels§ tartomanyban 1évé csilla-
gok vagy egyéb kompakt objektumok geodetikus mozgasat [160], 161]. A skalar sotét anyag
csillagok belsejében is Osszegytilhet, és ott oszcillaton-szerii magot hozhat létre. A kezdeti
varakozasokkal ellentétben, a sotét anyag elnyelése altalaban nem segiti el a csillagok fekete
lyukka valo 6sszeomléaséat [B8, H9]. Tomeges vektormezok is létrehoznak lokalizalt allapoto-
kat, komplex vektormezd esetén a bozoncsillagokhoz hasonloan sztatikus metrikaval [162],
mig valds vektormezd esetén pedig oszcillatonokhoz hasonléan idében periodikusan rezgd
metrikaval [60, 59]. Ezekre az objektumokra a Proca-csillag elnevezés terjedt el. Altalanos
numerikus koddal torténé relativisztikus szimulécié azt mutatja, hogy egyméssal {itkozd
oszcillatonok csak akkor hoznak létre fekete lyukat, ha kezdetben a rendszerben 1évG Gsszes
tomeg sokkal nagyobb mint az oszcillatonok M, maximalis tomege [58, 59]. Az iitkozés-
kor kibocsatodo gravitacios hullamok jellege lényegesen eltérhet a fekete lyukak iitkozésekor
létrejovoktsl [163].

Bozoncsillagok esetén a ¢ = pexp(iwt) idsfiiggési skalarmezs valos és képzetes része
tekinthetd két kiilon valos skalarnak is [164]. Feltételezve, hogy a két valos skalarmezs ¢ =
= pjcos(wt) és ¢y = pocos(wt + §) alakt, a py = py = p és 0 = —m/2 valasztassal bo-
zoncsillagokhoz jutunk. A p; = py = p/2 és 6 = 0 valasztassal ¢ = pcos(wt), vagyis az
oszcillatonok vezetd rendi kozelitését kapjuk. Hawley és Choptuik [165] cikkében bozoncsil-
lagoknak megfelel§ p; = py = p és tetsz6leges ¢ faziskiilonbségi kezdGadatok idéfejlédését
tanulményoztak. Eredményként minden esetben hosszi élettartami lokalizalt kozel perio-
dikus oszcillaton-szerd allapot adodik, a rezgés amplituddjaban egy alacsony frekvenciés
modulacioval. Erdekes modon a kezdeti adatban valasztott § faziskiilonbség ¢ és ¢y kozott
az idofejlédés soran is nagy pontossaggal megmarad. A numerikus eredmények azt valo-
szintsitik, hogy megoldasok két-paraméteres serege létezik amelyek kozott oszcillatonok és

bozoncsillagok egyarant szerepelnek. Hasonl6 eredmények kaphatok komplex és valos Proca-
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csillagok esetén is [166].

Bar az oszcillatonok létezését megmutato, 1991-ben megjelent cikkiikben Seidel és Suen
[37] ramutattak, hogy lehetséges hogy az osszcillatonok skalarmezd kisugarzésaval nagyon
lassan energiat veszitenek, ezt kvetGen szamos cikkben nem talaltak erre utalo jelet a nume-
rikus szamolasokban. Altalaban hallgatolagosan feltételezték, hogy az oszcillatonok valéban
exponencialisan lokalizaltak és id6ben periodikusak. Az hogy szamos cikkben nem talaltak
az oszcillatonok energiaveszteségére utald jeleket, érthetd annak fényében, hogy mennyivel
kisebb a sugérzasért felelés rezgd farok amplitidoja a mag amplitidojanal. A megfigyelés-
hez legmegfelel6bb esetben, a legnagyobb témegt oszcillatonnal, a koézépponti amplitudo
0.5 koriili, ami kifelé haladva exponencidlisan csokken, és a rezgd farok megjelenésekor an-
nak nagysiga 1078 nagysigrendi. Kisebb amplitudéju oszcillatonoknal az ardny ennél is
rosszabba valik, mert a farok nagysaga a kdzponti amplitudoé fliggvényeként exponencialisan

csokken.

3.2. Relativisztikus skaldrmezdk

3.2.1. A rendszert leir6 egyenletek

Gravitaciohoz csatolt ¢ valos skalarmezét vizsgalunk az altalanos relativitaselmélet ke-
retében. A skalar onkolcsonhatasat az U(¢p) potencial hatarozza meg. Feltessziik, hogy a
gorbiilt téridé d+ 1 dimenzios, x* koordinatakkal, és a g,, metrika szignaturaja (—+++...).
A dolgozatban G = ¢ = h = 1 Planck-egységeket hasznélunk, és ahol sziikséges az ered-
ményeket atkonvertaljuk hétkoznapi egységekre. A Lagrange-strtiségfiiggvény a skalarmezst

(2.1) szerint meghatarozo Ly, és a gravitacot leird L tagok Gsszegebdl all,

1
L= Lo+ L. (3.1)

Az Einstein-féle gravitaciot leiré Lagrange-siirtiség A kozmologiai allandd esetén
Lo==g(R—-2A), (3.2)

ahol a g,, metrika determinéansa g, és a hozza tartozo skalar gorbiilet R. A (3.1)) szerinti £-b6l

definialt hatasintegralnak a g% szerinti varialasaval kaphatjuk az Einstein egyenleteket,
Gab + Agab = 87TTab s (33)

ahol a skalarmezd T, energia-impulzus tenzora az altalanos esetben is (2.4]) szerint adott. A
Gy = Ry — %gabR Einstein-tenzor d = 1 térdimenzi6 esetén nyom-mentes, és igy az Eins-

tein egyenlet nyoméat véve kovetkezik, hogy U(¢) allando. Emiatt a tovabbiakban feltessziik,
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hogy d > 2. A ¢ skalarmez6 szerinti varidlas az altalanos esetben is a altalanositott
Klein-Gordon egyenlethez vezet. Ez a hullamegyenlet nem fiiggetlen, ugyanis a Eins-
tein egyenletek divergenciajat véve is megkaphato, a V¢G4, = 0 kétszer kontrahélt Bianchi
azonossag felhasznalasaval.

Az z¢ koordinatak fliggvényeként tekintve, ha a skalar ¢(x¢) és a g, (2¢) metrika megoldja
az Einstein egyenleteket U potenciél és A kozmologiai allandd mellett, akkor tetszéleges

pozitiv konstans esetén

O(z%) = 6(12%) ,  Gan(%) = gap(72°) (3.4)
szintén megoldas, atskalazott v2U potenciél és v2A kozmolégiai allandd mellett. Ezt a skala-
zasi szabadségot felhasznalhatjuk arra, hogy a skalarmezé tomegét tetszéleges értékre allitsuk
be. Gémbszimmetria és gombi koordinatak esetén természetesen nem sziikséges a szogkoor-
dinatak atskalazasa, csak a t id6 és r radidlis koordinataé. Kozmologiai konstans hianya
esetén a rendszer egyetlen természetes hosszusag skalajat a skalarmezd m tomege adja, igy
természetes az m = 1 valasztas, amit A = 0 eset tanulmanyozasakor a tovabbiakban fel
is tesziink. A fizikailag érdekes végeredmények alkalmazasakor a skalazassal vissza fogjuk
allitani az m fliggést, és természetes egységeket fogunk hasznalni a Planck egységek helyett.

Feltessziik, hogy az U(¢) potencidlnak minimuma van a ¢ = 0 helyen, és ott az értéke
U(¢) = 0. A potencidlminimum koriili kifejtést tovabbra is a (2.39) egyenletnek megfelelen
irjuk fel, a skalarmez6 m tomege és a g kifejtési egylitthatok segitségével. A skalarmezd
fejlédésére vonatkozd hullamegyenletben a potencial U’'(¢) derivéltjat a alaki
kifejtés adja.

Hogy elkeriilhessiik az egyeletekben a skalarmezét tartalmazé tagoknédl megjelend 8w

szorzokat, bevezetiink egy atskilazott skaldarmezét és atskalazott potencialt,

6=V8rg,  U(¢)=8rU(¢) . (3-5)
Ekkor szerint az Einstein egyenletek jobboldala
ST = Va5V — g V605 + 01| 35)
Az atskalazott potencial kifejtése
0@) = e + 3 L g (37)
2 P kE+1

ahol kifejtést megadd konstansok transzformélodasa

_ 9k

I = Zr)E-D72 - (3.8)
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Mivel U'(¢) = V87 U'(¢), a hullamegyenlet (2.3)) alakja valozatlan,

ViVauh =U'(9) . (3.9)

3.2.2. Tomeg gombszimmetria esetén

A dolgozatban d+1 dimenzios gombszimetrikus téridét vizsgalunk, x®* = (¢, 7,6y, ...,04_1)
koordinatak hasznélatéaval. A metrikat diagonélisnak valaszthatjuk, és a komponenseket az
alabbi modon nevezziik el,

n—1

gt = —A y o Yrr = B y 96100 = C y 90,0, = C H sin® O ) (31())
k=1
ahol A, B és C a t id6 és r radialis koordinata fiiggvénye, és 2 <n < d — 1.
A d — 1 dimenziés szimmetria-gombokon indukéalt metrikat, és ezzel egyuttal azok felii-
letének nagysagat, a C' fliggvény hatarozza meg. A feliilet geometriaja ugyanolyan mint sik

hattéren egy

P =VC (3.11)

sugaru gombnek. TetszGleges id6fliggés és gdmbszimmetria esetén ez az 7 fiiggvény teljesen
koordinata-rendszer fiiggetlen modon is definialhato. A téridé barmelyik pontjaban 7 értékét
az hatarozza meg, hogy milyen feliiletd gémbon helyezkedik el, vagyis hogy az ugyanilyen
geometriaja gombnek a sik térben mekkora lenne a sugara. Az 7 fiiggvény segitségével, tet-
sz6leges A kozmologiai alland6 mellett, koordinata-rendszer fiiggetlen moédon definialhatjuk

az m Misner-Sharp energiafiiggvényt [167, [168§]

(. (1 — g"F oy — CE) jf 1)f2> : (3.12)
A fliggvény lokalis médon szamolhat6é a metrika komponenseibdl és derivéltjaikbol. Mint ha-
marosan latni fogjuk, m értéke az 7 sugara gémbon beliil elhelyezkedd témeg nagysigat adja
meg. Idéderivaltja az adott gombon a skalarmezd altal kisugérzott energiadrammal egyezik
meg. Aszimptotikus értéke a térids teljes M tomegét hatarozza meg. Az 7 = 0 kdzéppontban
barmely ¢ esetén m = 0. Ezt legkénnyebben r = # = v/C Schwarzschild koordinata-rendszert
hasznalva lathatjuk be, ugyanis ekkor a kézéppontban ¢ =1 és a kifejezés zarojeles
része elttinik r = 0 esetén.

Azt hogy m a gombon beliil elhelyezkeds tomeg nagysigat adja meg, legtermészetesebben

ugy lathato be, hogy egy megmaradd mennyiség integralja segitségével definidlunk egy F
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energiafiiggvényt, és belatjuk, hogy ' = m. Az 7 fiiggvény felhasznalasaval definialhatjuk a
Kodama vectort [169, [170]
K®* = eV, | (3.13)

ahol az €,, antiszimmetrikus tenzor a térfogati forma a (¢,r) sikban. Olyan iranyitottsagot

véalasztva, hogy €,; = vV AB, a Kodama vektor a jév6be mutat, és a nemnulla komponensei

T

K'=— | K'=——"—= 3.14
5 (3.14)

ahol a t és r koordinaték szerinti parcialis derivalast vesszovel jeloljiik. A (3.13]) definicio-

bol kiovetkezben a Kodama vektor divergenciamentes, V,K® = 0. A metrika (3.10]) alakjat

hasznalva, kézvetlen szamolassal belathato, hogy G®*V,K, = 0. Az Einstein egyenletekbdl

kovetkezik hogy a
J, = TpK?® (3.15)

energiadram szintén divergenciamentes, V,J* = 0, és igy egy megmaradé toltést definial. Egy

n® jovébe mutaté normélvektora konstans ¢ hiperfeliiletre integralva, a megmaradé toltés

E =

2 /T“H Bty = 2T /rﬁd_l (Tufr — T y) d (3.16)
7 nJodr = —— | —— (Tur, — Tp7y) dr . )
r'(5) Jo rg) .y a4 0n

Hosszadalmasabb szamoléssal ellenérizhets, hogy a Misner-Sharp energiafiiggvény derivéltja

2 4 d—1
Vo = — e " . (3.17)
r(3)
A sugar iranyu derivaltra kovetkezik, hogy
o pi-l
= Tyt — Tity) 3.18
m, F(%)A( u’l, tT,t) ( )

amit (3.16))-al Gsszehasonlitva kaphato a kivant azonossag, F = m. A Misner-Sharp energia-

fliggvény iddderivéltja
- (Trtf,r - Trrf,t) . (319)

Ha A = 0, a metrika nagy tavolsigokra aszimptotikusan sikki véilik, A = B =1, C = r? és

7 = r. Ekkor (2.4) és (3.5|) felhasznalasaval,

271'%7"5171 27‘('%7’(171 - T
P Y (L 9. 3.2
m,t P (%l) (b,t(b, 87TF (g) ¢,t¢, ( O)

amely Kkifejezést az oszcillatonok energiaveszteségének szamolasakor fogjuk hasznélni. Az
eredmény konzisztens a sik hattéren az energia kisugarzasara felirt (2.11)) és (2.12)) kifejezé-
sekkel.
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Mivel az oszcillatonoknal a skaldrmez6 exponencialisan lecseng a végtelenben, a téridé
geometridja nagy tavolsagokban a vakuum Schwarzschild-Tangherlini [I71] metrikdhoz kell
tartson. Schwarzschild koordinatak hasznalataval, amikor C' = r?, ennek a metrikinak az

alakja

2 Tg_Z 2 7’3_2 o 2 2 102
ds® = — l—m dt“+(1——=) dr+rdQ;_,, (3.21)

pd—2

ahol 7 a tomegtdl fiiggs konstans. A térben konformisan sik rendszerben, amikor C' = r2B,
a metrika a kovetkezd formaba irhato,

4

2 4rt=? — 7"6[72 ’ 2 7"6172 - 2 2102
ds? = — (M—Q——l—r“) de® + (1 + 4rd—2) (dr +7r de_l) ) (3.22)
0

Barmelyik koordinata rendszerben is szamolva, a (3.12)) altal definialt /i Misner-Sharp ener-

giafliggvény térben és idében is allandonak adodik, igy a rendszer M teljes tomegét adja,

re S (3.23)

d = 3 térdimenzio6 esetén M = ry/2.

Lokalizalt rendszerekre létezik egy tovabbi témeg fogalom, a sajat tomeg M, (proper
mass), amelyet az anyag energiastiriiségének egy allando t hiperfeliiletre valo integralasaval
kaphatunk. Az energiastiriiség p = Tyutu®, ahol a jévébe mutatd u® egységvektor kompo-

nensei (1/v/A,0,...,0). Gombszimmetria esetén, az atskalazott skalarmezdvel felirva,

= o |7 (0a)" 4 55 (02" 400 (3.24)

A rendszer sajat tomege a (3.10) metrika alak esetén a kovetkezd d dimenzids térfogati

integralként szamolhato:

oy [
Mp = W/O d?”,U/V BC’d_l . (325)
2

Ez a tomeg altalaban nagyobb mint a tavoli megfigyel6k altal mérhets gravitacios hatast
jellemz& M teljes tomeg, amit az m fliggvény tavoli hatarértékeként kaphatunk. Az Ej, =

= M, — M kiilonbség a gravitacios kotési energiat adja meg, ami mindig pozitiv.

3.2.3. Térben konformisan sik koordinatak

A diagonélis alakban vélasztott és a szimmetria gombokhoz igazodo (3.10|) metrika alak
még nem hatarozza meg egyértelmien az alkalmazott koordindta-rendszert. Az Einstein

egyenletek az A, B és C fiiggvények koziil csak kettére elegendd feltételt adnak, egy fliggvény
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szabadon valaszthaté. A diffeomorfizmus szabadsag legkézenfekvébb és ezért leggyakrabban
alkalmazott rogzitése a radialis koordinata r = # = /C vélasztésa, vagyis Schwarzschild
koordinatak hasznalata. A diagonalis metrika feltevése ekkor lerogziti a konstans t hiperfelii-
leteket is. Azonban, ahogy arra el6szor Don N. Page [39] ramutatott, ésszeriibb olyan koordi-
natak hasznalata, ahol a d dimenzios tér konformisan sik, ami akkor teljesiil, ha gg,9, = 72y,
vagyis
C=rB. (3.26)
Ezt a véalasztast az motivalja, hogy ekkor kisebb a ¢;; metrika-komponens id§ fiiggvényeként
valo oszcillacioja. Ezzel Osszefiiggésben, az allando (r, 6, ...,04-1) koordinataju vonalakon
mozgd megfigyel6k altal érzékelt rezgés joval nagyobb a Schwarzschild esetben. Mint latni
fogjuk, ha az oszcillaton amplitiidéja €2 rendben kicsi, akkor ezen megfigyelSk gyorsulasanak
idében periodikus része Schwarzschild koordinatanal 3 rendt, mig konform sik koordinatanal
csak €° rendi. Bozoncsillagok newtoni hataresetben valo viselkedésének tanulmanyoziséra
is megfelelgbbek lehetnek a térben konformisan sik koordinatak [I72]. A dolgozat hatralévs
részében a altal meghatarozott konformisan sik koordinata-rendszert fogjuk hasznélni.
A térben konfirmisan sik koordinatdk hasznalatakor az Einstein egyenletek nemtrivialis

egymastol linedrisan fiiggetlen komponensei a kovetkezd alakba irhatok:

d 2 A T’d_lB,r
(d — 1) E (B,t) - T'dilB(d+2)/4 (B(6d)/4 _ 2AA
_ 2 A _ 2 _ —
= (04)" + 5 (02)" +24T(9) (3.27)
(d=2)(r*B), , , , 1 B-l+d/Ap d—2
_ - fd-2) Ry _ AN
(d—1) 14 A2/(d-2) g2 (r*A B),r A1/2 g-1+d/4 < AL/2 ) t 2 +2BA
_ B .- o
= (0.)"+ 5 (94)" —2BU(9) . (3.28)
d—1 B -
— TAV? (Al/’;B) =01, (3.29)
rB A, 12 (B _ — .2
AT (rAl/ZB) Fld-2rB (T33/2> =2 (3.30)

A komponenseket gy valasztottuk meg, hogy (3.27))-(3.30) jobboldalai sorban 16771, 1677,
87Ty, s 16m(Ty,g, /72 — T)) értékének feleljenek meg. A hullamegyenlet alakja a konformisan

sik koordinata-rendszer esetén

&,rr Gg,tt &,r 2d—2 d—2 qg,t B 7 (A —
5~ a4 Tamrape U AP, o (g ,TUe=0. (3:31)

Az altalanos koordinata-rendszer esetén érvényes egyenletek a [40] cikkiink fiiggelékében

talalhatok.
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3.3. Oszcillatonok kis-amplitiidos kifejtése A = 0 esetén

A sik hattéren értelmezett kis-amplitudos oszcillonok leirasara a fejezetben ismer-
tetett modszer altalanosithatd ongravitalod skalarmezdk esetére is. A kifejtés vezets rendje,
altalaban kevésbe szisztematikus modszerekkel levezetve, mar korabban ismert volt az iro-
dalomban [136], 137, B89, 173|, és a Schrodinger-Newton egyenletekhez vezet. Az oszcillonokra
alkalmazott kifejtési modszeriinket elGszor egy sik hattéren értelmezett csatolt dilaton-skalar
rendszerre altalanositottuk, ami szintén a Schréodinger-Newton egyenleteket adja vezetd rend-
ben [174], és igy nagyon hasonloan viselkedik a gravitécios rendszerhez. A fejezet hatralévs
részében az aszimptotikusan sik d + 1 dimenzios oszcillatonok kifejtésére a [40] cikkben le-
kozolt eredményeinket ismertetjiik részletesen. Feltessziik, hogy a skalazasi szabadsag

segitségével mar beallitottuk a skalarmezd tomegét az m = 1 értékre.

Az oszcillonok kifejtéséhez hasonléan, a kis € paraméter szerinti kifejtés nem konvergens,
hanem aszimptotikus sor. Emiatt még kozepes amplitidoknal is nagyon jo kozelitést ad
az oszcillaton mag tartomanyéra, de a sugarzasért felelgs e-ban exponencialisan kicsi farok
tartomanyt egyaltalan nem képes leirni. A kifejtés szerint a skalarfiiggvény minden rendben

exponencialisan lokalizaltnak adodik.

3.3.1. A koordinatdk megvalasztasa

A Einstein egyenletek és a hullamegyenlet lokalizalt gdmbszimetrikus megol-
désainak € paraméterrel jellemzett csaladjat keressiik, amelynél e — 0 esetén ¢ — 0, és a
metrika pedig a Minkowski térid6hoz tart. A Osszefiiggéssel jellemzett térben konfor-
misan sik koordinata-rendszert hasznaljuk. Az alkalmazott kozelitésben a formalizmusbol az
is kovetkezik, hogy az 0sszes olyan konfiguracié amelyben az idé milaséaval ¢ nem novekszik

minden hataron tul, sziikségképpen id6ben periodikusan kell rezegjen.

A sik hattéren értelmezett oszcillonokhoz hasonléan arra szamitunk, hogy minél kisebb az
oszcillaton kézponti amplitudéja, annal nagyobb a mérete. A numerikus szimulaciok egyértel-

mien megerdsitik ezt az elvarast. Ezért bevezetiink egy 1j, atskalazott p radialis koordinatét

p=er, (3.32)

ahol ¢ jeldli a kis paramétert. Ez egyben azt is jelenti, hogy térben lassan valtozo allapotokat

kerestink.

131



A ¢ skalart és a metrikus komponenseket € hatvanyai szerint fejtjiik ki,

o= oy, (3.33)
k=1
A=1+4) ¥4y, (3.34)
k=1
B=1+)» By . (3.35)
k=1

Mivel aszimptotikusan Minkowski koordinatakat szandékozunk hasznalni, ahol az oszcilla-
tontol tavol t a sajatidst, és r a radialis tavolsagot méri, olyan ¢o, Aok és Boy, fliggvényeket
keresiink, amelyek nullahoz tartanak ha p — oo.

A — kifejtésben a sik hattéren 1év§ oszcillonokhoz képesti legnagyobb eltérés
az, hogy itt e-nak csak paros hatvanyai szerepelnek. Ha megengediink barmilyen ¢ hatvanyt
a kifejtésben, akkor az alabb leirt modszerrel belathato, hogy az Gsszes paratlan € hatvany
egyiitthatoja sziikkségképpen nulla kell legyen, kezdve az e-ban linearis tagokkal. A dolgozat
kénnyebb attekinthetdsége miatt csak a sziikséges paros hatvanyu tagokat irtuk a —
kifejtésbe. Ha kicsi amplitudoknal a lokalizalt allapot mérete € névelésével 1/e szerint
csokken, akkor stk hattertd oszcillonoknal a mag amplitidoja e-al aranyosan névekszik, mig
ongravitalo oszcillatonoknél e2-el aranyos a névekedés. Ez alapvetd kiilonbséget jelent a két-
féle objektum skalézasi tulajdonsigai kozott.

Az oszcillatonok rezgési frekvencidja is fligg az amplitadojuktol. A sik hattér esetéhez
hasonléan, minél kisebb az amplitudo, annal kozelebb keriil a frekvencia az m = 1 kiiszobér-
tékhez. Ezt a numerikus szamolasok is alatamasztjak. Erre valo tekintettel, bevezetiink egy
atskalazott 7 id6koordinatat,

T =uwt, (3.36)

ahol w az € paraméter fiiggvénye. A 7 koordinatat ugy valasztjuk meg, hogy azzal kifejezve
az oszcillaton rezgési frekvencidja e-tol fiiggetleniil 1 legyen. Mivel a skaldrmezs tomegét
m = 1 értékre allitottuk be, az w fiiggvény az oszcillaton rezgési frekvenciajat adja. Az w

fiiggvény négyzetének kifejtését az alabbi alakban keressiik:
wWw=1+ Zs%w% : (3.37)
k=1

Ebben a kifejezésben is megengedhetnénk paratlan hatvanyu e tagokat, de azok egyiitthatoira
dgyis nulla jonne ki a kifejtésbél adodo egyenletek alapjan. Az allapotok paraméterezésében

jelentSs szabadsaggal rendelkeziink. Ha kicsi e-ra az amplittidé ardnyos marad e2-el, akkor
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barmilyen e — &(¢) atparaméterezés megengedett. A fizikai paraméter nem e hanem az alla-
potok frekvencidja. Be fogjuk latni, hogy 3 < d < 5 térbeli dimenzi6 esetén a paraméterezést
lerogzithetjiik az w = /1 — €2 valasztassal.

3.3.2. Vezetd rendili eredmények

A téregyenletek amelyeket meg kell oldanunk a — Einstein egyenletek, és
a hullamegyenlet. A C' = r?B valasztasnak megfelelGen, térben konform sik koor-
dinatakat hasznalunk. A kifejtés lefrasa a C' = r? Schwarzschild koordinitak hasznélataval
a [40] cikkiink fiiggelékében talalhato. Az 4j koordinatékra valo attéréskor a derivaltak a
2,.2 2,0
ot or’ or op’

szabaly szerint transzformalédnak. Az egyenletekben az w frekvencidnak csak paros hatva-

(3.38)

nyai jelennek meg, amelyeket (3.37)) segitségével helyettesitiink. Ezutén a téregyenletek €”

hatvanyokkal arédnyos részeit sorban oldhatjuk meg novekvd n értékek mellett.

Az elsé feltételeket €2 rendben kapjuk. Az Einstein egyenletekbd] kévetkezik hogy 8; TBf =
=0 és ‘gig; = 0, a hullamegyenletbdl pedig hogy %fo + ¢ = 0. Mivel az id6 milasaval

is korlatosnak maradé megoldasokat keresiink, 7 szerint linearisan novekvs tagokat nem

engedhetiink meg. Igy az egyenletek megoldasa,
¢2 =pacos(T+09), By=by, (3.39)

ahol py, 0 és by hdrom 1j fiiggvény amelyek csak p-t6l fiiggenek. Ezeknek a radialis fiiggését
az € rend( feltételek hatarozzak meg.
A (3.27)) Einstein egyenlet £ részébdl kovetkezik hogy

2
i—;;—i—%i—l?:ﬁpg. (3.40)
A egyenlet £ része a
82,0 {%% [(d—2)by + A2]} =0 (3.41)
feltételt adja. Ennek megoldésa (d — 2)by + Ay = 1pfi + fo, ahol fi és fo két tetszleges
fliggvénye a 7 idGkoordinatanak. Mivel by-re és As-re is olyan megoldasokat keresiink, amelyek
a végtelenben nulldhoz tartanak, sziikségképpen f; = fo = 0, vagyis (d — 2)by + Ay = 0.
Ez egyuttal azt is jelenti, hogy A, id&fiiggetlen. Hogy emlékeztessen az idéfiiggetlenségre,
bevezetjiik az
Ay = ay (3.42)
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jelolést, ahol as csak p fiiggvénye. Ekkor

Ennek felhasznaldsa utén a (3.28)) Einstein egyenlet € részébsl adodo feltétel:

0” B, P
52 = 1% 2(T +0)] . (3.44)

Az id6ben nem korlatlanul névekvé megoldés

2

D
By =by — PTe) cos [2(T +0)] , (3.45)

ahol by egy tGjabb tetszdleges fliggvénye p-nak. Itt elhagytunk egy 7 f3 tagot, ahol f3 fiiggvénye
p-nak. Mindezek utan, a 1} egyenlet e* részébsl adodik, hogy 46 = 0. Az idékoordinata

dp
eltolasaval ezutan beallitjuk, hogy

§=0 (3.46)

legyen. Ez azt mutatja, hogy a skalarmezé ugyanolyan fazisban rezeg minden p sugarnal.
A (3.31)) hulldmegyenlet -el aranyos része:

%P4 92

d? d—1d
S+ o 2 [+ cos(2)] - | T 5

a2 + 0 + wops + (d — 2)paby | cosT = 0. (3.47)

Ennek az egyenletnek a szerkezete ugyanolyan mint a sik hattér esetén felirt (2.64]) egyenleté.
Idében korlatosnak maradd megoldas ¢4-re csak akkor létezhet, ha a cosT rezonans tag

egyiitthatoja eltinik, vagyis

d2p2 d—1 dp2
dp2 -+ T d_p + wap2 + (d - 2)p2b2 =0. (348)

Ha d # 2, akkor ez az egyenlet és egy csatolt rendszert ad a by és py fiiggvényekre,
amelynek lokalizalt megoldasai lehetnek. A d = 2 térbeli dimenzi6 esetén az egyenletek
szétcsatolodnak, linearissa valik, és igy nyilvanvaléan nem létezhet lokalizalt megoldés.
Emiatt a tovabbiakban feltessziik, hogy d > 2. Ekkor a csatolt rendszer segitségével a

kovetkezs alakba irhato:

d2&2 d—1 da2 d—2 2
e 3.49

d2p2 d —1 dpg
dp2 T d_p = pg(a2 — (,LJQ) . (350)

Ennek a rendszernek a megoldasai a (3.43)-bol szarmazo

(3.51)



Osszefliggéssel egyiitt, az
$2 =pacosT, Ay =ay, By=b (3.52)

egyenleteken keresztiil meghatarozzak a ¢, A és B fiiggvények vezetd, €2 rendd viselkedését
kis amplitudoés oszcillatonok esetére. Eddig a rendig a fiiggvények ugyanazok barmilyen alaki
skalarpotenciél esetére, feltéve hogy a skalarmezd tomegét m = 1 értékre allitottuk be. Ez
azt jelenti, hogy a kis amplitidoji és emiatt nagy méretd oszcillatonok mindig ugyanugy
viselkednek mint a Klein-Gordon esetben, vagyis ilyenkor a gravitacios kolecsonhatas dominal
a skalar onkolcsonhatéasa felett.

A rezonanciafeltétel teljesiilése esetén (3.47) meghtarozza ¢4 idéfiiggését,

b
(4 = PyCOST + gpg [cos(27) — 3] , (3.53)

ahol py egy fliggvénye p-nak. A megadott ¢4 akkor is megoldas marad, ha hozzaadunk egy
tovabbi ¢4 sin T tagot, ahol ¢4 tetszbleges fiiggvénye p-nak. Azonban, az e-ban magasabb ren-
di egyenletekbdl kovetkezik, hogy az idSkoordinata kis eltoldséaval mindig beallithatd hogy
¢4 = 0 legyen. Hasonl6an, minden magasabb ¢ rendben belathato, hogy csak cos(k7) id6fiig-
gésti tagok jelennek meg a kifejtésben, és igy az oszcillaton a 7 = 0 pillanatban idGtiikrozésre
szimmetrikus kell legyen. A By fiiggvény idéfiiggése ((3.45)) altal adott, mig A, id6fiiggése és

a térbeli fiiggés €% rendben hatarozodik majd meg.

3.3.3. A Schrodinger-Newton egyenletek

Bevezetve az s és S fliggvényeket az

d—2
S =Wy — ay , S = D2 ﬁ y (354)
osszefiiggésekkel, a (3.49) és (3.50]) egyenletek a kovetkezs alakba irhatok:
d?S d—-14dS
-+ — S=0 3.59
d?’s d—1ds
—+—— —+5°=0 3.56

amelyek idéfiiggetlen Schrodinger-Newton (SN) egyenletek néven ismertek [175] 176, 177,
178]. A kvantummechanikai allapotfiiggvény gravitacio kozvetitésével torténd osszeomlasa-
nak tanulmanyozasaval is ezekhez az egyenletekhez juthatunk [I79] [180]. Kis amplitadéoja
bozoncsillagok newtoni viselkedését is a SN egyenletek irjak le [131] 172, [I81]. Az SN egyen-

letek altalanositasa Choquard egyenlet néven ismert az irodalomban [182].

135



Az (3.55)-(3.56]) SN egyenletek egy megoldasabol az
(S(p),5(p)) = (A2S(Ap). A*s(Ap)) (3.57)

skalazasi invariancia segitségével barmely A > 0-ra egy masik megoldast allithatunk el6.

Ha a tér dimenzidja 3 < d < 5, akkor az SN egyenleteknek barmely n > 0 egész szam
esetén létezik olyan megoldasa, amelynél S-nek n zérushelye van. Az n = 0-val jellemzett
zérushely nélkiili megoldas a legalacsonyabb energias és legstabilabb oszcillatonnak felel meg,
ezért a tovabbiakban csak azzal foglalkozunk. A megoldasoknal p — oo esetén S exponenci-

alisan tart nulldhoz, valamint s egy sg < 0 konstanshoz tart, az aldbbi médon:
s sg+ 51077 (3.58)

A (3.57)) skalazasi szabadsagot arra hasznéljuk, hogy beallitjuk, hogy sy = —1 legyen. Egy-
uttal megvaltoztatjuk a ¢ paraméterezést gy, hogy wy = —1 legyen, ami biztositja hogy as

aszimptotikusan nulldhoz tart. Ekkor az ay fliggvény aszimptotikus viselkedése
ag ~ —s1p77 %, (3.59)

amihez méar csak exponenciélisan lecsengd jarulékok jonnek hozza. Az e kifejtés magasabb
rendjeinél be lehet allitani, hogy a (3.37)) kifejtésben w; = 0 legyen minden i > 2 esetén,

amivel lerogzitjiik az ¢ paraméterezést az w frekvenciahoz viszonyitva,
w=Vv1—¢? ha 3<d<5. (3.60)

Ha a tér dimenzidinak szama d = 6, akkor az aszimptotikusan lecsengé megoldasok

ismertek,
240

s=£5= ——— (3.61)
(1+a?p?)

ahol « tetszéleges allando. Ebben az esetben s és S is lecseng a végtelenben, de a megol-
das nem exponenciélisan lokalizalt. Tovabba, annak érdekében, hogy a ¢ nulldhoz tartson a
végtelenben, meg kell kovetelniink, hogy wy = 0 legyen. A d = 6 esetben az egyetlen nemel-
tind koefficiensnek w, = —1 valaszthato. Ha a térbeli dimenzidk szama d > 6, akkor az SN

egyenleteknek nincs véges energiaju lokalizalt allapotot leir6 megoldasa [178].
Az s fliggvény aszimptotikus viselkedése altal motivalva, ha d # 2, hasznos bevezetni az

alabbi valtozokat:

d—1 d
0:2p—dd_;’ v=s—p"%. (3.62)
3 < d <5 dimenzi6 esetén ezek a korabban definidlt konstansokhoz tartanak,
lim o = s; , lim v = s . (3.63)
p—00 pP—>00
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A Schrédinger-Newton egyenletek a kovetkezd ekvivalens alakba frhatok:

d d—1

d—‘; 2p_ _5% =0, (3.64)

d

d_z+_df252:0, (3.65)
28 d—1ds

+—— —+ (v+p"%)5=0, (3.66)
p

ami alkalmasabb nagy pontossdgi numerikus megoldasok keresésére.

Az S-ben zérushely mentes megoldas esetére a tablazatban megadjuk az s és S ko-

d=3 d=14 d=5
sc | 0.938323 | 3.429755 | 13.90730
Se | 1.021493 | 3.542143 | 14.01996
s1 | 3.505330 | 7.694895 | 10.40384

3.1. tablazat. Numerikus eredmények az s és S kozépponti értékére, valamint az s;

konstansra d = 3, 4 és 5 dimenziénal.

zépponti értékét, valamint az s; konstanst. Az sy konstanst —1-nek vélasztottuk.

3.3.4. A kifejtés magasabb rendjei
A téregyenletek ° rendii komponenseibél kovetkezik A, idéfiiggése,
Ay =a'? +aP cos(27) | (3.67)
ahol aio) és af) a p radialis koordinata fliggvényei. A py és aflo) fiiggvényeket a kdvetkezs

csatolt differencidlegyenletek hatarozzak meg:

2a”  d—1dd?  2popa(d —2) day\ o 2pias
— s — 3.
d2p4 d—1 dp4 (0) agpg(d — ]_)(CLQ — CUQ)
pe +Td—p—P4(a2—w2)+<a4 —W4)p2— -9
dp3 5_ 3_
- 8(d——21) - (693 - 4_193> P - (3.69)

Azt az egyértelmii megoldast keressiik, amelynél aflo) és py is nullahoz tart ha p — oo. Ha

3 < d <5, akkor a py fiiggvény exponencialisan tart nullahoz, mig nagy p értékekre

1
aflo) ~ §s%p4_2d + 5977 4 53, (3.70)
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ahol s; a 1' egyenletben definiélt konstans, valamint sy és s3 ijabb konstansok. Ha aflo)
és py a (3.68))-(3.69) megoldasai, akkor barmely ¢ konstans esetén

d
o = o+ c2ar - wa) 4 52| (371)
dp
d
Dy =ps+c <2p2 + pdin) , (3.72)

szintén megoldasok. Ez a megoldascsalad az SN egyenletek (13.57)) skalazasi szabadsiga al-
tal generalodik. Ha van egy tetsz6leges megoldasunk a (3.68)-(3.69) egyenletekhez, akkor ¢
megfelel6 megvalasztasaval egy masik megoldast kapunk, amelyre s3 = 0 teljestil (3.70])-ben.

A b, fliggvényre vonatkozd egyenlet

b, 1 dal” 1 das [ das
O _ oz 1,99 g
B 2-d dp Taa—22 ap |, THd-De

P dps ? 2
T 2d-1)(d-2) [(d?) _pg(@_m] | &)

Nagy p értékekre b, ugy tart nullahoz, hogy

6—d
2 4—2d+idp2—d' (3.74)

by ———
78— 22" 2

Az A, fiiggvény cos(27) részét meghatarozd egyenlet

d2a§12) 1 daf) B (d — 2) ((12 — WQ)p% d dp2 dp2 n d— 2 (3 75)
e p dp  2d-1) 2(d—1) dp \ dp bz ) '
Emlékeztetsil megjegyezziik, hogy 3 < d < 5 esetén wy = —1 a természetes valasztas.

Osszefoglalva az eddigi eredményeket, £ rendig a skalarmezé és a metrika komponensei

-
¢ =e’pycosT + &t {p4 cosT + % [cos(27) — 3]} + O(e% (3.76)
A=1+¢e%+¢! [aflo) +a? COS(QT):| + O(g%) (3.77)
B=1--2_ 44 |b,— _n cos(27) | + O(<%) (3.78)
d—2 Y4d-1) ' ‘

Magasabb rendekre tovibbmenve a kifejezések jelentGsen hosszabba és bonyolultabbé vélnak.
Azonban belathaté, hogy szimmetrikus potenciélokra, amikor o, = 0, a ¢ skalarmezd csak
cos(kT) tagokat tartalmaz paratlan k-val, mig A és B-nek csak paros Fourier komponensei
vannak.

A magasabb rendi kifejezések jelentGsen egyszertisodnek szimmetrikus potencialok ese-

tén, amikor gop = 0. Mivel ¢-ben a cos(37)-val arényos elsé sugarzé modus €8 rendben
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jelenik meg szimmetrikus potencidlok esetén, megadjuk a magasabb rendd kifejtését ebben

az esetben,

¢ =e%py cosT + e*py cos T + %pg cos T (3.79)

6 pad Jsps pzaf) 8
+e o1 + + cos(37) + O(e%)

d—1) " 32 8

ahol pg a p-nak egy fiiggvénye amit egy magasabb rendben megjelené hosszu differencial-

egyenlet hatéroz meg.
A 1 és abran megmutatjuk a numerikusan kiszamolt ps, as, p4, aio), af) és by

fiiggvényeket Klein-Gordon potencial és d = 3 térbeli dimenzi6 esetén.

P4

3.3. abra. Az exponencialisan lecsengé po, py és aff) fiiggvények a Klein-Gordon oszcillaton

kis-amplitudos kifejtésénél, d = 3 térbeli dimenzidnal.

A — egyenletek meghataroznak egy egyparaméteres megoldascsalddot az ¢ pa-
raméter fiigevényeként. Ez a csalad €* rendig megoldja a téregyenleteket m = 1 tomegd
skalarmezd esetén. A t és r koordinatak szerinti atskalazasaval egyparaméteres megol-
dascsaladokat kaphatunk tetszdéleges m esetére.

A dolgozatban hasznalt C' = r2 B valasztasnak megfelels térben konformisan sik koordinata-
rendszerben, (3.77))-(3.78) szerint, £? rendig a metrika nem fiigg az id6tdl, vagyis sztatikus.
Ellenben, a C' = r? Schwarzschild koordinatakat hasznéalva as-nek van egy cos(27) szerint
rezgl része (lasd a [40] cikkiink B fiiggeléke). Ez a legfontosabb elénye a térben konformi-
san sik rendszer valasztasanak a szélesebb korben alkalmazott Schwarzschild koordinatakkal

szemben. A Schwarzschild rendszerben az &llandé r megfigyelék 2 rend rezgést érzékelnek a
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az

ol ——

(0) by

3.4. dbra. Az ao, aio) és b, fliggvények a d = 3 Klein-Gordon renszerben. Ezek

hatvanyfiiggvényként tartanak a nullahoz p — oo esetén.

metrikaban. A konstans (7, 01, 6...) vonalon mozg6 megfigyels gyorsulasvektoranak abszolut
értéke az altalanos (3.10) metrikaban

R
C 924VB dr

Ennek van egy &3 rend(i id6ben rezgé komponense a Schwarzschild rendszerben, mig a térben

(3.80)

konformisan sik esetben a gyorsulas idében val6 valtozésa €° rendben kicsi.

3.3.5. Oszcillatonok tomege, frekvencidja és mérete

Az oszcillatonok térben konformisan sik rendszerben torténd e kifejtésekor az invarians
sugar fiiggvény 7 = rv/ B, ahova B Kkifejtését a alakban kell helyettesitentink. Az
atskalazott p = er radiélis koordinatat hasznalva, a -ben definialt Misner-Sharp ener-
giafiiggvény kifejtése

m = et 4 4@ 4 o (58_d) : (3.81)

ahol

- (3.82)

(3.83)




(3.39) szerint By = bq, és (3.51)) alapjan by = as/(2 — d). Az s figgvény (3.54) definicioja
értelmében as = —1 — 5. Az s derivaltja (3.62)) alapjan kifejezhets a o fiiggvénnyel, és igy
(3.82)) a kévetkezs alakba irhato:

d
2

(d— 1)

A1) A
m sT (2)

o . (3.84)

Az oszcillatonok teljes tomeget a p — oo hatarérték adja,
M ="MW +54ME + 0 (857 . (3.85)

A (3.63) egyenletben o hatarértékét s;-el jeloltiik, igy

d—1)m?
MO = % 51 . (3.86)
Az s; konstans numerikus értékeit kiilob6z6 dimenzidk esetén a tablazatban adtuk meg.

A (3.73) Osszefiiggést hasznélva a by derivaltjara,

. 4 d-1 (0) 2
M® = lim (d=Dr [da4 P <da2> 3 2%] ; (3.87)

P _ &2
poo 8l (4) d—2| dp  2(d—2) \ dp 2" dp

ami numerikusan konnyen szamolhato, mert a kifejezés aminek a hatarértékét vessziik expo-
nencialisan tart egy konstans értékhez.

Oszcillatonok sajat tomegét a egyenlet alapjan szamolhatjuk. Az e kifejtési ered-
ményeket behelyettesitve,

M, =MD + MDD + 0 (£279) | (3.88)
ahol
7ré o0
A — / dp p?1p2 3.89
» 82T (2) Jo I U (3.89)
d
3 o0 3d —4
M(Q):L/ dp o 2paps — 12 — 2= 02 ) . 3.90
gy ), WO\ gy (3.90)

A (3.54), (3.63) és (3.64]) osszefiiggések hasznalataval a vezetd rendd egyiitthato

d
MO — (d— 1)z

—_— 91
D SaT (g) 51, (39)

ami megegyezik a teljes tomeg (3.86)-ban megadott M) vezets rendd egyiitthatéjaval. Az

M, sajat és M teljes tomegek koefficienseinek numerikus értékét af3.2]tablazatban mutatjuk.
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d=3 d=14 d=5
MO = MY | 175266 | 9.06533 | 21.7897
M®) —2.11742 | —43.5347 | —533.732
MP —1.53319 | —39.0020 | —555.521

3.2. tablazat. Az M teljes tomeg és az M, sajat tomeg ¢ kifejtésének koefficiensei m =1

tomegt Klein-Gordon skalar esetén, d = 3, 4, 5 térbeli dimenzioknal.

Mint lattuk, a teljes tomeg és a sajat tomeg megegyezik vezets rendben. Azonban a kifejtés
kovetkezo rendjét is figyelembe véve, a fizikai elvarasnak megfelelen, az £y, = M,—M kotési
energia mindig pozitiv.

Az eddigi eredményeket azzal a feltevéssel kaptuk, hogy a skaldrmezs tomegét m = 1-
nek allitottuk be. A tomeg meghatarozasara az m=£1 esetben a skalazasi szabadsagot
hasznéalhatjuk. A p energiastiriiséget definialo kifejezésben ekkor egy m? szorzé jelenik
meg. Mivel az integrdlokban szereplé térfogatelemek m~? szorzét hoznak be, a sajat tomeg

2=d 570176 jelenik meg minden egyes M,§’“) értékében. A teljes tomeg M *)

kifejezésében egy m
egyiitthatoiba is ugyanez az m?>~¢ faktor keriil, a definiciéban 16v6 792 miatt.

Ha természetes egységekben mérjiik a mennyiségeket, akkor d = 3 térdimenzional a teljes
tomeg szerinti fliggése az £ paramétertsl és a skalarmezé m tomegétdl,
1

Mkg] = ¢ (4.657 — 5.6272) 10 ———
[kg] =« ( <) mleV/e?] '

(3.92)

ahol a mennyiségeket dimenzié nélkiili szamok reprezentaljak, de a szogletes zardjelben 1é-
v6 egységekben, az ltaldban hasznélt Planck egységek helyett. Mivel O (%) rendt tagokat
elhagytunk, az eredmény csak kis e értékeknél lehet pontos. Azonban, mint késébb a nume-
rikus eredményekkel vald 6sszehasonlitds sordan lathato lesz, a kifejezés elfogathatd becslést
ad még € ~ 0.5 esetén is.

Az e paraméter tovabbra is dimenziétlan marad, de ha skalarmez6 témege nem egység-
nyi, akkor a skalazasi szabadsag miatt az idgskéla, és emiatt a frekvencia is valtozik.
Az oszcillaton rezgési frekvencidja m # 1 esetén Planck egységekben w = my/1 — &2, mig

természetes egységekben

w[1/s] = 1.519- 10" m[eV/c*] V1 — &2 . (3.93)

A (3.4) atskalazas hatasara a radialis koordinata is megvaltozik. Ez tgy is tekinthetd,
hogy a (3.32)) Osszefiiggésben megjelenik az m skalartomeg, vagyis r = p/(em). Habar az

oszcillatonok exponencialisan lokalizaltak, nincs egy hatarozott kiilsg feliiletiik. A méretiikre
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egy természetes definici6 az, hogy vegyiik azt az r, sugarat, amelyen beliil a tomeg ¢ szézaléka
talalhato. Egy tipikus valasztéas példaul ¢ = 95. Az adott sugaron beliili témeget az m
figgveny irja le, ami a kifejtés vezets rendjében m = e*~4m™), ahol m() értéke szerint
aranyos a —ben bevezetett o fiiggvénnyel. Az oszcillatonoknak a p radialis koordinata

hasznalataval szamolt p, sugarat az alabbi osszefiiggéssel definaljuk:

qa m(pq) ~ U(pq)
100 7m(00) ~ o(o0) (3:54)

A p, sugar nagysagat kiilonféle ¢ értékek vélasztasanél a tablazatban mutatjuk. A p,

d=3|d=4|d=5
pso | 2.240 | 1.778 | 1.317
poo | 3.900 | 3.013 | 2.284
pos | 4.471 | 3.455 | 2.652
pos | 5.675 | 4.410 | 3.478
pooo | 7.239 | 5.692 | 4.634

3.3. tablazat. A p, sugar amelyen beliil a tomeg ¢ szazaléka talalhato, d = 3, 4, 5 térbeli

dimenzi6 esetén.

atskalazott sugarnak megfelel$ fizikai radialis méret r, = p,/(em). A sugarat méterben, a
skalartomeget elektronvoltban mérve,

Pq

=1.973-107" ——L— .
Polm] emleV/c?]

(3.95)

Habar o csak vezeté rendben egyezik az adott sugaron beliili tomeggel, ez a kifejezés a
sugarra mégis elfogathato kozelitést ad akar még € ~ 0.5 esetén is.

Az oszcillatonok teljes témegének szerinti ¢ fiiggése a stabilitasukrol is fontos in-
formaciot nyajt. A 2] fejezetben tanulméanyozott oszcillonokhoz hasonloan, az e paraméter
novekedésével a skalarmezd kozéppontbeli rezgésének amplitidoja, és igy annak energiasti-
riisége is monoton novekszik. Altalanos érvényi elv, hogy ha a kdzponti energiastirtiség no-
vekedésével a rendszer M teljes tomege novekszik akkor az allapot stabil, mig ha M csckken
akkor instabil. Ezt az elvarast oszcillatonok esetére a numerikus szimulaciok is megerdsitik
[37, [140]. A fizikailag relevans d = 3 térdimenzio esetén, a egyenlet altal leirt modon,
kicsi amplitidoknal a tomeg c-al ardnyosan novekszik, és igy az oszcillaton stabil. Mivel a
kobos tag egyiitthatoja negativ, az € ndvekedésével varhatéan eljutunk egy e, kritikus érték-

hez, ahol M maximaélissa valik, és ezutan csokkenni kezd. Az ¢ > ¢, allapotok instabilak. A
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kifejtés els6 két tagjat tartalmazo (3.92)) kifejezés alapjan a kritikus amplitado d = 3 esetén

— MO
ee =\ 537 = 0525 (3.96)

ami w, = 0.851 kritikus frekvencianak felel meg. Ugyan ez csak egy vezets rendi eredmény,
mégis elég kozel van a késébbi fejezetekben a Fourier médusegyenletek megoldasaval meg-
hatarozott w. = 0.8608 preciz numerikus értékhez. A kifejtés szerint a tomeg maximalis
értéke M, = gecM (1) = 0.614, ami szintén kozel van az M. = 0.60535 numerikus értékhez.
Nem egységnyi skalarmezs-tomeg esetén M, = 0.60535/m, és természetes egységekben a

maximalis tomeg preciz numerikus modszerrel szamolt értéke

M, [kg] = 1.6085 - 10 (3.97)

mleV/c?] |
Ha példaul a skalarmezs egy m[eV/c?] = 107° témegl axion, akkor a maximalis tomeg
M.kg] = 1.6085 - 10%°, ami nagyjabol a Fold témegének haromszorosa. A vezets
rendi kozelités felhasznalaséval ros[cm] = 16.8. Az Osszehasonlitas végett, az axion altal
formalt oszcillaton maximalis M, tomegéhez tartozé Schwarzschild-sugar 2.42 cm.
Onkoélesonhatas mentes Klein-Gordon mez6 esetén, a tablazatbeli szamok alapjan,
d = 4 és d = 5 térbeli dimenzi6 esetén a tomeg monoton csokkend fiiggvénye e-nak és igy
arra szamithatunk, hogy minden Klein-Gordon oszcillaton instabil. Numerikus vizsgalatokat
még nem végeztek ennek megerdsitésére. Nemtrividlis U(¢) potenciallal rendelkezs skalar-
mezGk esetén mas lehet a helyzet. Példaul, d = 3 esetén, go = 0 és g3 = 4 valasztésanal az
M® koefficiens pozitivva valik, és nincs maximuma a teljes tomegnek. Ez azt mutatja, hogy
ebben az esetben egész nagy tomegi oszcillatonok is stabilak lehetnek. Ugyanezt a potencialt
hasznalva d = 4 dimenziénal, kis € értékeknél a tomeg egy monoton novekvd fiiggvény, igy
arra szamithatunk, hogy a kis-amplitados allapotok stabilak. Ha d = 5, akkor ugyanilyen
potencialnél egy bizonyos amplitidéonal minimuma van a tomegnek, és nagyobb amplitta-
doknal az oszcillaton varhatoan stabil. A hdromdimenziés oszcillonhoz hasonlé médon, ha
ennek az oszcillatonnak az amplitidoja a sugarzasi energiaveszteség miatt a kritikus érték

ala csokken, akkor valoszintileg hirtelen elbomlik.

3.4. Oszcillatonok sugarzasi torvénye A = (0 esetén

A fejezetben sik hattéren értelmezett oszcillonok sugarzasanak meghatarozasara is-

mertetett modszert altalanosithatjuk az oszcillatonok esetére is. A Fourier moédusegyenletek
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és a kis-amplitudos kifejtés komplex sikra vald kiterjesztését eldszor Segur és Kruskal alkal-
mazta egydimenzios ¢* oszcillonok sugéarzasara [34]. A Borel dsszegzéses modszert a szingu-
laritas kozelében 1évd kis korrekeié kiszamolasara Pomeau, Ramani és Grammaticos vezette

be [128]. A fejezet hatralévs részében a [40] cikkiinkben k6zolt eredményeket ismertetem.

3.4.1. Fourier kifejtés

Mivel a — kis-amplitados kifejtés minden rendben exponencialisan lokalizalt
allapotot ad, csak az oszcillatonok mag tartomanyéara alkalmazhaté. Ahelyett hogy lassan
valtozo frekvenciaja sugarzé rendszereket tanulményoznank, lényegesen egyszeriibb az eg-
zaktul id6periodikus, nagy amplitidoji maggal de kicsi allohullam farokkal rendelkezd meg-
oldéasok, az ugynevezett nanopteronok|[115], [116] vizsgalata. A minimalis farok-amplitadoval
rendelkez nanopteron, az ugynevezett kvdzibreather [28] farkanak nagysaga hatarozza meg a
sugarz6 allapot energiaveszteségét. Az w frekvencidval rezgs megoldéasokra a skalarfiiggvényt

és a metrika komponenseit az alabbi Fourier-sor alakban keressiik,

Np
o= Z ®,, cos(nwt) , (3.98)
n=0

Np
A=1+ Z A, cos(nwt) | (3.99)

n=0
Np

B=1+ Z B, cos(nwt) , (3.100)
n=0

ahol ¢, , A, és B, csak r radiilis koordinatatol fiigg, és Np > 0 egész. Habar az egzakt
kifejtésnek végtelen sok komponensbdl kell allnia, a Fourier kifejtés exponencialis konvergen-
cidjanak koszonhetGen mar mérsékelten nagy Np levagasi rend hasznalatéaval is nagyon jo
kozelitést kaphatunk. Feltessziik, hogy az w frekvencia alulrdl kozeliti az m = 1 tomegkiiszob
értéket. A mostani szamolasoknél az € paramétert az e = /1 — w? Osszefiiggéssel definialjuk.
Megjegyezziik, hogy mivel a definicioban ¢ szerepel, mig a sik héattéren felirt
definicioban ¢, a mostani és a . fejezetben hasznalt @, valtozok kozott van egy /8 szorzo
eltérés.

A kozéppontbeli regularitas sziikséges és elégséges feltétele, hogy a ®,, A, és B, fiigg-
vények az r = 0 kozéppontban végesek legyenek, és derivaltjuk nulla legyen. Az r — oo
aszimptotikus hatarfeltétel szempontjabol a legtermészetesebb feltevés az, hogy a metrika
aszimptotikusan sik legyen, és a t koordinata tartson a sajatidéhéz. Mint hamarosan latni

fogjuk, a jelen esetben ez tulsdgosan korlatozo feltevés, de ha nem megyiink el extrém nagy
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r értékekig, akkor mégis alkalmazhaté. Az aszimptotikus siksag akkor teljesiil, ha A, — 0 és
B,, — 0 amikor r — co. A hullamegyenlet komponensei nagy tavolsagokra ekkor a sik
hattérnek megfeleld alaktak. Ha a skaldrmezd6 nullahoz tart, akkor a nemlinearis F,
forrastagok eltiinnek, és a Fourier egyenletek szétcsatolodnak. Az oszcillatonok szempontja-
bol fontos % < w < 1 frekvencia tartomanyban n > 2 esetére a ®,, fiiggvények aszimptotikus
viselkedését tovabbra is irja le, az o, és (3, amplitid6 paraméterek segitségével. A sik
héattéren végzett szamolasokkal megegyezd modon, ennek a rezgd faroknak a szerinti
1 energiastiriisége r'~?-vel aranyosan tart a nulldhoz. Ebbél az kovetkezik, hogy ha «,, vagy
B, bamelyike nem nulla akarmilyen n > 2 esetén, akkor a teljes sajat tomeg végtelenné
valik, és a téridé nem lehet aszimptotikusan sik. Az Osszes «,, és 3, egyiitthato eltiinése
és minden egyes modusra a kozépponti regularitas nyilvanvaloan tul sok hatarfeltételt je-
lent a ®,,-re vonatkoz6 masodrendi differencidlegyenleteknél. Altalaban, nem szamithatunk
egzaktul periodikus véges tomegi és kozéppontban regularis megoldasok l1étezésére.

Ha megkoveteljiik, hogy «,, = £, = 0 legyen minden n > 2 esetén, akkor az Gsszes @,
exponencialisan nullahoz tart, és igy egy véges tomegli aszimptotikusan stk megoldashoz
jutunk. Azonban az éltalanos esetben ez a megoldas szinguléris lesz az r = 0 kdzéppontban.
Az ilyen megoldasokra a fejezetben a szinguldris breather (SB) elnevezést vezettiik be. A
paraméterek szamlélasan alapuld érvelés szerint, egy konkrét w frekvencia valasztas mellett a
szingularis breather megoldés egyértelmi. Az SB megoldas a mag tartoméanyban csak nagyon
kicsit tér el a keresett minimalis farok-amplitudéval rendelkezd, de a kézéppontban reguléris
kvdzibreather (QB) megoldastol.

Fontos tisztédzni, hogy a kvazibreather leirds csak egy nagy de véges sugéron beliil ér-
vényes. Barmilyen kicsi is a rezgd farok energiastirtisége, ha nagyon nagy sugart gémboket
tekintiink, a farok jaruléka a teljes tomeghez nem lesz tobbé elhanyagolhatd. Kovetkezés-
képpen, az a feltevés hogy A, és B, nullahoz tart nem marad érvényes akarmilyen nagy r
értékekre, és a hullamegyenlet alakja is megvaltozik. Elég nagy r értékekre az A metri-
ka komponens fiiggvény lassan addig novekszik hogy az elsé sugarzo Fourier komponens (®y
vagy ®3) rezgé modusbol lecsengs modussa valik. Még nagyobb r sugarra tavolodva, sorban
egyesével az Osszes tobbi ®,, modus rezgése is abbamarad. Ilyen modon egzaktul periodikus
de végtelen tomeggel rendelkezd breather megoldasokat kapunk, amelyek részletesebben Don
N. Page [39] cikkének IX. fejezetében vannak targyalva. A jelen dolgozatban vizsgalt kvéz-
ibreatherek az ilyen végtelen tomegt breatherek egy nagy sugart gombon beliili részének
tekintheték. A kvazibreather tartalmazza a mag-tartomanyt és a farok-tartoméany egy olyan
jelent@s részét ahol az elsG sugarzasi modus rezeg, de az adott sugaron beliil a rezgd farok

tomeghez vald jaruléka még elhanyagolhaté az osszcillaton magja altal képviselt tomeghez

146



képest. Mivel a mag amplitidoja 2 rendi, és a farok exponencialisan el van nyomva e-ban,
a kvazibreather kép érvényes egy elegendGen nagy térfogatban.

Mivel a kvéazibreather rezgd farkanak amplitidoja nagyon kicsi, egy kozéppont koriili
kis tartomanytol eltekintve a QB megoldas csak nagyon kicsit tér el a szingularis breather
megoldastol. Noha az origoban végtelenhez tart, az SB megoldas szingularis részének amp-
litidoja mégis ¢ szerint exponencialisan el van nyomva. Ennélfogva, az azonos frekvenciaju
SB és a QB megoldasoknak minden rendig ugyanaz az ¢ kifejtése. Az SB megoldasnal a
kis-amplitudos kifejtés érvénytelen az origo kis kornyezetében, mig a QB megoldas kifejtése
nem tudja lefrni azt a nagy tavolsagra 1évé tartomanyt ahol az allohullam farok dominal.
Annak a nagyon kicsi (0, rqi) tartomanynak a mérete r = 0 kortil, amelyben szamottevs a
kiilonbség az SB megoldas és a regularis mag kozott, rag = O(e~%/¢), ahol § > 0 konstans,
mig a kvazibreather magjénak teljes mérete nagyon nagy lehet, 1/e-al aranyos.

A minimuma koriil szimmetrikus U(¢) potencidlok esetén, amikor go, = 0 egész k-ra, a

skalar Fourier kifejtése csak paratlan, mig a metrika csak péaros indext tagokat tartalmaz,
Py, =0, Apyyi1 =0, By =0. (3.101)

Szimmetrikus potencidlnal az elsé sugarzé modus ®3. A tovabbiakban a Klein-Gordon ska-
larmez§ esetét tanulményozzuk részletesen, amikor is k£ > 1 esetén g, = 0. Az eredmények
kénnyen altalanosithatok tetszéleges szimmetrikus potencial esetére.

Kis amplitudoja kvazibreather vagy szingularis breather esetén megkaphatjuk a kap-

csolatot a (3.98)-(3.100) Fourier kifejtés és a (3.33)-(3.35) kis-amplitudos kifejtés kozott
a (3.76))-(3.79) osszefiiggések hasznélataval. Szimmetrikus potencial esetén,

Oy = e¥py +e'py + O(9) (3.102)
By = & (64<ng T g;gg + png)> +0() (3.103)
Ag = 25 + 'l + O(e9) | (3.104)
Ay =P + 00 | (3.105)
By = —52% + &by + O(£%) | (3.106)
B 4 P% 6

By = —¢ -1 +O(£°) . (3.107)

3.4.2. Szingularitiasok a komplex sikon

A sugarzasi rata meghatarozasahoz ki kell terjeszteniink a komplex r sikra a kis-amplitidos

kifejtést és a Fourier kifejtést is, és tisztaznunk kell a kettd kozotti kapesolatot. Az e kifejtés
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esetén a ¢, Ay és By fliggvényeknek szimmetrikusan elhelyezkedd szingularitdsai vannak a
képzetes tengelyen, a - Schrodinger-Newton (SN) egyenletek szingularitésainak
megfelelen. Mivel a valos tengelytél valo tavolsag novekedésével exponencialisan csokken a
sugarzashoz torténd jarulékuk, csak a legkozelebbi szingularitas péarral sziikséges foglalkoz-
nunk.

Az SN egyenletek képzetes tengelyen vald viselkedése attekinthet6bbé valik, ha az s és S
fiiggvények helyett bevezetjik a

z:%(s—i—S) oz lsoyg (3.108)

valtozokat. Ekkor a két SN egyenlet azonos alakiva valik,

d?Z d-1dz
Fr R —dp+Z2—zZ:0, (3.109)
d?2 d—-1dz

A [37] tablazatban megadott kezdéértékeket hasznalva, és a képzetes tengely mentén nume-
rikusan integralva a differencidlegyenleteket, lathaté hogy z szingularissa valik a p = £ P
pontokban, ahol P > 0 val6s, mig Z oszcillalva nullahoz tart ugyanott. A P konstans nume-

rikus értéke azoknal a dimenzioknél ahol 1étezik exponencialisan lokalizalt megoldas:

3.97736 had =3,
P=1{ 230468 had=4, (3.111)
1.23595 had=>5.

Noha az SN egyenletek megoldésai csak numerikusan ismertek, a szingularitasok koze-
lében a vezetd rendi viselkedés analitikusan is meghatarozhato. A fejezetben targyalt
sik hatterd oszcillonokhoz hasonlé moédon, a fels6 szingularitastol valo tavolsag jellemzésére
vezessiik be a p = 1P + R Osszefliggéssel definidlt komplex R koordinatat. Mivel a képzetes
tengelyen a z és Z fliggvények valos értéket vesznek fel, és a két legkozelebbi szingularitas ko-
zott 2 > 0, a szingularitas kozelében valo vezetd rendii viselkedés sziikségképpen z = —6/ R2.
Ekkor a Z altal kielégitendd differencidlegyenlet vezets rendben

d*Z 6

d_p2+ﬁZ:0’ (3.112)

amelynek megoldésa

23
Z = aV Rsin (glnR%—é) : (3.113)
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ahol « és 0 numerikusan meghatérozandé konstansok. A Z fiiggvény csokkend amplitadoval
és frekvenciaval tart a nulldhoz a képzetes tengelyen a p = ¢ P pontot kozelitve. A z fliggvény

kifejtése magasabb rendben

6 Gi(d—1) (d—1)(d—51)
~_ 2 _ 114
*F TR T5PR 5002 ’ (3.114)

amelyhez szintén jarul (3.113) alaku nulldhoz tartoé korrekcié. Az s és S fiiggvények szingu-
laritas kozeli viselkedése ugyanolyan alaki, szintén (3.114]) jobboldala &ltal jellemzett. Ha
d > 1, akkor a nem analitikus jarulékok figyelembe vétele nélkiil folytatva a kifejtést lo-

garitmikus tagok is megjelennek, amelyek koziil az els6 R*In R alaka. A (3.51) és (3.54))
Osszefiiggések szerint meghatérozza az oszcillatont jellemzd ¢, A és B fliggvényeknek
a €2 rendi részét a szingularitas kozelében.

Behelyettesitve a (3.68), (3.69), (3.73) és egyenletekbe, az ! rendi jarulékok,

vagyis aio), D4, by €s af), szintén meghatarozhatok a szingularitas kornyezetében. A Klein-

Gordon esetben, amikor gy = 0 ha k > 1:

©  9(25d+208)  324id(d— 1)InR  a_s In R
“ T T 54— 2) R 35P(d — 2)R3 B 9\ w ) (8.115)
d—2 () 9(43d—104) 9i(d—1)(3d —8) 1
b=z _ — 11
PN G T Sga—om T spa—2re T O\®m) (8-116)
) _ 9(333d 1+ 832) 32id(d—1)mR  ay 18id—1) (IR
17 260(d — 2)2R* 35P(d—2)°R?  (d—2)R* ' 5P(d—2)R? R )
(3.117)
@ 96-—d) | 6i(d—1)(d—6) 1
“ T T5A—2)RY T 5P(d - 2)R O\m) (3.118)

Az a_3 konstans értékét a fiiggvények valos tengelyen valo konkrét viselkedése szabja meg,

mégpedig p, exponencialis lecsengésének megkovetelése nagy valos p esetén.

3.4.3. A Fourier moédusok kifejtése a szingularitas kornyezetében

A ¢ — 0 hatarsetben az oszcillaton 6sszes Fourier koefficiensének amplitidoja nulldhoz
tart a valos r tengely minden pontjaban. Azonban, a komplex r sikra kiterjesztve, a Fourier
modusoknak szingularitédsai vannak a képzetes tengelyen. Mivel az atskalazott radialis koor-
dinata p = er, kis e értékeknél a valos tengelyhez legkozelebbi szingularitasok az r = +iP/e
pontokban helyezkednek el, a Schrodinger-Newton egyenletek szingularitasainak megfelels-
en. Ahogy e nulldhoz tart, a szingularitdsok egyre messzebb keriilnek a valos tengelytsl, de a

kozeliikben a ®;, A, és B, Fourier komponensek nem lesznek kicsik, van egy e-t6l fiiggetlen
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résziik. A (2.133) egyenlettel megegyez6 moédon bevezetjiik a belsd tartomdnyban érvényes y
eltolt radialis koordinéatéat

amelyre R = ey. A fels szingularitas kozelében a Fourier modusok vezetd rendi viselkedését

megkaphatjuk, ha a kis-amplitudos kifejtés (3.114])-(3.118]) eredményeit a (3.102))-(3.107)

egyenletekbe helyettesitjiik és az ¢ — 0 hataresetet vessziik. Klein-Gordon potencial esetén

o, = (—E + % + . ) % : (3.120)

( i; ;d _212 + .. ) %, (3.121)
_o=§—522(5§—+22)0&+..., (3.122)
Ay = —% o (3.123)
O S5 (120
By = i (3.125)

By=—— =
? (d—2)yt

Mivel ezek a kifejezések 1/1y? szerinti kifejtések, nagy y értékeknél érvényesek. Ezzel szemben,
a — egyenleteket kicsi R feltételezésével kaptuk. Ha e kicsi mindkét feltétel
teljestilhet egyszerre, ugyanis R = ey.

A — kifejtést ugy is megkaphatjuk, ha az ¢ — 0 hataresetben a Fourier

modusegyenleteknek a szingularitas kozeli megoldasat 1/y? szerinti sor alakban keressiik,

Doy = Z wzkﬂ o (3.126)
n= k+1

Agy = Z a% : (3.127)
n=k+1

By = Z B o (3.128)
n=k+1

ahol wé};ﬁl, ol és B konstansok. A megoldandé modusegyenleteket a (3.27)-(3.30) Eins-
tein egyenletekbdl és a hulldmegyenletbél kaphatjuk — helyettesitésével.
A - egyenletek nem fiiggetlenek. A hullamegyenlet kévetkezik az Einstein egyen-
letekbdl a kontrahalt Bianchi azonossag alkalmazasaval, és a (¢, ) komponens, , pedig

egy kényszeregyenlet. A Fourier kifejtés véges N rendben torténd levagasanak hatasara a
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modusegyenletek kolesonosen ellentmondova valnak. Azonban, ha barmely harom téregyen-
letet valasztunk — kozil, az ezekbdl kdvetkezé modusegyenleteknek nyilvan lesz
megoldasa. Ellenériztiik, hogy az oszcillatonok energiaveszteségére kapott eredményeink fiig-
getlenek attol, hogy melyik harom egyenletet valasztjuk. Azt is ellenériztiik, hogy a masik
két egyenletbdl kovetkezd modusegyenleteknél jelentkezs eltérések gyorsan nulldhoz tartanak
ha Ny novekszik.

Behelyettesitve az y koordinata definiciojat a — egyenletekbe és az
e — 0 hatarértéket véve a szingularités kozelében, bizonyos r-ben alacsonyabb rendi tagok
elhanyagolhatova valnak. Ezutan, a Fourier modusegyenletekbe behelyettesitve az 1/y? sze-
rinti kifejtést — alakban, az 1/y paratlan hatvanyainak a hidnya miatt, a 1/J§1)
elgjelétdl eltekintve az eredmény egyértelmiien meghatarozotta valik. A — ki-
fejtés meghatarozéasa a Fourier médusegyenletekbdl technikailag lényegesen egyszertibb mint
a kis-amplitidos kifejtéses modszer, és algebrai szamolasok végzésére alkalmas programok
hasznalataval 1/y-ban egész magas rendekig is szamolhato.

Egy kozos szorzotol eltekintve, a w,(gn), a,in) és B,in) koefficiensek nagy n esetére valo vezets
rendd viselkedése a modusegyenletek szerkezetének vizsgalataval megkaphato. Belathato,
hogy nagy n esetén @/}é") dominal a koefficiensek kozott. A Klein-Gordon mezé harmadik

Fourier modusara kaphaté eredmény

o (e n= D 30d-10) 304 10)(7d=8) ( 1 )]  (3129)

8n T2 2(d — 2)2n? n3

ahol kg egy szorzo ami d-t6l és Np-t6l fiigg. Az Osszes t6bbi koefficiens lassabban novekszik
n szerint aszimptotikusan. Habar az 1/n és 1/n? korrekcios tagok fiigghetnek a skalar kol-
csonhatasi potencialjatol, a vezetd rendid viselkedés minden szimmetrikus potencial esetén
ugyanaz mint —ben. A k4 konstans szorzé értéke alapvetd fontosséagu az oszcillatonok
energiaveszteségének meghatérozasdhoz. A koefficienseket n = 100 rendig kiszamolva, és a

Fourier modusegyenleteket Np = 6 rendig figyelembe véve, a Klein-Gordon esetben

ky=—0301 ,  ky=-0.134 , ks =—0.0839. (3.130)

3.4.4. A szingularis breather megoldas a szingularitas kornyezetében

A (3.126)-(3.128)) kifejtés egy aszimptotikus sor a ®;, Ay, és By, Fourier komponensekre. A
konkrét kifejtési egyiitthatok bizonyos rendig torténé meghatarozasa utan a (3.120])-(3.125))

kifejezéseket hatarfeltételnek tekintjiik a Fourier egyenletekhez az
ly| w00 ,  —m/2<argy<0 (3.131)

151



tartoményban, ezzel egyértelmiivé téve a bels6 probléma megoldasat. Ez annak a kovetel-
ménynek felel meg, hogy a ¢ skaldrmezé nulldhoz tart a valés r tengely pozitiv részén,
allohullam farok nélkiil, vagyis a fejezetben részletesen leirt eljarashoz hasonldan, a
CID,ESB), A,(CSB) és B,(CSB) fiiggvényekkel jellemzett szinguldris breather megoldést tekintjiik.
A hullamegyenlet Fourier komponensei az ongravitald esetben is a egyen-
lettel megegyez6 forméban irhatok fel,
d2®, d-—1d49o,
dr? + rdr

ahol az F, forrdstagok nemlineéris polinom alaki kifejezések, amelyekben ®, Ay, B és

+ (n*w? = 1)®, = F, , (3.132)

derivaltjaik szerepelnek k < Np esetén. A szingularités kozelében az y koordinatat hasznalva
és az € — 0 hataresetet véve,
d?®,

ahol F, az F,, nemline4ris forrastag ¢ — 0 hatarértéke. A nemlinearis tagok szerkezetétdl el-
tekintve, ez ugyanolyan alakt, mint az egydimenzios oszcillonok esetén a belsé tartomanyban
kielégitends ([2.139)) egyenlet. A képzetes tengelyen az 1/y? szerinti kifejtés minden rendben
valos fiiggvényeket ad. Ezzel szemben, a modusegyenletek szingularis breather megoldasai-
nak sziikségképpen kicsi de nem nulla képzetes résziik kell legyen a képzetes tengelyen. A
képzetes tengelyre korlatozodva, a skalarmezé @,E/,SB) Fourier komponensei nagyon j6 kozeli-
téssel a (3.133)) egyenlet baloldali lineéris részét elégitik ki. Szimmetrikus potencidl esetén
az els@, és egyuttal dominédns, sugarzé komponens ®3. Kovetkezésképpen, ahogy azt a|2.9.3
fejezetben részletesen belattuk, az SB megoldésnak a képzetes tengelyen lefelé haladva ex-

ponenciélisan lecsengs képzetes része van,
Im <I>§SB) = V3 exXp (—Z\/§y> ha Rey =0, (3.134)

ahol v3 egy alland6. Masrészt, mivel a kis allohullam farokkal rendelkezd kvazibreather meg-
oldas regularis a kozéppontban, a valos része szimmetrikus, mig képzetes része antiszimmetri-
kus a képzetes tengelyre viszonyitva, igy a kvéazibreathernél a skalarmezé <I>§QB) komponense
tisztan valos a képzetes tengelyen.

Szimmetrikus potencial esetén a v5 konstans értéke kiszamolhaté Borel 6sszegzés segitsé-
gével [40]. A Pomeau, Ramani és Grammaticos [128] munkéajan alapulé modszert, oszcillonok
esetére a fejezetben ismertettiik részletesen. ElsG 1épésként a alakban kifejtett

&5 fliggvényhez tartozod ;133 transzformalt fliggvényt definialjuk,

o0

R (n)
Oy(z) =) %z% . (3.135)

n=2
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A (2.176)) levezetéshez hasonld moédon, a Borel Osszegzett @3 fliggvényt a kovetkezé modon

szamolhatjuk,

>0 ~ [t
) (y) = / dte™" dy (5) . (3.136)
0

Vezessiik be az y = —iy jelolést. A @éSB) (y) fuggvény képzetes részét szeretnénk megha-
tarozni a képzetes tengely negativ részén, ahol g > 0 valdos. A EI\>3 fliggvény argumentuma
z = t/y = it/y, ami tisztan képzetes, pozitiv képzetes résszel. Mivel minden tag-
ja paros z hatvanyt tartalmaz, nmagaban az 6sszeg semelyik tagja sem képes -ban
Im @gSB)—hoz jarulékot adni. A képzetes tengelyen a Borel 0sszegzett Im @éSB) értéke a sor
nagy n-re torténé vezets rendid viselkedése altal hatarozodik meg. Ezt a vezetd rendd visel-

kedést a (3.129)) egyenletben irtuk fel. Ennek behelyettesitésével,
TRRI S C Y (E R o P ES iy A
YT \vB) T 6 T &= (B
=—|——In|{l—-—|—-In(14+—4 . 3.137
2 8 /3 7R (3.137)
A Borel Gsszegzett fliggvény pedig

o) (y) = %/OOO dte {%2 —In <1 + \%y) —In (1 - \%y)} . (3.138)

A (2.178) egyenlethez hasonl6an, csak a harmadik tag ad képzetes jarulékot a képzetes y

tengelyen. Az ott részletesen leirt moédon kaphato, hogy

k
m %P (y) = —%ﬁ exp (—z\/é y> . (3.139)

A (3.134])) egyenlettel valo 6sszehasonlitas adja a sugarzéasi amplitidot meghatarozéd vg kons-
tanssal valo kapcsolatot,
1
vy = —§krd7r : (3.140)
A dimenziofiiggs kg numerikus értékét (3.130)-ban adtuk meg.

A minimuma koriil nem szimmetrikus U(¢) potencial esetén @, a vezetd rendd sugarzo

komponens, amelyre
(SB)(,\ _ : _
Im ®5°" (y) = vpexp <—Z\/§y> ha Rey =0. (3.141)

Mivel ekkor a dominéns viselkedést ®, hatarozza meg, a vy allandé nem hatarozhatdé meg
a Borel sszegzéses modszerrel. Ertéke a Fourier modusegyenletek numerikus integralassal
kaphato, a [34] és a [30] cikkekben ismertetett modon.
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3.4.5. A kvazibreather és az oszcillaton elGallitasa

A felss szingularitas kornyezetében a sugarzas nagysagat meghatarozo (3.134)) és (3.141])

exponencialisan kicsi korrekciot egyiittesen a kovetkezd alakba irhatjuk,
507 = iy exp(—ivE2 — 1y) | (3.142)

ahol szimmetrikus potencialra £ = 3, nemszimmetrikus potenciél esetén pedig k£ = 2. A
kifejezés megegyezik az oszcillonokra vonatkozo egyenlettel, igy az ott részletesen
ismertetett eljarast kovethetjiik a korrekcio valos tengelyre torténd kiterjesztésénél. Megje-
gyezziik, hogy mivel a ¢ skalarmezé szerinti atskilazasa miatt @, tartalmaz egy a sik
térhez viszonyitott /87 szorzot, a 1, konstansban is megjelenik ez a kiilonbség. Az elne
rendd masodrendben kicsi jarulékkal most nem foglalkozunk.

A komplex r koordinataval jellemzett kiils§ tartomanyban a d®;, korrekcid, vagyis a kvaz-
ibreather és a szingularis breather megoldas kiilonbsége, a egyenlet baloldali linearis
részét elégiti ki, amelynek altaldnos megoldéasa Bessel fliggvények segitségével a alak-
ban irhato fel, « és 5 konstansok segitségével. A valos tengely alatt szimmetrikusan elhelyez-

kedé szingularités jarulékanak koszénhetGen g = 0, és a belsd tartomanyhoz valé illesztésbdl

kovetkezGen, ([2.229)-hez hasonlban,

P\7T P
a =2y (E) exp <—\/ k2 —1 z) . (3.143)

A kvazibreather farok-tartomanyaban a skalarmezd

PP =~ sin [VIE =17 - - 1] cos(it) . (3.144)

ra
a ([2.231) kifejezésnek megfelelen. A linearizalt egyenlet ideltolt koszinusz fiiggésti megol-

dasat hozzaadva megkapjuk az oszcillaton sugarzo6 farkanak alakjat

GO — _ L sin [ /2 — 1p — %(d —1)— kt] , (3.145)

r 2

ahol szimmetrikus potencidlnal k& = 3, egyébként k = 2. A skalarmezd (3.5)) szerinti ¢ =
— /87 ¢ atskalazédsa miatt a valodi fizikai amplitudo o/v/8m. Mivel a (3.4)) transzformécio

atskalazza a koordinatakat, nem egységnyi m skalartomeg esetén a (3.144) és (3.145)) kifeje-
1-d)/2

zésekben az o amplitudo mellett megjelenik egy m/ sz0170.

Szimmetrikus potencial esetén k = 3, és v3 értéke szerint adott. Klein-Gordon
potencialnél, ha a térdimenziok szama d = 3, akkor a konstansok numerikus értékét behe-
lyettesitve a szerinti a amplitidé paraméter e fliggése

3.761 11.2497
a= exp (— ) . (3.146)
£ €
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3.4.6. A tomegveszteségi rata kis amplitadéknal

A kifejezés a jeloléstdl eltekintve megegyezik a egyenletben felirt sik tér-
beli altalanos sugérzo farok alakkal. Mint lattuk, a tomeg idébeli megvaltozasat megadd
egyenlet konzisztens a sik hattéren az energia kisugarzasara felirt (2.11) és (2.12)
kifejezésekkel. Ilyen modon, a kisugarzott energiadram rezgési periddusra vonatkozo atlag-
értékét megado egyenlet most is alkalmazhato, ahol wy =k és Ay = Vk%2 — 1. Ennek

eredményeképp, az oszcillatonok idGatlagolt tomeg (vagyis energia) veszteségi rataja

d_q

d—1
78 , P P
— VU kVE2 -1 | — —2Vk?—1—) . 3.147
2ma=3T (2) Y (6) P ( 5) ( )

S =

A sik hattérre vonatkozo ([2.232)) egyenlethez viszonyitott 1/(87) szorzo eltérés a skalarmezs
o = /87 ¢ atskalazéasa miatt v,-ban is megjelend szorzobol adodik.

Szimmetrikus potencial esetén, amikor a k = 3 modus felelGs a sugarzasért, v3 értékére

alkalmazhatjuk a (3.140|) 6sszfliggést, igy az egységnyi id6 alatti atlagolt tomegveszteség

= m (6] Co
§=—" = e (—;) , (3.148)
ahol a térdimenziok d szamatol fiiggd allandok:
/241
=32k P ———— | =4V2P. (3.149)
ar (3)

A ¢ és ¢y allandodk numerikus értékét a tablazatban adjuk meg. A ¢y konstans értéke

d=3 d=4 d=5
c 30.0 7.23 0.720
co | 22,4993 | 13.0372 | 6.99159

3.4. tablazat. A tomegveszteségi rata (13.148) képletében szerepld ¢y és ¢y allandok

d =3, 4, 5 térbeli dimenzi6 és Klein-Gordon mez§ esetén.

minden szimmetrikus potencidlnal ugyanaz, de a c¢;-re megadott szdmok csak a Klein-Gordon
mezdre érvényesek.

Az exponencialis fiiggés miatt, minél nagyobb e, annal nagyobb esélylink van az elére-
lathatolag nagyon kicsi energiaveszteség megfigyelésére. A fejezetben targyalt modon,
d = 3 térdimenzionél az oszcillatonok stabilak ha az amplitadot jellemz§ paraméter egy
kritikus érték alatt marad, ¢ < .. A egyenlet szerint ennek kozelité numerikus ér-

téke €. = 0.525. Az oszcillaton tomege maximalis ennél az ¢, értéknél. A skalarmezé m
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tomegét figyelembe véve, az e kifejtésbdl adodo érték M, = 0.614/m. A (3.148) egyenlet-
be helyettesitve, a maximalis tomegt, és igy legerGsebben sugarzo stabil oszcillaton relativ

tomegveszteségi rataja,

1 dM
- — = —4.33-10""m . (3.150)
M dt )
A (3.85)) egyenletnek megfelelGen, d = 3 térbeli dimenzi6 esetén a teljes tomeg aranyos az
amplitadoval, M = eM® /m. A [3.2] tablazat szerint ekkor M) = 1.75266. Behelyettesitve
a (3.148) egyenletbe, a Klein-Gordon potencial esetére

dM c3 C4

@ ~ e o () (3.151)
ahol

c3=922 , ¢y =39.4337. (3.152)

A kifejezés ugyanolyan alakd, mint a Don Page [39] cikkének (122)-es egyenletében
megadott tomegveszteségi formula. Azonban, a c3-nak megfelels allandé nagysagrendekkel
nagyobb abban a cikkben, értékére 3797437.776 szerepel. Ez azt jelenti, hogy a sugarzés
amplitudojat szerint meghatarozé o konstans értéke 202.9 szeres szorzoval tulbecsiilt
a [39] cikkben. A [40] cikkiinkben részletesen elemeztiik a két eljaras kozotti kiilonbséget.
Az eltérést az okozza, hogy [39]-ben egy végtelen sornak csak az elss rendje lett figyelembe

véve, pedig a sor minden tagja e-ban azonos rendd jarulékot ad.

3.4.7. Farok amplitiado

Az el6z6 alfejezetekben kiszamolt allohullam farok amplitiddja annyira kicsi, hogy nem
meglepd hogy numerikusan nem figyelték meg a [37] és [136] cikkekben. Ahhoz hogy Gsszeha-
sonlithassuk a kozépponti és a farok amplitidot, a mag tartomanyban a skaldrmezét a vezetd
rendd ¢ = e%p, cos T értékkel kozelitjiik, a farok tartomanyban pedig -et hasznaljuk.

A farok annal az r = ry sugarnal kezd dominénssé valni, ahol

p(t =0,7) = e*py(er) = 2S(er)y/ —— (3.153)
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egyenléve valik ar(1=9/2 értékével. Mivel nagy p-nal s ~ —1 + s1p> P, az fiiggvény aszimp-

totikus viselkedése az oszcillatonok létezését megengeds dimenziok esetén

( -2 1
S pti/21 [1 B 51(55 ) Lo (_2)] had=3
p p
e P 4s1 — 3 1
S = Stﬁ {1_ 5 +0 (?ﬂ had=4, (3.154)
e P 1 S1 1
R [ [T - ha d =
\Stp2{+p 4p? O(P‘L)} reme

ahol az s; alland6 numerikus értékét a [3.1] tablazatban, az S; értékét pedig a [3.5] tablazat-
ban adjuk meg. Az ry sugarat ahol a farok megjelenik, és az ottani ¢; = ar}l_d)/2/\/87r

d=3|d=4|d=5
Sy | 3.495 | 88.24 | 23.39

3.5. tablazat. Az S; alland6 numerikus értéke.

farok amplitudot a [3.6] tablazatban mutatjuk be kiilénféle e értékek esetén. Az ry sugar nyil-

d=3 d=4 d=5

e Ty 5 rf i ry @5

0.1 ] 1160 | 8.96-107°2 | 648 | 2.76- 10732 | 346 | 4.42-10~2°
0.2 | 302 | 4.63-107%7 | 168 | 1.06- 1077 | 92.6 | 6.01 - 10~'2
0.3 | 140 | 9.28-107" | 78.2{9.45-107 | 45.0 | 3.83-107°
04| 81.6 | 1.40-107" | 46.4 | 3.07-1071° | 27.9 | 1.03-1077
0.5| 54.3 | 4.68-107'2 | 31.5 | 1.03-107% | 19.8 | 7.56-1077
0.6 | 39.2 |2.30-107° | 23.2 | 1.09-10"7 | 15.1 | 2.87-107¢
0.7]299 | 3.76-107° | 18.0 | 5.91-1077 | 12.2 | 7.42-107¢
0.8 238 | 308-10% | 146 2.12-107% | 10.3 | 1.51-107°

3.6. tablazat. Az ry sugar ahol a farok dominénssa valik, és a skalarmez6 ottani ¢

amplitudoja.

vanvaloan sokkal nagyobb mint a mag tipikus mérete, amely r, = p,/(¢m), ahol p, a
tablazatban adott.

A skaldrmez§ farkdnak amplitadéjat a mezs kozépponti értékéhez célszertd hasonlitani,

amely
1 d—1

b = EE%M 5 P1c = Se 1_9" (3.155)

157



ahol az S. értéke a[3.I]tablazatban talalhato. Nyilvanvaloan csak viszonylag nagy € értékeknél

van esélye annak, hogy a sugarzasért felelGs rezgd farkat numerikusan kimutathassuk.

3.5. Kvazibreatherek numerikus vizsgalata A = 0 esetén

Ebben a fejezetben idében tokéletesen periodikus allapotokat tanulmanyozunk d = 3 tér-
beli dimenzié és m = 1 tomegl Klein-Gordon skaldrmezé esetén. Nagy pontossagu spektra-
lis numerikus modszer segitségével kivanjuk meghatarozni az allohullam farok amplitudoéjat,
amely sok nagysagrenddel kisebb mint a mag tartomanybeli amplitidok. Térben konformisan
sik koordinata-rendszert hasznalunk, amikor C' = r2B, és a megoldand6 egyenletek —
(3-31). Az w frekvencia fliggvényében keressiink megoldasokat a (3.98)-(3.100) Fourier sor
alakban. A Klein-Gordon potencial szimmetriaja miatt a skalarmezdének csak péaratlan, mig
a metrikus fliggvényeknek csak paros komponensei vannak. A fejezetben a [41] cikkiinkben

kozolt eredményeket ismertetjiik.

3.5.1. Aszimptotikus viselkedés

A kozbiilsé tartomanyban, ahol az allohullam farok altal képviselt tomeg még joval ki-
sebb mint az kvéazibreather magjénak tomege, a téridé aszimptotikusan siknak tekinthetd,
és igy a Schwarzschild metrikdhoz tart. Térben konformisan sik koordinata-rendszer ese-
tén ennek alakja a egyenletben adott. Haromdimenzios térnél a metrikus fiiggvények

aszimptotikus viselkedése

A:l—%“, (3.156)
B=1+-2 (3.157)
T

ahol r4 és rp allandok. Természetesen, a teljes rendszer megoldéasara teljesiilnie kell, hogy
rA =Tp = ro, ahol most d = 3 térdimenzio esetén ro = 2M. Az r, = rp Osszefliggést azonban
nem koveteljiikk meg kozvetleniil a numerikus kodunkban, hanem inkébb a kod pontossaganak
mérésére hasznaljuk.

Nagy tavolsadgokra, vezets rendben a skaldrmez6 ®,, Fourier komponensei tovabbra is a
sik hattéren felirt egyenlet baloldali linearis részét elégiti ki m = 1 mellett. Mivel a

frekvenciara feltételezhetjiik, hogy =

3 < w < 1, két kiilonbozs eset van. Ha n = 1 akkor a

végtelenben lecsengs megoldas

) — 01%;”) , (3.158)
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ahol € = /1 — w? és C} konstans. Ha n > 1 akkor a megoldas oszcillalva lecsengd,

o, — ¢, 0 Anr +an) (3.159)

r

ahol \, = v/n2w? — 1, valamint C, és a, allandok. A C, egyiitthatok a fejezetben
altalanos dimenzi6 esetén —ben hasznalt a konstansnak felelnek meg.

A vezetd rendi kozelitésben a hattér a Minkowski térdis, és az «,, fazis konstans. Ennél
jobb leirast kaphatunk, ha a hatteret a Schwarzschild téridének valasztjuk, aminek hatasara
a fazisban megjelenik egy lassu fiiggés a radialis koordinatatol. Hogy a kozelités kovetkezd
rendjét megkaphassuk, megengedjiikk hogy az «, lassan véltozo6 fiiggvénye legyen az r ko-

ordinatanak, tgy hogy derivéltjara fennall, hogy o, , < A,. Pontosabban, feltessziik hogy
(3.159) fennall, és v, , rendje A, /r. Az els6 két rendet megtartva 1/r-ben,

s oy ) _ ¢ €08 ur ). 3160
r T

cos (A7 + ay,) L0, sin ()\nrz—ir an) ‘
T T

(I)n,r - _Cn (/\n + an,r)

Dy = —Cp (A2 + 20,1 (3.161)

A (3.31) hullamegyenletbe helyettesitve a metrikus fliggvények (3.156))-(3.157)) kifejezését,

ahol r4 = rg = ro, és 1/r-ben négyzetes és magasabb rendd tagokat elhagyva,
2
(1 _ @> By + ~ By + 0203 (1 n @> O, — D, =0 . (3.162)
r r r

Behelyettesitve a (3.159)-(3.161|) kifejezéseket, a méasodrendi tagokbol kovetkezik egy diffe-

rencialegyenlet az «, fazisra,

— 2y + 2 (A2 4 n2w?) =0, (3.163)
r
melynek megoldasa
2A2 4 1
an:%( TL )logr+(5n, (3.164)

ahol 0,, konstans. Konnyen ellenérizhets, hogy a kiindulési hipotézisnek megfelelGen, ay,

valoban azonos rendd mint A, /r. A skalarmezé Fourier komponenseire kiilsg hatérfeltételként

a (3.159) kifejezést fogjuk hasznélni (3.164)) behelyettesitésével.

3.5.2. Spektralis numerikus moédszer

A rendszer numerikus megoldésait a Philippe Grandclement altal kifejlesztett KADATH
spektralis konyvtar hasznéalataval allitottuk el [I83, [184]. A programcsomagot kétdimen-

zi6s téren definialt fiiggvények leirasara hasznaljuk, a (¢,r) koordinaték fliggvényeként. Az
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idékoordinatara egyetlen tartomanyt definialunk. A ¢ fizikai id6koordindta a t* numerikus
koordinatahoz a t* = wt Osszfliggéssel kapcsolodik. Ezutan spektralis kifejtést hajtunk végre
t* szerint, paros koszinuszokat hasznalva A-ra és B-re, valamint paratlanokat ¢-re, a —
Fourier kifejtésnek megfelelGen.

A radialis koordinatara tobb egymashoz illeszkeds tartomanyban elvégzett dekompozi-
ciot hasznalunk, hasonléan a [I84] cikk (2.2) fejezetében leirtakhoz. Egy mag tartoményt
definidlunk, ami a szimmetria kézéppontot tartalmazza, és tobb gémbhéj alakt tartomanyt,
amelyek két véges sugar kozott helyezkednek el. Az allohullam rezgd farkak jelenléte miatt
nem tudunk egy végtelen nagy kiilsé tartomanyra kompaktifikiciot alkalmazni. Az egyenle-
teket az r radilis koordinata egy nagy Ri.x értékig oldjuk meg, ahol az el6z6 alfejezetben
lefrt médon az aszimptotikus megoldashoz illesztiink. A fizikai r koordindta mindegyik tar-
tomanyban egy-egy affin transzformécioval kacsolodik az r* numerikus koordinatdhoz. A
mag tartomanyban r = Ry, r* Osszefiiggést hasznalunk, ahol r* € [0,1] és Ry, a tartomény

sugara. A gombhéjakban hasznalt Gsszefliggés

Rou er — Rinner * Rou er Rinner
r= (%) ™+ <+> : (3.165)

ahol r* € [—1, 1], valamint Rjner €8 Router @ tartomany belss és kiilss sugara. A spektralis
kifejtést az r* valtozo szerint végezziik. A mag tartomanyban, mivel a fliggvények parosak
az origora nézve, csak paros Csebisev-polinomokat hasznalunk. A t6bbi tartomanyban stan-
dard Csebisev-polinomok szerinti kifejtést alkalmazunk. Példaul, egy adott gombhéjban az

A metrikus fiiggvény kozelitése

N; N,
A=) Aycos(2jt) T (1*) (3.166)

j=1 i=0
ahol N; és N, a koefficiensek szama t* és r* szerint. Az i-ed foku Csebisev polinomot T;-vel

jeloljiik, és az A;; konstansok az A fliggvény spektrélis koefficiensei.

3.5.3. Illesztési feltételek a kiilsG hataron

A kiils6 hatarfeltételeket a mezsk alfejezetben bemutatott aszimptotikus viselkedése
alapjan hatarozzuk meg. Tekintsiink a numerikusan szdmoland6 tartoméanyban egy f(r)
fiiggvényt, amit a hatarfeliileten az analitikusan meghatarozott g(r) alakt aszimptotikus
viselkedéshez kell illeszteniink. Megkoveteljiik, hogy az f(r) fliggvény kozel legyen a Cg(r)

fliggvényhez, ahol C' el6re nem ismert allando. A fliggvény és derivaltjanak folytonossaga az
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alabbi feltételeket adja:

f (Rinax) = Cg (Rinax) (3.167)
fr (Bmax) = Cgr (Riax) - (3.168)

A C konstanst kikiiszobdlhetjiik, és igy f-re egy olyan hatéarfeltételt kapunk ami csak a g

fliggvényt tartalmazza,
[f9r — fr9] (Rmax) =0 . (3.169)

Ezt az eljarast alkalmazzuk az A és B metrikus fiiggvények idéfiiggetlen nulladik Fourier
komponenseire, amelyeket a — alakhoz illesztiink. A és B tobbi komponensét
az azonosan nulla fiiggvényhez illesztjiik a hataron. A skalarmezénél a nulladik komponenst
a egyenlet szerinti exponencialisan lecsengd alakhoz illesztjiik. A t6bbi komponenst az
oszcillalo alakhoz illesztjiik, ahol az «,, fazis kifejezésében az rq = rp értéket

hasznaljuk, mivel r4 és rp egyarant ro-hoz konvergal ha az R,.. illesztési sugar novekszik.

3.5.4. A numerikus rendszer

A KADATH spekrélis numerikus konyvtar hasznalataval végzett szamolas keretében a
rendszert leir6 parcidlis differencidlegyenletek atalakitasra keriilnek csatolt algebrai egyenle-
tek rendszerévé, amelyben az ismeretlenek a kiilonb6z6 mez6k kifejtési egytitthatoi. A nemli-
nearis rendszert Newton-Raphson modszerrel oldjuk meg. Egy kezdeti kozelité megoldasbol
indulva a megoldast iteracio segitségével kozelitjiik. Minden egyes 1épésnél a linearizalt rend-
szer invertalasra kertil [184].

A megoldand6 egyenletek — rendszere redundéns, vagyis tébb egyenletet tar-
talmaz mint ismeretlent. Konkrét szamolésaink soran megoldandé rendszerként a ,
és egyenleteket valasztjuk, és a tobbi megfelels teljesiilését a megoldés megha-
tarozasa utan ellendrizziik.

Mint a[3.3]fejezetben bemutatott kis-amplitudos kifejtésnél lattuk, az oszcillatonok mére-
te egyre nagyobba valik ahogy az w frekvenciajuk 1-hez tart. Emiatt bevezettiink egy p = er
atskalazott radialis koordinatat, ahol € = v/1 — w?. A p koordinata hasznalatéval a megolda-
sok geometriaja viszonylag hasonlova valik. Ezt figyelembe véve, a radialis tartoméanyokat az
r koordinata szerint a kovetkezSképpen vélasztjuk meg: [0,1/¢], [1/e,2/¢], [2/e,4/¢] az els6
haromra, és [4i/e,4 (i + 1) /] a t6bbi i-vel indexelt tartoményra. A kiils6 tartoményok mé-
retét egységesen 4/e-nak vélasztjuk, hogy megfelelGen le tudjuk irni a ¢ skalarfliggvényben
megjelend allohullam farkat, amihez sziikséges, hogy a tartoméany mérete ne legyen til nagy a

rezgések hullamhosszahoz képest. A kiilsé illesztési feliilet helye valtoztathato a tartoméanyok
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N, szamanak megvalasztasaval. A szamolasaink soran altaldban megfelelének bizonyult az
Ny = 20 valasztéas, ami Rp,x = 68/c-nak felel meg.

A spektralis koefficiensek szamat tekintve, haromféle felbontast hasznaltunk, egy alacso-
nyat N, = 13 radialis és Ny = 5 idGszert koefficienssel, egy kozepeset N, = 17 és N; = 7,
valamint egy nagy felbontasut N, = 33 és N, = 9 értékekkel. A Newton-Raphson iteracié
elkezdéséhez sziikséges kozelité kezdeti megoldast a kis-amplitudos kifejtés elsé rendjébdl
kaptuk, ¢ =~ 0.1 valasztassal. Ha mar ismert egy megoldas melyre w kozel van 1-hez, azt
kezdeti konfiguracionak lehet hasznélni tj megoldésok kereséséhez az w frekvencia kis 1é-
pésekben torténd valtoztatéaséval. A nagyobb felbontasi szamolésok a koefficiensek nagy
szamabol ad6do oriasi méretd matrixok invertadlasa miatt még egy tobb tucat szamitogépbdl

allo csoporton futtatva is jelentGs idét vettek igénybe.

3.5.5. A rezgd farok amplitadéjanak minimalizalasa

A skalarmez6é n > 1 indext Fourier komponenseinek szerinti aszimptotikus vi-
selkedésénél az Osszes lassan valtozo a,, fazis alakjaban van egy-egy szabadon véa-
laszthat6 0, konstans. A gyakorlatban azt a megoldast keressiik, amely a lehetd legjobban
lokalizaltnak tekinthets. Az tgynevezett kvazibreather megoldast kivanjuk megkonstrualni,
amelynel az allohullam farok az 6sszes modusban minimalis amplitidoji. Ehhez elvileg az
Osszes 0, fliggvényében kellene minimalizalni az Osszes modus farka altal képviselt egytittes
energiastiriséget. A feladatot szerencsére lényegesen egyszertsiti az, hogy a ®3 Fourier mo-
dus rezgé farkdnak amplitadéja nagysigrendekkel nagyobb a tobbi moédus amplitidojanal,
és igy elegendd a (3.159)) egyenletben szereplé C5 konstanst minimalizalni. Tovabbi jelent&s
egyszertisitést szarmazik abbol, hogy a magasabb médusok farkdnak viselkedése alig befo-
lyasolja a néluk sokkal nagyobb dominans ®3 modust. Mas széval, C3 majdnem fiiggetlen
az n > 3 indext 9,, fazisoktol. Ez azt jelenti, hogy (3 minimalizalasa csak a d3 fazis fiiggvé-
nyében nagyon jo kozelitéssel megadja a valodi minimumot. Ezt a varakozast a numerikus
vizsgalataink is meggy6zGen megerdsitik. Az Gsszes vizsgalt esetben a d5 és a tobbi nagyobb
indext fazis megvaltoztatasa elhanyagolhaté mértékben véltoztatta meg C'3 minimumanak
értékét és annak 03 szerinti helyét. Ezen megfontolasok alapjan, a konkrét szamolasoknal
n # 3 esetén a ¢, fazisokat nullanak vélasztjuk, mig d3-at a C5 amplitiidé minimalizélasaval
kapjuk. A szdmolésaink sordn a minimalizilast az aranymetszés modszere segitségével vé-
geztik. A abran a C'5 amplitudo fazisfiiggését lathatjuk w = 0.86 esetére. Lathato, hogy
a minimum kornyezetében a fiiggvény nagyon lassan valtozik, igy nem sziikséges 03 értékét

nagy pontossaggal meghatarozni ahhoz hogy az amplitidora pontos értéket kapjunk. Ellen-
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3.5. dbra. A dominéns C3 amplitudé a d3 fazis fliggvényében w = 0.86 esetén. A piros kor a
minimum helyét jelzi, d3 = —0.72-nél C5 = 5.118 - 10~".

6riztiik, hogy d5 értékére kiilonféle nemnulla értékeket valasztva a Cs-ra kiszémolt eredmény
csak a sokadik tizedesjegyben valtozik, relativ megvaltozasa 10~% alatt marad, pedig méar az

abszolut értéke is 107 koriili.

3.5.6. Numerikus eredmények

A abran A skaldrmezd és a metrikus fiiggvények egy rezgési periodus alatti valtozésat
lathatjuk a mag tartoméanyban az w = w. = 0.8608 kritikus frekvenciaji Klein-Gordon mezs
altal létrehozott oszcillaton esetén. A kritikus frekvencia alatti oszcillatonok instabilak, mig
we < w < 1 esetén stabilnak bizonyulnak. Lathato, hogy A és B esetén a sztatikus Ay és By
va kitinik, hogy w — 1 esetén a rezgés relativ nagysaga egyre kisebbé valik, és az allapot
egyre inkabb hasonlova lesz a komplex mezdk altal 1étrehozott sztatikus bozoncsillagokhoz.

A abran, ugyanennél a kritikus frekvenciaju oszcillatonnél, a skalarmezé elsé néhany
Fourier modusanak radialis fliggését lathatjuk. A fiiggvények sok nagysigrendben torténd
valtozasa miatt az abszolut értékiiket adjuk meg logaritmikus forméban. A lefelé mutato
csticsok a zérushelyeknek felelnek meg. A abran az A metrikus fiiggvény komponenseit,
mig a|3.9|abran B komponenseit lathatjuk. Mas frekvenciakra is hasonlé dbrakat kaphatunk.
A frekvencia novelésével a farok amplitidok gyorsan csokkennek. Ahogy a frekvencia kozeliti
az 1 kiiszobértéket, a magasabb modusok alapmoédushoz viszonyitott relativ nagysaga is

csokken, igy kevesebb Fourier modus figyelembe vételével is pontos eredményt kaphatunk.
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3.6. abra. A ¢ skalarmezd, valamint az A és B metrikus komponensek idéfejlédése egy

rezgési periddus alatt.
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3.7. dbra. A ¢ skalarmezd ®,, Fourier komponensei w = 0.8608 frekvencianal.

Numerikus szamolasaink egyik legfontosabb eredménye annak kimutatasa, hogy nincs

olyan w frekvencia amelynél a sugarzasért felelGs rezgd farok eltiinik.

A abran megadjuk a minimalizalt C5 amplitudé frekvenciatol valo fiiggését abban
a tartomanyban ahol a farok elég nagy ahhoz hogy numerikusan meg tudjuk hatarozni. A

spektralis koefficiensek szama az alacsony felbontasnal N, = 13, N, = 5, kozepesnél N, = 17,
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3.8. abra. Az A metrikus fiiggvény A, Fourier komponensei w = 0.8608 esetén.

30

3.9. abra. A B metrikus fiiggvény B,, Fourier komponensei w = 0.8608 esetén.

N, = 7, nagy felbontasnal N, = 33, N; = 9. Az als6 abran a 03 fazist is megadjuk a haromféle
felbontéas esetére. Az hogy nincs olyan w amelyre C5 = 0 azt jelenti, hogy nincs egzaktul pe-
riodikus lokalizalt breather megoldasa a rendszernek. Az Gsszes oszcillaton megoldas tomege
nagyon lassan csokken az idé mulasaval a skalarmez6 altal kisugarzott energia miatt. Az
alsd abrabol lathato, hogy az alacsony felbontas nem elegendd a fézis meghatarozéasara, és a
kozepes is csak alacsony frekvencidknél megfelels. Ennek ellenére, a minimélis C5 amplitido
értékére a gorbe lapossaga miatt mar ezek a felbontasok is elfogadhato kozelitést adnak.
A abran a mag tartomany altal képviselt teljes tomeget lathatjuk, abban az elébb is
hasznalt frekvenciatartoményban ahol a farok nagysidga még kimutathato. A tomeg maximu-
méat az w, = 0.8608 frekvencianal veszi fel, ahol értéke M, = 0.60535. Ez a kritikus allapot
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3.10. abra. Oszcillatonok dominans sugarzasi amplitidéjat meghatarozé minimalizalt Cy

amplitado és a hozza tartozo s fazis, haromféle numerikus felbontés esetén.
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3.11. dbra. Klein-Gordon oszcillatonok tomege a frekvenciajuk fiiggvényében.
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valasztja el egymastol a stabil és instabil oszcillatonokat. Habar a tomegnek maximuma van,
a ®1, &3 Fourier moédusok kozépponti értéke, és igy a kozponti energiastirtiség is, monoton
csokken w novekedésével.

A abran annak az Ri..,s sugarnak a frekvencia fliggését abrazoljuk, amelynél a 3

30

25 F

20 F

Rtmns

15 F

0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94

w

3.12. dbra. Az all6hullam farok megjelenésének Ri...s helye a ®3 modusban, a frekvencia

fiiggvényében.

modusban a sugarzas dominansséa valik. Pontosabban, Ri...s értékének azt az r sugarat de-
finidljuk, ahol ®3 értéke eldszor nullava valik. A gorbén megjelend kis oszcillacié a farok
fazisanak valtozasa miatt jelentkezik. A Ry..ns fliggvény lényegében monoton névekszik, és
a kis-amplitados kifejtés szerint w = 1-nél végtelenhez tart. Az a sugar, ahol a ¢ skalar-
mez§ radialis fiiggésében is lathatoan megjelenik az allohullam farok ennél az értéknél még
joval kijjebb van, mivel az Ri..ns Sugarnal az exponencialisan lecsengé &1 modus még sokkal

nagyobb mint ®3.

3.5.7. A kis-amplitudés kifejtéssel valé osszehasonlitas

Héarom térdimenzié és Klein-Gordon potenciél esetén a C3 = « amplitid6é paraméter
e fiiggésére kapott vezets rendi elméleti eredmény altal adott. A abran djra
megadjuk a [3.10] &bran mar bemutatott numerikusan kiszdmolt C5 amplitidokat, de az
osszehasonlitas megkonnyitése végett az e = /1 — w? paraméter fiiggvényeként. A
kifejezéssel leirt elméleti gorbe joval lejjebb helyezkedik el az adatpontoknal. A kévetkezd

empirikus kifejezéssel megadott gorbe,

3.761 11.2497
O™ = —"— (14 52)16'63 exp
5

(1-0.2090¢€%) | , (3.170)
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3.13. dbra. A ®3 modus C farok amplituddjara kapott numerikus értékek 6sszehasonlitasa
a lila gorbével jelzett vezetd rendi elméleti eredménnyel. A zold gorbét az adatpontokra

valo illesztéssel kaptuk.

jol illeszkedik a numerikus eredményekre, tovibba kis ¢ értékeknél a elméleti ered-
ményt kozeliti. Természetes elvarasnak tinik, hogy ha a sugarzast e-ban magasabb rendben
meg tudnank hatarozni, akkor a polus helye és az exponencialis el6tti egyiitthato is polinomi-
alis modon fiiggene e-t0l, és igy a fenti empirikus kifejezéshez hasonld képletet kaphatnank.
Mivel nagyon jol kozeliti az Osszes eddigi numerikus eredményt, ennek az empirikus formu-
lanak azért nagy a jelent&sége, mert a teljes stabil tartomanyban, barmely w, < w < 1
frekvencia esetén, tovabbi numerikus szdmolas nélkiil nagy pontossaggal megadja a farok

nagysagat, és igy a sugarzas erdsségét.

Nagy ¢ értékeknél a abran lathato numerikus értékek tobb szazszor nagyobbak mint
az analitikus eredmények, de € csokkenésével a relativ kiilénbség is exponencialisan csckken.
A legkisebb e amelynél a farkat numerikusan ki tudjuk szamolni ¢ = 0.341, ahol a Cj
amplittido nagysagrendje 10712, Ekkor a numerikus eredmény még mindig hiisszor nagyobb
az elméletinél. Az ¢ = 0.341 paraméter egy hatvanyok szerinti kifejtésnél még egyaltalan nem
tekinthetd kicsinek. A relativ eltérés exponencialis csokkenése miatt meggyGzének latszik,
hogy a két modszerrel kapott eredmény egyre inkabb megegyez6 eredményt adna kisebb e

értékeknél.

A (3.14) abran az oszcillaton tomegét adjuk meg az e paraméter fiiggvényében. A kis-
amplitudos kifejtés (3.85]) altal megadott elss két tagja elfogadhato kozelitést ad, de a maxi-

mum helye és nagysaga méar nem kiilénésebben pontos. Ez nem meglepd, mert a maximum
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3.14. abra. Numerikusan és analitikusan szamolt oszcillaton tomeg kiilonféle e értékeknél.

A z06ld gorbe egy pontos empirkus illesztés.

helye € =~ 0.5, ami egyéltalan nem kicsi. Az adatokra nagyon jol illeszkedd gorbét kaphatunk

a kovetkezs alakban:
M =My + My + e° Mz + "My + € Ms (3.171)

ahol M, és M, értékére megtartottuk az M; = 1.75266 és My = —2.11742 kis amplitados
kifejtés altal meghatarozott értékeket, az illesztett konstansok pedig M3 = —0.24723, M, =
= 1.1749 és M5 = —4.1308. A maximum helyét megad6é numerikus érték €, = 0.509, ami az
w. = 0.8608 frekvencianak felel meg, és a maximalis tomeg M. = 0.60535. Ezen értékeknek
az ad fontossigot, hogy ¢ > &. esetén, vagyis w < w, mellett, az oszcillatonok instabilak.
A korabbi irodalomban, a [130, 140] cikkekben talalhato értékek w.-re 0.864 és M.-re 0.607.
Az m skalartomeg visszaallitasaval és fizikai mértékegységek hasznalataval felirt maximaélis

tomeg képletét (3.97)-ben irtuk fel.

3.5.8. A tomegveszteségi rata nagy amplitidéknal

A skalarmez6 altal kisugarzott energiadgramot most is a fejezetben leirt modon
szamolhatjuk. Az ott leirtakkal ellentétben most nem tessziik fel hogy w = 1, azért hogy
nagy amplitidoju oszcillatonokra is pontos eredményt kaphassunk. Az alabbi gémbhullam
altal kiszallitott energiat kell kiszamolnunk,

_ Cs
¢ =

—= cos (Agr — 3wt + ag) (3.172)
”
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ahol \3 = v9w? — 1. Az atskalazas miatt a fizikai skalarmezé ¢ = ¢/+/8m. A kisugérzott
energiadram rezgési periddusra vonatkozo atlagértékét megadod (2.126) egyenlet most is al-
kalmazhato, ahol w; = 3w, A\ = A3 és a = (5. Ennek eredményeképp, az oszcillatonok

idéatlagolt tomegveszteségi ratéja

_ dM 3
S=-——= chm/%? —1. (3.173)

A Cs-ra vonatkozd (3.170) empirikus formula behelyettesitésével kaphatjuk a numerikus

szamolasainkon alapuld, nagy amplitadokra is megbizhaté sugéarzasi ratat megadoé kifejezést :

: VO? =1 22,4993
S = 106122 = (1+22)"% exp {— (1—0.2990 52)} , (3.174)
9 9

ahol w = V1 — &2
Kizarolag az analitikus kis-amplitudos eredményeket hasznalva, a (3.148)) képletbe a d =
= 3 esetre vonatkozo allandok [3.4] tablazatbol torténd behelyettesitésével kaphatjuk az e-ban

vezetd rendd eredményt,

S = "—""exp (3.175)

30.0 22.4993
g2 B i

€
Kis ¢ értékekre ez valoban a egyenlet megfelels kozelitése. A maximalis tomeget
kozelits oszcillatonok esetén azonban a numerikus szamolas eredményeként kapott empirikus
kifejezés 1ényegesen erGsebb sugarzasi ratat ad.

Az M, = 0.60535 maximalis tomeghez tartozd . = 0.509 értéket a (3.174)) empirikus
kifejezésbe helyettesitve, és ezutan M, -vel osztva, megkapjuk a relativ tomegveszteségi ratat

a legnagyobb tomegi stabil oszcillatonra,
1 dM
—— = —5.917 x 10~ %m, (3.176)
M dt ) y_ay

ahol m a skalartomeg Planck egységekben. Ez a meghizhaté6 numerikus eredmény koriilbeliil
14000-szer nagyobb mint a egyenletben megadott e-ban vezets rendi becslés. Az
oriasi kiilonbség abbol adodik hogy az ¢ = 0.509 értéknél a kis-amplitudos kifejtés koriilbeliil
egy széazas faktorral aldbecsiili a sugarzo farok nagysagat.

Erdekes kérdés, hogy egy M = M, maximalis tomegt oszcillaton mennyi id6 alatt vesziti
el az eredeti tomegének egy bizonyos részét. Mivel az eltelt ¢ id6 forditottan ardnyos az m
skalartomeggel, a tm szorzat értékeit adjuk meg a [3.7] tablazatban. Az eltelt id6t a tablazat
bal felében a kis-amplitudos kifejtésen alapuld kozelités alapjan adjuk meg, a jobb olda-
lon pedig a Fourier kifejtésen alapulé numerikus szamolasok eredményét mutatjuk. Az elsd

esetben az energiaveszteségi ratat a (3.175)) egyenletbdl szamoljuk, és a tomeg e fliggésére
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e-kifejtés numerikus eredmény

M e tm tlevim[eV/c? | e tm tlevimleV /]
0.01 0.482 | 3.45-10%° | 7.21-10°8 0.469 | 7.03- 10! | 1.46- 1071
0.1 0.383 | 8.65-10%° | 0.0180 0.376 | 2.63-10'8 | 548 -107°
0.2 0.320 | 6.69 - 10%° | 1400 0.314 | 1.16 - 10%* | 24.2

0.3 0.267 | 2.55-10% | 5.32- 108 0.264 | 1.71-10%° | 3.56 - 107

04 ]0.224|2.74-10% | 5.72- 10" 0.220 | 5.87-10%" | 1.23- 10"
0.5 | 0.182|9.54-10*7 | 1.99 - 10*° 0.180 | 5.98 - 10*" | 1.25-10%
0.6 |0.144 | 1.10-10% | 2.29 - 10% 0.142 | 2.03-10%2 | 4.24 - 10%
0.7 |0.107 | 1.78-10% | 3.72 - 10 0.105 | 1.18 - 10% | 2.45 - 1053

3.7. tablazat. Ahhoz sziikséges t id6, hogy egy eredetileg maximalis tomegd oszcillaton
elveszitse a tomegének egy adott részét. Az m skalartomeg és t szorzatat adjuk meg Planck
és természetes egységekben. Osszehasonlitasul, a kis-amplitudos kifejtéssel kapott becslést

és a numerikus szdmolassal kapott meghizhato értékeket is megadjuk.

a (3.85)) alakot tessziik fel. A numerikus eredményekhez a (3.174)) és (3.171)) empirikus kifeje-
zéseket hasznaljuk. A (3.15) dbran a kezdetben M, maximalis tomeggel inditott oszcillaton

08 }

06}

<

)

= 04}
02}

0 L L L L L
1x 10720 1 1x10%0 1x10% 1x10% 1x 1080 1 x 10100
tlevlmleV/c?]

3.15. abra. Az M, maximalis tomeggel inditott oszcillaton tomegének idébeli valtozasa, az

m skalartomeg és a t id6koordinata szorzatanak fiiggvényében.

tomegének a kezdeti tomeghez viszonyitott relativ nagysagat mutatjuk az idé fiiggvényében.
A megbizhaté numerikus eredményt adjuk meg. A rendkiviil lasst csokkenés miatt az tm

szorzatot logaritmikusan vessziik fel a vizszintes tengelyre.
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Tovabbi érdekes probléma, hogy egy eredetileg maximalis tomegl oszcillaton mekko-
ra részét vesziti el a tomegének az univerzum életkoranak megfelel idétartam alatt, amit
1.37 - 10! évnek valasztunk. A tablazatban megadjuk az eltelt id6 utan megmaradt

tomeget M. naptomeg egységekben, és a relativ tomegvaltozés mértékét.

e-kifejtés numerikus eredmény
2 _ M M.—M _ M M.—M
ml[eV/c?] | e.— ¢ i T Ec— € i A

107% 2.31-1071° | 8.20-10** | 2.91-107" | 2.37-107% | 8.09-10* | 3.75-10" '
1073 7.31-107% | 8.20-10" |291-107" | 7.50-107¢ | 8.09-10" | 3.74-10"1
107% 2.31-107° | 8.20-10" |2.90-107° |2.18-107* | 8.09-10"* |3.16-107°
10720 0.00621 8.20-10° | 2.09-107* | 0.0544 7.94-10° |0.0183

10° 0.0883 7.87 - 10* 0.0400 0.126 7.36 - 104 0.0896
10710 0.169 7.06-107" | 0.139 0.183 6.65-1071 | 0.178
107° 0.226 6.24-107% | 0.238 0.227 5.96-107¢ | 0.263
1 0.267 5.56 - 1071 | 0.322 0.262 5.36 - 107 | 0.337
10° 0.298 4.98 -1071 | 0.392 0.289 4.85-1071 | 0.401
10% 0.323 4.51-10721 | 0.450 0.311 4.41-1072 | 0.454
10%° 0.342 4.11-10726 | 0.499 0.329 4.04-107% | 0.500

3.8. tablazat. Eredetileg maximalis tomegt oszcillaton M témege a vilagegyetem
életkoranak megfelels id§ eltelte utan, kiilonféle m skalarmezd tomegek esetén. Megadjuk
e-nak a kezdeti e, értékrdl vald csokkenését, és a relativ tomegvaltozast is. A kis-amplitudos

kifejtésnél e, = 0.525 értéket hasznalunk, mig a numerikus szamolasnal . = 0.509.

A (3.16)) abran azt mutatjuk meg, hogy egy rezgési peridédus alatt az oszcillaton tomegé-
nek mekkora hanyadat vesziti el. Ez a mennyiség azért is érdekes, mert fiiggetlen a skalarmezd
m tomegétsl,

_em 2 dM (3.177)

Az abrarol jol lathato, hogy a relativ tomegveszteség annyira kicsi, hogy minden stabil

oszcillaton jo kozelitéssel id6ben periodikusnak tekinthetd.

3.6. Oszcillatonok pozitiv kozmologiai dllandé esetén

Fontos tisztazni, hogy a vilagegyetem tagulasa hogyan befolyésolja a skalarmezdk altal
létrehozott lokalizalt objektumok kialakulasat, stabilitasiat és élettartamét. Az univerzum

dinamikajat a benne 1év§ anyag nagy skaldkon valo tulajdonsagai szabjak meg. A probléma
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3.16. dbra. Oszcillatonok egy periddus alatti relativ tomegvesztesége.

vizsgalatanal célszert elGszor azt a legegyszeriibb esetet tanulményozni, amikor nagy tavol-
sdgokra az anyagot csupan egy nem nulla kozmologiai allando képviseli. Ekkor a vizsgalando
lokalizalt oszcillatontol nagy tavolsagokra a A kozmologiai allando figyelembe vételével felirt
vakuum Einstein egyenleteket kell megoldanunk. Koézvetlen fizikai alkalmazas szempontjabol
a pozitiv kozmologiai allando vizsgalata jelentGsebb, mivel a vilagegyetem jelenlegi gyor-
sulva tagulasat, valamint a korai univerzum inflaciés tagulasat is A > 0 okozhatja, illetve
modellezheti.

Pozitiv kozmologiai konstans esetén az oszcillatontdl nagy tavolsagokra a téridé a de Sit-

ter metrikahoz kell tartson, melynek alakja sztatikus Schwarzschild koordinata-rendszerben

_ r _
d82 = — (]_ — H2T2) dt2 + m + TQdQZ_l . (3178)
A H Hubble-alland6 és a A kozmologiai alland6 kapcsolata d térdimenzio esetén
2A
H = ——. 3.179
d(d—1) ( )

A széamolasainknal tovabbra is térben konformisan sik koordinatdkat hasznalunk, amelynél

a de Sitter metrika alakja

de? — (1 — iH2T2)2 42 dr? 4+ rdeflfl

— + . 3.180
sy (e e

A kétféle radialis koordinéta kapcsolata r = 7 (14 1H*r?). A kozmologiai horizont, ami
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Schwarzschild koordinatakban az 7 = 1/H helyen van, térben konformisan sik esetben az
rn, = 2/ H radialis koordinatanal helyezkedik el.
A kozmologiai allandot tgy is tekinthetjiik, mint egy tokéletes folyadékot, melynek ener-

giastirlisége és nyoméasa

_A B A
8t Pa="g "

A negativ nyomas miatt A > 0 egy effektiv taszito er6ként értelmezhets, amelynek hatésara

HA (3.181)

az oszcillatonok sugarzasa nagyobba vélik az aszimptotikusan sik esethez képest. A tovab-
biakban ennek az extra sugarzasnak a meghatarozasat irjuk le, a [42] cikkiinkben kozolt

eredményeket ismertetve.

3.6.1. Kis-amplitados kifejtés

Rogzitett de Sitter hattéren onkolcsonhatéd skaldrmezé altal létrehozott oszcillonok ese-
tén a [97] cikkben egy amplitadé paraméter szerinti kifejtés segitségével hataroztak meg a
pozitiv A hatasara létrejové sugarzas nagysagat. A tovabbiakban ehhez hasonlé modszert
fogunk alkalmazni a gravitacioval kolesonhato skalarmezd altal kialakitott oszcillatonok ta-
nulméanyozasara. A modszer a fejezetben részletesen ismertetett ¢ kifejtés altalanositasa
A > 0 esetére. A skalarmez6 tomegét ebben az esetben is beallithatnank az m = 1 értékre
a skalézasi szabadséig segitségével, de mivel a skalarmezd tomegének a kozmologiai 4l-
landbhoz viszonyitott nagysaga fontos az eredmények értelmezéséhez, az eljarasban m értékét
tetszblegesnek hagyjuk.

Az amplitudot jellemzd kis paramétert e-al jeloljiik. Tovabbra is feltehets, hogy az osz-
cillaton mérete novekszik a kozponti amplitiidé csokkenésével, igy —héz hasonléan be-

vezetjiik a p atskaldzott radialis koordinatat,
p=cmr, (3.182)

Az m szorzot a (3.4]) skalazasi szabadsag motivalja.
Hosszu élettartami lokalizalt megoldésok varhatoan csak akkor 1étezhetnek, ha a méretiik
joval kisebb mint a kozmologiai horizont mérete. Ennek érdekében bevezetjiik a h atskalazott

Hubble-allandoét a
H = &*mh (3.183)

Osszefliggéssel. Feltessziik hogy h értéke megfelelGen kicsi, vagyis h < 1 még az allapot
jellemzésére hasznalt kis € értékek esetén is. Ezzel biztositjuk, hogy az oszcillatonok tipikus

mérete, ami az r koordinata segitségével felirva 1/(em) rendd, kisebb mint a kozmologiai
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horizont sugara, r, = 2/H = 2/(¢*mh). Mint hamarosan latni fogjuk, a skalarmez6hoz

artozd u energiastriség a kozponti tartomanyban e*-el aranyos. Masrészt, a kozmologial
tart k ti tart ban e*-el M t, a k ]

allandohoz tartozo puy = A/(8m) energiastriiség (3.179) és (3.183)) szerint

d(d —1
fia = ¥54m2h2 : (3.184)
167

A h atskalazott Hubble-allando kicsi értéke garantalja, hogy ua kisebb marad mint a skalar-

mezs 4 energiasiirtisége, még a kis-amplitiidos hataresetben is.
Olyan térben lokalizalt korlatos megoldéasokat keresiink, amelyeknél ha a ¢ skalarmezs
kicsié valik, akkor a térid6 a de Sitter metrikdhoz kozelit. A (3.33))-(3.35) egyenletekhez

hasonléan a skalarmez&t és a metrikus fliggvényeket € hatvanyai szerint fejtjiik ki,

6= o, (3.185)
k=1
1—1e2p2p?)? &
A= ( . P )2 +) Ay, (3.186)
(1 + 152h2p2) k=1
1 o
B= +Y By, . (3.187)

1+ 3wy &
Az A és B els6 tagjai a de Sitter téridének felelnek meg szerint. Mivel aszimptotikusan
de Sitter koordinata rendszert szandékozunk hasznélni, olyan ¢or, A és Boy fliggvényeket
keresiink amelyek nullahoz tartanak amikor p tart a végtelenhez.

Mivel a frekvencia fiigg az amplitadotol, bevezetiink egy atskaldzott 7 idékoordinatéat,
T=uwt, (3.188)

és (13.37)-hez hasonloan kifejtjitk az w szorzo négyzetét € hatvanyai szerint,

w? =m? (1 + Ze%wgk) : (3.189)
k=1

A téregyenletek amelyeket meg kell oldanunk tovabbra is a (3.27))-(3.30) Einstein egyen-
letek és a (3.31)) hullamegyenlet. Az eljaras 1épései annyira hasonlitanak a alfejezetben
leirtakhoz, hogy most csak az eredményeket irjuk le. Az £? rendd kifejtési egyiitthatok a

A = 0 esettel azonos alakuak,

Ay
d-27
ahol pg, Ay és Bs csak az r radialis koordinata fliggvénye. A megoldast —nek megfelelGen

most is egy s és S radialis fliggvény segitségével irhatjuk fel,

¢2 =pacosT By = (3.190)

AQ =Wy =S P2 = Sy —— . (3191)



Az S és s fliggvények kielégitik a Schrodinger-Newton egyenleteket, amelyek most (3.55])-
(3.56)-hoz képest kiegésziilnek egy h?-el aranyos kozmologiai taggal,

d’S d-14dS

et ap TS =0, (3.192)
d? d—1d

d—;+7d—;+52: . (3'193)

Ha S(p) és s(p) megoldés, akkor a transzformalt fiiggvények
S(p) = A2S(Ap) , 3(p) = Ns(Ap) (3.194)

szintén megoldjék a Schrodinger-Newton egyenleteket, h = A2k mellett.
Ha a skalarmezd, és emiatt S is nulldhoz tart p — oo esetén, akkor alapjan s
aszimptotikus viselkedése
s=s0+sp" . (3.195)

Mivel olyan megoldasokat keresiink, amelyre As = wy — s szintén nulldhoz tart nagy p ese-

tén, sziikségképpen we = so. Annak érdekében, hogy a (3.192)-(3.193) Schrodinger-Newton
egyenletek megoldésat egyértelmiivé tegylik, megkoveteljiik hogy

W9y = S = -1 (3196)

legyen. Beallitva, hogy wy = 0 legyen k > 3 esetére, (13.196)) egyuttal lerogziti az w frekvencia

és az € paraméter kozotti kapcesolatot,
w=mv1—¢e?. (3.197)

A (3.195) kifejezést (3.192)-be helyettesitve megkapjuk az S fliggvény aszimptotikus vi-
selkedését meghatarozo egyenletet,

d?S d-14dS
—— +—— —+ (" -1 S =0. 3.198
it dp+( pe— 1451077 (3.198)
A skalarmez§ energiastriségének (3.24) kifejezésébe a kis-amplitudos kifejtést helyette-
sitve, az e-ban vezetd rendd eredmény
1 ,d—-1
= —E —
160 d—2
A kozépponti értékeket ¢ indexszel jelolve, a (13.184)) kifejezéssel Osszehasolitva kaphatjuk a

kozmologiai allando6 és a skalarmezé altal képviselt energiasirtiségek aranyat,

d(d — 2
% - %fﬂ . (3.200)

m m2S? . (3.199)

176



A kifejezés fontos fizikai jelentést ad a h atskalazott Hubble allandénak. Mint latni fogjuk,
h a lényeges paraméter ami meghatarozza az oszcillatonok sugarzasanak mértékeét.

Ha h kicsi, akkor a mag tartomanyban az oszcillatonok alakja alig tér el a A = 0 esetben
meghatarozottol. A kifejezésbe S-nek a [3.1] tablazatban taldlhato kozépponti értékét
helyettesitve, d = 3 dimenzional a fizikai egységekben kifejezett kozépponti stirtiség

e {%} — &t (m[eV/c?])® 1.436 x 10° . (3.201)
Ez még nagyon kicsi € értékek mellett is joval nagyobb mint a kozmologiai konstans jelenlegi
értékéhez tartozo energiastirtiség, melynek kozelits értéke uy [kg/m3] = 6.8 x 10724 (lasd
a [42] cikkiink D Appendixét).

3.6.2. A sugarzas meghatarozasa

A fejezetben megmutattuk, hogy zéré kozmologiai dllandd esetén, ha a térbeli di-
menziok szama 3 < d < 5, akkor létezik a Schrodinger-Newton egyenleteknek egyértelmii
lokalizalt zérushely mentes megoldasa, amelynél az s fiiggvény az so = —1 értékhez tart. Az
S fiiggvény exponencidlisan tart nulldhoz, és nagy p esetén a viselkedését a egyen-
letben irtuk fel, ahol az s; alland6 numerikus értéke a tablazatban, az S; pedig a [3.5
tablazatban talalhato.

Ha h nem nulla, akkor is feltessziik hogy elég kicsi ahhoz, hogy létezzen egy tartomany
p-ban ami eléggé a mag tartoményon kiviil van, de ahol a kozmologiai dllandd hatésa még
elhanyagolhat6. Ebben a tartoményban S jo kozelitéssel kielégiti a egyenlet h =
= 0 helyettesitéssel kapott valtozatat. Kovetkezésképpen S alakt, a A = 0 esetben
kiszamolt és a tablazatokban megadott s; és S; allandok mellett.

Ha h > 0 akkor elég nagy tavolsagokra p > 1/h, és ekkor a egyenletben a h?p?
melletti tagok elhanyagolhatok,

d?S d-14dS

— +—— — + 1’5 =0. 3.202

G T (3.202)
Az S figgvénynek rezgd allohullam farok megoldasa van ebben a tartomanyban, amelynek

alakja nagy p esetén

o hp?
S = i Ccos (T + 5) , (3.203)
ahol az a és ( allandok az amplitudot és fazist adjak meg. Az a amplitudé hatarozza meg
az oszcillatonok A > 0 miatt bekovetkezd energiaveszteségét. A zérd kozmoldgiai allandd

esettel szemben, ilyenkor elég az e kifejtés vezets rendjét kiszdmolni, mert a farok mar a

Schrodinger-Newton egyenleteknek megoldésaban jelentkezik.

177



A — Schrédinger-Newton egyenletek numerikus modszerrel torténd megol-
dasakor az allohullam o amplituddja az s és S fliggvények p = 0 kdzéppontbeli értékétdl fiigg.
Az a = ayp;, minimalis amplitidot szandékozunk meghatarozni azon feltevés mellett, hogy
p — oo esetén s tart = —1-hez. Olyan megoldasokat keresiink, amelyeknek nincs zérushe-
lylik a mag tartomanyban, ahol h befolyasa elhanyagolhaté. Ha h > 0 akkor sziikségképpen
amin nem nulla. Hogy megmutassuk a pozitiv kozmologiai allandé befolyasat az S fliggvény

menetére, a abran megadjuk S alakjat egy viszonylag nagy pozitiv h és h = 0 esetére.

1 h=0 S

h=0.1016 ——

3.17. dbra. Az S radialis fiiggésének 6sszehasonlitasa h = 0.1016 és h = 0 esetén.

Ha h kicsi, az amplitadot kiszamolhatjuk WKB kozelités segitségével. Az eljaras elemi,
de hosszadalmas, részletes leirasa a [42] cikkiinkben talalhato. A szamolas eredményeképp a

minimalis amplitudo h fiiggését megkapjuk az s; és S; allandok segitségével,

2
St 2 81/ ™ .
ﬁ (E) exp <—E> ha d= 3 y

%exp (—i) ha d> 3.

A abran az ay,;; minimalis amplitadéra a WKB kozelitéssel szdmolt és a numerikus
eredményeket mutatjuk d = 3, 4, 5 térdimenzional. A WKB kozelités 10%-nal kisebb hibat
ad d = 3 esetén, ha h < 0.06.

Az oy, egylitthato a Schrodinger-Newton egyenlet megoldasanak S véltozoban 1é6v6 far-

(3.204)

Omin =

kénak nagysagat adja meg. A skaldrmezé allohullam farkédnak nagysagat vezeté rendben
ebbdl (3.33), (3.190), (3.191)), (3.203) és (3.182) felhasznalasaval kaphatjuk,
he*m?r?

d—1 oy
75 (ST = cos(wt) cos ( 5 + ﬁ) . (3.205)

b = %Py = ’pycosT = €28
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3.18. 4dbra. Az S fliggvény farkanak amplitudoja h fliggvényében.

ahol w = V1 — &2, az amplitido pedig

I C N

(3.206)

Ehhez a megoldashoz hozzaadhatunk egy elnyomott WKB tagot, amely a kiils6 mag tar-
toméanyban befelé haladva exponencidlisan lecseng, és aranyos a sin (he?m?r?/2 + f3) sin(wt)
kifejezéssel. A hozzdadott tag amplitidojat azonosnak valasztva kaphatjuk az oszcillaton

sugarzasaért felels kimend hullam alakjat,

ba (h62m2r2

ng:Td/Qcos 5

ami mivel (3.202]) felhasznalasaval kaptuk, p > 1/h esetén érvényes.

Altalanos gombszimetrikus téridé esetén az adott sugaron beliili tomeget az 7 Misner-

+ﬁ—w0, (3.207)

Sharp energiafiiggvény irja le, és nagy tavolsagokra m az oszcillaton M teljes tomegéhez
tart. Az altaldnos esetben m id&derivaltja szerint irthato fel az energia-impulzus ten-
zor segitségével. Az m id§ szerinti derivaltja megadja az S tomegveszteségi rata —1-szeresét.
Még akkor is ha p > 1/h a rezgd farok tartomanyban, ha e elég kicsi akkor ehp < 1, és
— szerint az A és B metrikus fiiggvények még mindig nagyon kozel maradnak
1-hez. Ekkor a sik hattéren felirt egyenlet még mindig alkalmazhat6 a tomeg derivalt-
janak szamolasara. Behelyettesitve a kimend hullam alakot, és egy rezgési periédusra
atlagolva, a tomegveszteségi ratara a kovetkezd eredményt kapjuk:
ar B 721 he2m3e?

R T )

(3.208)
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Mivel e-ban vezet6 rendd eredményt kereslink, a szdmolasnal az w = m helyettesitést alkal-
maztuk.
A (3.206)) és (3.204) egyenleteket felhasznélva, a h = H/(me?) helyettesitéssel kaphatjuk,

hogy d > 3 esetén a tomegveszteségi rata

S =

7/271(d — 1) 925 <_7rm82) (3.209)

smi3(d—2)0 (9) T\ 2H

Ha d = 3 akkor van egy tovabi s;-et tartalmazé tényezd,

-1 2me?\ ™ Tme?
S = 55,5263 ( 7 ) exp (— SH ) : (3.210)
Az oszcillatonok tomege nem nulla kozmologiai allandé esetén is ugyanigy szamolhato

mint a fejezetben, és a vezets rendben a végeredmény tovabbra is (3.85))-(3.86) altal
adott,

d—1)7%?
M=t DT 3.211
Semi2r (3) (3211
d = 3 térdimenzio esetén
S1
M=c—. 3.212

€5 (3.212)

Helyettesitéssel kaphatjuk az idSatlagolt tomegveszteségi ratat az M fiiggvényeként. Az ered-

mény d = 3 dimenziénal

dm m3M3 [ 8m3 M2\ 2mm3 M?
— = —45? - ). 3.213
dt t 3‘;’ < Hs% ) exp < Hs% ) ( )

Konkrét m és H esetén ennek numerikus integralasaval szamolhatd a tomeg idéfiiggése.
A Ty = 1/H Hubble-id6 megadja a vildgegyetem tagulasanak idéskalajat. A Hubble-

idének megfelel§ idStartamra extrapolalt relativ tomegveszteségi rata d > 3 esetén

R T 3.214
M dt (d—2)sih P ( 2h> ! (3:214)

valamint d = 3-nal,

THd_M . St2 2 51 m
s (E) exp (—%) . (3.215)

Az eredmény csak a h = H/(me?) atskalazott kozmologiai allandotol fiigg. Mint a (3.200))
egyenletben lattuk, h? aranyos a . kozépponti energiastiriiség és a pp kozmologiai allan-
dohoz tartozo energiasiirtiség hanyadosaval. A abran a Hubble-idére extrapolalt relativ

tomegveszteségi ratat mutatjuk ﬁ—A fiiggvényében.
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3.19. dbra. A Hubble-idére extrapolalt relativ tomegveszteségi rata a u. kozépponti stirtiség

és a kozmologiai allandohoz tartozo py strtiség hanyadosanak fiiggvényeként.

Az abrarol is jol lathatod, hogy a kozmologiai dllando altal generalt sugéarzas csak akkor
jelentGs, ha az oszcillatonhoz tartozé energiasiirtiség Osszemérheté a kozmologiai allando-
nak megfeleltethets energiastiriiséggel. Ez csak nagyon kis amplitidoja oszcillatonoknél all
fenn, amikor viszont az oszcillaton mérete mar nagyon nagy, kozeliti a kozmoldgiai horizont
téavolsaganak nagységrendjét. Az ¢ ~ 0.5 koriili amplitud6 paraméterrel jellemzett kozel ma-
ximalis tomegi oszcillatonok esetén a A > 0 miatti sugarzas altalaban elhanyagolhaté. Ezzel
ellentétben, a stk hattéren is jelentkezd, a és fejezetekben kiszamolt sugarzas éppen
a maximalis amplitadoknal jelentGs, és kisebb e esetére értéke exponencialisan csokken. Egy
nagy amplitidoval keletkezé oszcillaton sugérzasat kezdetben a egyenlet irja le, majd
ha hosszu id6 alatt a tomegveszteség miatt a mérete naggyé valik, akkor a A > 0 altal gene-
ralt sugarzas valik dominanssa. Ha végiil a méret a kozmologiai horizontot kozeliti,

akkor az oszcillaton viszonylag hirtelen elbomlik.
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4. fejezet

Osszefoglalas és kitekintés

Valos skalarelméletekben, habér sztatikus vagy egzaktul idéperiodikus véges energiaju
lokalizalt megoldasok nem léteznek, a lehetséges kezdGadatok egy jelentds részébdl mégis
lokalizalt hosszi élettartami gémbszimetrikus rezgd allapotok fejlédnek ki. Az objektumok
rezgési frekvenciaja lassan novekszik a skalarmezé kisugarzasa miatti energiaveszteség hata-
sara. Ha a sik hattéren értelmezett elmélet nemlinearitasat a skalar 6nkolcsonhatéasi potenci-
alja adja, akkor a kialakult objektumot oszcillonnak nevezik. Az altalanos relativitaselmélet
keretében vizsgalt ongravitalo valos skalarmezsbdl 1étrejovs lokalizalt allapot oszcillaton né-
ven ismert. A doktori értekezésben ismertetett cikkeinkben az oszcillonok és oszcillatonok
alakjat és tulajdonsagait hataroztuk meg lényegesen pontosabban mint ahogy az korabban
ismert volt. Egymast kiegészité modon alkalmaztunk numerikus és analitikus modszereket.
Az extrém nagy pontossigra elsdsorban az oszcillonok és az oszcillatonok rendkiviil kis mér-
téki sugarzasi veszteségének megbizhato és pontos meghatarozasahoz van sziikség.

A kimend sugarzas mértékének meghatarozasahoz nélkiilozhetetlen elsé 1épés az egzaktul
periodikus, de minimaélis allohullam farokkal rendelkezé kvazibreather megoldés definialasa
és tanulményozasa. Az idében periodikusséig lehet6vé teszi nemcsak a preciz spektralis nume-
rikus kodok alkalmazésat, de az egyenletek komplex sikra valo kiterjesztésével az analitikus
modszerek hasznélatat is. Viszonylag konnyen belathato, hogy a sugarzas exponencialisan
kicsi a mag tartomany rezgési amplitudojat meghatarozd € paraméter szerint. Azonban,
az exponencialis tag el6tti szorzoé nagysaganak konkrét meghatarozésa csak meglehetésen
bonyolult Gsszetett eljarassal lehetséges. A dolgozatban igyekeztem konnyen érthetSen és
reprodukélhatdéan bemutatni az oszcillonok és oszcillatonok sugéarzasanak kiszamolésara al-
kalmazhat6 analitikus modszert. A munka soran az is egyértelmiivé valt, hogy az e kifejtésen
alapul6 analitikus eredmények pontos eredményt adnak a kis és kdzepes amplitudojua allapo-

tokra, mig nagy amplitidok esetén csak a spektralis numerikus modszer képes a sugarzést
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meghizhatéan megadni.

Az allapotok hosszu élettartama miatt tobbféle fizikai alkalmazasuk vélik lehetévé a koz-
mologiaban és az asztrofizikiban. A 3+ 1 dimenzios oszcillonok sugarzasa annyira kicsi, hogy
tobb ezer rezgési periddus is eltelhet mire az instabil tartomanyba érve elbomlanak. A gravi-
taciohoz csatolt oszcillatonok olyan lassan sugaroznak, hogy még az univerzum életkoranak
megfelels idGtartam alatt sem veszithetik el tomegiiknek tobb mint a felét. Oszcillonok és
oszcillatonok varhatéan minden olyan tobbfajta mezét is tartalmazo elméletben kialakul-
hatnak, ahol legalabb egy valos skalarmezd szerepel. De megfelel6 nemlinearitas esetén még
a skalar létezése sem feltétlentl sziikséges, ahogy azt a tomeges ongravitaldé Proca mez&bdl
kialakulo rezgs lokalizalt allapotok létezése is mutatja [60} 9.

Fontos tisztazni, hogy ha a A kozmologiai allandé nem nulla, az hogyan befolyasolja
a lokalizalt allapotok kialakulasat, szerkezetét és sugarzéasit. Negativ kozmologiai allando
effektiv vonzoersként elGsegiti oszcillonok és oszcillatonok kialakulasat, sugarzéasukat pedig
csOkkenti. Pozitiv kozmologiai konstans hatésa ennek éppen ellenkezGje. Pozitiv A hatasat
oszcillonokra a [96, 07, O8] cikkekben vizsgaltdk. Oszcillatonok esetére a [42] cikkiinkben
és az értekezés fejezetében ismertettiik részletesen azt, hogy egy kicsi A > 0 hogyan
noveli meg exponencialisan kis mértékben a sugérzas miatti tomegveszteséget. A pozitiv
kozmologiai allandéval a sotét energia hataséra gyorsulva taguldé univerzumot, vagy a korai
vilagegyetem inflacios idGszakat modellezhetjiik.

Negativ kozmologiai allando is kozvetett fizikai jelentGséggel birhat az AdS/CFT megfe-
leltetés miatt. Skaldrmezék A < 0 melletti viselkedését azutan kezdték egyre tobben tanul-
manyozni, miutdn Bizon és Rostworowski 2011-ben numerikus modszerekkel demonstralta
az anti-de Sitter téridd instabilitasat [I85]. Gombszimmetrikus nulla tomegi valos Klein-
Gordon mez§ altal létrehozott hullamcsomagok idéfejlédését tanulményoztak az altalanos
relativitaselmélet keretében A < 0 esetén. Az eredményeik szerint barmilyen kis amplitido-
ja kezdGadatbol fekete lyuk johet létre, a hullamcsomag kozponti tartomanyba valo elegendd
szamu visszaverGdése és egyre koncentraltabba valasa utan. Azonban nem mindenfajta kez-
déadat fejlédése soran jon létre fekete lyuk.

Negativ kozmologiai allando esetén id6ben egzaktul periodikus lokalizalt megoldasok is
léteznek, amelyek egyaltalan nem sugéroznak, és igy breather-nek tekinthetsk [186]. Ezek
nem tul nagy mértékben deformélt valtozatai a periodikus megoldés kozelében maradnak,
és nem alakul ki szingularitas a fejlédésiik soran. A breather megoldéasok koriil ilyen moédon
stabilitasi szigetek” helyezkednek el a lehetséges kezdGadatok terében [187, [188]. Gombszi-
metrikus skalar breather megoldasokat rogzitett AdS hattéren a [61] cikkiinkben tanulma-

nyoztunk tobbféle kolcsonhatasi potenciél esetén. AdS aszimptotikéval rendelkezd breather
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megoldésok nulla tomegd mezk esetén is léteznek, ekkor a kozmologiai dllandd hatarozza
meg a jellemz6 méretiiket. Negativ A esetén az ongravitald valos skaldarmezd éltal 1étrehozott
breather megoldasokat a [I89] cikkiinkben tanulmanyoztuk analitikus és numerikus mod-
szerekkel, altalanos d térdimenzio esetén. Olyan eljarast hasznaltunk, amely a korabbiakkal
ellentétben paratlan d esetén is alkalmazhaté. Minden n > 0 egész esetén egyparaméte-
res megoldasok serege létezik, ahol n a skaldrmezd zérushelyeinek a szamat adja meg. Kis
amplitidok esetén a rezgési frekvencia az w = d + 2n egész értékhez tart.

A skalarmezdk vizsgélatat az altalanos relativitaselmélet keretében A < 0 esetén féleg az
motivélta, hogy ekkor a gémbszimetrikus esetre korlatozddva is van a rendszernek nemtrivi-
alis dinamikaja, ami lehet&vé teszi hogy energia sugarozédhasson ki nagy tavolsagokra. Ilyen
modon, a gravitacios hullamok és kisugarzasuk bonyolult elmélete helyett, egy technikai joval
kénnyebben vizsgalhato, egyszertibb de sok szempontbol analég moédon viselked6 modellhez
juthatunk. A skalar rendszer instabilitdsa nagyon valosziniivé teszi, hogy a csupan vakuum
gravitacios hullamokat tartalmazo rendszer is instabil A < 0 esetén. IdSben egzaktul peri-
odikus, de nem gémbszimetrikus, lokalzalt breather megoldésai valoban léteznek a vakuum
Einstein egyenleteknek negativ A mellett [190, 191], 192 193]. A megoldasok nem veszite-
nek energiat sugarzéssal, és nagy tavolsagokra aszimptotikusan az anti-de Sitter térid6hoz
tartanak. A vakuum AdS breather megoldésok inkabb AdS geon néven ismertek. A geon el-
nevezést John Archibald Wheeler vezette be 1955-ben, az elektromégneses vagy gravitacios
hulldmok &ltal létrehozott hosszi élettartamu lokalizalt allapotokra az aszimptotikusan stk
esetben [194], 195, 196]. Az AdS geonok egyparaméteres csaladjainak szerkezetét a [197] és
[198] cikkeinkben vizsgaltuk spektralis numerikus és magas rend kifejtéses modszerekkel. A
megoldasok kozott vannak tengelyszimmetrikusak, helikalis szimmetridval rendelkez forgod
megoldasok, és meglepd moédon, nem szimmetrikus, de mégis nulla teljes impulzusmomen-

tummal rendelkezdk is.
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