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I. INTRODUCTION

1. L'équivalen
e de l'espa
e et du temps?

� Oui: Relativité restreinte, xµ = (ct, x, y, z) = (x0,x)

une ligne du monde, xµ(s) = (x0(s),x(s)), µ = 0, 1, 2, 3

x

ct

� Non:

� Relativité restreinte: s2 = c2t2 − x2

� Temps est orienté:

x

U V

t

?

Une balle qui roule sur une surfa
e Du sable dans le sablier

� La mesure du temps est 
onstituée par la mesure des 
oordonnées et né
essite une mémoire

(physique ma
ros
opique!)

� Mé
anique quantique: temps → nombre, 
oordonnées → opérateurs

https://drive.google.com/drive/folders/1_Y-4XmJMmgOsCwrPC4yZXuxv_xdzR9c2?usp=sharing
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� Temps: 
ause et 
onséquen
e

� Flè
he du temps:

(a) Équation de mouvement: τd = ±1, la dire
tion du mouvement stable

(l'irréversibilité, la for
e de frottement de Newton)

(b) Stru
ture 
ausale: τc = ±1,

f : for
e extérieure,

x±: τc = ±1,

x0: système de 
ontr�le (sans for
e extérieure)

t

f

x

x

x

+

−

0

t

t

t

τ

τ

=+1

=−1

2. Questions:

� Comment peut-on re
onnaître expérimentalement la dire
tion d'une �è
he temporelle dynamique?

(a) Faire un enregistrement vidéo du mouvement

(b) Jouer le mouvement à rebours

(
) L'équation de mouvement:

x(t)→ x(−t) =⇒ 0 = f(x(t), ẋ(t), ẍ(t)) = f(x(−t),−ẋ(−t), ẍ(−t))
?
= f(x(−t), ẋ(−t), ẍ(−t))

i. Le mouvement satisfait l'équation de mouvement: 6 ∃ τd

(Le mouvement d'une boule de billard ave
 une perte d'énergie négligeable est réversible)

ii. Le mouvement ne satisfait pas à l'équation de mouvement: ∃ τd

(Le glissement sur une surfa
e ave
 frottement est irréversible)

� Existe-t-il des systèmes sans �è
he de temps 
ausale ?

(a) Mé
anique 
lassique: non
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(b) Mé
anique quantique:

i. Les événements individuels sont non déterministes (6 ∃ τc)

ii. Les moyens sont déterministes (∃ τc)

� La �è
he 
ausale et la �è
he temporelle dynamique sont-elles identiques ?

généralement oui, mais pas toujours

� Les intera
tions fondamentales sont (presque) invariants par rapport à l'inversion du temps.

D'où viennent les �è
hes du temps dans un monde régi par des lois physiques

invariantes à l'inversion du temps?

3. Quatre �è
hes du temps dynamiques:

(a) Flè
he du temps éle
tromagnétique:

i. Une personne entre dans une piè
e sombre et allume la lumière.

ii. On fait un enregistrement video de l'événement.

iii. Lorsque l'enregistrement vidéo est regardé à rebours ave
 une très �ne résolution temporelle, on

remarque que la piè
e devient sombre avant que la main de la personne n'atteigne l'interrupteur

éle
trique. (
hamp de rayonnement retardé)

(b) Flè
he du temps mé
anique ou thermodynamique:

i. Quelqu'un é
rit sur une feuille de papier ave
 un stylo plume.

ii. L'en
re se di�use dans le papier.

iii. On fait un enregistrement video de l'événement.

iv. En voyant 
ela à l'envers, on observe un phénomène bizarre et irréaliste : le stylo aspire l'en
re du

papier. (irréversibilité)

(
) Flè
he du temps quantique:

i. L'interféren
e dans la double fente de Young provient de la di�éren
e de phase de la fon
tion

d'onde de parti
ule lorsqu'elle traverse les deux fentes.
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ii. Lorsque nous 
ontr�lons quelle fente est traversée par la parti
ule, l'interféren
e disparaît. La

phase de l'"autre" fente est perdue et ne peut être ré
upérée. (perte d'information à la transition

quantique 
lassique)

(d) Flè
he du temps 
osmologique:

i. Le Big Bang, enregistré par un témoin extérieur.

ii. Pas d'univers avant le Big Bang (
onditions initiales 
osmologiques)

4. Plan:

(a) Analyse 
omplexe ← fon
tion de Green

(b) Flè
he du temps éle
tromagnétique

(
) Flè
he du temps mé
anique

II. ANALYSE COMPLEXE

A. Equations de Cau
hy et Riemann

Dérivabilité: une fon
tion holomorphe

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
.

Beau
oup plus que dans l'analyse réelle: l'indépendan
e de la phase de h

� h = η, η ∈ R

f ′(z) = lim
η→0

f(z + η)− f(z)

η

� h = iη, η ∈ R

f ′(z) = lim
η→0

f(z + iη) − f(z)

iη

=⇒ lim
η→0

f(z + η)− f(z)

η
= lim

η→0

f(z + iη)− f(z)

iη
, f = f1 + if2, z = z1 + iz2

lim
η→0

f1(z + η)− f1(z) + i[f2(z + η)− f2(z)]

η
= lim

η→0

f1(z + iη)− f1(z) + i[f2(z + iη) − f2(z)]

iη

∂f1

∂z1
+ i

∂f2

∂z1
= −i

∂f1

∂z2
+

∂f2

∂z2

∂f1

∂z1
=

∂f2

∂z2
,

∂f2

∂z1
= −

∂f1

∂z2
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B. Théorème de Cau
hy

1. Domaine sur le plan 
omplexe: D

� Disque: dr(z) = {u ∈ C|
√

(u− z)∗(u− z) < r}

� Ouvert: z ∈ D =⇒ ∃ ǫ > 0, dǫ(z) ⊂ D

(de se dépla
er à proximité de n'importe quel point sans quitter le domaine)

� Simplement 
onnexé: pas de trous

(toute bou
le fermée 
ontinue peut être déformée en 
ontinu jusqu'à un point donné sans quitter le

domaine)

●

(sans la frontière)

simplement 
onnexé non simplement 
onnexé

2. Théorème de Cau
hy: Si f(z) : D → C est holomorphe dans le domaine D, alors l'intégrale de f(z) sur

γ(s) : [0, 1]→ D est égale à zéro,

∮

γ

dzf(z) =

∫ 1

0
ds

dγ(s)

ds
f(γ(s)) = 0

Preuve:

� Théorème de Green:

∮

∂Σ
dxu =

∫

Σ
ds∇× u,

� L'appli
ation du théorème de Green:

D = {x|x(z1, z2, 0)}

u(x) = (u1, u2, 0) → ∇× u = (0, 0,
∂u2

∂z1
−

∂u1

∂z2
)

∮

∂D

(dz1u1 + dz2u2) =

∫

D

dz1dz2

(
∂u2

∂z1
−

∂u1

∂z2

)

Preuve:
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(a) L'intégrale d'une bou
le sur un 
arré in�nitésimal:

∑

−∈∂D

I− =
∑

�∈D

I�

I� =

∫ z1+a

z1

dz1

∫ z2+a

z2

dz2

(

∂u2

∂z1
−

∂u1

∂z2

)

=

∫ z2+a

z2

dz2[u2(z1 + a, z2)− u2(z1, z2)]−

∫ z1+a

z1

dz1[u1(z1, z2 + a)− u1(z1, z2)]

= a[u2(z1 + a, z2)− u2(z1, z2)− u1(z1, z2 + a) + u1(z1, z2)] +O
(

a
2
)

(b) L'annulation de lignes internes:

∑

−∈∂D

I− =
∑

�∈D

I�

s'il n'y a pas de trou

� L'intégrale de bou
le:

I =

∮

γ

dzf(z)

=

∮

(dz1 + idz2)(f1 + if2)

=

∮

γ

(dz1f1 − dz2f2) + i

∮

(dz1f2 + dz2f1)

� ReI: u1 = f1, u2 = −f2

Re

[∮

∂D

dzf(z)

]

=

∮

∂D

(dz1u1 + dz2u2) =

∫

D

dz1dz2

(
∂u2

∂z1
−

∂u1

∂z2

)

= −

∫

D

dz1dz2

(
∂f2

∂z1
+

∂f1

∂z2

)

= 0 ← Cauchy − Riemann

� ImI: u1 = f2, u2 = f1

Im

[∮

∂D

dzf(z)

]

=

∮

∂D

(dz1u1 + dz2u2) =

∫

D

dz1dz2

(
∂u2

∂z1
−

∂u1

∂z2

)

=

∫

D

dz1dz2

(
∂f1

∂z1
−

∂f2

∂z2

)

= 0 ← Cauchy − Riemann

3. L'utilisation du théorème de Cau
hy:

(a) Invarian
e des intégrales de 
ontour 
omplexes:
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L'intégrale

Iγ =

∫

γ

dzf(z)

reste in
hangée lorsque le 
ontour de l'intégration est déformé sans fran
hir les singularités.

Preuve:

i. γ : [0, 1]→ C, γ−1(s) = γ(1− s)

γ γ−1

ii. Iγ−1 = −Iγ .

iii. γ, γ′:

� γ(0) = γ′(0), γ(1) = γ′(1)

� γ′ et γ′ en
er
lent un domaine holomorphe, simplement 
onnexé.

γ

γ ’

� Théorème de Cau
hy:

Iγ + Iγ′−1 = Iγ − Iγ′ = 0

(b) Si une fon
tion est holomorphe dans un domaine ouvert et simplement 
onnexé alors elle est

i. in�niment di�éren
iable et

ii. analytique, 
'est-à-dire qu'elle peut être représentée par une série de puissan
es absolument et

uniformément 
onvergentes

f(z) = lim
N→∞

N∑

n=0

fn(z − z0)
n

dans le rayon de 
onvergen
e de la série z, z0 ∈ D, |z − z0| < r.

Dé�nition:
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i. La série 
onverge

∑

n
fn(z) vers f(z) à z si

ǫ > 0, ∃ N,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(z)−
∑

n≤N

f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ǫ.

ii. La 
onvergen
e de la série

∑

n
fn(z) est absolute si la série

∑

n
|fn(z)| 
onverge,

∃ fa(z), ∀ z, ∀ ǫ > 0, ∃ N,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fa(z)−
∑

n≤N

|f(z)|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ǫ.

iii. La 
onvergen
e de la série

∑

n fn(x) est uniforme si la série 
onverge de manière uniforme,

∃ f(z), ∀ ǫ > 0, ∃ N, ∀ z,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fa(z)−
∑

n≤N

f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ǫ.

La 
onvergen
e absolue et uniforme nous permet d'é
hanger l'ordre de la limite et l'intégration et la di�éren
iation.

Preuve:

� Lemme: Représentation de f(z) par une intégrale de 
ontour, z ∈ D, γ(α) = z+r(α)eiα → z+ǫeiα

1

2πi

∮

γ

du
f(u)

u− z
=

1

2πi

∫ 2π

0
dα

dγ

dα

f(z + ǫeiα)

ǫeiα
=

1

2πi

∫ 2π

0
dαiǫeiα

f(z + ǫeiα)

ǫeiα
→= f(z)

f(z) =
1

2πi

∮

γ

du
f(u)

u− z

� Théorème de Cau
hy: ∀ γ ⊂ D

γ

●●z
z

0

1

u− z
=

1

u− z0 − (z − z0)
=

1

u− z0

1

1− z−z0
u−z0

,

∣
∣
∣
∣

z − z0

u− z0

∣
∣
∣
∣
=
|z − z0|

|u− z0|
< 1

=
1

u− z0

∞∑

n=0

(
z − z0

u− z0

)n

← convergence absolute et uniforme

f(z) =
1

2πi

∮

γ

du
f(u)

u− z

=
1

2πi

∞∑

n=0

(z − z0)
n

∮

γ

du
f(u)

(u− z0)n+1

fn(z)

dzn
=

n!

2πi

∮

γ

du
f(u)

(u− z0)n+1
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C. Théorème du residu

1. Dé�nition du résidu:

Resf(z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

si la limite existe

2. Exemple:

� P�le d'ordre k: Soit la fon
tion f(z) est holomorphe dans dǫ(z0) \ z0. Le z0 est un p�le d'ordre k si

(z − z0)
kf(z) est holomorphe dans dǫ(z0).

●

ε

z0

Exemple: f(z) = g(z)
(z−z0)k

, où g(z) est holomorphe dans dǫ(z0).

� Résidu: Soit z0 un p�le d'ordre k de f(z). Alors le résidu à z0 est

Resf(z0) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

dk−1

dzk−1
[(z − z0)

kf(z)] (0! = 1)

Preuve:

g(z) = (z − z0)
kf(z) =

∞∑

m=0

g(m)

m!
(z − z0)

m

lim
z→z0

(z − z0)f(z) = lim
z→z0

g(z)

(z − z0)k−1
=

g(k−1)

(k − 1)!
si la limite existe

3. Théorème du residu: Si f(z) est holomorphe sur un domaine simplement 
onnexé, D, sauf à un ensemble

�ni de points dis
rets, {z1, . . . , zN} alors

∮

γ

dzf(z) = 2πi

N∑

n=1

νγ(zn)Resf(zn),

où

ν(z) =
1

2πi

∮

γ

dz′
1

z′ − z
,

est l'indi
e (le numéro de tours), le nombre de fois où γ se dépla
e dans le sens 
ontraire des aiguilles d'une

montre autour de z.

� L'indi
e: γ(α) = z + r(α)eiφ(α), 0 ≤ α ≤ 2π, r(2π) = r(0), φ(2π) = φ(0) + 2πn
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� Valeur:

ν(z) =
1

2πi

∫ 2π

0
dα

( dr
dα

+ ir dφ
dα

)eiφ

reiφ

=
1

2πi

∫ 2π

0
dα

d ln r(α)

dα
︸ ︷︷ ︸

r(2π)−r(0)=0

+
1

2π

∫ 2π

0
dα

dφ

dα
︸ ︷︷ ︸

φ(2π)−φ(0)=n

= n

� Une quantité topologique qui reste invariante sous la déformation 
ontinue de γ.

α

φ

� νγ(z) = 0 en dehors de γ =⇒ la sommation est sur les singularités en
er
lées par la bou
le

uniquement

●

●

n = 1 n = 0

� Preuve: Théorème du Cau
hy:

●

●

●

γ

C

R

n n

n

C− +

nz

●
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0 =

∮

γ

dzf(z) +
∑

n

[

C+
n −

∮

Rn

dzf(z) + C−
n

]

z = zn + ǫeiα, dz = idαǫeiα = idα(z − zn)
∮

γ

dzf(z) = i
∑

n

∫ 2π

0
dα(z − zn)f(z)

→ 2πi
N∑

n=1

νγ(zn)Resf(zn)

III. FONCTIONS DE GREEN

1. Dé�nition et l'usage:

� Os
illateur harmonique:

mẍ(t) = −mω2
0x(t)− j(t)

L(∂t) = −m(∂2
t − ω2

0)

L(∂t)x(t) = j(t)

� Dé�nition:

L(∂t)x(t) = j(t)

L(∂t)G(t, t′) = δ(t− t′)

� Invarian
e sous les translations temporelles:

G(t, t′) = G(t− t′)

� L'usage formel:

11 = LG = GL ← × f(t)
∫

dt′δ(t − t′)f(t′) =

∫

dt′L(∂t)G(t, t′)f(t′) =

∫

dt′G(t− t′)L(∂t′)f(t
′)

f(t) =

∫

dt′L(∂t)G(t, t′)f(t′) =

∫

dt′L(∂t)G(t− t′)f(t′)

Lx = j =⇒ x = L−1j = Gj

� Solution formelle:

x(t) =

∫

dt′G(t− t′)j(t′)

� L'espa
e nul: NL = {f(t)|L(∂t)f(t) = 0} 6= ∅ =⇒ 6 ∃ L−1
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� Solution: x(t) = xh(t) + xih(t), xhL = 0 , Lxih = j

ր


onditions auxiliaires

2. La transformation de Fourier:

� Le théorème de Fourier:

f̃(ω) =

∫

dteiωtf(t), f(t) =

∫
dω

2π
e−iωtf̃(ω)

Preuve:

δ(x) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
e±ikx

f(t) = 11f(t) =

∫

dt′δ(t− t′)f(f ′) =

∫
dω

2π
dt′e−iω(t−t′)f(t′) =

∫
dω

2π
e−iωtf̃(ω)

f̃(ω) = 11f̃(ω) =

∫
dt′

2π
dω′ei(ω−ω′)tf̃(ω′) =

∫

dteiωtf(t)

� La solution de l'équation du mouvement dans l'espa
e de Fourier:

x(t) =

∫
dω

2π
e−iωtx̃(ω), G(t, t′) = G(t− t′) =

∫
dω

2π
e−iω(t−t′)G̃(ω)

x(t) =

∫

dt′G(t− t′)j(t′)

∫
dω

2π
e−iωtx̃(ω) =

∫

dt′
dω

2π

dω′

2π
e−iω(t−t′)−iω′tG̃(ω)j̃(ω′) =

∫
dω

2π

dω′

2π

∫

dt′ei(ω−ω′)t′

︸ ︷︷ ︸

2πδ(ω−ω′)

e−iωtG̃(ω)j̃(ω′)

=

∫
dω

2π
e−iωtG̃(ω)j̃(ω) =⇒ x̃(ω) = G̃(ω)j̃(ω) =

1

L(−iω)
j̃(ω)

ր

GL = 11, ∂te
−iωt = −iωe−iωt

, L(∂t)e
−iωt → L(−iω)e−iωt

3. Os
illateur harmonique:

� L'équation de mouvement:

mẍ(t) +mω2
0x(t) = −j(t)

x(t) =

∫
dω

2π
e−iωtx̃(ω)

−m

∫
dω

2π
e−iωt(ω2 − ω2

0)x̃(ω) = −

∫
dω

2π
e−iωtj̃(ω)

m(ω2 − ω2
0)x̃(ω) = j̃(ω)

G̃(ω) =
1

m(ω2 − ω2
0)
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� Traitement de l'espa
e nul:

x(t) =

∫
dω

2π
e−iωt j̃(ω)

m(ω2 − ω2
0)

=

∫
dω

2π
e−iωt j̃(ω)

m(ω − ω0)(ω + ω0)

Im

Re

−ω0 ω0

ω

ω

Im

Re

ω

ω● ●

Im

Re

ω

ω

● ●

Im

Re

ω

ω

●

●

Im

Re

ω

ω

●

●

Im

Re

ω

ω

Im

Re

ω

ω

Im

Re

ω

ω

Im

Re

ω

ω

Retardée Avan
ée Feynman Feynman

∗

� Intégrale de Fourier:

Libre 
hoix pour fermer la bou
le

Im

Re

ω

ω

t<0

Im ω

t>0
Reω
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Dσσ′ (t) = lim
Ω→∞

∫ Ω

−Ω

dω

2π

e−iωt

m[(ω − ω0 − iσǫ)(ω + ω0 − iσ′ǫ)

D−−σσ′(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iωt

m[(ω − ω0 + iǫ)(ω + ω0 + iǫ)
= −Θ(t)

i

2mω0
(e−iω0t − eiω0t)

G++(t) = iΘ(−t)
e−iω0t − eiω0t

2mω0
eǫt = Θ(−t)

sinω0t

mω0
eǫt = Ga(t)

G+−(t) = i
Θ(t)eiω0t +Θ(−t)e−iω0t

2mω0
e−ǫ|t| = i

eiω0|t|

2mω0
e−ǫ|t| = G∗

F (t)

G−+(t) = −i
Θ(t)e−iω0t +Θ(−t)eiω0t

2mω0
e−ǫt = −i

e−iω0|t|

2mω0
e−ǫ|t| = GF (t)

G−−(t) = −iΘ(t)
e−iω0t − eiω0t

2mω0
e−ǫt = −Θ(t)

sinω0t

mω0
e−ǫt = Gr(t)

� Conditions auxiliaires: j(t) 6= 0 pour ti < t < tf

(a) Conditions initiales: x(ti) = xi, ẋ(ti) = vi

xh(t) = a(xi, vi) cos ω0t+ b(xi, vi) sinω0t

xih(t) =

∫ ∞

−∞
dt′Gr(t− t′)j(t′) ← xih(ti) = 0, ẋih(ti) = 0

(b) Conditions �nales: x(tf ) = xf , ẋ(tf ) = vf

xh(t) = a(xf , vf ) cosω0t+ b(xf , vf ) sinω0t

xih(t) =

∫ ∞

−∞
dt′Ga(t− t′)j(t′) ← xih(tf ) = 0, ẋih(tf ) = 0

(
) Inversion du temps: t→ −t, L(∂t)→ L(−∂t) = L(∂t) mais G
r
a → G

a
r

L'équation de mouvement est symmétrique mais sa solution brise la

symmétrie d'inversion du temps en raison des 
onditions auxiliaires

=⇒ �è
he de temps 
ausale mé
anique

IV. ELECTROMAGNETISME

1. Champ éle
trique et magnétique:

Les équations de Maxwell:

4πρ = ∇E,
4π

c
j = −∂ctE +∇×B

0 = ∇B, 0 = ∂ctB +∇×E
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2. Ve
teur potentiel: Uni�
ation des 
hamps éle
triques et magnétiques

(a) Lemme:

∇v = 0 =⇒ ∃u, v = ∇× u

∇× v = 0 =⇒ ∃s, v = ∇s

(b) Les équations de Maxwell:

0 = ∇B =⇒ B = ∇×A

loi de Faraday : 0 = ∇× (E + ∂ctA) =⇒ E + ∂ctA = −∇φ

E = −∇φ− ∂ctA, B = ∇×A

3. Symmétrie de jauge: une redondan
e

φ → φ+ ∂ctχ, A→ A−∇χ

E = −∇φ− ∂ctA→ −∇φ−∇∂ctχ− ∂ctA+ ∂ct∇χ = E

B = ∇×A→∇×A−∇×∇χ = B

4. Jauge de Lorentz:

∂ctφ+∇A = 0

5. Produit ve
toriel:

Levi Civita : ǫijk = ǫjki, ǫijk = −ǫjik =⇒ 1 = ǫ123 = ǫ231 = ǫ312 = −ǫ132 = −ǫ213 = −ǫ321, 0 = ǫjjk

(a× b)k =
∑

ij

ǫijkaibj

(∇×∇)k =
∑

ij

ǫijk∇i∇j = 0 ← ∇i∇jχ = ∇j∇iχ

(∇×∇× u)k =
∑

ij

ǫij∇i(∇× u)j

=
∑

ij

ǫijk∇i

∑

ℓm

ǫℓmj∇ℓum

∑

j

ǫikjǫℓmj =
∑

ikℓm

(i = ℓ, k = m)−
∑

ikℓm

(i = m,k = ℓ) = δiℓδkm − δimδkℓ = −
∑

j

ǫijkǫℓmj

(∇×∇× u)k =
∑

ijℓm

(δimδkℓ − δiℓδkm)∇i∇ℓum = [∇(∇u) −∇
2u]k

∇×∇× u = ∇(∇u)−∇
2u
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6. Équations de Maxwell inhomogènes:E = −∇φ− ∂ctA, B = ∇×A

4πρ = ∇E = −∇(∇φ+ ∂ctA) = (∂2
ct −∆)φ = �φ,

4π

c
j = −∂ctE +∇×B = ∂ct(∇φ+ ∂ctA) +∇×∇×A

= −∇(∇A) + ∂2
ctA+∇(∇A)−∇

2A = (∂2
ct −∆)A = �A

7. Formulaire relativiste: Aµ = (φ,A), jµ = (cρ, j)

�Aµ =
4π

c
jµ

8. Fon
tion de Green:

� Fon
tion de Green s
alaire:

Aµ(x) =
4π

c

∫

dx′Dµ
ν(x− x′)jµ(x′)

Dµ
ν(x− x′) = δµνD(x− x′)

�φ = j

φ(x) =

∫

dx′D(x− x′)j(x′)

� Transformation de Fourier:

φ(x) =

∫
d4q

(2π)4
e−iqxφ̃(q)

D(x− x′) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x−x′)D̃(q)

−

∫
d4q

(2π)4
e−iqxq2φ̃(q) =

∫
d4q

(2π)4
e−iqxj̃(q)

φ̃(q) = −
j̃(q)

q2
=⇒ D̃(q) = −

1

q2
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� Fon
tion de Green retardée:

Dr(x) = −

∫
d3k

(2π)3
eikx

∫
dk0

2π

e−ick0t

(k0 + iǫ− |k|)(k0 + iǫ+ |k|)

= iΘ(t)

∫
d3k

(2π)3
eikx

(
e−ickt

2k
−

eickt

2k

)

=
iΘ(t)

(2π)3

∫

dkk2dφd(cos θ)eikr cos θ
e−ickt − eickt

2k

=
iΘ(t)

(2π)2

∫

dkk2
eikr − e−ikr

ikr

e−ickt − eickt

2k

=
Θ(t)

2(2π)2r

∫ ∞

0
dk(eikr − e−ikr)(e−ickt − eickt)

=
Θ(t)

8πr

∫ ∞

−∞

dk

2π
(eik(r−ct) + eik(−r+ct) − e−ik(r+ct) − eik(r+ct))

=
Θ(t)

4πr
[δ(−r + ct)− δ(r + ct)]

=
δ(ct − r)

4πr
.

� Fon
tion de Green avan
ée:

Da(x) = −

∫
d3k

(2π)3
eikx

∫
dk0

2π

e−ick0t

(k0 − iǫ− |k|)(k0 − iǫ+ |k|)

= iΘ(−t)

∫
d3k

(2π)3
eikx

(
eickt

2k
−

e−ickt

2k

)

= Θ(−t)
δ(r + ct)− δ(−r + ct)

4πr

=
δ(ct + r)

4πr
.

� Résumé:

D
r
a(x) = Θ(±t)

δ(ct ∓ r)

4πr

= Θ(±t)
δ(ct + r) + δ(ct− r)

4πr

= Θ(±t)
δ(c2t2 − r2)

2π

= Θ(±x0)
δ(x2)

2π
.

� Fon
tions de Green pro
hes et lointaines:

Da(x− y) = Dr(y − x) = Drtr(x− y)

Dn =
1

2
(Dr +Da) =

1

2
(Dr +Drtr) ← partie symétrique,En(v) = O

(
1

r2

)

Df =
1

2
(Dr −Da) =

1

2
(Dr −Drtr) ← partie antisymétrique,Ef (v,a) = O

(
1

r

)

D
r
a = Dn ±Df , Dn = Dntr, Df = −Dftr
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9. Potentiel de Lienard-Wei
hert:

� Dira
-delta:

∫

dxδ(x − x0)f(x) = f(x0)

∫

dxδ(h(x))f(x) =

∫

dh

∣
∣
∣
∣

dx

dh

∣
∣
∣
∣
δ(h)f(x(h)) =

∑

x′

f(x′)

|h′(x′)|
, h(x′) = 0

� Courant éle
trique:

jµ(x) = ec

∫

dsδ(x − x(s))ẋµ

= ec

∫

dsδ(x − x(s))δ(x0 − x0a(s))ẋ
µ

= ecδ(x − x(s))
ẋµ

|ẋ0|

= e δ(x − x(s))
︸ ︷︷ ︸

ρ(x)

dxµ

dt

= (cρ, j) = (cρ, ρv) = ρ
ds

dt
ẋµ

� Conservation du 
ourant:

∂µj
µ = ∂tρ+∇ · j

=
∑

a

[−va(t)∇δ(x − xa(t)) +∇δ(x− xa(t))va(t)] = 0

� Champ d'une 
harge pon
tuelle:

x

x’

x’a

r

Aµ(x) =
4π

c

∫

dx′δµνD(x− x′)jµ(x′)

D
r
a(x) = Θ(±t)

δ(ct∓ r)

4πr

A
µ
ih(x) =

1

c

∫

d4y
δ(x0 − y0 ∓ |x− y|)

|x− y|
jµ(y)

=
1

c

∫

d3y
jµ(x0 ∓ |x− y|,y)

|x− y|
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� Champ de rayonnement: A i

f
(∓∞,x) = A i

f
(x)

A(x) =
4π

c

∫

dyD
r
a(x, y)j(y) +A i

f
(x) =

4π

c

∫

dy[Dn(x, y)±Df (x, y)]j(y) +A i

f
(x)

Aray = Af −Ai =
8π

c

∫

dyDf (x, y)j(y) = 2Af

La �è
he du temps 
ausale est générée par les 
onditions auxiliaires

10. Origine de la �è
he du temps (
onditions auxiliaires)

(a) Notre expérien
e quotidienne montre de façon 
onvain
ante que la solution retardée doit être utilisée

et qu'un problème de 
ondition initiale doit être résolu.

(b) Origine physique:

� Les 
onditions �nales du 
hamp éle
tromagnétique sont manifestement in
onnues

� Les 
onditions initiales triviales, Ai = ∂tAi = 0, supposées valables dans un passé lointain.

(
) Origine 
osmologique : la faiblesse du rayonnement de fond di�us 
osmologique.

V. SYSTÈMES OUVERTS

systeme

environment

� La base de

1. la mé
anique statistique,

2. l'émergen
e du monde 
lassique à partir de la mé
anique quantique.

� Di�
ultés:

1. l'équation du mouvement ouverte ("e�e
tive equation of motion") est non lo
ale dans le temps,

2. les lois de 
onservation sont perdues.

� Intera
tions ave
 l'environnement:
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1. toujours importantes après un temps su�samment long,

2. génèrent la �è
he du temps du système

� Dynamique ouverte ("E�e
tive dynami
s"):

1. l'équation du mouvement fermée pour le système (x) et l'environnement (y):

ẍ(t) = F (x(t), y(t)), ÿ(t) = G(x(t), y(t)),

2. 
onditions auxiliaires:

x(ta) = xa, ẋ(ta) = va, y(ta) = ya, ẏ(ta) = ua.

3. l'équation du mouvement ouverte:

(a) résoudre l'équation de mouvement de y(t) pour une traje
toire arbitraire x(t): y[t, x, ya, ua, ta]

(b) insérer la solution dans l'équation de mouvement de x

ẍ(t) = F (x(t), y[t, x, ya, ua, ta])

4. Les symmétries brisées par (les 
onditions auxiliaires de) l'environnement:

(a) translation dans le temps

(b) l'inversion du temps

La �è
he du temps est générée par les 
onditions auxiliaires de l'environnement

1. Modèle harmonique une parti
ule (système observé), 
ouplés à N os
illateurs harmoniques (environ-

nement)

� Lagrangien: L = T − U

L =
m

2
ẋ2 −

mω2
0

2
x2 − jx+

∑

n

(
m

2
ẏ2n −

mω2
n

2
y2n − gnxyn

)

=
m

2
ẋ2 −

(
mω2

0

2
−

∑

n

g2n
2mω2

n
︸ ︷︷ ︸

>0

)

x2 − jx+
∑

n

[

m

2
ẏ2n −

mω2
n

2

(

yn +
gnx

mω2
n

)2
]

� Les 
onditions auxiliaires: σs, σe =







1 conditions initiales

−1 conditions finales

x(−σs∞) = ẋ(−σs∞) = 0

yn(−σe∞) = ẏn(−σe∞) = 0
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� L'équation de mouvement de l'environnement:

∂L
∂x
− d

dt
∂L
∂ẋ

= 0

mÿn = −mω2
nyn − gnx

f(t) =

∫
dω

2π
e−iωtf̃(ω)

mω2ỹn(ω) = mω2
nỹn(ω) + gnx̃(ω)

ỹn(ω) =
gnx̃(ω)

m(ω − ω2
n)
→

gnx̃(ω)

m[(ω + iσsǫ)2 − ω2
n]

= G̃n(ω)gnx̃(ω)

� Fon
tion de Green de l'environnement:

G̃n(ω) =
1

m[(ω + iσeǫ)2 − ω2
n]

� L'équation du mouvement ouverte:

mẍ = −mω2
0x− gnyn − j

j̃(ω) = m(ω − ω2
0)x̃(ω)− gnỹn(ω)

→ m[(ω + iσsǫ)
2 − ω2

0 ]x̃(ω)− gnỹn(ω)

= m[(ω + iσsǫ)
2 − ω2

0 ]x̃(ω)−
g2nx̃(ω)

m[(ω + iσeǫ)2 − ω2
n]

= {m[(ω + iσsǫ)
2 − ω2

0]− Σ̃(ω)}x̃(ω) = G̃−1
eff x̃(ω)

x̃(ω) = G̃eff j̃(ω)

� Fon
tion de Green ouverte:

G̃eff (ω) =
1

m[(ω + iσsǫ)2 − ω2
0]− Σ̃(ω)

� Energie propre:

Σ̃(ω) =
∑

n

g2nGn(ω) =
∑

n

g2n
m

1

(ω + iσeǫ)2 − ω2
n

� L'équation du mouvement ouverte:

G̃−1
eff x̃(ω) = m

[

(ω + iσsǫ)
2 − ω2

0 −
∑

n

g2n
m

1

(ω + iσeǫ)2 − ω2
n

]

x̃(ω) = j̃(ω),

Non lo
al dans le temps: ∂te
−iωt = −iωte−iωt

, ω ∼ i∂t

mẍ(t) = −mω2
0x(t) +

∑

n

g2n
∂2
t + ω2

n

x(t)− j(t)

2. La fon
tion spe
trale:
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Ω

ρ

(a) sum =⇒ intégrale:

ρ(Ω) =
∑

n

g2n
2mωn

δ(ωn − Ω)

Σ̃(ω) =
∑

n

g2n
m

1

(ω + iσeǫ)2 − ω2
n

=

∫

dΩ
∑

n

g2n
m

δ(ωn − Ω)
1

(ω + iσeǫ)2 − ω2
n

=

∫

dΩ
2ρ(Ω)Ω

(ω + iσeǫ)2 −Ω2

(b) La forme phénoménologique de Drude:

ρ(Ω) = Θ(Ω)
g2Ω

mΩD(Ω2
D +Ω2)

← form de Drude

Σ̃(ω) =
g2

mΩD

∫

dΩΘ(Ω)
Ω

Ω2
D +Ω2

2Ω

(ω + iσeǫ)2 − Ω2

= −
g2

mΩD

∫

dΩ
Ω2

(Ω + iΩD)(Ω − iΩD)(Ω − ω − iσeǫ)(Ω + ω + iσeǫ)

= −
g2

mΩD
2πi

[
Ω2
D

2iΩD(ω2 +Ω2
D)

+ σe
ω2

(ω2 +Ω2
D)2(ω + iǫe)

]

= −
g2π

mΩD

ΩD + iσeω

ω2 +Ω2
D

= −
πg2

mΩD(ΩD − iσeω)

G̃eff (ω) =
1

m[(ω + iσsǫ)2 − ω2
0 ] +

πg2

mΩD(ΩD−iσeω)

=
1

m(ω2 − ω2
0) +

πg2

mΩD(ΩD−iσeω)

(
) L'équation du mouvement ouverte:

m

[

ω2 − ω2
0 +

πg2

m2ΩD(ΩD − iσeω)

]

x̃(ω) = j̃(ω)

πg2

m2Ω2
D(1− iσe

ω
ΩD

)
≈

πg2

m2Ω2
D

(

1 + iσe
ω

ΩD
−

ω2

Ω2
D

)

m[(ω + iǫs)
2 − ω2

eff + iσeνω]x̃(ω) = j̃(ω) ← ω → 0

meffω
2
eff = mω2

0 −
πg2

m2Ω2
D

← renormalisation de la fréquence

meff = m−
πg2

m2Ω4
D

← renormalisation de la masse

ν =
πg2

m2Ω3
D

← constante de frottement

ẍ(t) = −ω2
effx(t)− σeνẋ(t)− j(t)



23

For
e de fri
tion de Newton dérivée dans un système fermé où ρ(Ω) = O (Ω)

3. Dissipation

� Sensibilité plus élevée sur la �è
he du temps de l'environnement (σe)

m[(ω + iǫs)
2 − ω2

eff + iσeνω]x̃(ω) = j̃(ω)

� La perte (et non le gain) de l'énergie ← �è
he du temps

� Plus que la brisure de la symétrie d'inversion du temps (intera
tions faibles)

� La dissipation est une symétrie d'inversion temporelle spontanément brisée

4. Brisure spontanée de symétrie

� Une tige élastique

(a) La pression tangentielle induit un dépla
ement transversal

z
F

z

(b) Le 
hoix du dépla
ement entre les possibilités symétriques est aléatoire (spontané)

(
) Énergie interne

U

z

U

z

−z0 0z

(d) Les petites �u
tuations de l'environnement déterminent la dire
tion du dépla
ement

(e) La brisure spontanée de symétrie est un mé
anisme ampli�
ateur

� Le ferromagnétisme:

� L'aimantation: M(H) = 1
V

∑

nmn en présen
e d'un 
hamp magnétique externe H

� Symétrie: H → −H, M → −M (
ouplage par HM)

� symétrie =⇒M(0) = 0

� Phase paramagnétique: limH→0M(0) = 0
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T<T

T>T

M c

c

z

zH

� Phase ferromagnétique: limH→0M(0) 6= 0 ???

Brisure spontanée de la symétrie: le système se souvient de la brisure in�nitésimale de la symmétrie

� Brisure spontanée de la symmétrie d'inversion du temps: H → σeǫ M → τd

5. Flè
he de temps 
ausale:

(a) Spe
tre dis
ret:

x

x y

t

st

intt

x

x y

t

tint

st

x

x y

t

st

intt

x

x y

t

tint

st

(a) (b) (
) (d)

G̃eff (ω) =
1

m[(ω + iσsǫ)2 − ω2
0]−

∑

n
g2n
m

1
(ω+iσeǫ)2−ω2

n

=
P (ω + iσeǫ)

Q(ω + iσsǫ, ω + iσeǫ)

� σs = σe, (a)-(b): Le p�le est à ωp+ iσǫ ∈ R =⇒ sign(Im(ωp)) = −σ, dynamique 
ausale, τc = σ

� σs = −σe, (
)-(d): dynamique 
ausale, 6 ∃ τc

(b) Spe
tre 
ontinu:

G̃eff (ω) =
1

m(ω2 − ω2
0) +

πg2

mΩD(ΩD−iσeω)

← σs est irrelevant

x

x y

t

st

intt

x

x y

t

tint

st
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6. Di�usion:

� τc = τd pour le mouvement stable

� La �è
he du temps 
ausale n'est déterminée que par l'environnement

VI. ENTROPIE

1. Première loi de la thermodynamique

� Canaux 
ontr�lés et non 
ontr�lés:

systeme

environment

� Energie:

É
hange d'énergie 
ontr�lé: W le travail

É
hange d'énergie non 
ontr�lé: Q la 
haleur

E = 〈H〉 =
∑

n

pnEn

δE = δQ+ δW, δW =
∑

n

pnδEn, δQ =
∑

n

δpnEn

ր

la première loi

� Deuxième loi de la thermodynamique

� Kelvin: Nous ne pouvons pas 
onvertir la 
haleur en travail sans perte

� Clausius: Nous ne pouvons pas transférer la 
haleur de l'environnement froid à l'environnement


haud sans perte

� Entropie: une fon
tion d'état thermodynamique, dé�ni par l'intégration sur une traje
toire

réversible sur des états d'équilibre

∆Sth =

∫

R

δQ

T
(kB = 1)
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� Le théorème de Clausius:

(a) Transformations 
y
liques:

∮
δQ

T
≤ 0

(l'égalité pour des transformations réversibles)

(b) Transformations arbitraires: A→ B

Ι

R

A

B

∫

I

δQ

T
−

∫

R

δQ

T
≤ 0

∫

I

δQ

T
≤

∫

R

δQ

T
= Sth(B)− Sth(A)

(
) L'entropie d'un système isolé thermiquement ne diminue jamais:

∫

I

δQ

T
= 0 =⇒ Sth(B) ≥ Sth(A)

ր

�è
he du temps thermodynamique

2. La question d'Ehrenfest sur les systèmes fermés:

� Boltzmann:

SB = ln
Ω

Ω0
,

� Gibbs:

SG = −

∫

d3Npd3Nqp(p, q) ln p(p, q),

� Le théorème de Liouville: Le �euve (q(ti),p(ti)) → (q(t),p(t)) préserve le volume dans l'espa
e de

phase.

� Le volume

Γ(R) =

∫

R

dx,



27


hange pour les traje
toires de ẋ = f(x),

dΓ(R(t))

dt
=

∫

R(t)
dx∇f(x(t))

Preuve:

Γ(R(t)) =

∫

R(t)
dx =

∫

R(ti)
dxdet

∂x(t)

∂x(ti)

x(t+ δt) ≈ x(t) + δtf(x(t)) =⇒
∂xj(t+ δt)

∂xk(t)
≈ δjk + δt

∂fj(x(t))

∂xk(t)

det
∂x(t+ δt)

∂x(t)
= det








1 + δt
∂f1(x(t))
∂x1(t)

δt
∂f1(x(t))
∂x2(t)

δt
∂f1(x(t))
∂x3(t)

δt
∂f2(x(t))
∂x1(t)

1 + δt
∂f2(x(t))
∂x2(t)

δt
∂f2(x(t))
∂x3(t)

δt
∂f3(x(t))
∂x1(t)

δt
∂f3(x(t))
∂x2(t)

1 + δt
∂f3(x(t))
∂x3(t)








≈ 1 + δt∇f(x(t))

Γ(R(t+ δt)) =

∫

R(t)
dx[1 + δt∇f(x(t))]

Γ(R(t+ δt)) − Γ(R(t))

δt
=

∫

R(t)
dx

1 + δt∇f(x(t)) − 1

δt
=

∫

R(t)
dx∇f(x(t))

� Les équations de Hamilton:

q̇ =
∂H(p, q)

∂p
, ṗ = −

∂H(p, q)

∂q
=⇒ X =




q

p



 , f =





∂H
∂p

−∂H
∂q





dΓ(R(t))

dt
=

∫

R(t)
dX

(
∂2H

∂q∂p
−

∂2H

∂p∂q

)

= 0

� La distribution de probabilité reste in
hangée dans l'espa
e de phase

� Ehrenfest: Comment l'entropie de Boltzmann ou de Gibbs peut-elle augmenter ?

3. La reprodu
tibilité des observations thermodynamiques:

� Mi
ro et ma
ro états:

(a) Mi
ro: X = (q,p)

(b) Ma
ro: Σ(Φ) = {X|X est compatible avec Φ}

↑

potentiel thermodynamique

(
) Dynamique:

i. Mi
ro: X(ti)→ X(t)

ii. Ma
ro: Φ(ti)→ Φ(t), Σ(Φ(ti))→ Σ(Φ(t))

(d) Reprodu
tibilité: Di�érents mi
ro-états initiaux se développent en un même ma
ro-état
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� L'augmentation de l'entropie de Boltzmann dans le temps:

(a) Boltzmann:

Sth(Φ) = ln
Ω(Σ(Φ))

Ω0

(b) Dynamique dans l'espa
e des phases:

Ut′,t : R
6N → R

6N , Ut′,t(x(t), p(t)) = (x(t′), p(t′))

(
) Le théorème de Liouville:

Ω(Σ(Φf )) = Ω(Utf ,ti(Σ(Φi)))

(d) Reprodu
tibilité:

U

Σ(Φ )i

U(Σ(Φ ))
i

Σ(Φ )
f

Utf ,ti(Σ(Φi)) ⊂ Σ(Φf ),

Ω(Σ(Φi)) ≤ Ω(Σ(Φf ))

Sth(Φi) = ln
Ω(Σ(Φi))

Ω0
≤ ln

Ω(Σ(Φf ))

Ω0
= Sth(Φf )

(l'égalité pour les pro
essus reprodu
tibles réversibles)

4. Le démon de Maxwell (1867)

� La deuxième loi de la thermodynamique est violée par la possession d'information

� Szilárd (1929): La deuxième loi ⇔ La 
olle
te et le traitement de l'information 
onstituent l'entropie

� Brillouin (1951): Le pro
essus de 
olle
te d'informations produit su�samment d'entropie pour sauver

la deuxième loi.

� Landauer (1961): La mémoire du démon produit assez d'entropie pour satisfaire la deuxième loi.


	Introduction
	Analyse complexe
	Equations de Cauchy et Riemann
	Théorème de Cauchy
	Théorème du residu

	Fonctions de Green
	Electromagnetisme
	Systèmes ouverts
	Entropie

