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I. INTRODUCTION

1. L’équivalence de ’espace et du temps?

e Oui: Relativité restreinte, 2# = (ct,z,y,2) = (z°, )
une ligne du monde, #(s) = (2°(s),z(s)), u =0,1,2,3

ct A
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e Non:
— Relativité restreinte: s> = c?t? — z?
— Temps est orienté:
U \Y
?
X t
— -« —> -«
Une balle qui roule sur une surface Du sable dans le sablier

— La mesure du temps est constituée par la mesure des coordonnées et nécessite une mémoire
(physique macroscopique!)

— Mécanique quantique: temps — nombre, coordonnées — opérateurs


https://drive.google.com/drive/folders/1_Y-4XmJMmgOsCwrPC4yZXuxv_xdzR9c2?usp=sharing

— Temps: cause et conséquence
e Fléche du temps:
(a) Equation de mouvement: T4 = £1, la direction du mouvement stable
(Pirréversibilité, la force de frottement de Newton)

(b) Structure causale: 7. = +1,
f: force extérieure,
Tq: T = *1,

xo: systéme de controle (sans force extérieure)
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2. Questions:

e Comment peut-on reconnaitre expérimentalement la direction d’une fleche temporelle dynamique?

(a) Faire un enregistrement vidéo du mouvement
(b) Jouer le mouvement & rebours

(¢) L’équation de mouvement:

x(t) = x(—t) = 0= f(x@t),2(),2(t)) = f(@(-t), —@(-t),Z(-1))

i. Le mouvement satisfait I’équation de mouvement: A 74

(Le mouvement d’une boule de billard avec une perte d’énergie négligeable est réversible)

ii. Le mouvement ne satisfait pas a I’équation de mouvement: 3 74

(Le glissement sur une surface avec frottement est irréversible)
e FEuriste-t-il des systémes sans fleche de temps causale ?

(a) Mécanique classique: non



(b) Mécanique quantique:
i. Les événements individuels sont non déterministes (A 7.)
ii. Les moyens sont déterministes (3 7.)
e La fleche causale et la fleche temporelle dynamique sont-elles identiques ?

généralement oui, mais pas toujours

e Les interactions fondamentales sont (presque) invariants par rapport a linversion du temps.

D’ot1 viennent les fléeches du temps dans un monde régi par des lois physiques

invariantes a I’inversion du temps?

3. Quatre fléches du temps dynamiques:

(a) Fleche du temps électromagnétique:

i. Une personne entre dans une piéce sombre et allume la lumiére.
ii. On fait un enregistrement video de 1’événement.

iii. Lorsque I'enregistrement vidéo est regardé & rebours avec une trés fine résolution temporelle, on
remarque que la piéce devient sombre avant que la main de la personne n’atteigne I'interrupteur

électrique. (champ de rayonnement retardé)
(b) Fleche du temps mécanique ou thermodynamique:
i. Quelqu’un écrit sur une feuille de papier avec un stylo plume.
ii. L’encre se diffuse dans le papier.
iii. On fait un enregistrement video de ’événement.
iv. En voyant cela & ’envers, on observe un phénomeéne bizarre et irréaliste : le stylo aspire I'encre du
papier. (irréversibilité)
(c) Fléche du temps quantique:

i. L’interférence dans la double fente de Young provient de la différence de phase de la fonction

d’onde de particule lorsqu’elle traverse les deux fentes.




ii. Lorsque nous controlons quelle fente est traversée par la particule, l'interférence disparait. La
phase de ""autre" fente est perdue et ne peut étre récupérée. (perte d’information a la transition

quantique classique)
(d) Fleéche du temps cosmologique:

i. Le Big Bang, enregistré par un témoin extérieur.

ii. Pas d’univers avant le Big Bang (conditions initiales cosmologiques)
4. Plan:

(a) Analyse compleze < fonction de Green
(b) Fléche du temps électromagnétique

(c) Fleche du temps mécanique

II. ANALYSE COMPLEXE

A. Equations de Cauchy et Riemann

Dérivabilité: une fonction holomorphe

) — g LEEW ),

h—0 h

Beaucoup plus que dans ’analyse réelle: I'indépendance de la phase de h

e h=nnekR

f'(2) = lim

n—0 n
e h=imm,neR

n—0 m

i LG+ 1) fletin) — f(2)

— 70 1 = %E)r(l) in ) f:fl_}'if% z=z1+ 12
fim L& = M) Hilhlz4n) = L] o Al t+in) - [(2) ilfale +in) — f(2)]
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B. Théoréme de Cauchy

1. Domaine sur le plan complexe: D

e Disque: d,(2) = {u € C|/(u—2)*(u—z) <r}
e Ouvert: z€ D = Je>0, de(z)CD
(de se déplacer & proximité de n’importe quel point sans quitter le domaine)

e Simplement connexé: pas de trous

(toute boucle fermée continue peut étre déformée en continu jusqu’a un point donné sans quitter le

domaine)

(sans la frontiere)

simplement connexé non simplement connexé

2. Théoréme de Cauchy: Si f(z) : D — C est holomorphe dans le domaine D, alors l'intégrale de f(z) sur
v(s) : [0,1] — D est égale a zéro,

s = | as2 50 = 0

Preuve:

o Théoréeme de Green:

j{ da:u:/dstu,
¥ b

e L’application du théoré¢me de Green:

D = {x|x(z1,22,0)}
8u2 6u1

u(x) = (ui,u2,0) — V><u:(0,0,8_21_8_22

N 3UQ 3U1
ng(dzlul + dZQUQ) = /D d21d2’2 <82’1 82’2)

Preuve:



3.
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(a) L’intégrale d’une boucle sur un carré infinitésimal:

o= Y In

—€oD OeD

z1+a zo2+a
/ dz / dz <% - %)
21 29 8Z1 82:2

z2t+a z1t+a
/ dza[uz(z1 + a, z2) — uz2(z1, 22)] — / dzi[ui(z1, 22 + a) — u1 (21, 22)]
D) zZ1

I

= afuz(z1 + a, z2) — u2(z1, 22) —ui(z1, 22 + a) + u1(z1, 22)] + O (a2)
(b) L’annulation de lignes internes:

or=>In

—€0D OebD

s'il n’y a pas de trou

e L’intégrale de boucle:
dz(2)
(d21 + idZQ)(fl + ng)

(dz1fi — dza fo) +ij{(dz1f2 + dz2 f1)

I
56— Te— e

— Rel: uy = f1, uz = — fo

= _ Ouy _ Oy
Re [}éD dzf(z)} = }éD(dzlul + dzoug) = /Dd21d22 <621 822)

0 0
= dz1dzo < f2 + i) =0 <+ Cauchy — Riemann
D 0z

— ImlI: ulzfQ,UQZfl

= _ Ouy _ Ouy
Im [jé[) dzf(z)] = }éD(dzlul + dzoug) = /Dd21d22 (621 62’2)

= /ledZQ %—% =0 <+ Cauchy — Riemann
D 621 822

L’utilisation du théoréme de Cauchy:

(a) Invariance des intégrales de contour complezes:



L’intégrale

L= / a1 (2)

reste inchangée lorsque le contour de l'intégration est déformé sans franchir les singularités.

Preuve:

i y:[0,1] = C, v 1(s) =7v(1 —s)

iii. ~y, v
e 7(0) =7(0), v(1) =~'(1)

e 4 et 4 encerclent un domaine holomorphe, simplement connexé.

e Théoréme de Cauchy:
L+1y2=1,-1,=0

(b) Si une fonction est holomorphe dans un domaine ouvert et simplement connexé alors elle est

1. infiniment différenciable et

1. analytique, c’est-a-dire qu’elle peut étre représentée par une série de puissances absolument et
uniformément convergentes
N
f(z) = lim fu(z — 20)"
=0

N—oo
n—

dans le rayon de convergence de la série z,zy € D, |z — z| < .

Définition:



i. La série converge > fn(z) vers f(z) a z si

e>0, 3N,

ii. La convergence de la série ) fn(2) est absolute si la série Y |fn(2)| converge,

3 fal2), V2, ¥Ve>0, AN, |falz) = D £(2)]

n<N

iti. La convergence de la série Y fn(x) est uniforme si la série converge de maniére uniforme,

3f(2), Ve>0, AN, Vz |falz)= D f(2)

n<N

< €.

La convergence absolue et uniforme nous permet d’échanger I'ordre de la limite et 'intégration et la différenciation.
Preuve:

e Lemme: Représentation de f(z) par une intégrale de contour, z € D, y(a) = z+7r(a)e’® — z+ee'®

= j{du—f(u) = % /027T dad—wif(z + ') b /O27r daieeiaif(z + ec™) —= f(2)

2mi u—z 2mi da eeic 2mi eeta

1 fu)
2) = — ¢ dut—~
=g

21 uU—z

e Théoreme de Cauchy: Vv C D

Y
1 1 1 1 z—z —
= = — R 0 :|Z Z0|<1
U—z u—2zp9— (2 — 20) u—zol—ﬁ u— 2o |u — 2o

1 =/z—2\" .
= Z + convergence absolute et uniforme

u—ZonZO U — 20
1 (u)
= — du——~=
1(z) 211 uu—z

R P (0



C. Théoréme du residu

1. Définition du résidu:

Resf(zy) = lim (z — 20) f(2)

Z—rZ0
si la limite existe

2. Exemple:

e Péle d’ordre k: Soit la fonction f(z) est holomorphe dans d.(zp) \ z0. Le zp est un poéle d’ordre k si

(z — 20)* f(2) est holomorphe dans d,(z).

Exemple: f(z) = 9G)_ oy g(z) est holomorphe dans d,(zp).

(z—20)

e Résidu: Soit zp un pole d’ordre k de f(z). Alors le résidu a zq est

1 ] dkfl )
Resf(z0) = Gy im Tl = =0 ) (0= )
Preuve:
k o 9 m
o) = G- D=3 Lz 2)
m=0 ’
(k=1)
Zli_)ngo(z —20)f(z) = Zli_)rrzlo e —g(zz))kl = (i — )1 si la limite existe

3. Théoréme du residu: Si f(z) est holomorphe sur un domaine simplement connexé, D, sauf & un ensemble

fini de points discrets, {z1,...,2x} alors
N
7{ dzf(z) = 2mi Z vy (zn)Resf(zn),
v n=1
ou

1 1
v(z) = — 7{ dz' ——,
27 ~ 2z —z

est l'indice (le numéro de tours), le nombre de fois on v se déplace dans le sens contraire des aiguilles d’une

montre autour de z.

o Liindice: y(a) = z +r(a)e’®®, 0 < o < 27, r(27) = r(0), ¢(27) = $(0) + 271
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— Valeur:

1 2 (j—; +ir§—i)ei¢

v(z) = 27 0 da retd
1 (2™ dlnr(a) 1 [*  dé
= — [ do—— 4+ — do—
zm'/o i +27r/0 Yda
|
r(2m)~r(0)=0 $(2m)—(0)=n
=n

— Une quantité topologique qui reste invariante sous la déformation continue de ~.

¢

— vy(2) = 0 en dehors de ¥ = la sommation est sur les singularités encerclées par la boucle

uniquement

Preuve: Théoréme du Cauchy:
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0 = j{dzf(z)—i-; [C,T—jindzf(z)—i-(}';}

z = zptee’, dz=idace’™ =ida(z — zp)

2
dzf(z) = ZZ/O do(z — zp) f(2)

S

N
— 2mi Z vy (zn)Resf(2n)

n=1
III. FONCTIONS DE GREEN

1. Définition et 1’usage:
o Oscillateur harmonique:

mi(t) = —mwpa(t) — j(t)
L(0) = —m(dF —wp)

3(t)

L(0y)x(t)

Définition:

L(0)x(t) = j(t)
L(0)G(t,t') = 6(t—t)

Invariance sous les translations temporelles:
Gt,t)=G{t—-1)
e L’usage formel:

1 =LG=GL + x f(t)
/dt’é(t—t’)f(t’) = /dt’L(@t)G(t,t’)f(t') = /dt’G(t—t’)L(@t/)f(t’)

1) = [aL@)G)) = [dLEGE- o))
Lr =) = z=L"1j=3Gj

Solution formelle:

z(t) = /dt’G(t =it

Lespace nul: Ny = {f(t)|L(0y)f(t) =0} #0 = AL!



o Solution: z(t) = xp(t) + zin(t), xp L =0, Lz = j
/

conditions auxiliaires
2. La transformation de Fourier:

o Le théoreme de Fourier:

fo) = [aerso. 0= [SEe )

o) = [ e
£ = 150 = [[deste )5 = [ GRare gy = [ TR fw)
ﬂw:nﬂw—/fmw@wwm:/awww

™

Preuve:

e La solution de ’équation du mouvement dans l’espace de Fourier:

x(t) = / ;l: "W W), Gtt) =Gt —t) = / g:e—w@ G (w)

z(t) = /dt’G(t—t’)j(t’)

12

dw —iwt _ /dw dw’ —tw(t—t)—iw't /dw du’ 1 i(w—w' )t —iwt~ S
/2716 T(w) = /dt 5 o € G(w 5 9 dt'e G(w)j (W)
2w (w—w’)
B /dw EEWIW) = |#w) = Gw)jw) = i)
) o — ) = T iy
/

GL =1, O™t = —jwe™ ™ L(0)e™ ™t — L(—
3. Oscillateur harmonique:

e L’équation de mouvement:

,L'w)e—iwt



e Traitement de l’espace nul:

13

.%'(t) — / d_we—iwt ](w) — / d_we—iwt ](w)
27 m(w? — wj) 27 m(w — wo)(w + wo)
Imw
—Wo WO
: : >
Rew
Amo A Mmoo Amo A Mmoo
L]
®*  Rew Rew * Rew Rew
Almo A Mo Almo A Mmoo
N\, N\, I\
\J \J
Rew Rew Rew Rew
Retardée Avancée Feynman Feynman*
e Intégrale de Fourier:
Libre choix pour fermer la boucle‘
A IMmw A Mo
t>0

A\

Rew

t<0




Q dw e*iwt

Door(t) = Qh—rgo _q 27 m[(w — wy — i0€)(w + wy — io’e)
Dot = | T OV e
Goalt) = i@(—t)%;jwed _ @(—t)sz;”(‘:teet ean
Go (1) = i@(t)eiwot;miﬁ—t)e_mt e—eltl — z‘;:;—lj(l]e”' — G(t)
Corlt) = _i@<t>eiﬁgﬁ(—t)eiwote_d _ _Qmw'o <t — Gp()
G__(t) = —i@(t)ew;n;;we—ft — _o() Sl;;"st < qr(p)

o Conditions auziliaires: j(t) # 0 pour t; <t <ty

(a) Conditions initiales: z(t;) = x;, @(t;) = v;

xp(t) = a(z,v;) coswot + b(x;, v;) sinwot

ip(t) = /OO d'G"(t — )it <+ zp(t) =0, ;) =0

—0o0

(b) Conditions finales: x(ty) = x¢, ©(t5) = vy

xp(t) = a(zy,vy)coswot + bz, vy)sinwot

Tip(t) = /Oo d'G*(t—t)j(t'") <«  wn(ty) =0, dp(ty) =0

—00

(c) Inversion du temps: t — —t, L(9;) — L(—0;) = L(9;) mais G G"

L’équation de mouvement est symmétrique mais sa solution brise la

symmétrie d’inversion du temps en raison des conditions auxiliaires

— fléche de temps causale mécanique

IV. ELECTROMAGNETISME

1. Champ électrique et magnétique:

Les équations de Maxwell:

4
Arp = VE, M= _9.E+V xB
&

0 = VB, 0=04.B+VXxFE
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2. Vecteur potentiel: Unification des champs électriques et magnétiques
(a) Lemme:
Vv=0 = du, v=V Xxu
Vxv=0 = ds, v=Vs
(b) Les équations de Maxwell:

0=VB =— B=VxA

loi de Faraday : 0 = Vx (E+04A) = E+04A=-V¢

|E=-V¢-04A, B=VxA

3. Symmeétrie de jauge: une redondance

¢ = ¢+0uax, A—>A-Vx
E = —Vo¢-— Ot A — Vo — V@ctx — Ot A + actVX =F

B =VxA-3VxA-VxVy=B

4. Jauge de Lorentz:

Ot + VA =0

5. Produit vectoriel:

Levi Civita : €1 = €gi, €ijk = —€jik = 1 = €123 = €231 = €312 = —€132 = —€213 = —€321, 0 = €,
(a X b)k = Zeijkaibj
ij
(V X V)k = Zeijkvivj‘ =0 — ViVjX = V]Vix
ij
(V x V x u)k = Zeijvi(v X u)j
ij
= > €jkVi Y €tmiVetm
i Im

Z €ikj€imj = Z (i=L4k=m)— Z (i =m,k=1) = 60km — OimOke = — Z €ijk€tmyj

J ikém ikfm J
(VX Vxu)p = > (BimOre — 8i66km) ViVeum = [V(Vu) — Vul
ijlm

VxVxu = V(Vu) - Viu
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6. Equations de Maxwell inhomogénes:E = —-V¢ —94A, B=V x A

drp = VE = -V (Vo + 0. A) = (802t_A)¢: U,
—J = —04E+V XxB=04(Vd+04A) +VxV x A

= —V(VA) +03A+V(VA) - VA= (04 -ANA=0A

7. Formulaire relativiste: A* = (¢, A), j* = (¢p,J)

4
OA% = 7]“

8. Fonction de Green:

e Fonction de Green scalaire:

ar(@) = 2 [ ar'Dr (o — o) (o)
&

D* (x —2') = §!D(z — 1)

o) = [ D~ i)

e Transformation de Fourier:

4 ~
oa) = [ e ita)

4 . N~
D —a) = [ e D)

(2m)t
- / —(3546_“1% ¢la) = / (;lw§4€_quj(Q)
o) = 12— D=



o Fonction de Green retardée:

r / dsk zk:m/ dkO eiidfot
D'(z) = — [ =ik [ CX0 : :
PE 2 (ko + i — k1) (ko + i€ + k1)

. d3k ihoer efickt eickt
= Ze(t)/(%)?’e ( % 2/<;>

_ Z@(t) 2 ikrcos@e_icm_eicm
= @ny /dk:k: d¢d(cos 0)e 5%
. ikr _ _—ikr ,—ickt _ _ickt
_ Z@(t)/dksze —e e e
(2m)? ikr 2k
o)

— oodk ikr _ —ikr —ickt _ ickt
2(27?)27“/0 (e e (e )

2T

_ @(t) /OO dk (eik(rfct) + eik(*T‘i’Ct) _ efl'k(T“FCt) _ eik(rJrct))

8mr

_ %?[5(4 +et) = o(r + ct)]
olet = 1)

4rr

—00

e Fonction de Green avancée:

3 ) —ickot
Doa) = - [ et [0
(2m)3 21 (ko —ie — |k|) (ko — i€ + |k|)

d3k " eickt efickt
Y —t IRT _
i6(=1) / (2m)3° ( ok 2%k )
o(r+ct) —6(—r+ct)

= 61 4dr
_O(ct + T)
 dar
e Résumé:
r B d(ct Fr)
_ @(j:t)é(d +7r)+0(ct — 1)
4rr
5(c*? —1r?)
S —
5(332)
_ 0
= O(£x )—277 .

e Fonctions de Green proches et lointaines:

DYz —y) = D'(y—x)=D"(x—y)
1 1
D" — g(DT + DY) = §(Dr + D"™)  « partie symétrique, E"(v)

1 1
2

D/ = (D" - D% = §(Dr — DY)« partie antisymétrique, B/ (v,a) = O <

D* = D"+ D/, Dpr=Dp" D/ =_plt

17



9. Potentiel de Lienard-Weichert:

e Dirac-delta:

/dxé(x —x0)f(z) = f(zo)

dx
dh

/dm&(h(:ﬂ))f(:c) = [ dh

e Courant électrique:
jH(x) = ec/dsé(m—x(s))a’u“
= ec/dsé(:c—:c(s))é(xo — 20(s))a"

. ds .
= (cp,3) = (cp, pv) = p— 2"
dt
o (Conservation du courant:

a,uju = Op+V-j

= > [-0a(t)VS(x — ma(t) + V(@ — 2a(t))va(t)] =0

a

e Champ d’une charge ponctuelle:

4
At (z) = 7” da' 8" D(z — 2')j(2)
r B o(ct Fr)
D) = O(t) =
1 5z’ =y’ Flz —yl)
AH = = 4 p
in(T) c/d Y Py i*(y)

_ l/dsyj“(xoﬂF\w—y!,y)
c |z — yl

18
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e Champ de rayonnement: A,(Foo,x) = A,(x)
! !

A = L [ayDMaa)it) + 4@ = T [ @D ) £ DY @a)lit) + A,

8m .
Argy = Ay —A; = c /dny(x,y)](y) =24/

La fleche du temps causale est générée par les conditions auxiliaires

10. Origine de la fléche du temps (conditions auxiliaires)
(a) Notre expérience quotidienne montre de fagon convaincante que la solution retardée doit étre utilisée
et qu’un probléme de condition initiale doit étre résolu.
(b) Origine physique:
e Les conditions finales du champ électromagnétique sont manifestement inconnues
e Les conditions initiales triviales, A; = 9;A; = 0, supposées valables dans un passé lointain.

(¢) Origine cosmologique : la faiblesse du rayonnement de fond diffus cosmologique.

V. SYSTEMES OUVERTS

environment

o La base de

1. la mécanique statistique,

2. I'émergence du monde classique & partir de la mécanique quantique.
e Difficultés:

1. ’équation du mouvement ouverte ("effective equation of motion") est non locale dans le temps,

2. les lois de conservation sont perdues.

e Interactions avec l’environnement:
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1. toujours importantes aprés un temps suffisamment long,
2. générent la flache du temps du systéme
e Dynamique ouverte ("Effective dynamics”):

1. ’équation du mouvement fermée pour le systéme (x) et Penvironnement (y):

2. conditions auxiliaires:
x(ta) = Zq, i'(ta) = Vq, y(ta) = Ya, y(ta) = Ugq-

3. I'équation du mouvement ouverte:

(a) résoudre l’équation de mouvement de y(¢) pour une trajectoire arbitraire x(t): y[t, x, Yq, Ua, to]

(b) insérer la solution dans I’équation de mouvement de z

.%'(t) = F(I’(t), y[t7 x, ya7 Ug ta])
4. Les symmétries brisées par (les conditions auziliaires de) ’environnement:

(a) translation dans le temps

(b) linversion du temps

‘La fleche du temps est générée par les conditions auxiliaires de ’environnement ‘

1. Modéle harmonique une particule (systéme observé), couplés & N oscillateurs harmoniques (environ-

nement)
e Lagrangien: L =T —U

2 2
m. mw . m . muw.
L= BT gy 3 (- T g,

2 2 2 2
m.2 mwo In 2 _ m.o MW, In
= —i"—— — ¢ — jx — —
2 ( 2 ZQmw,%> LADDIES (y”+mwg>]
n n
>0
1 conditions initiales
e Les conditions auziliaires: og,0, =
—1 conditions finales
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oL d OL

e L’équation de mouvement de l'environnement: g — 252 =0

In(w) =

2
—MWplYn — GnT

[ 5o i)

MWy Gin (W) + gn (W)

Iniw) InT(w) = Gp(w)gnF(w)

m(w — w2) m[(w + ios€)? — w?]

e Fonction de Green de ['environnement:

o [’équation du mouvement ouverte:

Z(w) =

e Fonction de Green ouverte:

e FEnergie propre:

= _mng — GnYn —J

m(w - w%)i(w) - gngn(w)

ml(w +iose)? — wilZ(w) — gnin(w)

23 (w
T wilaw) - m[(w —520'5(6))2 — w?]
{m|(w +iose)* = wi] = B(w)}i(w) = G7F(w)

ml(w + toge)

C?effj (w)

3 1
Gefr(w) = m[(w + ioge)? — wi] — X(w)

1

2
Sw) =Y g2 =S
) Zn:gnGn(w) Zn: m (w+ i0e€)? — w2

e L’équation du mouvement ouverte:

S
Geffx

Non local dans le temps: 0™

2. La fonction spectrale:

2
_ ) — w2 In
(w)=m | (w+iose)” —wg ; m @ T io

twt

1

e€

] Rt

= —iwte™™ W~ i,

0? + w?

r
mi(t) = —mwiz(t) + Z —x(t) — j(t)
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(a) sum = intégrale:

2
In
p(Q) = o dwn = Q)
2
- Jond 1
E = —_— —
() ; m (w+ ice€)? — w?

(b) La forme phénoménologique de Drude:

2
g 1
ds? 25w, — 0
/ 2t N
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2p(Q)Q2

ds?
/ (W~ ioee)? — Q2

2
g2
Q) = (2 form de Drud
p(Q) ( )mQD(Q%—i—QQ) + form de Drude
2
- g Q 20
z = Qe (N
@) m$dp / o )Q% + Q2 (w+ioee)? — 02
_ 92 /dQ QQ
mQp (Q4+iQp)(Q2—iQp) (2 —w — i0e€)(Q + w + i0.€)
2 02 2
= - opi|l—D 1, = :
m$p 2iQp(w? + Q7)) (w? 4+ Q%))2(w + iec)
L g*n Qp +ioew _ g’
- mSp w2—|—Q% B mQD(QD—iJew)
~ 1
Gepf(w) = e

m[(w + iose)? — w3] +

1

mQp(Qp—icew)

m(w? — wf) +
(¢) L’équation du mouvement ouverte:

2 2

m |w Z(w)

m2Qp(Qp — ioew)

7'l'g2

Q

Tg?

mQp(Qp—icew)

m2Q3,(1 — i0eq)

mf(w + ies)? — wsz + ioevw|T(w)

2
MeffWeyf

Meff

J(w)
2 2
g Lw w
4o, _>
mQQ% < eQD Q%
5((4)) — w=0
2 7792 . . ,
mwjy — —5~5 ¢ renormalisation de la fréquence
m*Q7,
7g? ..
m— —— < renormalisation de la masse
m=Q7,
7g?
503 < constante de frottement
maip

—wlppa(t) — oevi(t) — j(t)
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Force de friction de Newton dérivée dans un systéme fermé ou p(Q2) = O () ‘

3. Dissipation
e Sensibilité plus élevée sur la fleche du temps de I'environnement (o)
m(w + ies)? — wgff + icrw|z(w) = j(w)

e La perte (et non le gain) de I’énergie < fleche du temps
e Plus que la brisure de la symétrie d’inversion du temps (interactions faibles)

e La dissipation est une symétrie d’inversion temporelle spontanément brisée
4. Brisure spontanée de symétrie

e Une tige élastique

(a) La pression tangentielle induit un déplacement transversal

z z
| ’ | F

(b) Le choix du déplacement entre les possibilités symétriques est aléatoire (spontané)

(c) Energie interne

(d) Les petites fluctuations de I’environnement déterminent la direction du déplacement

(e) La brisure spontanée de symétrie est un mécanisme amplificateur
e Le ferromagnétisme:

— L’aimantation: M(H) = % > n My en présence d’un champ magnétique externe H

— Symétrie: H — —H, M — —M (couplage par HM)

symétrie = M (0) =0

Phase paramagnétique: limgr_,0 M (0) =0



M T<T¢

T>T¢

—/_/

— Phase ferromagnétique: limgr—,o M (0) # 0 777

Brisure spontanée de la symétrie: le systéme se souvient de la brisure infinitésimale de la symmétrie

e Brisure spontanée de la symmeétrie d’inversion du temps: H — g.e M — 74

5. Fléche de temps causale:

(a) Spectre discret:

24

s t W] . s t wt)
X y X y X y X y
(a) (b) (c) (d)
éeff(w) _ . : 1 . : _ P(w + iaee)-
ml(w + ioge)? —wd — 3, e oy Q(w + ios€,w + ioe€)
® 0, =0, (a)-(b): Le pole est & w,+ice € R = sign(Im(wp)) = —0o, dynamique causale, 7. = o
e 0; = —0, (¢)-(d): dynamique causale, A 7.
(b) Spectre continu:
Gepp(w) = ! 5 +— 0, est irrelevant
m(w? —wo) + sy
e 't
T tg N\
XF X;
ts /) 1 bne ) l ]
X X y
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6. Diffusion:

e 7. = Tg pour le mouvement stable

e La fleche du temps causale n’est déterminée que par ’environnement

VI. ENTROPIE

1. Premiére loi de la thermodynamique

o Canauz contrélés et non controlés:

environment

e FEnergie:
Echange d’énergie controlé: W le travail

Echange d’énergie non controlé: @ la chaleur

E = <H> = anEn

0E = 6Q+06W, W =) pudE,, Q= op.En

la premiére loi
e Deuxiéme loi de la thermodynamique
— Kelvin: Nous ne pouvons pas convertir la chaleur en travail sans perte

— Clausius: Nous ne pouvons pas transférer la chaleur de I’environnement froid & ’environnement
chaud sans perte

— Entropie: une fonction d’état thermodynamique, défini par l’intégration sur une trajectoire

réversible sur des états d’équilibre

I -



26

— Le théoréeme de Clausius:

(a) Transformations cycliques:

[

(I’égalité pour des transformations réversibles)

(b) Transformations arbitraires: A — B

IN

7 LT =
6Q

/1? < /R%:Sth(B)—Sth(A)

(¢) L’entropie d’un systéme isolé thermiquement ne diminue jamais:

/% =0 = Su(B)>Su(4)
I

/

fleche du temps thermodynamique
2. La question d’Ehrenfest sur les systémes fermés:
e Boltzmann:
Q
Sp=In—
B 2 QO )

e (ibbs:

Sg = — / *Npd*N qp(p, q) Inp(p, q),

o Le théoréeme de Liouville: Le fleuve (q(t;),p(t;)) — (q(t),p(t)) préserve le volume dans 'espace de
phase.

— Le volume



change pour les trajectoires de & = f(x),

IEO) _ [ oo
el BREAAE0)

Preuve:
g Ox(t)
D(R(t) = /R K /R L et 520
x(t 4 0t) ~ x(t) + ot f (x(t)) %J(F)&) &ng(k((tt)))

|4 ot2h)  gofa) o)
dz(t + ot) ( <>(>) (<)(>> 313(?»
— 8f2 x(t 8f2 x 8f2 @x
(1) det | ot w1t 0%m 9w
Afs(x(t Ofs(z(t Ofs(x
ot 3( it 3( (3)” 1+ 6t 250

~ 1+ 6tV f(x(t))
T(R(t +6t)) = /R o dz[1 + 0tV f((t))]

T(R(t +61)) — T(R(1)) 10V ) 1 ot
) /R@d £ ‘/R(t)d VF (1))

det

— Les équations de Hamilton:

OH o o1
g = (p,Q)7 p=_2 Ppa . 9 R
Op dq p _0H

oq
dU(R(1) _ / ix < 0*H 82H> _
dt R(t) d9q0p  Opdq

e La distribution de probabilité reste inchangée dans I’espace de phase

e Ehrenfest: Comment I’entropie de Boltzmann ou de Gibbs peut-elle augmenter ?
3. La reproductibilité des observations thermodynamiques:

e Micro et macro états:
(a) Micro: X = (q,p)
(b) Macro: X(®) = {X|X est compatible avec ®}
/]\

potentiel thermodynamique
(¢) Dynamique:
i. Micro: X (¢;) — X(t)
ii. Macro: ®(t;) — ®(t), X(P(t;)) = X(P(¢))

(d) Reproductibilité: Différents micro-états initiaux se développent en un méme macro-état
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e [’augmentation de ’entropie de Boltzmann dans le temps:

(a) Boltzmann:
0(%(2))

Sth((b) =In QO

(b) Dynamique dans l’espace des phases:
U : RO = ROV Uy o(2(t), p(t)) = (x(t'), p(t"))
(¢) Le théoréme de Liouville:
Q(E(q’f)) = Q(Utﬁti(z(‘pz‘)))

(d) Reproductibilité:

Utf,ti(z(q)i)) - E((I)f)’

Q(B(2:)) < Q(X(2y))
S (D) = ln%j)i)) < 1n%ff)) = Sn(®y)

(I’égalité pour les processus reproductibles réversibles)
4. Le démon de Maxwell (1867)

e La deuxieme loi de la thermodynamique est violée par la possession d’information

molecules are
allowed to go this way

/Y
high speed molecules are
allowed togo this way

o Szildrd (1929): La deuxiéme loi < La collecte et le traitement de 'information constituent I’entropie
e Brillowin (1951): Le processus de collecte d’informations produit suffisamment d’entropie pour sauver
la deuxiéme loi.

e Landauer (1961): La mémoire du démon produit assez d’entropie pour satisfaire la deuxiéme loi.



	Introduction
	Analyse complexe
	Equations de Cauchy et Riemann
	Théorème de Cauchy
	Théorème du residu

	Fonctions de Green
	Electromagnetisme
	Systèmes ouverts
	Entropie

